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Vorwort. 

Wäre  es  nicht  landläufige  Übung,  einem  neu  erscheinenden  Bande 
einige,  wenn  auch  nur  kurze,  ankündigende  Worte  vorauszuschicken, 
so  würde  ich  am  liebsten  von  jedem  Vorworte  Abstand  nehmen. 
Fehlt  mir  doch  die  dem  Verfasser  innewohnende  Berechtigung,  den 
der  Öffentlichkeit  übergebenen  Band  als  mir  angehörend  zu  bezeichnen. 
Die  Herren  Günther,  Cajori,  Netto,  Bohynin,  v.  Braunmühl, 
Kommerell,  Loria,  Vivanti,  Wallner  als  Verfasser  der  Abschnitte 
XIX  bis  XSVII  haben  viel  stärkere  Beiträge  als  der  A^'erfaaser  des 
kurzen  XXVIII.  Abschnittes  geliefert  und  könnten  beanspruchen,  ihre 
Arbeit  einzuführen.  Wenn  mir  gleichwohl  von  Anfang  an  überlassen 
blieb,  ein  Gesamtvorwort  zu  schreiben,  so  betrachte  ich  mich  dazu 
als  mit  einer  dreifachen  Legitimation  versehen,  I.  als  Verfasser  der 
drei  ersten  Bände,  2.  als  Mittelsperson  der  Bearbeiter  dieses  IV.  Bandes, 
3.  als  der  den  Jahren  nach  Älteste  unter  den  an  der  Entstehung  des 
Bandes  beteiligten  Persönlichkeiten. 

unser  IV.  Band  wird  der  Art  seiner  Fertigstellung  entsprechend 
unzweifelhaft  wesentlich  von  den  ihm  vorhergegangenen  Bänden  ab- 
weichen. Die  Einheitlichkeit  wird  ihm  fehlen,  dagegen  wird  man 
den  einzelnen  Abschnitten  zu  ihrem  Vorteile  anmerken,  daß  deren 
Verfasser  ihre  ganze  Geistesarbeit  auf  ein  eng  umgrenztes  Gebiet  be- 
schränken durften.  Möge  der  freundliche  Leser  diesem  letzteren  Vor- 
zuge zu  Liebe  den  ersteren  verhältnismäßig  geringeren  Mangel  ent- 
schuldigen. 

Heidelberg,  März  1908. 
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Geschichte  der  Mathematik  in   selbständigen  Werken,   monogra- 
phischen  Arbeiten    und    Biographien;    Wörterbücher;    Ansgaben, 
Bearbeitungen  nnd  Wiederherstellungen  von  Klassikern. 

Man  hat  das  XVIIT.  Jahrhundert  nicht  selten  das  „philosophische" 
genannt,  wogegen  dem  XIX.  das  Verdienst  zuerkannt  werden  sollte, 
das  „historische"  zu  sein.  Diese  Gegenüberstellung  ist  gewiß  nicht 
ganz  unberechtigt,  allein  in  den  zwischen  1760  und  1800  gelegenen 
vier  Jahrzehnten  nimmt  doch  auch  schon  das  geschichtliche  Interesse 
merklich  zu,  und  nicht  allein  im  Bereiche  der  im  engeren  Sinne  hier 
in  Betracht  kommenden  Disziplinen  ist  dieser  Fortschritt  wahrzu- 
nehmen, sondern  auf  allen  Gebieten  menschlichen  Wissens  macht  sich 
die  gleiche  Erscheinung  geltend.  So  hat  denn  auch  das  Studium  der 
Geschichte  der  exakten  Wissenschaften  einen  namhaften  Aufschwung 
genommen,  wie  die  folgenden  Zeilen  dies  im  einzelnen  erhärten 
werden. 

Als  ein  wesentlich  unterstützendes  Moment  darf  wohl  das  be- 
zeichnet werden,  daß  sich  in  dem  uns  jetzt  beschäftigenden  Zeiträume 
die  Gelegenheiten  zu  Veröffentlichungen  stetig  mehren  und  Terbessem. 
Wenn  die  bis  dahin  verfaßten  Werke  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  noch  gar  viel  zu  wünschen  übrig  ließen,  so 
»laß  auch  da  eben  —  von  Weidler')  und  Montucla^)  abgesehen  — 
meist  nur  ganz  schwache  Anfänge  vorhanden  waren,  so  mag  ein 
sehr  bestimmender  Grund  für  diese  UnvoUkommenheit  in  dem  Um- 
stände erkannt  werden,  daß  es  noch  fast  ganz  an  Spezialarbeiten 
mangelte,  jeder  Autor  also  fast  allein  auf  sich  selbst  und  seine  eigenen 
Hilfsmittel  angewiesen  war.  Anders  wurde  dies,  als  einerseits  die 
Veröffentlichungen  der  gelehrten  Gesellschaften,  andererseits  die  vor- 
her noch  so  seltenen  Zeitschriften  in  immer  steigender  Zahl  rührigen 
Schriftstellern  sich  zur  Verfügung  stellten.  Und  gerade  hier  ist  in 
der  zweiten  Hälfte  unseres  laufenden  JabrhundertB ,  zumal  von  1780 
an,  sehr  viel  geleistet  worden. 

')  Vgl,  diese  Vorlesungen  IIP,  S.  4Ü7.     =)  Ebenda  HP,  S.  600  S. 
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4  ÄbBclinitt  XIX. 

Eine  vortreffliche  ZusammenstelluDg  der  mathematischen  Zeit- 
schrifteuliteratur,  dieses  letztere  Wort  im  allerweitesten  Sinne  ge- 
nommen, verdankt  man  Rogg^),  obwohl  dieselbe,  bei  aUem  vom  Ver- 
fasser aufgewendeten  Fleiße,  noch  immer  nicht  als  ganz  vollständig 
betrachtet  werden  kann^).  Diese  Liste  führt  für  unsere  vier  Oezeu- 
nien  periodische  Herausgabe  gelehrter  Arbeiten  von  folgenden  Kor- 
porationen an:  Amsterdam,  Basel,  Berlin,  Bologna,  Boston,  Breslau, 
Brüssel,  Calcntta  („Asiatic  Researches"),  Cortona  (in  Toseana),  Danzig, 
Dessau,  Dijon,  Dublin,  Düsseldorf,  Edinburgh,  Erfurt,  Genf,  ßöttingen, 
Halle  a.  S.,  Harlem,  Kopenhagen,  Leipzig,  Lissabon,  London,  Madrid, 
Mainz,  Manchester,  Mannheim,  Middelburg  {in  den  Niederlanden),' 
Modena,  München,  Nancy,  Neapel,  Padua,.  Paris,  St.  Petersburg,  Prag, 
Philadelphia,  Rotterdam,  Siena,  Stockholm,  Turiu,  Upsala,  Wien, 
Zürich.  Von  gar  mancher  dieser  Städte  wäre  der  Name  mehrmals 
zu  nennen;  so  kommen  z.  B.  von  Berlin  die  Akademie  der  Wissen- 
schaften und  die  „Naturforachenden  Freunde"  als  Herausgeber  in  Be- 
tracht. Vergleicht  man  das  Verzeichnis  mit  demjenigen,  welches  sich 
für  die  erste  Jahrhunderthälfte  oder  gar  für  noch  frühere  Zeiten  her- 
stellen ließe,  so  gewinnt  man  erst  eine  wirkliche  Einsicht  in  die  ge- 
waltige Zunahme  der  gelehrten  Produktion,  welche  mit  den  Anfängen 
des  gewöhnlich  als  Aufklärungszeitalter  gekennzeichneten  Zeitab- 
schnittes eingesetzt  hat. 

Von  Zeitschriften  im  eigentlichen  Wortsinne  besaß  vorher  Deutsch- 
land nur  die  „Acta  Eruditorum",  die  ja  auch  eine  reiche  Fundgrube 
für  den  Historiker  darstellen,  und  in  Frankreich  besaß  das  „Journal 
des  Savants"  in  den  hu ndertundsiebenimd zwanzig  Jahren  seines  Be- 
stehens (1665—1792)  einen  begründeten  Ruf.  Fachzeitschriften  für 
die  Mathematik  und  die  zu  ihr  in  Beziehung  stehenden  Wissenszweige 
gab  es  außer  für  die  allerelementarsten  Gfebiete  überhaupt  noch  nicht. 
Das  Verdienst,  eine  solche  geschaffen  zu  haben,  kommt  dem  Leipziger 
Professor   Karl    Friedrich    Hindenburg    (1741—1808),    dem   Be- 

')  Handbucli  der  mathemati sehen  Literatur  vom  Anfange  der  Bachdrucker- 
kunst  bis  zum  Schlüsse  des  Jalues  1680,  1.  Abteilung,  TübingeE  1830,  S.  282£F. 
*)  Eb  fehlen  u,  a.  die  beide»  Publikationen  der  Univeraität  Erlangen  („ErUnger 
Gelehrte  Anzeigen";  „FränkiBche  Sammlungen  von  Anmerkungen  aus  der  Natur- 
lehre, Arzeneygelahrtheit  und  Ökonomie")  sowie  das  inhaltreiciie  „Journal  de 
Ttevous"  (kleine  Stadt  nördlich  von  I  yonj  4,ui,h  Florenz  st  in  gewissem  Sinne  zu 
nennen,  denn  dort  blühte  längere  Zeit  d  e  in  der  Gesclucbte  der  exp crimen teUen 
Befragung  der  Natui  einiiBreich  gewordene  'Versuchsakademie".  Vgl.  hierzu 
G.  Targioni-Tozzettia  lil-— 1  83j  vierbanliges  Werk  (Notizie  degli  aggra- 
dimenti  delle  scienze  fieifhe  accaduti  in  Toicana  nel  corso  di  anni  BCSBanta 
nel  Becolo  XVII,  Florenz  17H0)  Ferner  aind  noch  die  Meraorie  dell'Accademia 
Tirgiliana  von  Mantua  und  die  Mem  rie  dflla  '^  cieti  Italiana  delle  Boienae  von 
Yeroua  zu  bemerken. 
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gründer  der  kombinatorischen  Analyais,  zu.  Derselbe  gab  zusammen 
mit  dem  Astronomen  Johann  BernouUi^)  von  1786 — 1788  daa 
„Leipziger  Magazin  für  reine  und  angewandte  Mathematik"  heraus, 
nachdem  er  zuvor  zusammen  mit  anderen  Redakteuren,  nämlich  dem 
Physiker  Christlieb  Benedikt  Fnnek  (1736—1786)  und  dem  Kame- 
ralisten Nathanael  Gottfried  Leske  (1751 — 17861  bei  der  Heraus- 
gabe einer  von  1781 — 1785  in  Gang  erhaltenen  Vierteljahrsschrift  von 
verwandtem  Charakter,  bei  dem  „Leipziger  Magazin  für  Naturkunde, 
Mathematik  und  Astronomie"  beteiligt  gewesen  war.  Für  sich  allein 
leitete  Hindenhurg  sodann  von  1795  bis  1800  das  „Archiv  für  die 
reine  und  angewandte  Mathematik"  (11  Hefte),  ein  Oi^n  von  reichem 
und  vielseitigem  Inhalte,  an  dem  auch  die  Geschichtsforschung,  wie 
dieses  Kapitel  noch  zeigen  wird,  nicht  achtlos  vorübergehen  darf. 

Selbstverständlich  darf  diese  auch  nicht  übersehen,  was  die  der 
Physik  und  Astronomie  gewidmeten  Zeitschriften  enthalten.  Für 
erstere  ist  als  Bahnbreeher  anzusehen  der  Abbe  Fran^ois  Rozier 
(1734 — 1793),  der  in  Paria  die  „Observations  et  Memoires  sur  la 
physique,  l'histoire  naturelle  et  les  arts"  ins  Leben  rief^  und  sie  von 
1773 — 1793  im  Rufe  eines  geachteten  Faehblattes  zu  erhalten  wußte. 
Nach  seinem  Tode  ging  die  Sehriftleitung  über  in  die  Hände  der 
beiden  Naturforscher  Henri  Marie  Ducrotay  de  Blainville 
(1778  —  1850)  und  Jean  Claude  Delametherie  (1743  —  1817); 
letzterer  hatte  auch  früher  bereits  Rozier  seine  Unterstützung  ge- 
liehen, während  iu  den  Jahren  1779—1785  der  Abbe  Jean  Andre 
Mongez')  (1751 — 1788)  als  Mitherausgeber  tätig  gewesen  war.  Der 
Titel  wurde  in  „Journal  de  physique"  umgewandelt,  und  aia  solches 
dauerte  es  von  An  II  (1793)  bis  zum  Jahre  1828.  Die  Entstehung 
eines  deutschen  Konkun-enzorganes ,  welches  jedoch  die  physikalische 
Tendenz  noch  etwas  schärfer  betonte,  fällt  erst  in  die  letzte  Zeit  des 
uns  hier  beschäftigenden  Zeitraumes.  Im  Jahre  1799  nämlich  be- 
gannen unter  der  Ägide  des  damals  in  Halle  angestellten  und  1811 
nach  Leipzig  berufenen  Professors  Ludwig  Wilhelm  Gilbert 
(1769 — 1824)  die  „Annalen  der  Physik"  zu  erscheinen,  welche  als 
Fortsetzung  zweier  noch  nicht  zu  gleicher  Bedeutung  gelangten  Unter- 
nehmungen des  Chemikers  Karl  Friedrich  Adolf  Gren  (1760  bis 

')  Der  dritte  Träger  diesea  Namens  in  der  berühmten  Mathematikerfamilie 
(diese  Vorlesungen  in',  8. 325).  *)  Die  beiden  ersten  Jahrgij.iige  (1771—1773) 
föhren  eine  etwas  abweichende  Bezeichnung,  nämlich  diese:  „Introduction  aus 
obserrations  sur  la  phjsique  et  Thistoire  naturelle".  *)  Mongez  war  wissen- 
Bchaftlieher  Begleiter  der  unglücklichen  Expedition  des  Kapitäne  Jean  Pranfois 
De  la  Pejrouae,  welche  1786  Frankreich  verließ  imd  niemals  wiederkehrte, 
weil  die  beiden  Schiffe  an  einer  panifiBcten  Koralleninsel  scheiterten  und  fast 
spurlos  untergingen. 
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1798)  ZU  treten  beatiramt  waren  {„Journal  der  Physik",  1790 — 1794; 
„Neues  Journal  der  Physik",  1795—1798).  Gilbert  hatte  eine  glück- 
liche Hand  und  brachte  die  „Annaien"  bald  zu  fröhlichem  Gedeihen, 
so  daß  sie  seinen  Tod  Überdauerten  und  bis  zum  heutigen  Tage, 
dank  den  glänzenden  Namen  Poggendorff,  W.  und  E.  Wiedemann, 
ihre  Führers tellung,  nicht  bloß  iür  die  Grenzen  des  Vaterlandes,  sieb 
bewahrt  haben.  Als  eine  dritte  wertvolle  Sammlung  zeitgenössischer 
Arbeiten  hat  zu  gelten  Lodovico  Gasparo  Brugnatellis  (1701 
bis  1818)  in  seinem  Wohnorte  Pavia  veröffentlichte  „Biblioteea  fisica 
d'Europa"  (1788 — 1791),  an  welche  sich  das  „Giornale  fisieo-medieo" 
anschloß;  auch  dieses  hat  nachher  seinen  Namen  mehrfach  gewechselt. 
Gasparo  Brugnatelli,  Brunacei  und  Configljacchi  unter- 
stützten den  Vater  des  Erstgenannten  bei  der  Herausgabe,  und  erst 
1827  endigte  die  ganze  Zeitschriftenserie. 

Den  deutschen  und  auswärtigen  Vertretern  der  Sternkunde  stellte 
zuerst  der  Berliner  Astronom  Johann  Eiert  Bode  (1747—1826) 
ein  Organ  für  gelegentliche  Veröffentlichungen  zur  Verfügung,  indem 
er  seinen  Ephemer i den  („Astronomisches  Jahrbuch  für  die  Jahre 
1776—1829",  Berlin  1774—1826;  dazu  vier  Supplementbände)  noch 
einen  für  Aufsätze  und  Mitteilungen  aller  Art  bestimmten  Anhang 
beifügte.  Wichtiger  unter  dem  hier  in  Betracht  kommenden  Gesichts- 
punkte wurden  die  Zeitschriften  Franz  Xaver  v.  Zacha  (1754  bis 
1832),  welche  reich  an  geschichtlichen  Originalabhandlungen  und  Be- 
richten sind.  Auf  die  kurzlebigen,  in  Verbindung  mit  Bertueh  in 
Weimar  herausgegebenen  „Geographischen  Ephemer i den"  (1798 — 1799) 
folgte  dj_e  noch  jetzt  unentbehrliche,  in  Gotha  gedruckte  „Monatliche 
Korrespondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Himmelskunde"  (1800 
bis  1813).  Deren  spätere  Fortsetzung  fällt  nicht  mehr  in  den  Rahmen 
dieses  Kapitels. 

Gar  manche  ihn  näher  berührende  Notiz  findet  der  die  literarische 
Tätigkeit  jener  Tage  Verfolgende  auch  in  periodischen  Schriften  von 
mehr  allgemeinem,  teilweise  auch  populärem  Gepräge,  für  die  sich  be- 
sonders der  aus  England  herübergekommene  Name  „Magazin"  einge- 
bürgert hatte.  Es  gab  eine  ganze  Reihe  von  Wochen-  und  Monats- 
Bcliriften  mit  diesem  Namen  („Bremisches  Magazin",  mit  Fortsetzung 
von  1760 — 1766  reichend;  „Göttingisches  Magazin"  von  Lichtenberg 
und  Georg  Förster,  seit  1780;  „Hamburger  Magazin",  mit  Fort- 
setzung von  1745—1784;  „Stralsundisches  Magazin",  1767—1776). 
Der  berühmte  Physiker  Georg  Christoph  Lichtenberg  (1744  bis 

1799)  ließ  nachmals  das  „Magazin  für  das  Neueste  aus  der  Physik 
und  Naturgeschichte"  (Gotha  1784—1799)  erscheinen,  welches  unter 
der  Redaktion   dea   früheren  Mitarbeiters   Johann  Heinrich  Voigt 
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(1751—1823)  als  ,^agazm  für  den  neueHteu  Zustand  der  Naturkunde 
in  Rücksicht  auf  die  dazu  gehörigen  Hilfewissenscliaften"  (1799—1806) 
neu  auflebte.  Nur  ganz  kurz  hielt  sich  des  in  Göttingen  dozierenden 
Chemikers  Johann  Friedrieh  Gmelin  (1748—1804)  „Journal  der 
NaturwisseuBchaften"  (Göttingen  1797 — 1798).  Zwei  nicht  ganz  wert- 
lose Samnaelwerke  sind  die  folgenden:  „Physikalische  Bibliothek", 
Rostock-Wismar  1754 — 1761;  „Monatliche  Beiträge  zur  Naturkunde", 
Berlin  1752 — 1765;  beide  herausgegeben  von  dem  Wismarer  Rektor 
Johann  Daniel  Denso  (1708  — 1795).  Auch  einzelne  Gelehrte 
suchten  ab  und  zn  dem  bestehenden  Bedürfnis,  vor  die  Öffentlichkeit 
treten  zu  können,  durch  Veranstaltung  von  Saninielschriften  entgegen- 
zukommen. So  gibt  es  zwei  Veröffentlichungen  des  bayerischen  Aka- 
demikers Franz  v.  P.  Schrank  („Abhandlungen  einer  Pnvatgesell- 
Bchaft  von  Naturforschern  und  Ökonomen  in  Oberteutschland ',  München 
1792;  „Sammlung  naturhistorischer  und  phjstkahseher  Aufsätze", 
Nürnberg  1706),  Eine  populärwissenschaftliche,  zu  ihrer  Zeit  sehr 
geachtete  Zeitschrift  hatte  ihren  Sitz  in  Holland  („AUgemeener  Künst- 
en Letter-Bode",  1788 — -1818).  Von  englischen  Organen,  die  zugleich 
die  Wissenschaft  fördern  und  Wissen  in  weitere  Kreise  zu  tragen  be- 
stimmt waren,  seien  „The  Lady's  Diary"  und  „The  Penny  Cycio- 
paedia"  namhaft  gemacht.  Über  den  Einfluß,  den  die  zahlreichen 
italienischen  Literaturjoumaie  auch  auf  den  Entwicklungsgang  der 
exakten  Wissenschaften  während  des  XVIII.  Jahrhunderts  ausübten, 
Terbreitet  sich  sehr  anregend  G.  Loria  (II  „Giomale  de'  Letterati 
d'Italia"  di  Venezia  e  la  „Raccolta  Calogera  eome  fonti  per  la  storia 
delle  matematiche  nel  secolo  XVUI,  Cantor-Festschrift,  1899,  S.  241  ff.). 

Die  Möglichkeit,  Studienfrüchte  viel  leichter  als  früher  einem 
großen  Publikum  vorlegen  zu  können,  kommt  natui^emäß  darin  zum 
Ausdnick,  daß  kleinere  Veröffentlichungen  häufiger,  dickleibige  Bücher 
seltener  zu  werden  anfangen.  Auch  die  Geschichte  der  mathemati- 
Bchen  Wissenschaften  muß  sich  der  in  den  Verhältnissen  begründeten 
Regel  unterordnen.  Es  sind  nur  verhältnismäßig  wenige  neue  Werke, 
die  uns  in  den  vier  Jahrzehnten  zwischen  1760  und  1800  entgegen- 
treten, imd  man  kann  nicht  behaupten,  daß  das,  was  geliefert  ward, 
allen  Ansprüchen  vollkommen  entsprach.  Es  lauft  viel  Mittelgut  mit 
unter,  wenn  auch  in  manchen  Fällen,  wie  sich  gleich  zeigen  wird, 
die  objektiver  gewordene  Anschauung  der  neuesten  Zeit  manches 
allzu  herbe  Urteil  der  Vergangenheit  wenigstens  einigermaßen  richtig- 
stellen mußte. 

Wir  haben  hier  vor  allem  das  einzige  selbständige  Werk  aus  der 
Feder  eines  deutschen  Schriftstellers  im  Auge,  welches  in  das  hier 
zur  Besprechung  stehende  Intervall  gehört.     Es  stammt  her  von  dem 
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bekannten,  schon  im  dritten  Bande  melirfach  genannten  Abraham 
Gotthelf  Kaestner*),  entstand  aber  leider  erst,  und  zwar  in  der 
äußerlich  sehr  stattiicUen  Gestalt  von  vier  Bänden*),  in  dem  letzten 
Lebensabschnitte  des  bereits  in  das  hohe  Greisenalter  eingetretenen, 
außerordentlich  produktiven  Gelehrten.  Man  begnügte  sieh  späterhin 
nur  zu  leicht  bei  dem  absprechenden  Urteile  eines  allerdings  durch 
scharfen  kritischen  Geist  ausgezeichneten  Historikers'),  welches  für 
diesen  besonderen  Fall  völlig  einem  die  ganze  Tätigkeit  des  Mannes 
treffenden  Sarkasmus  des  Priuceps  Mathematicornm  zu  entsprechen 
schien*).  „Von  einem  Eingehen  in  die  Wissenschaft",  heißt  es  da, 
„ist  fast  nirgends  die  Rede.  Das  Einzige,  was  man  aus  dem  Buche 
lernen  kann,  ist  einige  Bücherkenntnis.  Aber  auch  hierin  scheint  den 
Verfasser  mehr  der  Zufall,  als  irgend  ein  bestimmter  Plan  geleitet  zu 
haben.  Mit  einem  Worte,  das  Euch  ist  alles  mogliehe,  nur  keine  Ge- 
schichte der  Mathematik."  Da  heutzutage  weit  weniger  mehr  als 
früher  Veranlassung  dazu  gegeben  ist,  von  dem  Werke  nähere  Ein- 
sicht zu  nehmen,  und  da  es  wohl  keine  große  Zahl  von  Fachmännern 
gibt,  die  sich  das  Zeugnis  geben  kßnnen,  eine  solche  Einsicht  wenig- 
flt«n8  angestrebt  zu  haben,  so  möeht«  eine  etwas  eingehendere  Wür- 
digung des  „sonderbaren  Buches"  gerade  an  dieser  Stelle  am  Platze 
erscheinen. 

Im  XIX.  Jahrhundert  sind  zumal  auf  einem  nahe  verwandten 
Gebiete  verschiedene  gesehiehtliehe  Gesamtdarstellungen  ans  Licht  ge- 
treten, von  denen  man  sagen  kann,  sie  stellten  das  biographische 
Moment    allzusehr    in    den   Vordergrund;    manche    „Geschichte    der 

')  Über  die  Persönliclikeit  des  Mannes  iat  das  Kotwendige  Bchon  früher 
beigebracht  worden  (diese  Vorlesungen  IIP,  8.  576).  Eine  gerechtere  Wüidi- 
gnng  derselben  greift  immer  mehr  Plati,  Eecht  dankenswerte  Beiträge  Eti  einet 
solchen  bietet  auch  die  für  die  mathernfttieohe  HoohBchulgeachichte  Oberhaupt 
viel  Interessantes  enthaltende  ßöttinger  Dissertation  von  C.  H.  Möller  (Studien 
zur  Geschichte  der  Mathematik;  insbeaoadere  dea  mathematischen  Unterrichtes, 
an  der  Universität  Göttingen  im  SVIII.  Jahrhundert,  Leipzig  1904,  S.  50ff}.  Auch 
früher  einmal  ist  ein  darauf  abzielender  Veranch  an  verzeichnen  (Günther, 
Vermischte  Untersuchnngen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenachaften, 
Leipa.  1876,  Kap.  I,  Anhang).  ')Kae8tner,  Geachichte  der  Math eraatik,  Gott ingen, 
1  Band  1796,  2,  Band  1797,  3.  Bajid  1799,  i.  Band  18Ü0  (erschienen  im  Todes- 
jahre des  Autors).  ")  G,  H.  F.  Nesselmann,  Die  Algebra  der  Griechen,  Berlin 
1842,  S.  24tf.  ')  Gauß,  der  Kaeatner  noch  selbst  gekannt  hat,  dessen  Vor- 

lesungen aber  begreiflicherweise  keinen  Geschmack  abgewinnen  konnte,  soll  ein- 
mal geäußert  haben,  derselbe  habe  immer  Geist  und  Witz  an  den  Tag  gelegt, 
wenn  er  Ton  irgendwelchen  anderen  Sachen  redete;  gan^  hätten  ihn  diese  seine 
Eigenschaften  auch  dann  nicht  verlassen,  wenn  er  von  Mathematik  im  allgemeinen 
sprach;  nur  bei  seinen  eigentlich  mathematischen  Arbeiten  hätten  ihn  jene 
völlig  im  Stiche  gelassen. 
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Physik"  iat  in  Wirklichkeit  eine  „Geschichte  lier  Physiker".  Nicht 
das  biographische,  wohl  aber  das  bibho graphische  Element  über- 
wuchert nun  allerdings  bei  Kaestner  die  Entwicklungsgeschichte  in 
einem  anch  für  die  billigste  Beurteilung  tadelnswerten  Maße.  Allein 
da  doch  nun  einmal,  seltene  Ausnahmen  abgerecbnetj  die  geistige 
Arbeit  eines  Zeitalters  in  seinen  Preßerzeugnissen  ihren  natürlichen 
Ausdruck  findet,  so  ist  das  Übel  doch  nicht  so  sehr  groß,  und  wer 
es  einmal  über  sich  gewonnen  hat,  den  senilen  Stil  des  Verfassers, 
Beine  Neigung  zu  oft  sehr  unangebrachten  Scherzen,  das  Hereinziehen 
fremdartigster  Dinge  als  gegebene  Tatsachen  hinzunehmen,  der  kann 
—  und  hier  liegt  für  uns  ein  bewußter  Gegensatz  im  Verhältnis  zu 
der  oben  verlautbarten  Geringschätzung  vor  —  aus  den  vier  Bünden 
doch  sehr  viel  Nützliches  lernen.  Die  zahlreichen  Buehauszüge  sind 
teilweise  verständnisvoll  gearbeitet  und  bringen  dem  modernen  Leser 
durch  Einkleidung  älterer  Methoden  in  das  neuzeitliche  Gewand  das 
Wesen  der  ersteren  doch  oft  weit  näher,  als  dies  für  den  Ferner  steh  en- 
den auch  beim  eifrigsten  Studium  der  Originale  erreichbar  ist.  Und 
wer  sich  die  Mühe  gibt,  die  Spreu  vom  Weizen  zu  sondern,  der  findet 
manches  wertvolle  Korn,  dessen  Besitz  ihn  für  die  aufgewandte  Mühe 
entschädigen  mag. 

Der  erste  Band  geht  aus  von  den  Anfängen  der  Positionsarith- 
metik und  sucht  deren  Ausbildung  durch  Hervorhebung  wichtiger 
Etappen,  durchaus  nicht  immer  ungeschickt,  ins  richtige  Licht  zu 
stellen;  eine  kurze  Geschichte  der  Algebra  reiht  sich  an.  Die  Lehr- 
bücher und  Bearbeitungen,  welche  der  Bearbeitung  unterstellt  werden, 
erschöpfen  zwar  nicht  die  Fülle  des  vorhandenen  Stoffes,  geben  aber 
doch  ein  ganz  gutes  Bild  von  der  Literatur  des  XVI.  Jahrhunderts, 
und  zumal  die  etwas  umständliche  Schilderung  der  Werke  von  Chri- 
stoph Rudolf,  Stifel  und  Cardano  orientiert  über  deren  reichen, 
angesichts  der  Seltenheit  dieser  Werke  den  meisten  unzu^nglichen 
Inhalt.  Der  Anhang  „Gelehrter  Tand  von  Zahlen"  wird  jedem  modernen 
Leser  unschmackhaft  sein,  entbehrt  aber  keineswegs  einer  gewissen 
kulturgeschichtlichen  Bedeutung,  Die  „Geschichte  der  theoretischen 
E lernen targeometrie"  sucht  möglichst  viele  Nachrichten  über  Klassiker- 
ausgaben und  Übersetzungen,  auch  solche  in  die  arabische  Sprache, 
zusammenzustellen;  daß  Kaestner  nicht  gar  so  unkritisch  war,  be- 
weisen seine  Bemerkungen  über  die  angebliche  „Katoptrik"  Euklids. 
Dem  dritten  Paragraphen')  wird  kein  Bibliophile  das  Lob  einer  ge- 
nauen und  verständigen  BuchchaJ-akteristik  streitig  machen,  und  anch 

')  Kaestner  I,  S.  289ff.   „Die   erste   gedruckte  Ausgabe   von  Eaklida  Ele- 
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Baehlicli  ist  manche  Einschaltung  gar  nicht  wertlos,  wie  etwa  die 
Prüfnng  der  Parallelentheo rie  des  Nasir  Eddin').  Mit  den  Quadra- 
turversuehen  des  Nikolaus  Cusanus  befaßt  sich  Kaestner*)  weit 
gründlicher,  als  irgend  sonst  ein  früherer  oder  späterer  Geometer  vor 
der  zweiten  Hälfte  des  XIX.  Jahrhunderts.  Auch  die  „Geschichte  der 
Trigonometrie"  wird  noch  in  der  Jetztzeit  von  Historifeom  nicht  un- 
geme  zu  Rate  gezogen,  weil  sie  in  ihren  Mitteilungen  Ober  die  seltenen 
Folianten  und  Quartanten  eines  Rhetieus,  Pitiscus,  Broaeius  u.  a. 
treu  und  zuverlässig  ist,  so  daß  man  über  die  abstruse  Form  leichter 
hinwegsieht.  Ebenso  ist  der  Abriß  der  Geschichte  der  Feldmeßkunst 
nicht  arm  an  brauchbaren  Einzelheiten. 

An  der  Spitze  des  zweiten  Bandes  steht  die  Geschichte  der  Per- 
spektive, und  ihr  folgt  die  „Geschichte  der  geometrischen  Analysis 
und  höheren  Geometrie",  in  welch  letzterer  die  Notizen  aus  Com- 
mandino,  Werner  und  Maurolico  einen  etwas  höheren  Standpunkt 
einnehmen.  Wenn  auch  eine  Übersicht  über  die  „Mathematiea  Col- 
lectio"  des  Pappus  strenge  genommen  nicht  an  diese  Stelle  gehört, 
so  mußte  sie^)  doch  damals,  da  die  antike  Mathematik  noch  zu  den 
recht  wenig  bekannten  Dingen  gehörte,  einen  erwünschten  Bestandteil 
des  Werkes  bilden.  Auch  über  die  Urgeschichte  der  Lehre  von 
asymptotischen  Gebilden  erfährt  man  Wissenswertes*).  Die  Geschichte 
der  Mechanik  legt  zu  viel  Gewicht  auf  Nebensachen,  z.  B.  die  Maschi- 
nenkunde, die  doch  nur  sehr  bedingt  hierher  gehört,  und  dasselbe 
darf  von  der  auf  Optik  bezüglichen  Abteilung  ausgesagt  werden. 
Dagegen  darf  der  Geschichte  der  älteren  Astronomie  wiederum  das 
Lob  sorgfältigen  Eingehens  auf  bibliographisclie  Seltenheiten  — 
NoniuB,  Gemma  Frisius,  Reinhold  und  ganz  besonders  Tycho 
Brahe  —  nicht  abgesprochen  werden,  und  auch  für  die  Anregungen, 
welche  der  reinen  Mathematik  aus  der  Himmelskunde  zuflössen,  fällt 
mancherlei  ab.  Wer  jemals  die  wissenschaftlichen  Bewegungen  des 
Zeitalters,  welches  durch  die  Namen  Coppernicus  und  Tycho  ge- 
kenjizeichnet  ist,  im  Zusammenhange  zu  durchforschen  unternommen 
hat,  wird  nicht  anstehen,  einzuräumen^),  daß  ihm  die  Kaestnersche 
Materialiensammlnng  für  seinen  Zweck  von  entschiedenem  Nutzen  ge- 
wesen sei. 

Der  noch  jetzt  brauchbarste  Band  ist  ohne  Zweifel  der  dritte, 
der  in  der  Hauptsache  das  XVH.  Jahrhundert,  d.  h.  dessen  erate  Hälfte, 
abhandelt;  über  das  Jahr  1650  wird  nur  insofern  hinausgegangen,  als 

1)  Kaestner  I,  S.  374£f.;  vgl.  diese  Vorlesungen  i\  S.  7M,  ä)  Ebenda  I, 
8.400ff.;  ygl.  diese  Vorlesußgenn»,  S.  192ff.  ')  Ebenda  U,  S.  82ff.  ^)  Ebenda!!, 
8.  94 ff.;  vgl,  diese  Vorlesnngen  R',  S.Ö71,  ')  Ee  aei  namentlich  auf  die  Behand- 
lung MaeBtlins  (Kaestner  !I,  S.446ff.)  hingewiesen. 
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die  Publizierung  älterer  Schriften  nach  jenem  Termine  noch  statt- 
gefunden hat.  Die  Darstellung  der  KreisrechniiDg  in  ihrer  interessan- 
testen, einen  Ludolf,  Metius,  Adrianus  Romaaus  aufweisenden 
Periode'),  die  ins  einzelne  gehende  Besclireibung  der  zu  Raritiiten 
gewordenen  Napierschen  Logarithmenwerke^),  die  freilich  selber  oft 
etwas  ausschweifende  Schilderung  des  ebenso  genialen  wie  wunder- 
lichen Faulhaber'),  der  vorher  niemals  geführte  Nachweis*),  daß 
sich  bei  Gregorius  a  Sto.  Vincentio  bereits  die  Quadratur  der 
Hyperbel  im  Keime  erkennen  lasee,  und  eine  Reihe  anderer  Para- 
graphen sichern  dem  Bande  eine  auch  bei  Anlegung  eines  strengeren 
Maßstabes  nicht  verschwindende  Bedeutung.  An  der  beh^lich  breiten 
Auslassung  über  Visierkunst  und  Proportionalzirkel  nimmt  vielleicht 
ein  Leser,  der  sich  von  jenen  Lieblingsobjekten  der  Vergangenheit 
keine  VorstelEnng  machen  kann,  einigen  Anstoß;  wer  aber  weiß,  welche 
Rolle  diese  geometrischen  Anwendungen  in  damaliger  Zeit  spielten, 
und  daß  ein  Kepler,  ein  G-alilei  ihnen  ihre  vollste  Beachtung 
schenkten,  der  wird  nichts  dawider  haben,  hier  ganz  bequem  in  eine 
Literaturgafctung  eingeführt  zu  werden,  deren  Bestandteile  er  sich  sonst 
mühsam  zusammenzusuchen  genötigt  wäre.  Daß  Kaestner  sich  dann 
gelegentlieh  verleiten  läßt,  auch  von  weniger  bedeutenden  Produkten, 
wie  z.  B.  von  den  auf  einem  ziemlich  niedrigen  Niveau  stehenden 
technischen  Skizzen  des  Ingenieurs  Furttenbach*),  sehr  ausgiebig 
Bericht  zu  erstatten,  muß  man  mit  in   Kauf  nehmen. 

Wiederum  der  angewandten  Mathematik  gehört  der  vierte  Band. 
Hier  bilden  für  Mechanik,  Optik  und  Astronomie  die  beiden  Dioskuren 
des  beginnenden  XVI.  Jahrhunderts  recht  eigentlich  die  Mittelpunkte, 
und  vornehmlich  ist  es  Kepler,  den  der  Verfasser  gi-ündlich  durch- 
gearbeitet hat.  Daß  er  sich  in  ziemlich  gleichgültige  Episoden  in  der 
Lebensgeschichte  seines  Helden  mehr  als  nötig  vertieft,  mag  man  mit 
seiner  berechtigten  Vorliebe  für  den  in  der  Geschichte  der  Mensch- 
heit so  einzigartig  dastehenden  Mann  entschuldigen.  Auch  die  durch 
die  Bekanntmachung  der  „drei  Keplerschen  Gesetze"  entfesselte  Be- 
wegung, deren  Signatur  die  Polemik  zwischen  den  Anhängern  des 
coppemicanischen  und  des  tychonischen  Weltsystemes  darstellt,  hat  keine 
üble  Kennzeichnung  erfahren,  so  daß  neuere  Schriftsteller,  welche  sich 

')  Kaestner  m,  S.  50ff.  *)  Ebenda  in,  S.70£f.;  vgl  diese  Vorlesungen  IP, 
9.  TSOff.  »)  Ebenda  IH,  S.  llltF.  '}  Ebenda  KI,  S.  246,  Vgl.  diese  Vor- 
lesungen II*,  S.896.  ")  Ebenda  III.  8.419ff.  Wohl  nirgendwo  sonst  machen 
Bich  die  Zerfahrenheit,  der  Mangel  au  Rücksicht  auf  die  wirklich  interessanten 
Prägen  und  die  Bedseligkeit  des  Altera  unangenehmer  geltend,  weil  von  allen 
Purttenbachschen  „Erfindungen"  höchstenB  die  Anstellung  ballistischer  Ver- 
suche Aber  das  platte  Alltagsleben  hinausgeht. 
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diese  Phase  des  Erkenntnisfortschrittes  zum  StndieBobjekte  ansersafaen, 
ohne  Kaestner  in  Verlegenheit  gekommen  sein  würden^).  Alles  in 
allem  wagen  wir  zu  behaupten:  Auch  dieser  Band,  von  einem  gebrech- 
lichen Manne  im  einundaehtzigsten  Jahre  seines  Lebens  mit  letzter 
Kraft  niedergesehriebeHj  leistet  dem  Gesehichtschreiber,  der  sich  über 
gewisse  Punkte  der  großen  Sturm-  und  Drangbewegung  im  Zeitalter 
eines  Cartesius,  Galilei,  Kepler  zuverlässig  unterrichten  will,  sehr 
nützliche  Dienste,  und  wenn  auch  der  deutsche  Mathematiker  fraglos 
nicht  auf  der  Höhe  eines  Montuela  stand,  so  muß  man  sich  doch 
hüten,  an  seinem  Gedächtnis  ein  Unrecht  zu  begehen  und  über  der 
abstoßenden  Außenseite  das,  was  am  Inhalt  nutzbar  und  lobenswert 
ist,  ganz  zu  vernachlässigen.  Diese  kleine  Ehrenrettung  glaubte  ein 
Späterer,  der  seit  mehr  denn  vierzig  Jahren  sich  gar  häufig  Rats  aus 
dem  vermeintlichen  Sammelsurium  erholt  hat,  dem  oft  verkannten 
Literatur  Kaestner  schuldig  zu  sein. 

In  Deutschland  wurde  von  zusammenfassenden  Schriften  im  Übrigen 
nichts  mehr  hervorgebracht,  wenigstens  wenn  wir  nur  die  reine  Mathe- 
matik ins  Auge  fassen.  Höchstens  die  „Enzyklopädie"  von  Kosen- 
thal^)  könnte  noch  der  Vollständigkeit  halber  genannt  werden,  und 
einem  damals  beliebten  Lehrbuche^  ist  ein  kurzer  historischer  Abriß 
beigegehen.  Ein  Schriftchen  von  Hollenberg*)  ist  ziemlieh  bedeu- 
tungslos und  scheint  auch  nur  ganz  wenig  bekannt  geworden  zu  sein*). 
Die  Inauguraldissertation*)  des  bekannten  Physikers  Gilbert  (s.  S.  5) 
weist   der  Geschichte   von  vornherein  nur  einen  sekundären  Platz  an. 

Dagegen  soll  nicht  verschwiegen  weiden  daß  für  den  geschicht- 
lich arbeitenden  Mathematiker  sich  auch  mancherlei  aus  den  deutschen 
Schriften  über  Geschichte  der  Physik  und  Astronomie  entnehmen  läßt. 
Die   erstere   wurde   im   fraglichen   Zeitraum   mit   einem    Werke')   be- 

■)  Vgl.  Günther,  Die  Kompromiß  Weltsysteme  dee  XVI.,  XVII.  und  XVIU. 
Jahrhunderts,  Annftles  Internationales  d'Hiatoire  (Congres  de  Paria  laou),  Paria 
ISiOl,  S.  121  ff.  ')  G.  E.  Rosenthal,  Enzyklopädie  aller  mathematisclien 
"W'jssenscliaften,  Gotha  1794—1797,  ")  B.  P.  Moennich,  Lehrbuch  der  Mathe- 
matik, Beriin-StralsTind  1781—1784.  Biesee  Schal tkapitel,  über  welches  Neaael- 
mann  (a.a.O.,  S.  23if.)  nicht  gana  ungünstig  urteilt,  führt  den  Titel:  Knrze 
Geschichte  der  Mathematik  nach  der  Ordnung  der  Hauptstüeke  im  Lehrbuche. 
')  Hollenberg,  Kachriobten  von  dem  Leben  und  den  Erflndungen  der  Mathe- 
matiker, Münster  i."VV.  1788.  ")  Außer  bei  Nesaelmann  (a.  a.  0„  S.  24)  fanden 
wir  es  nirgendwo  angeführt.  ')  L.  W.  Gilbert,  Do  natura,  coDBtitutione  et 
bistöria  matbeaeos  primae  vel  universalis  seu  metaphysices  mathematicae  com- 
mentatio  I  et  LI,  Halle  a.  S,  1794—1795,  Vgl.  dam  L,  Choulani,  Versuch  über 
Ludwig  Wilhelm  Gilberts  Leben  und  Wirken,  Ann.  d.  Phya.,  LXXVl  (1824, 
S.  40.'iff.),  Danach  soll  Gilbert  gewisse  Aufstellungen  seiner  ErsUingsschrift 
ausdrücklich  wieder  Buriickgeuommen  haben,  ')  J.  0.  Fischer,  Geschichte  der 
Natarlehre,  Göttingen  1800—1808. 
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reichert,  dem  hohe  Ver dienstlichkeit  niclit  abgesprochen  werden  darf, 
und  welches  man  auch  heute  noch  mit  Vorteil  zu  Rate  ziehen  bann, 
weil  es  durchweg  einen  bequemen  und  sicheren  Zugang  zu  den  Quellen 
eröffnet.  Steht  Fischer  auch  für  seine  Person  noch  auf  einem  etwas 
beschrankten  Standpunkte,  wie  ihm  demi  z.  B.  Huygens'  Begründung 
des  Brechungsgesetzes  aus  der  mathematisch  eingekleideten  Vibrations- 
theorie  des  Lichtes  gar  nicht  einleuchten  will'),  so  hat  er  sich  doch 
redliche  Mühe  gegeben,  in  jedem  Falle  den  verschiedenartigsten  An- 
schauungen gerecht  zu  werden.  Sein  Werk  überragt  weit  dasjenige 
des  minder  exakten  Murhard  (1779 — 1853)^),  das  denn  auch,  und  zwar 
ohne  ersichtlichen  Grund,  ein  Torso  geblieben  ist.  Eine  eigenartige 
Schöpfung  ist  eine  anonyme  Geschichte  der  Sternkunde'),  welche  bis 
zum  Ende  des  XVII.  Jahrhunderts  reicht  und  manch  brauchbare  Nach- 
richt enthält.  Auch  die  deutsche  Bearbeitung*)  einer  älteren  Schrift 
von  Cassini*)  darf  hier  nicht  vergessen  werden;  sehr  ungleichmäßig 
gearbeitet,  so  daß  mancher  Zeitabschnitt  gar  nicht  zu  seinem  Rechte 
gelangt,  verbreitet  sie  sich,  zumal  in  den  Zusätzen  des  Herausgebers, 
Über  viele  wissenswerte  Dinge,  die  anderwärts  mehr  in  den  Hinter- 
grund treten  und  die  hier  sachkundige  Erörterung  finden. 

Frankreich  sah  am  Schlüsse  der  uns  hier  beschäftigenden  Periode 
das  grundlegende  Werk  von  Moutucla^)  in  neuer,  sehr  vermehrter 
Auflage  erscheinen,  deren  Umfang  sich  auf  vier  Bände  gesteigert 
hatte;  die  beiden  letzten  hatte  der  Astronom  Lalande  bearbeitet, 
ohne  doch,  wie  an  diesem  Orte  bereits  ausgeführt  ward'),  die  von 
dem  Begründer  selbst  hergestellten  Teile  zu  erreichen.  In  Montuclas 
Fußtapfen  ist,  teilweise  allerdings  nicht  stets  mit  gleichem  Glück, 
später  Gh.  Bossut  (1730—1814)  eingetreten,  dessen  Werk  freilich  erst 
dem  XIX.  Jahrhundert  angehört  und  hier  keiner  Erwähnung  teilhaftig 
werden  könnte,  wenn  nicht  ein  Vorläufer  desselben,  Bossuts  Diacours 

')  J.  C.  Fischer,  Geschichte  der  Natarlehre  il,  Göttingen  1802,  S.  47. 
')  F.  W.  A,  Mnthard,  Geschichte  der  Physik,  1.  Band,  Göttingen  1798—1799. 
*)  Geschichte  der  Astronomie  von  den  ältesten  bis  auf  gegenwärtige  Zeiten  in 
zwey  Bänden,  I,  Chemnitz  1792.  Als  Verfasser  zeichnet  unter  der  Vorrede  ein  ge- 
wisser C.  G.  F.,  der  sich  hauptsächlich  an  Weidler  (Historia  Ästronomiae, 
Wittenberg  1741)  gehalten  hat.  Die  äußerst  zahlreichen  Druckfehler  stören  den 
Leser  in  hohem  Maße.  ')  J.  L.  Best,  Astronomisches  Handbuch,  neu  heraus- 
gegeben von  G.  F.  Kotdenbusch,  I,  Nürnberg  1771,  S.  1—120,  Die  Über- 
setzung hatte  schon  früher  J.  P.  v.  Wurzelhau  besorgt;  Kordenbusch  nahm 
sie,  die  nicht  in  den  Druck  gelangt  war,  in  die  von  ihm  besorgte  Neuauflage 
des  Eostsohen  Handbuches  auf  und  bereicherte  sie  mit  Anmerkungen,  die  auf 
eme  gute  Sachkenntnis  schließen  lassen.  °)  Dom.  Cassini,  De  Torigine  et  du 
progrea  de  l'aBtronomie  et  de  son  usage  dans  la  g6)graphie  et  dans  la  naviga- 
tion,  Paris  1709  (Recueil  d'.observations  faites  .  .  .  par  Messieurs  de  l'Acad^mie 
ßuyale  des  sciences).     ')  Diese  Vorlesungen  IIP,  S.600ff.     ')  Ebenda  S.  501. 
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preliminaire  1784  in  der  Eiicyclopedie  methodique  erschienen  wäre^). 
Der  gleichen  Zeit  etwa  gehört  Condorcet,  Eequisse  d'un  tableau 
historique  des  progr^s  de  l'esprit  humain  an,  welche  zahlreiche  Auf- 
lagen erlebt  hat.  Eine  gaaz  schwache  Leistung  war  die  „Entwicklungs- 
gesohiuhte  des  menachlicheo  Geistes"  von  AI.  Saverien^)(1750 — 1805); 
Nesselmanu  si^')  von  ihr,  es  sei  unbegreiflich,  daß  noch  acht 
Jahre  nach  dem  Erscheinen  der  Montuclaschen  Schöpfung  „eine 
solche  Mißgeburt"  habe  das  Lieht  der  Welt  erblicken  können.  Der 
Vollständigkeit  halber  mag  auch  noch  der  geschichtliche  Abriß  in 
E.  M.  J.  Lemoine  D'Essoies'  (1751—1816)  Lehrbuehe*)  namhaft 
gemacht  werden.  Anerkennens wertes  haben  die  Franzosen  auf  ge- 
schichtiich-astrouomis ehern  Gebiete  zutage  gefördert.  Den  zeitgeschicht- 
lichen Essay')  von  AI.  G.  Pingre  (1711—1796)  würde  man  nur  un- 
tterue  missen  und  die  zahlreichen  Schriften^")  des  vielseitigen  auf  dem 
i evolutionären  'üchafottt  gefallenen  T  S  Bailly  (1736— 17'*3)  sind, 
wenn  auch  die  \  orliebe    ihres  \  erfasbers    für   kühne   Geschichtskon- 

')  Lediglich  dieser  Umatciud  \eraiilEi£t  ans  hier  dazu  ein  ge  einHLliligigQ 
Nacbncbte»  einznflechteD  VonBoeButE  ^  erke  gibt  es  eine  D  p|.eIaiiBgabe  Essai 
Bur  l'histoire  generale  des  mathetnatiqneB  Pixi?  1802  Histtire  geneiale  des 
matli'-matiqueB  ebenla  1810)  Nach  der  ersten  Auf  1  ige  Bind  die  deut-<  he  und 
die  engliBche  Üherfcetzung  gearbeitet  etatere  befeite  Reimer  (Hamburg  1804) 
leUtere  Churchill  —  nicht  Bonn^castie  wie  man  gemeiniglich  hest  — 
(London  lö03j  Nun  zitiert  al  er  Rogg  {'<  1"4  des  S  4  von  uub  erwihnten 
Werkes  auch  einen  itahenistben  BoB^nt  Qnadro  dpi  irjgiea'i  deile  matoma 
tiche  tradotto  dal  Francese  Mailand  17  )il  Nach  HesselmannB  Vermutung 
(a  a  f '  S  3S)  wäre  dao  wahrsciieinlich  eine  Übertragung  des  der  Geschichte  ge 
widmeten  Abschnittes  m  Bos^iits  großem  kompendium  i^Cours  de  Matbema 
tiques  Paris  1782  '^  Sii  erien  Histoire  des  progres  de  1  espnt  humain  dana 
les  scienees  ezaetes  et  dans  les  arts  qni  en  dependent  savoir  \  arithm  tique 
1  algnbre  ia  giometne  1  ftstronomie  la  gnomoniqne  la  i-bionologie  la  na^iga 
tion  1  iptique  la  mcchanique  1  bydraubque  1  aoousti  ine  et  la  mousi  ]ue  la 
geographie  1  architecture  a^ec  un  abrege  ile  la  Tie  des  auteuis  les  plus  ce 
letrea  dins  ces  aciences  Pana  1796  ')  Nesselmann  a  a  0  8  20  ^)  Le 
mome  D  Easoies  Tiaite  elementatre  des  mathcmatiques  Paria  1778  '  Pingre 
Projet  d'une  histoire  de  l'aatronomie  da  XVII"  aieele,  Paris  1756.  Als  an  der 
Greazscheide  der  hier  zu  behandelnden  Periode  stehend  mag  dieses  Buch  hier 
ebenso  eine  Stelle  finden,  wie  das  nar  zufii  Teile  hierher  gehörige,  von  Scheibel 
(b.  u.)  gelobte  von  A.  Y.  Goguet  (De  l'origine  des  loia,  des  arte  et  des  sciencee, 
et  de  leurs  progrea  chez  les  anciena  peuplea,  Paria  1768).  Das  letztere  ist  von 
Hamberger  (Jena  1760—1772)  ins  Deutsche  übertragen  worden.  Estfeves  Pla- 
giat an  Weidler  (b.  S.  3)  (Histoire  g^nörale  et  particuliere  de  raetronomie, 
Paria  1755)  wird  durch  diese  Notiz  vielleicht  schon  zu  sehr  geehrt,  *)  Bailly, 
Histoire  de  l'astronomie  anoieniie  depnis  son  origine  jusqu'ä  l'ötablisBement  de 
l'öcole  d'Alesandrie,  Paris  1776;  Histoire  de  l'satronomie  moderne  depuis  la 
JondatioB  de  !'i5eole  d'Aiesandrie  jusqu'ä  TiSpoche  de  1781,  ebenda  1779—1782; 
Lettre«  sur  rorigino  des  sciences  et  aur  eeUes  des  peiiples  de  l'Asie,  ebenda  1777. 
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struktionen  manche  Störung  mit  sich  bringt,  doch  für  ihre  Zeit  Ton 
großem  Werte  gewesen.  Insbesondere  die  Monographie  über  die  in- 
dische Astronomie^)  bietet  anch  für  die  reine  Mathematik  verschiedene 
Anhaltspunkte. 

Von  anderen  Ländern  ist,  soweit  es  sich  um  Schriften  von  mehr 
allgemeinem  Gepräge  liandelt,  nur  noch  England  in  Betracht  zu  ziehen. 
Es  hat  in  G.  Costard  (1710?^1782)  einen  tüchtigen  Historiker  der 
Astronomie  besessen,  von  dem  wir  noch  weiter  unten  wiederholt  zu 
sprechen  haben  werden,  und  der  auch  mit  einem  größeren  Werke*) 
seine  Spezialuntersuchungen  beschloß.  Dasselbe  scheint  keiner  großen 
Verbreitung  teilhaftig  geworden  zu  sein;  selbst  Rud.  Wolf  kennt  es 
nur  von  Hörensagen^).  Man  hat  es  da  nicht  mit  einer  geschichtlichen 
Darstellung  im  gewöhnlichen  Wortsinne  zu  tun,  sondern  man  würde 
seinem  Inhalte  nur  dann  gerecht  werden,  wenn  man  es  als  „Lehrbuch 
der  Sternkunde  auf  geschichtlicher  Grundlage"  bezeichnete.  Der  Ge- 
brauch des  Globus  steht  im  Vordergründe,  und  auf  mathematische 
Fragen  wird  nur  gelegentlich  eingegangen. 

Den  historischen  Arbeiten  haben  sich,  als  eine  notwendige  Er- 
gänzung, die  bibliographischen  anzureihen.  Obenan  steht  hier  das  um- 
fassende und  ver^ssige  Repertorium*)  von  J.  E,  Scheibel  (1736  bis 
1809),  welches,  sobald  älteres  Schrifttum  zu  berücksichtigen  ist,  noch 
jetzt  einen  unentbehrlichen  Ratgeber  abgibt.  Recht  brauchbar  ist 
auch  des  uns  schon  bekannten  Murhard  (s.  S.  13)  „Bibliothek""), 
der  eine  sehr  geschickt  gemachte  Bibliographie  einer  physikalischen 
Spezialdi sziplin^)  vorangegangen  war.  Die  Astronomie  hat  in  dem 
bü  eher  liebenden  und  bücherkundigen  J.  J.  F.  De  Lalande  (1732  bis 
1807)  einen  Mann  gefunden,  der  ihr  ein  literarisches  Hilfsmittel  von 
hoher  Brauchbarkeit  zu  liefern  am  besten  geeignet  war.  Gehört  das- 
selbe auch  bereits  dem  neuen  Jahrhundert  an'),  so  schließt  es  doch 
die  Gescbichte  der  beiden  letzten  T^hr/ehnte  des  vorhergehenden  in 
sich  und  durfte  folglich  an  dieser  btelle  nicht  unerwähnt  bleiben 

Enzyklopädien  und  Wörterbücher  sind  tur  unsere  Zeitspanne  nur 

')  Bailly,  Histoire  de  )  astronomie  mdienne  et  onentale  Paris  1  87 
^  Costftrd,  The  Hiatory  of  A^tronomj  with  4pphcation  to  beography  Histor^ 
and  Chron  logy  London  1767  ■)  R  Wolf  Geschichte  der  Aafronom  e  München 
18  7    S   785  *     Scheibe!     Einleitung   zur  mathematisclien   Bueherkenntnia 

18  Teile  Breslau  1769— 17ü8  "  Murhard  Bibliotheoa  laathematica  oder  Lite 
ratur  der  mathematischen  Wi'isenscbatt^'n  Leipa  g  179*— 1805  "  Murhird 
Versuch  einer  h  otoria  eh -chronologischen  Bibliograj-liie  des  Magnetismus  Kassel 
1787  'j  Lalai  le,  Bibliographie  astronomiiie  avec  liustoire  de  1  astionomie 
depuia  1781  jiisquen  1802,  Paria  1803  Auch  Lalandes  großes  vierbandige? 
Handbuch  (Paria  1777—1781)  ist  reich  an  Ipr  Geschichte  se  ner  WisHCUs  baft 
dienendem  Stoffe, 
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in  geringerer  Anzahl  anzuführen.  An  der  Spitze  stehen  Diderots 
Eneyclopedie  und  die  später  herausgekommene  Encyelopedie  inethodique. 
Das  Sammelwerk')  des  polyhistoriach  veranlagten,  doch  aber  mehr  auf 
volkswirtschaftlichem  als  auf  exakt  wissen  seh  aftliehem  Arbeitafelde  origi- 
nellen J.  G.  Busch  (1728 — 1800)  erhebt  keine  höheren  Ansprüche,  Sehr 
hoch  dagegen  stand  von  Anfang  an  das  Klügeische  Wörterbuch,  dessen 
hohe  Werts chätBung  seitens  der  Fachmänner  sich  klar  in  dem  Umstände 
offenbart,  daß  es  noch  bis  tief  ins  XIX.  Jahrhundert  hinein  fortgesetzt 
ward.  Wir  würden  seiner  —  und  noch  weniger  der  Fortsetzungen 
von  C.  B.  Mollweide  und  J.  A.  Grnnert  —  nicht  zu  gedenken 
verpflichtet  sein,  weil  erst  im  Jahre  1803  die  Veröffentlichung  begann, 
wenn  man  es  nicht  mit  einigem  Rechte  als  Konse<juenz  eines  anderen, 
etwas  älteren  Werkes  ansehen  dürfte,  welches  Klügel  im  Bunde  mit 
G.  G.  D.  Müller  und  J.  A.  Renner  heransgab^,  und  welches  auch 
in  seinen  Einzelbeetandteilen  verbreitet  wurde.  Das  „Gehlersche 
Physikalische  Wörterbuch"*)  war  ebenso  für  Deutschland  ein  literarisches 
Ereignis*),  Von  französischen  Autoren  hat  J.  Lacombe  (1724—1811) 
sich  auf  diesem  Gebiete  eifrig  betätigt^).  Auch  Großbritannien  lieferte 
einige  Beitr^e  zu  dieser  Literaturgattung.  So  ließ  Ä.  Rees^)  (1793 
bis  1825)  die  ältere  Sammlung  von  Chambers')  neu  aufleben.  In 
zwei  starken  Bänden  ließ  Gh.  Hntton  (1737 — 1823)  ein  matheraatisch- 
physikalisches  Lexikon^)  erscheinen;  und  eben  derselbe  hat  auch  für 
die  mathematischen  Unterhaltungs Schriften  durch  Herausgabe  der  wohl 
bedeutendsten   Probe^)   dieser   —   in  neuester  Zeit   durch   E.   Lucas, 

')  BüBch,  Enzyklopädie  (i.  histor,,  pkilosoph.  undmatheni.  Wissenaoh.,  Ham- 
bnrg  1775.  ')  Enzyklopädie  oder  zuBummenhängender  Vortrag  d.  gemeinnütüigsten 
KeuntnisBe,  Berlin  1782—1784.  ')  Gehler,  Phjeikaliacijes  Wörterbuch,  Leipzig 
1787—1795.  *)  Davon,  daß  dieses  Nachschlagewerk  seinen  Zweck  erfüllte,  legt 
am  besten  die  Neuliearbeitung  Zeugnis  ab,  welche  bedeutend  später  vonBrandea, 
Muncke,  Horner,  L.  Gmeliu,  C.  H,  Pfaff  und  J.  J.  v.  Littrow  unternom- 
men ward  (Leipzig  1825 — 1841)  und  nunmehr  statt  der  fünf  Bünde  des  Originals 
(darunter  ein  Supplementband)  deren  ivranzig  in  Anspruch  nahm.  ')  Lacombe, 
Dictiannaire  encyclopediqne  des  amnaants  des  sciences  mathematiques  et  ph;- 
siques,  Paris  1792.  Poggendorff  (Biojrr .-Liter,  Handwörterh.  I,  8p.  1339)  sagt 
von  ihm,  es  umfasse  die  auf  ein  ähnlich  beschaffenes  Ziel  gerichteten  Werke 
von  Macquer,  KoUet,  Ozanam,  Guyot,  Decremps  tmd  Pinetti.  Als 
Nachtrag  zum  Kapitel  der  „mathematischen  Ergötzungen"  (diese  Vorlesungen  11', 
S.  768ff.;  111',  S.  103)  finde  noch  ein  anderes  Erzeugnis  Lacombes  hier  einen 
Platz;  Dictionnaire  des  jeux  mathe'matiqnes,  Paris  1789.  *)  Rees,  Chambers' 
Ojclopaedia,  new  Edition,  London  1781—1786.  In  einer  weiteren  Auflage,  die 
von  180B  an  herauskam ,  sind  diese  vier  Bände  auf  dreißig  angewachsen. 
')  Diese  Vorlesungen  !I[*,  S,  610,  *)  Hutton,  A  Mathematical  and  Phiiosophical 
Dicfcionary,  London  1795  —  1796.  „Natural  Philosophy"  ist  nach  englischem 
Sprachgebrauche  gieichbedeatend  mit  Physik.  °)  Hutton,  Reci-eations  in  Ma- 
tbematics  and  Natural  Philosophy,  London  1803, 
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Schubert,  Ahrens   u.  a.   zu   neuem   Leben   erweckten   —    Art   von 
Seitenzweig  der  exakten  Disziplinen  Soi^e  getragen. 

Wir  wenden  uns  nun  denjenigen  Arbeiten  zu,  welche  sieh  in  der 
Zeit  zwischen  1760  und  1800  mit  Einzelfragen  aus  dem  Bereiche  der 
mathematischen  Wissenschaften  beschäftigen.  An  die  Spitze  woUen 
wir  diejenigen  stellen,  deren  Gegenstand  seihst  wieder  ein  historischer 
ist,  und  es  versteht  sich  von  selbst,  daß  hier  auch  das  biographische 
Moment,  dessen  Wertschätzung  in  der  zweiten  Hälfte  des  KVIII.  Jahr- 
hunderts eine  immer  ausgesprochenere  wird,  Beachtung  finden  muß. 
Den  Reigen  mag  L.  Dutens  (1730 — 1812)  eroÖiien,  der  sich  in  drei 
starken  Bänden^)  bemühte,  dem  Altertum  die  Kenntnis  so  ziemlich 
aller  gewichtigeren  Erfindungen  und  Entdeckungen  der  Folgezeit  zu- 
zuschreiben, der  aber  —  ähnlich  wie  Bailly  (s.  S.  14)  —  diesem 
seinem  Streben  die  Hegeln  der  Kritik  ganz  und  gar  zum  Opfer 
brachte^).  Immerhin  ein  geistvoller  Versuch,  wie  er  von  dem  ersten 
Herausgeber^  der  Werke  des  großen  Leibniz  nicht  anders  zu  er- 
warten war.  Die  Schrift  steht  ziemlich  vereinzelt  da,  wogegen  anLebens- 
be Schreibungen  undElogien  durchaus  kein  Mangel  ist.  Ob  die  Übersicht, 
die  wir  darüber  im  folgenden  geben,  eine  vollständige  ist,  bleibe  dahin- 
gestellt 5  wichtigere  Arbeiten  dürften  wohl  kaum  außer  acht  geblieben  sein. 

Bleiben  wir  vorerst  bei  Deutschland  stehen,  so  fällt  uns  zuerst 
R.  E.  Raspes  (1736? — 1794)  Vorschlag*)  zu  einer  Herausgabe  der 
Leibnizschen  Werke  ins  Auge,  der  freilich  einstweilen  keine  Folgen 
hatte.  Äußerst  eifrig  auf  diesem  für  den  Historiker  immer  reizvollen 
Gebiete  erwies  sieh  Kaestner,  dem  die  Gedenkreden  auf  drei  hoch- 
verdiente Lehrer  der  Göttinger  Hochschute  zu  danken  sind^).  Das 
Jahr  1783  brachte  aus  der  Feder  deutsch  schreibender  Gelehrter  drei 
hierher  gehörige  Arbeiten,  von  denen  zwei  nur  als  Nekrologe  zu 
gelten  haben^),  wogegen  die  dritte'')  sich  als  ein  tief  greifendes,  auf 
eigene  Studien  sich  stützendes  biographisches  Denkmal  für  den  Märtyrer 

')  Dutena,  Recherehes  aur  l'orig-ine  des  decouvertes  attribuöes  aus  mo- 
dernes, Paris  17Se,  1779,  181.-2.  ')  Wir  lesen  darüber  bei  Poggendorff  (Ge- 
schichte der  Physik,  Leipzig  1879,  S.  11):  „Wohl  zu  merken  ist  indeß,  daß, 
■während  Dutens  in  dem.  Kachweise  bekannter  Thatsachen  hei  den  Alten  so 
überaus  glücklich  erscheint,  er  dock  nicht  eine  einzige  neue,  au  seiner  Zeit  noch 
unbekannte  bei  ihnen  aufzufinden  weiß,  wie  wenn  die  Alten  genau  so  vie 
wüßt  hätten  und  nickt  mehr,  als  die  neueren  Physiker  im  Jahre  1766."  ')  J.  H.  G. 
Leihnitii  Opera  omnia,  ed.  Dutens,  Genf  1769,  ')  Easp_e,  Programm 
de  edendis  Leibnitii  Operibua  philosophicis  et  mathematicis,  Nova  Acta  Bnid- 
torum  Lipsiensia,  1762,  S.  196ff,  ')  Kaestner,  Elogium  Tob.  Mayeri,  Göt- 
tingen 1762;  Blogium  Albt.  Ludov.  Fr.  Meisteri,  ebenda  1789;  Elogium G.Ch. 
Liehtenbergi,  ebenda  1799.  *)  AI.  David,  Das  Leben  Newtons.  Prag 
N.  V.  Fuß,  L'eloge  de  L.  Bnler,  St.  Petersburg  1783.  ')  C.  J.  Jagemann 
schichte  des  Lebens  und  der  Schrifteu  von  Galilaeo  Galilaei,  Weimar  1783, 

CuTEoB,  Qeschichts  der  MatbemnUk  IV.  2 
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der  neueveü  Xaturforaehung  zu  erkennen  gibt^).  Der  wissenscliaft- 
iiche  Nachruf  war  damals  in  erster  Linie  Sache  der  Franzosen,  deren 
anerkaimtes  Geschick,  gemeinverständlich  und  zugleich  elegant  zu 
schreiben,  sich  besonders  geltend  machte,  wenn  es  darauf  anfc^m,  mit 
yerhältnismäßig  wenigen  Worten  viel  zu  sagen. 

Besonders  ragte  unter  ihnen  hervor  der  Marquis  M.  J,  A.  N.  C.  De 
Condorcet  (1743—1794),  selbst  ein  Analytiker  von  Ruf,  den  aber  sein 
Verdienst  so  wenig  wie  Lavoisier  und  Bailly  vor  dem  revolutionären 
Fallbeile  schützen  konnte,  dem  er  nur  durch  Seibatmord  sich  entzog.  In 
einer  stattlichen  Reihe  von  Bänden^)  hat  er  die  Taten  und  Schicksale  der 
älteren  Akademiker  verewigt,  unter  denen  nach  damaliger  Lage  der  Dinge 
Mathematiker,  Physiker  und  Astronomen  besonders  zahlreich  sind.  Von 
Lalande  haben  wir  eine  Lobrede'}  auf  seinen  unglücklichen  Kollegen 
Bailly.  Eine  reich  fließende  Quelle  biographischer  Naehweiaungen  liegt 
femer  in  der  Jedem  Bande  der  Pariser  Denkschriften  beigegebenen  „Hi- 
stoire"  vor;  eine  lange  Reihe  von  Namen,  die  unten  aufgezählt  werden*), 

')  Durch  Tagemann  Ipf  mch  nd,tdrlit.h  vorwiegend  die  damaU  energi- 
scher einaetzPüde  tirsihung  Itahens  zunutze  machte,  wo  Vjyiahi  das  Andenkea 
Reines  gießen  Lehrers  mh  len  Schlacken  der  Verdächtigung  zu  reinigen  suchte, 
■wurde  aut  deut8:,hem  Boden  das  Studium  dps  Lebens  und  der  Werke  Galileis 
erst  begrtmdet  Man  bemerkt  bei  ihm  (K  v  (jebler,  Galileo  Galilei  und 
die  BomiBcte  Kutie  I  Stuttgart  1S76  S  2j3)  Bchon  eine  viel  tiefere  Einsicht  in 
die  »ahrm  Triebfedern  ies  InquiBitionsprozeBsea ,  als  hei  viel  späteren  Schrift- 
etellem  Doch  konnte  er  noch  niciit  verwerten  das  erst  ein  Dezennium  später 
herausgekommene  aJi  Originalmitteiiungen  ren,he,  püsthume  Werk  des  Senators 
a.C.  De  Nein  (1661—1726).  In  ihm  (Vita  e  commercio  di  Galileo  Galilei,  Lau- 
sanne 1793)  wurde  zuerst  der  nnerschöpfliche  BriefwechBel,  den  uns  jetzt  A.  Fa- 
varos  glänzende  Nationalausgabe  vollkommen  zugänglich  gemacht  hat,  in  seiner 
großen  Tragweite  erkannt.  *)  Condorcet,  Eloge  des  academiciens  fran^ais 
morta  depuis  1666  jusqu'en  1699,  Paris  1773;  Eloge  des  academiciens  morts 
depuis  1T71  — 1790  (erst  nach  des  Verfassers  Tode  erschienen),  Paris  1799. 
')  Lalande,  Eloge  de  J.  8,  Bailiy,  Paria  1768,  ')  Histoire  de  l'Acadöniie 
Royale  des  Sciences  (avec  les  Memoires  de  Math^matique  et  de  Physique).  — 
1750,  S.  259— 276.    £loge  de  M.  De  Manpertuis  (diese  Vorlesungen  HP,  S.  774). 

—  1765,  S.  144—159.  ßloge  de  M.  CJairaut  (a.a.O.,  IIP,  S,  778).  ~  1768, 
S.  144— 154,  ßloge  de  M.  Camus  (1690— 176S;  bekannt  als  Kenner  der  theo- 
retischen Nautik  nnd  als  einer  der  Teilnehmer  an  der  lappländischen  Giad- 
messung).  —  1769,  S,  165—166,  Eloge  de  M.  Deparcieux  (a.  a,  0-,  IIP,  8.  638). 

—  1771,  S.  89-104.  Eloge  sur  M.  De  Mairan  (a.a.O.,  HI',  S.  «28ff.).  —  1771, 
S.  106—130.  ßlpge  de  M.  Fontaine  (a.  a.  0,,  UP,  8.  587).  —  1771,  S.  143—157. 
Eloge  de  M.  Pitot  (a,  a.  0.,  IIP,  S.445ff.).  —  1779,  S.  64— 70.  ßloge  de  M.  le 
Comte  D'Atcy  (1736 — 1779;  Astronom  und  Ballistiker,  aber  auch  der  reinen 
Mathematik  nicht  fremd).  —  1782,  £loge  de  M.  D.  BernouUi  (a.  a.  Ü.,  EI*, 
S,  631).  —  1783,  Sloge  de  M.  L.  Euler  (a.  a.  0.,  IIP,  S.  549ff.).  —  1783,  filoge 
de  M.  Bözout  (1730—1783;  Begründer  unserer  heutigen  Lehre  von  den  Deter- 
minanten), —  1783,    Eloge  de  M.  D'Alembert  (a.  a,  0.,  IIP,  S.  610).    —    1733, 
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tritt  aus  entgegen,  und  zwar  nicht  nur  in  aphoristiaclier,  sondern  zum 
Teile  in  recht  ausführlielier  Schilderung  von  sachkundiger  Seite.  Ver- 
dienstliche Beiträge  zu  dieser  in  jenen  Jahren  sehr  geschätzten  Lite- 
raturgattimg  lieferten  ferner  auch  Italiener.  Halten  wir  uns  an  die 
chronologische  Reihenfolge,  so  stoßen  wir  auf  Artikel  üher  Rampi- 
nelli'),  Cavalieri^)  —  dem  der  gelehrte  Frisi')  auch  eine  eigene 
Abhandlung*)  widmete  —  und  G.  Rocea  (1607—1656)*).  Mehrere 
lesenswerte  E rinne rungsre den  haben  auch  in  die  Veröffentlichungen 
der  Akademie  von  St.  Petersburg  Aufnahme  gefunden^).  Großbritan- 
nien ist,  soweit  die  wissenschaftliche  Biographie  in  Frage  kommt,  nur 
durch  ein  einRigee  größeres  Stück  in  unserer  Periode  vertreten,  dem 
aber   großer  Wert   zukommt;    es    ist   ein  Essay')    Ober    den    ebenso 

Eloge  de  M.  Wargentin  (1717^1783;  bekannter  schwedischer  Astronom).  -^ 
1786.  Eloge  de  M.  l'Abbe  De  Gua,  (a.  a.  0..  DP,  S.576£f.). 

')  Elogio  del  K,  P,  Ramiro  Rampinelli  Bresciano  etc.,  Giornale  de' 
Letterati,  Tomo  per  gli  anni  1768  e  1759,  S.  S7ff.  (Rom  1760),  Rampinelli, 
der  folgeweiee  in  Bologna,  Mailand  und  Pavia  Mathematik  Jehrte,  wurde  be- 
rühmter, als  durch  eigene  Schriften,  durcli  seine  Schülerin  Gaetana  Agneai 
(diese  Vorlesungen  III»,  S.  822ff.).  *)  Frisi,  Elogio  del  B.  Cavalieri,  Nuovo 
Giornale  de'  Letterati  d'Italia,  XIV,  S.  191  ff.  (Modenal778);  Aggiunte  all'  Elogio 
del  Cavalieri,  ebenda,  XV,  S.SSOff.  (Modena  1778);  RispoBta  a  nn'  Elogio  di 
Bonaventura  Cavalieri,  ebenda,  XXBI,  S.  116ff.  (Modena  1781).  ')  P.  Frisi 
(diese  Vorlesungen  lU*,  S.  822)  wurde  als  Schriftsteller  über  astronomische,  me- 
chanische und  meteorologische  Probleme  sehr  geschätzt,  hat  jedoch  in  der  zweiten 
Hälfte  seines  Lebens  auch  mathematische  Fragen  behandelt.  *)  Dieselbe  er- 
schien 1778  in  Mailand;  ihre  Überarbeitung  ging,  wie  wir  eaben,  in  die  viel- 
gelesene Zeitschrift  über.  Lobreden  auf  Galilei  und  auf  Newton  sind 
gleichfalls  zu  nennen.  Von  Frisis  geachteter  Stellung  aeugt  eine  auf  ihn 
verfaßte  Gedächtnisschrift;  Memorie  appartenenti  alla  vita  ed  agli  etudi  del  Sig, 
Paolo  Friai  etc.,  Mailand  1787.  =)  Lettere  d'Uomini  ntustri  nel  secolo  XVII 
a  Giannantonio  Rocca,  fllosofo  e  matematico  Reggiano  etc.,  Nuovo  Gior- 
nale etc.,  XXXII,  S.  Iff.;  XXXIII,  S.  Iff.;  XXXIV,  S,  Itf,;  XXXVI,  S.  Iff,  (Mo- 
dena 1785,  1786,  1786,  1736).  «)  Nova  Acta  Academiae  Scientiarum  Imperiaiis 
Petropolitanae.  Historia  ad  annum  1783,  N.  Fuß,  ßloge  de  M.  Leonard  Euler, 
8.  159ff.  (vgl.  S.  17);  Historia  ad  annnm  1784,  Pr^cis  de  !a  vie  de  M.  Lexell, 
S,  16ff.;  Histona  d.d  annum  1789,  S.  23ff.,  Pröeis  de  la  vie  de  M,  Jacquea 
Bernoulli  Ä  J  LpssU  (1740  — 1784)  hat  sich  durcli  zahlreiche  trigono- 
Metrische  und  andere  Arbeiten ,  z.  B.  durch  den  nach  ihm  benannten  Satz 
der  Sphärik  ein  dauerndes  Denkmal  gesetzt;  Jakob  Bernoulli  II  (1769 
bis  1789)  ist  der  zeitlich  letzte  Sproß  der  berühmten  Baseler  Mathematiker- 
familie.  i  W  Mmto,  Dav.  Stewart'«,  Earl  of  Buchan,  Account  of  the  Life, 
WritingB  and  Inventions  of  John  Napier  of  Merohiston,  Edinburgh  1788.  Die 
Geschiciite  der  Mathematik  scheint  von  David  Stewart  nichts  weiter  zu  wissen, 
'"ähieiKi  seine  Namensvettern  John  (gest.  1766)  und  Matthew  (1717—1760) 
wohl  bekannt  sind;  vom  letzteren  (diese  Vorlesungen  IIP,  S.  541  ff.)  handelt  aus- 
führlieh sein  Landsmann  John  Plajfair  (1748—1819}  (Account  of  M,  Stewart, 
Transact.  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh,  I,  1  (1788),  S.  57ff.), 
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genialen  wie  abstrusen  Lord  Napier,  über  dessen  eigenartige  Auf- 
fassung der  Logarithmen  in  diesem  Werk ')  eingehend  berichtet  worden  ist. 

In  gewissem  Sinne  darf  hierher  wohl  auch  gerechnet  werden:  die 
Herausgabe  nachgelassener  Schriften  hervorragender  Zeitgenossen.  Das 
„historische  Jahrhundert"  hat  es  nicht  an  sich  fehlen  lassen,  auch 
nach  der  uns  hier  angehenden  Seite  hin  sieh  seines  Namens  würdig 
zu  erweisen,  denn  daß  derartige  Sammlungen  unter  Umständen  dem 
späteren  Erforscher  der  geschichtliehen  Zusammenhänge  noch  bedeut- 
samere Dienste  leisten  können,  als  bloße  Berichteratattung,  wird  nicht 
bezweifelt  werden  können.  Der  Physiker  Lichtenberg  brachte  einen 
Teil  der  yon  einem  berühmten  Göttinger  Ämtsgenoaaen  hinterlassenen 
Abhandlungen  an  das  Licht  ^.  Ebenfalls  in  GÖttingen  erschienen  unter 
der  Obsorge  von  Wrisberg  die  großenteils  noch  ungedruckten  Ar- 
beiten*) des  polyhistorisch  veranlagten  Arztes  J.  G.  Brendel  (1712  bis 
1758),  die  auch  in  mathematischer  Beziehung  gar  nicht  belanglos 
sind*).  Endlich  wollen  wir  auch  noch  kurz  die  mathematische  Über- 
setzungstätigkeit  registrieren,  die  wir  in  Michelsen^)  imd  Bul- 
garis^)  verkörpert  finden. 

Nunmehr  sollen  uns  die  geschichtlichen  Untersuchungen  über  die 
mathematische  Entwicklung  in  einzelnen  Ländern  noch  kurz  beschäf- 
tigen. Das  Land  Baden  hat  sich  der  Meteorologe  J.  L.  Boeckmann 
(1741 — 1802)  für  eine  solche  Darstellui^')  ausersehen;  man  wird  sich 
nicht  wunde™,  daß  darin  die  Dinge,  welche  man  ehemals  als  ange- 
wandte älathematik  zusammenzufassen  liebte,  weitaus  überwiegen.  Ana 
etwas  früherer  Zeit  hegt  F.  J.  Bucks  (1722^1786)  ganz  brauchbare 
Charakteristik  der  hier  in  Frage  kommenden  Mathematiker  Altpreußens 
vor*).  Viele  Daten,  die  sonst  schwer  zu  erlangen  sind,  vereinigte 
St.  Wydra  (1741 — 1804)  in  seiner  Geschichte  der  Schicksale,  welche 

')  Diese  Vorlesungen  11',  8- 730ff.  ')  Tob.  Majeri  opera  inedita,  ed.  G.  Ct. 
Lichtenberg,  GÖttingen  1774.  ')  Joh.  Gottf'r.  Brendeln  operBmathematid  et 
medici  argumenti  ed.  H.  Ä.  Wriaberg,  Göttingen  I7C9— 1776  ')  Betreffs  der 
Verwendung,  welcher  ein  von  Brendel  in  die  Wissenschaft  emgeti  hrtes  Prinzip 
fähig  ist,  Tgl.  Günther,  Parabolische  Logarithmen  nnd  j  arabobache  Trigono- 
metrie, eine  vergleichende  Untersuchung,  Leipzig  1882.  "  Man  hat  von  J,  A. 
C.  Micheisen  (diese  Voriesungen  IIP,  S.  700,  S.  749)  deutsche  Ausgaben  Enler- 
Bcher  Werke  (Eiuleitung  in  die  Analysis  des  Unendlichen  Berbn  178« — 1793; 
Differentialrechnung,  ebenda  1790 — 179S;  Theorie  der  Glei<,hungen  nach  Euler 
und  Lagrange,  ebenda  1793).  ')  Bugenios  Balgaria  dessen  Peratnalver- 
hältnisse  anscheinend  im  Dunklen  geblieben  sind,  übertrug  in  seine  griechische 
Mutterapraehe  u.  a.  Segners  „Element»  arithmeticae  et  geometnae  Ijeipzig 
1793)  und  Schriften  des  Engländers  Whiaton  (diese  \orlesungen  IIP  S.  377, 
894),  ^  J.L.Boechmann,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Natur- 
kunde in  Baden,  Karlsruhe  1787.  ')  Bück,  Leben  der  verstorbenen  preußischen 
Mathematiker,  Königsberg  i.  Fr,  1704. 
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die  mathematischen  Disziplinen  in  den  Ländern  der  tschechischen  Sprach- 
gemeinschaft erfahren  haben ^).  Von  M.  Barbieri  wurde  eine  analoge 
Schrift  über  das  Königreich  Neapel  verfaßt^),  und  mit  dieser  können 
wir  sachlich  zusammennehmen  die  vorzügliche  Behandlung,  welche 
G.  Piazzi  der  sizili  an  lachen  Astronomie  zuteil  werden  ließ').  Wenn 
auch  nicht  in  erster  Reihe,  so  ist  doch  auch  hier  wohl  am  besten 
unterzubringen  ein  Aufsatz  von  Johann  Bernoulli*),  der  schon 
durch  seinen  Titel")  verrät,  daß  die  Zusammenstellung  interessanter 
zeitgeschichtlicher  Notizen  hauptsächlich  beabsichtigt  war;  in  größerem 
Stile  enthält  solche  das  astronomische  Handbuch*)  ebendesselben 
Gelehrten. 

Dieser  Zeitraum  ist  auch  aus  dem  Grunde  bemerkenswert,  weil 
in  ihn  der  ei'ste  Versuch  fällt,  sich  über  das  Wesen  der  nach  und 
nach  durch  I'orachungsreiseade  \mA  Missionare  bekannter  gewordenen 
indischen  Mathematik  zu  orientieren.  Der  Schotte  Playfair  (s.  S.  19) 
hat  sich  der  schwierigen  Aufgabe  mit  Glück  unterzogen');  für  den 
Anfang  konnte  sein  redliches  Bestreben  als  ein  sehr  erfolgreiches 
gelten.  Der  anerkanntermaßen  wertvollste  Beetandteil  des  Geschichts- 
werkes von  A.  Arneth^)  geht  der  Anregung  nach  auf  Playfairs 
Vorarbeit^)  zurück. 

')  Wydra,  Historia  matheseos  in  Bobemia  et  Moravia  cnitae,  frag  177H; 
eine  Ait  Anhang  dazu  ist-  Vita  Josephi  Stppling,  ebenda  1779  -)  Barbieri, 
Notizie  istoriche  dei  matematici  t  filosofi  del  regno  di  Napoli,  Neapel  1778. 
')  PiaBzi,  Della  specola  astronomica  de'  reg]  studj  di  Palermo,  Palermo  1792 
bia  1794,  II,  Einleitung.  EmP  sehr  ms  einzelne  gehende  Analyst  des  die  Ent- 
wicklungsgeschichte der  Wistensthaft  auf  der  Insel  darstellenden  Abachnittea 
hat  V.  Zach  gegeben  (Hmdenburgs  Archn  dpr  reinen  und  angew,  Mathe- 
matik U,  8,  357ff.).  *)  Dieser  Enkel  des  großen  Johd,nn  Bernoulli  (diese 
Vorlesungen  III'  'i  "  (1  41—180  hatte  t  h  wespntl  ch  der  Abt  nom  e  z 
gewendet,  wenngle  eh  e  auch  matl  emftt  sehe  Fragen  ohne  E  cks  ht  auf  A 
Wendung  gerne     n   dpn  tre  8    e  ne    Bes  haft  gung    og  BernouU      Ane 

dotes  pour  servi  a  I  h  sto  e  des  matl  mat  q  ps  Nouveaat  M  mo  res  de  1  icad 
de  Berlin,  1799— 1'^  0  (ers  h  enen  IM  3)  S  3  ff  "Im  ganzen  kon  en  vier 
Schriften  Bernoull  a  als  t  r  d  e  Geachichte  der  Ä  tronnm  e  n  de  zweiten 
Hälfte  des  SVni  Jahrhunderts  1  emerkenswert  teie  chnet  werden  niml  ch  de 
folgenden:  Recue  1  pour  les  Astronomes  Berl  n  17  2 — 17  b  I  ate  des  Astr 
nomee  connus  actuellement  el  enda  17  6  No  velles  1  teraires  de  d  ers  ]  ajs  a  ec 
des  supplemena  pom:  ia  hate  et  le  nwcrologe  dea  Astronomes,  ebenda  1(76—1777, 
LettreB  ecrites  pendant  le  cours  d'un  \ojage  par  TAUemagne  etc.,  ebenda  1777 
bis  1779.  ')  Playfair,  Eemarks  on  the  Aatronomj  of  the  Brahmins,  Transact, 
of  the  ß«yal  Society  of  Edinburgh,  11,  Abteil.  2;  Observation»  on  the  Trigono- 
metrical  Tablea  of  the  Biahmins,  ebenda,  11,  Abteil.  4.  ")  Arneth,  Geschichte 
der  reinen  Mathematik  in  ihrer  Besieliiing  zur  Entwicklung  des  menschlichen 
Geistes,  Stuttgart  1862,8.  140fF  '^  Die  Veröffentlichungen  H.  Th.  Colebrookes 
(1766-1837)  über  aJtindiscbe  Matbematik  und  Astronomie,  die  weit  über  Play- 
,  gehören  bereits  dem  XIX.  Jahxbnndert  an. 
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Jene  TOn  früher  her  erinnerlichen,  etwas  sonderbaren  Geistea- 
produkte,  welche  sieh  mit  einer  —  schwer  definierbaren  —  biblischen 
Mathematik  zu  schaffen  machen,  fehlen  auch  dem  Intervalle  1760  bis 
1800  nicht  gänzlich.  Ein  Däne  Ä.  N.  Aaaheim  (1749—1800)  hat 
die  Nutzbarkeit  der  Größenlehre  für  die  Exegese  der  Heiligen  Schrift 
darzutun  versucht').  "Vor  allem  aber  war  J.  E.  B.Wiedeburg  (1733 
bis  1789)  ein  eifriger  Bearbeiter  dieses  Grenzgebietes  zwischen  Theologie 
und  Mathematik,  auf  dem  er  sieh  übrigens  ganz  und  gar  im  Geiste 
des  herrschend  gewordenen  Rationalismus  bewegte.  Sein  Buch^), 
welches  unvollendet  blieb,  gibt  eine  achtungswerte  Probe  von  der 
Gelehrsamkeit  des  Verfassers,  dessen  Vater  schon  für  diese  „Mathe- 
matica  sacra"  Neigung  an  den  Tag  gelegt  hatte*).  Auch  kleinere 
Arbeiten  dieses  Charakters  würden  sich  bei  fleißigem  Suchen  vielleicht 
noch  zahlreicher  auffinden  lassen,  als  dies  in  unserer  Note*)  zum  Aus- 
drucke kommt. 

Die  elementare  Arithmetik,  Algebra  und  Zahlenlehre  der  Ver- 
gangenheit fangen  in  diesen  Jahren,  da  doch  auch  die  philologisch- 
antiquarische  Forschung  eich  immer  kräftiger  zu  rühren  und  vervoll- 
kommnete Hilfsmittel  der  Untersuchung  zur  Verfügung  zu  stellen 
beginnt,  mehr  und  mehr  die  Gelehrten  zu  beechäftigeu  an.  Den 
Lehrbüchern  werden,  wie  dies  vor  allem  A.  G.  Kaestners  (s.  S.  8) 
mit  Recht  viel  gebrauchtes,  mehrbändiges  Kompendium^)  in  zahllosen 

')  Aaaheim,  De  neu  matiieseoB  in  expiicandis  phaenomenis  in  codite  sacro, 
Kopenhagen  1767.  *)  Wiedeburg,  Natur-  und  Grüflenlehre  in  ihrer  Anwendnng 
zur  Rechtfertigung  der  heiligen  Schrift,  I,  Nürnberg  1782.  *)  Diese  Vorlesungen 
BP,  S.  623—5^4,  ')  Vielleicht  ist  ea  geatattet,  der  einschlägigen  kurzen  Darlegung 
Bm  vorerwähnten  Orte  einige  Ergänzungen  nachfolgen  zn  laaaen.  Besonderer 
Beachtung  hatte  sich  die  Gestalt  dea  „ehernen  Meeres"  au  erfreuen  (I.  Buch  der 
Könige,  Vn,  23).  Schon  im  XVII.  Jahrhundert  büdete  dieaes  Sakralaltertam  den 
Gegenstand  gelehrter  Streitigkeiten,  an  denen  sich  sogar  der  geniale  Philosoph 
B.  Spinoza  beteiligte  (Tractatua  theologico-politioaa,  Hamhnrg  1670,  S,  33),  Aus 
dem  laufenden  Jahrhundort  sind  drei  hierauf  bezügliche  Abhandlungen  namhaft 
zu  machen;  Nicolai  Claueing,  De  sjmmetria  maria  aenei,  Wittenberg  1717; 
I  0  Sturm  Mare  aeneum  Nürnb-rg  1710-  Scheibel  Von  der  Gestalt  des 
h  M  LpgMg      fMtht        7       S      TflDFg       hl 

1  n    ta!     h      Volk  hmtd  h      A       hnig      ==3ld        V 

1         gl  0   ff)  I    h  11       hätt  t      1        dl      mFU      mVdgrud 

lAgbtedwklhhhBdtgd  Ehttw  ftg 

dLhrlhwlhd         td         d  d         11        tAlgb 

h         f  ilöbtPllm  fh         bt  mmt   w  1   w  1  b 

d      D  d  kt  k   d      Will   Jhhdtd      1       dh       ftl      M      pl      d 
Allhrrhft       hrf         d      Wkl"        Wlt       blt        gh-thih 
knr       bblgihhtk  fK        t  Utmhm         E        d 

mm  h     Okt     b      1  h         *   f    g  gn    d    d      4    thm  t  k    G     m  t  b 
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wertvollen  Notizen  ersehen  läßt,  geschichtliche  Daten  nicht  bloß  als 
gelehrter  Ballast,  sondern  als  eine  willkommene  Untei^tützimg  zur 
Anregung  und  Vertiefung  des  Unterrichtes  beigegeben.  Mitunter  fügt 
sich  dem  theoretiaehen  Lehrgange  —  ähnlich,  wie  wir  dies  (h.  S.  12—13) 
bei  Bossut  und  Moennich  kennen  gelernt  haben  —  auch  bei  solchen 
Leitfäden,  die  nur  ein  engeres  Stoffgebiet  umfassen,  ein  zusammen- 
fassender Überblick  über  die  Geschichte  der  Disziplin  an.  So  machte 
es  J.  G.  Praendel')  (1759—18161  bei  seiner  für  die  kurbayeri sehen 
Pagen  und  Kadetten  geschriebenen  Algebra. 

Ein  tiefgelehrtea,  ja  bahnbrechendes  Werk  über  die  Urgeschichte 
eben  dieses  Zweiges  der  Mathematik  förderte  der  in  Parma  als  Hocb- 
Bchnllehrer  tätige  P.  Gossali  (1748—1815)  zutage^).  Es  mache,  so 
meint  der  zum  Lobe  nicht  allzu  geneigte  Nesselmann'),  für  die 
zwischen  1200  und  1589,  zwischen  Fibonacci  und  BombelH  liegende 
Periode  jede  andere  Geschichte  der  Algebra  überflüssig  und  wisse  die 
leitenden  Gedanken  der  Männer,  welche  sich  um  die  Fortbildung  der 
Buchstabenrechnung  und  um  dife  Auflösung  der  Gleichungen  bemüht 
haben,  ihrem  ganzen  Wesen  nach  zu  erschließen,  ohne  deshalb  die 
antike  und  arabische  Wissenschaft  zu  vernachlässigen;  höchstens  könne 
man  ihm  vorwerfen,  daß  es  die  früher  angewandten  Methoden  etwas 
zu  sehr  modernisiere.  Und  M.  Cantor  rühmt  ebenso*)  Cossalis 
Geschicklichkeit  in  der  Klarlegung  der  verschlungenen  Wege,  die  Car- 
dano  und  Ferrari  bei  der  Behandlung  der  Gleichungen  vom  dritten 
und  vierten  Grade  betreten  haben.  Steht  diese  glänzende  Leistung 
ilso  aicl  etwa  \eren7eltda  «  n  mmt  loch  nt  hr  da  Jahrhundert 
de  n     e  n  ch  in^ehort    e  nen  im  hohe    Maße  befned  ge  den  4,u'!gang 

Z  r  Geschichte  de  elementaren  Kechenkunst  lieferte  de  ner 
mudhehe  Kaebtner    einen  Beitrag*      mlem   ei    bew  es     laß    d  e   he 

1792  b  A  fl  posthnm  1800  lortsetzu  <r  der  hoherPn  Recbenk  nst  leume- 
tnsche  Abhan  ÜTragen  I  1  84  C  eometr  sehe  Ahtiandlungen  11  I  91  Anfa  ga 
gr  mde  der  angew  Mathemat  k  n  zwe  AI  te  lungen  I  1  5''  3  A  fl  1  (^l  II 
ebenso  A  fa  gs  nin  le  1er  Analya  s  eadlicber  roßen  1769  3  lufl  1  94  A 
fangsgrunde  de  Analys  b  des  Unendl  hen  1761  ä  Aufl  17  S  Anfangsgrunde 
de  h  heren  Mechan  It  1  (j6  '■  4.ufl  1  9^  \nfangBgrünie  der  Hj Irodynam  t 
1769  2  A  fl  1797  Wetee  \  «f  b  ng  ler  natl  emat  sehen  Geograph  e  17m^ 
AuB  d  ese  s  mtl  eheu  Buchem  kann  ler  H  Bto  iker  der  exakten  W  BBenschafte 
wenn  er  z  suchen  erstpht  sehr  v  el  lernen  unr  g  It  der  Hauptaache  das 
Jiamh  he  was  i  en  a  12  u  er  das  große  Ce  ch  chtanerk  geBa^t  wo  den  st 
Praendel  A  gelra  nel  st  brer  1  teränschen  escl  chte  Mu  eben  1795 
*)  tosaal  Ong  ne  tri  |Orto  n  Ital  a  pnm  progreBa  m  eBsa  dell  llgeb  a 
Ston%  er  tica  d  nuo  e  d  squ  s  z  on  anal  t  he  e  me  afis  he  atr  cb  ta  Parmd 
"97  1,99.  ,  NeaBelmana,  a.a.O.,  &.  25ff,  j  Diese  ^  orleaungen  ü  ,  S,603, 
S.509.  »)  Kaeatner,  Die  Kettenregel  vor  Graumanii,  Hindenburga  Arch- 
d.  reinen  und  angew.  Mathem.,  3.  Band  (1796—1797),  S.  331fl'. 
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kannte  Kettenregel,  lüe  zar  gegenseitigen  "Umwandlung  Ton  Mafien, 
Gewichten,  Münzen  usw.  mit  Vorteil  angewandt  wird,  nicht  —  wie 
man  durchweg  glaubte  — -  von  einem  Hamburger  Rechenmeister  Grau- 
mann,  sondern  aas  Holland  oder  Frankreich  stamme.  Daß  sie  noch 
vor  J.  van  Dam,  bis  zu  dem  sie  Kaeatner  Kurückverlblgt  hatte, 
schon  eine  gewisse  Rolle  spielte,  zeigte  gleich  nachher  der  früher 
(s.  S.  12)  zitierte  RoaenthaP);  in  Wahrheit  ist  ihr  Alter  ein  weit 
ehrwürdigeres^).  Dem  erato athenischen  Siebe  gewidmet  ist  eine  Ab- 
handlung«) von  S.  Horsley  (1733—1806).  Die  Anfänge  der  Loga- 
ritbmenlehre  suchte  Gehler  (a.  S.  16)  in  historische  Beleuchtung  zu 
rücken*).  Auch  die  Frage  nach  der  Existenz  der  Logarithmen  negar 
tiver  Zahlen,  die  über  ein  Halbjahrhundert  lang  vielfach  erörtert  worden 
war*),  fand  eine  zuaammenf aasende  Bearbeitung^).  Ala  Bestrebung, 
sich  in  die  Denkweise  vergangener  Zeiten  zu  versetzen,  soll  auch  eine 
Spekulation  über  die  Cardanische  Regel,  d.  h.  über  den  bei  deren 
Auffindung  vollzogenen  gedanklichen  Prozeß,  ihre  Stelle  finden,  F  Ma- 
seres  (1731—1824),  der  sich  so  in  eiüer  „Divination"  versuchte''),  hat 
auch  sonst  Sinn  für  geschichtlich-mathematische  Studieu  an  den  Tag 
gelegt^),  z.  B.  in  einer  Monographie  über  Jak.  Bernoullis  wissen- 
schaftliche Begründung  der  Penautationslehre  und  in  seinem  Logar 
rithmenwerke.  Wegen  eines  kurzen  Schaltkapitels  über  das  Auf- 
kommen der  negativen  Größen,  als  einer  mit  der  positiven  gleich- 
berechtigten Zahlform,  wollen  wir  auch  eine  im  übrigen  andere  Zwecke 

')  Rosenthal,  Die  Kettenregel  yor  Jan  van  Dam,  Hindenhurga  Atch. 
d.  reinen  u.  angew.  Matbem.,  8.  Band  (179«),  S.  81  ff.  ')  Man  kann  (diese  Vor- 
lesuuRen  11^  S.  15 ff.)  den  Kettensata  bis  auf  das  XII.  Jahrhundert  anräckführen; 
Lionardo  Piaitiio  keimt  dieses  Anekunftsmittel,  wennschon  nicht  ganz  in  der 
uns  jetzt  gelänfigen  Form,  als  „figura  cata".  Auch  et  ist  jedoch  nicht  Erfinder, 
sondern  gibt,  wie  hänflg,  arabische  Errungenschaften  wieder.  Späterhin  begegnet 
man  jenem  wieder  (diese  Vorlesungen  IP,  S.  233,  399)  bei  J.  Widmann  von  Eg^er 
und  bei  Chr.  Rudolff.  Höchstens  die  übliche  Manier,  die  zusammengehörigen 
Zahlen  durth  einen  Vertikalstrich  voneinander  xa  trennen,  also  eine  bloß  äußer- 
liche Veianschaufichung  der  Kechnungsiirozedur,  kann  man  somit  als  das  Eigen- 
tnm  einer  späteren  Zeit  in  Anspruch  nehmen,  und  sowohl  Kaeatner  als  auch 
Bosenthal  haben  die  Erfindung  viel  zu  spät  angesetzt.  ')  Horsley,  The  Sieve 
of  Eratosthenes,  Philosophical  Transactiona,LSn  (1773),  S.  327 ff.  *)  Gehler, 
Diesertatio  historiae  logarithmomm  naturalium  primordia  sistens,  Leipzig  1778. 
')  B.  F.  Thibaut,  Dissertatio  historiam  controverdiae  circa  numeromm  negati- 
vorum  et  impossibilium  iogarithmos  sistena,  Göttingea  1797.  ")  Vgl.  diese  Vor- 
lesungen IIP,  8.  367fF.,  7S2ff,  ')  Maseres,  A  Conjecture  concerning  the  Method 
by  which  Cardan's  Eule  for  resolution  of  the  Cubic  Bquation  x'  -\-  qx  =  r . . . 
were  probable  discovered  by  Seipio  Perreus,  Phil,  Transact,,  70.  Band  (1780), 
S.  321  ff,  ")  Maser  es,  James'  B  er  noulli 's  Doctrineof  Permutation  etc.,  Losdon 
1795;  Scriptoces  logarithmici  or  a  Colleotion  of  several  curious  Tracts  on  the 
Natnre  and  Construction  of  Logarithms,  6  Bände,  London  1791 — 1807. 
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verfolgende  Abhandlung^)  W.  Greenfields  anführen.  Zur  Geschichte 
der  unbestimmteu  Analytik  gehört,  daß  kein  geringerer  als  G.  E, 
Lessing,  der  allerdings  auch  sonst  sieh  für  das  Wissen  und  Können 
der  Antike  interessierte  und  z.  B.  nach  Spuren  praktischer  Dioptrifc 
bei  Griechen  und  Römern  suchte,  jenes  seitdem  viel  besprochene 
arithmetische  Epigramm  dem  Staube  der  Vergessenheit  entriß  ^),  welches 
den  späteren  Mathematikern  als  „Problema  bovinum"  bekannt  ge- 
worden ist^).  Die  Auflösung,  welche  der  von  Lessing  zu  Hilfe 
gerufene,  von  fach  m  Uli  ni  seh  er  Seite  aber  noch  gar  nicht  gewürdigte 
C.  Leiste  von  der  Aufgabe  gab,  war  nach  dem  Urteile  Nessel- 
manns*) eine  ganz  befriedigende. 

Als  K.  F.  Hindenburg  (1741—1808)  die  kombinatorische  Ana- 
lysis  geschaffen  hatte,  deren  Wert  viele  Zeitgenossen  ebenso  zu  über- 
treiben, wie  manche  Epigonen  herabzusetzen  beeifert  waren,  ging  er 
selbst  darauf  aus,  festzustellen,  welche  Anklänge  an  sein  neues  System 
sich  schon  bei  einzelnen  älteren  Analytikern  vorfanden'*).  Es  war 
ihm  möglich,  zu  erweisen,  daß  zumal  bei  der  Ermittlung  der  Nähe- 
rungswerte eines  Kettenbruches  D,  BernouUi  und  Lambert  dem» 
was  man  nachmals  „kombinatorische  Involutioii"  genannt  hat,  ziem- 
lich nahe  gekommen  waren").  Auch  in  dem  von  Hindenburg  ver- 
anstalteten Sammelwerke')  stößt,  wer  sich  mit  der  Vorgeschichte  des 
zwar  ephemeren,  aber  darum  doch  keineswegs  wirkungslos  wieder 
verschwundenen  Wissenszweiges**)  beschäftigen  will,  auf  viele  für  ihn 
sehr  brauchbare  Einzelheiten. 


')  Greenfiehl,  On  the  Use  ot  Negat  ve  yuantitien  ii  the  Solution  of  Prob- 
lems by  AJgebraic  Etiuatioug  Tranaact  of  the  K  Suc  of  Kdii  burgh,  il,  1  (1708), 
8.  13l£f.  =)  Leasing,  Zur  G-eaclii&hte  der  Literatur  I  Berlin  1773,  S.421ff. 
°)  Waa  über  das  dem  Arcbimedea  filschhth  zugeachnebene  Rätflel  geschrieben 
ward,  haben,  zuaammen  mit  eigenen  Untersuthungen  zusammengesteilt  Krumm- 
biegel  und  Amthor  (Zeitaobr  f  Math  u  Pbva  Hiat  ht  Abt,  25.  Band  [1880], 
S.  laiff,,  153tf.).  Vgl.  auch  hese  T  orlesi  ngen  P  S  2*7  ')  Nesselraann, 
a.  a.  0.,  S,  482.  ')  Hindeni  urg  Mehrere  große  Math  matiker  Bind  der  Er- 
findung der  kombinatoriBchen  In\oIutionen  ganz  nahe  tewe^eu,  Arch  J  remen 
n   angew    Motbem,  I  [1795—1  96)    S     IJff  (  enaner  kann  diese  hache,  die 

zugleich  tür  diP  Vorgeschichte  der  koml  matcnschen  und  der  modernen  niederen 
AnaijBiB  m  Bptracht  kommt  verfolgt  werden  bei  trunthei  (^Darstellung  der 
Näheiunga werte  von  Kettenbruchen  m  mdependenter  Foim  I,  Erlangen  1873, 
ö  Itf )  ')  Hindenburg,  Sammlunf;  kombinat<inaoh  analvtischer  Abbandlnngen, 
Leipzig  1801).  Torgearbeitet  hatte  lei  Leipziger  Mathematiker  einer  Geschichte 
der  von  ihm  eingeleiteten  Neuerung  bereits  durth  e  ne  tivihere  Veröffentlichung 
(Kritiaches  VerzeichniB  »Her  die  kombinatorische  Analvsi''  letrefienden  t^chnftfln, 
Archiv  etc.,  I,  S.  357fF,),  ')  Dankt  man  eben  diesem  Werke  doch  die  ejatemati- 
sehen  Anfänge  des  Beehnena  mit  Determinanten  G  ntber  Lehrbuiii  der  De- 
terminantentheorie, Erlangen  187'    S  14ff 
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Auch  tiir  die  Geschichte  der  höheren  Analysis  hat  der  in  Eede 
stehende  Zeitraum  einige  Früchte  getragen.  In  dessen  wird  vom 
Standpunkte  der  Gegenwart  aus  nur  noch  Murhards  Charakteristik^) 
des  ersten  halben  Jahrhunderts  der  Variationsrechnung  höher  gewertet 
werden  können.  Kaestuers  zunächst  theoretische  Beleuchtungen  des 
Infinite simalbegriÄe 8^)  berücksichtigen,  wie  bei  ihm  selbstverständlich, 
auch  das  geschichtliche  Element.  Die  Entsteihiiiigsge schichte  des 
höheren  Kalküls  hat  mehrere  Bearbeiter  gefunden,  von  denen  zwei, 
J.  W.  Christiani^)  und  L.  H.  Tobiesen*)  (1771—1839),  eben  auch 
vonKaestner,  nach  dessen  eigener  Aussage^),  zu  diesem  Thema  hin- 
geleitet waren;  er  selbst  führt  seine  Auffassung  des  Prioritätsstreites 
ziemlieh  umständlich  bei  dieser  Gelegenheit  aus  und  entscheidet  sich 
dahin,  Leibniz  und  Newton  waren  als  vollkommen  gleichberechtigt 
anzuerkennen').  J.  J.  Meyer  andererseits  tritt  uns  als  Kämpe  des 
deutschen  Bewerbers  entgegen'),  Christiauis  Dissertation  war  eine 
Beantwortung  der  1782  von  der  Universität  Göttingen  gestellten 
Preisfrage,  inwieweit  die  Rechnung  des  Unendlichen  ihre  Wurzeln  im 
Altertum  habe,  und  dem eutspr eckend  ging  der  Autor  hauptsächlich 
darauf  aus,  die  großen  Geometer  des  Altertums  auf  Andeutungen  im 
gedachten  Sinne  zu  prüfen.  Anhangsweise  mag  auch  hier  der  Tat- 
sache Erwähnung  getan  werden,  daß  De  L'Höpitals  Lehrbuch,  das 
—  ob  ganz  selbständig  oder  mit  starken  Entlehnungen  aus  Joh.  Ber- 
nouUi  I  entstanden^)  -—  jedenfalls  der  Einbürgerung  der  neuen  Metho- 
den mächtigen  Vorschub  geleistet  hatte,  zweimal  Kommentatoren  ge- 
funden hat"). 

')  Muriard,  Specimen  historiae  atque  principiorum.  calculi  quem  Tocant 
variationum  Biatena,  Göttingeii  1796.  ^  Die  einschlägigen  Abhandlungen  enÜiült 
ein  Sammelband;  Dissertationee  mathematicae  et  phjaicae,  Altenbarg  1771,  Dort 
finden  aich;  De  vera  infiniti  notione,  S.  S5ff,;  De  lege  contioni  in  natura,  8,  liSIf, 
')  Christiani,  Commentatio,  qua  expUcantut  fundamenta  calculi,  quem  ab  iu- 
finito  nominamns,  et  oatenditur,  quomodo  üb,  quae  tradiderunt  Enclidea,  Archi- 
medes,  ApoUoniuB  Pergaeua,  innitatur  calculua  infiniti,  ööttingen  1792  {auch 
in  deutscher  Sprache  herausgekommen).  Dem  schloß  sieh  an ;  Disputatio  inangnia- 
lis  exhibens  supplementa  ad  lomniPntationem  de  fandamentis  calculi,  quem  ab 
infinito  nominamua  Kiell43  ')  Tobiesen  Piincii  la  atque  histuna  inventionis 
calculi  differentialis  et  integralis  nee  non  methidi  fiusionum  Gott  ngen  17B3, 
")  Kaeetner  Anfangagr  d  Anal  unendl  Großen  S  5(  '')  Ebenda  's  49. 
„Das  billige  Lrteil  lat  Jndet  aev  auf  ^tme  Methode  für  «ich  gekommen  zu- 
länglich war  hiebey  ISachdenken  uter  das  Vfrfabren  loiinrgehender  "Mathema- 
tiker. So  urteilt  auch  Eduard  Wanng  Meditationes  analjticae,  Cambridge 
1785;  man  s.  meine  Rezension  Gott,  gel.  Anz,  1786,  S,  700."  ")  Meyer,  De 
flusione  flusa  sive  de  Leibnitio  primo  calculi  infinitflsimalis  inventore,  Stettin 
1773,  Im  gleichen  Geiate  ist  selbstredend  die  nachstehend  bezeichnete  Schrift 
gehalten:  Leibnitii  elogium,  ebenda  1777.  *)  Diese  Vorlesungen  ID-,  S,  244 ff. 
'^  A.  H,  Paulian,  Commentaire  sur  l'Analyse  des  inliniraenl  petita  de  l'Höpital, 
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Indem  wir  zur  Geometrie  übergehen,  dürfen  wir  wolii  mit  einer 
an  der  Grenzscheide  stehenden  Schrift  von  Z.  Nordmark^)  den  An- 
fang machen,  welche,  ähnlich  wie  Christianis  Arbeit  (s.  o.),  Be- 
ziehnngen  zwischen  sonst  und  jetzt  aufzudecken  sich  vorgesetzt  hat. 
Die  Geschichte  der  Elementargeometrie  hat  zunächst  Akt  zu  nehmen 
von  jenen  literarischen  Erscheimmgen,  welche  sich  mit  der  Kritik 
der  Parallelentheorie  befassen.  Denn  anders  als  auf  historischem 
Wege  konnte  da  nicht  voi^egangen  werden,  und  so  ist  im  Laufe  der 
Jahre  eine  gar  nicht  unbeträchtliche  Literatur  Über  dieses  anscheinend 
so  wenig  ausgedehnte  Gebiet  erwachsen.  Zeitlich  steht  an  der  Spitze 
Derer,  die  sich  ihm  zuwandten,  G.  S,  Klügel  (s.  S,  16),  dessen  Schrift*) 
wiederum  Kaestners  Rate^)  ihre  Entstehung  zu  danken  hatte.  Nicht 
weniger  als  28  Versuche,  das  elfte  euklidische  Axiom  als  beweis- 
bedürftig und  beweisfähig  hinzustellen,  wurden  gewürdigt  und  aus- 
nahmslos als  unzureichend  erkannt.  Etwas  später  hat  dann  C.  F.  M. 
M.  Castillon*)  die  Begründung  der  Planimetrie  auf  den  von  Euklid 
aufgestellten,  zweifelhaften  Grundsatz  auf  das  eingehendste  untersucht*). 
Zur  Stereometrie  ist  nur  weniges  zu  bemerken.  Kaestner,  dessen 
Berechnung  fremder  Hohlmaße^)  des  antiquarischen  Interesses  nicht 
entbehrt,  hat  als  der  erste  die  Flächeabestimmung  des  Kugeldreieckes 
in  ihren  geschichtlichen  Phasen  studiert')  und  dabei  auch  betont,  wie 
man  nach  und  nach,  vom  ebenen  Winkel  ausgehend,  auch  den  Be- 
griff des  körperlichen  Winkels  sich  klar  zu  machen  lernte;  er  lehi-te 
uns  da  auch  den  Polen  Broscins*)  als  einen  selbständigen  Denker 
kennen.  Die  Beschaffenheit  sowohl  wie  die  Herstellung  der  ägyp- 
tischen Pyramiden^J  besprach  der  Göttinger  Mathematiker  A.  L,  F. 
Meister   (1724 — 1788),    dem  wir  noch   öfter  als  einem   auf  seinem 


Nimes  1768;  L,  Lefevre-Gineau,  L'Höpitai,  Analyse  des  inflriment  petita  avee 
des  noteg,  Paris  1T81.  Das  zuerst  ieu6  gedruckte  Werk  war  nach  des  Autors 
{läei— 1704)  frühem  Tode  noch  dreimal  (ITlä,  1720,  17(J8)  wieder  aufgelegt 
worden. 

')  Nocdmark,  De  scriptis  veterum  analjticis  dissertatio,  Upsala  1776. 
*)  Klügel,  Conatuum  praecipuorum  theoriam parallelarura  demonstrandi recenaio, 
Göttingen  1763.  »)  Kaestner,  Anfangsgründe  der  Arithmetik  und  Geometrie, 
Vorrede  zur  ersten  Auflage.  ')  Diese  rorlesungen  111=,  S.  508 ff,  ')  CastillQu, 
Premier  memoire  sur  les  parallMes  d'Euelide,  Souv,  Möm.  de  l'Atad.  de  Berlin, 
l'fla,  8.  233 tf.;  Second  memoire  sur  les  paralleles  d'Euelide,  ebenda.  171)3,  S.  171ff. 
/  liaestuer,  Bestimmung  des  ägyptischen  Kornmaßes,  Dentsche  Schriften  d, 
K.  8oz.  d.  Wissenach.  zu  Göttingen,  I  (1771),  8.  142ff.  Zunächst  handelt  es  sich 
Im  em  Modell,  welches  C.  Niebuht  aus  Ägypten  von  seiner  großen  Orientreiae 
lait  zurückgebracht  hatte.  ')  Kaestner,  Geometrische  Abhandlungen  II,  S-iififf 
^  Diese  Vorlesungen  H,  S.  651.  ^  Meister,  De  pyramidum  Aegyptia 
tahrioa  et  fine,  Novi  Comment,   Gotting.,   V  (1775),  S.  lyätf. 
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eigeaen  Wege  wandeludeo  Schriftsteller  begegnen  werden.  Die  Eie- 
rn entargeometrie  als  Ganzes  ist  endlich  Kaestner  dafür  verpflichtet, 
daß  er  die  „Oeomctrie"  Gierberts,  dieses  merkwürdige  Denkmal 
altersgrauen  Mittelalters^),  einem  größeren  Leserkreise  zugänglich  ge- 
macht und  in  ihrer  historischen  Bedeutung  festzulegen  getrachtet 
hat^),  mag  ihn  auch  die  damals  noch  ailgemein  vermißte  Erkenntnis 
des  Wesens  einer  längst  vergangenen  Zeit  nicht  zu  ganz  triftigem 
urteile  haben  kommen  lassen.  Die  Trigonometrie  verzeichnet  J.  Ber- 
noullis  III.  (s.  S,  21)  Bemerkungen*)  über  die  großen  Tafelwerke 
des  XVI.  Jahrhunderts.  J.  M.  Matsko  (1721—1796)  war  auf  die 
Richtigstellung  anderweiter  Angaben  über  den  ersten  Gebrauch  der 
sogenannten  Prosthaphaeresis  bedacht*).  Und  vor  allem  verdient 
ehrende  Erwähnung  C.  E.  v.  Pfleiderer  (1736—1821),  dessen  Auf- 
sätze^) höchste  Vertrautheit  mit  den  Originalschriften  bekunden. 

Die  höhere  Geometrie  kommt  für  uns  in  Betracht  mit  einer  Äb- 
haadlung^)  des  schwedischen  Mathematikers  D.  Melanderhjelra 
(1726—1810)  über  Newtons  Quadrierungsmethode  und  mit  einer 
noch  jetzt  recht  häufig  zitierten  Dissertation')  von  N.  Th.  Reimer 
(1772 — 1832),  welch  letzterer  sich  nachher  eine  selbständige  Schrift 
über  den  gleichen  Gegenstand*),  dasDelische  Problem^),  anschloß^*). 

')  Diese  VorleaUEgen  P,  S.  a09ff.  ')  Kaestner,  GeometriBche  Abhandlgü.  I, 
S.  Itf.  ^  J.  BernouUi,  Analyse  de  TOpus  Palatinum  de  Rheticue  et  du  The- 
eanrua  Mathematicus  de  Pitiscus,  Nouf.  M(?id.  de  t'Aend.  de  Berlin,  1788,  8  lOff. 
*1  Matsko  PrOKTsminft  quo  prosthaphapresis  ijiventori  suo  Chr  ßnttmanno 
iindicatur  Rinteln  1781  ^gl  dazuKaPstnei  (Gesch  d  Math  I  b  66b,  II  5  dli) 
und  A  v  Brannmühl  \orleanngen  über  Ceschicht«  der  Trigonometrie  I, 
Leipzig  1900  S  laitf)  wo  die  Anffindung  dieses  fiir  die  loganthmenlose  Zeit  so 
wuhtigen  ReclmangB*  ort  eile  s  lusfuhrlich  behandelt  wird  >  i  Pfleiderer, 
Geschi  bte  der  ersten  Bmfilhrunj,  der  (rijtonometiisi  hen  Linien  Tübingen  1785, 
1710  Ana  dieser  Emluitung  heraus  entstand  jene«  wertvoile  Werk  (Ebene  Tri- 
ftonometne  mit  Anwendangea  und  Beitrigen  zur  Gesehiihte  derselben  Tübingen 
1S02  welches  zwar  wenn  das  strenge  thronologische  iuomaß  zur  Inwendung 
gelangt  nitht  mehr  in  den  Eahmen  dieses  vierten  Bandes  gehiirt  ils  reife  Fmcbt 
jener  Erstlings  Schriften  al  er  doch  nicht  ungenannt  bleiben  kann  Es  wird  von 
maßgebpüder  '^eite  (diese  Vorlesungen  U  S  1S2  letont  daß  es  allzu  selten  zu 
Kate  gezogen  werde  m  diesem  Worte  mag  die  Entschuldigung  der  tjler- 
Bchreitung  der  Zeitgrenze  gesucht  werden  )  Melanderhjelm  Isaaci  Newtoni 
trai,tatu8  de  quadratura  cnivarum  lUuitratus     Stockhdm  1''62  tteitner, 

Dissertatio  eshibens  speumen  hl  eil i  tractantis  histonam  prf  Heniatis  de  oubi 
dnplicatione  (ittttingon  li96  ^)  über  die  Fra^e  mit  welchem  Rechte  die 
Wnrtel Verdoppelung  den  bekannten  Bpinamen  erhielt  \erlreitet  sieb  v  Wv- 
lamowitz  Moellendorff  fEiu  Weihgeechenk  des  Fratosthenea  (rött  &el- 
Nacbnchten,    1H94,    Nr    1,  ")  Diese  Vorlesungen  F,  '^    19tff        '";  Reimer, 

Hiatoria  problematig  de  cubi  duplicatione,  Göttingen  17UÖ,  Nur  als  Plagiat 
davon  kann  gelten:  Biering,  Histotia  problematis  cubi  duplicandi,  Kopenhagen 
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Mit  Umsicht  und  mit  erfolgreichem  Streben  nach  Vollständigkeit  hat 
Reimer  so  ziemlich  alles  zimamm engebracht,  was  sich  auf  die  ange- 
näherte Darstellung  von  y2  mittels  mechanischer  Hilfsmittel  oder 
mittels  Kurvenkonatruktion  bezieht.  Einen  recht  brauchbaren  Beitrag 
zur  Geschichte  der  krummen  Linien  bietet  auch  eine  Preisschrift '■) 
Ton  J.H.M.  Poppe  (1776 — 1854),  welche  allerdings  nur  die  Ver- 
wertung dieser  Gebilde  für  praktische  Zwecke  sich  zum  Ziele  gesetzt 
hat,  dabei  aber  natürlich  doch  nicht  umhin  kann,  auch  der  Wissen- 
schaft als  solcher  ziemlieh  umfassend  Rechnung  zu  tragen.  Eine 
musterhafte  Lösung  der  Aufgabe,  mit  modernen  Hilfsmitteln  in  den 
schwer  verständlichen  Sinn  des  Gedankenganges  eines  älteren  Schrift- 
stellers einzudringen,  stellt  sich  uns  dar  in  v.  Pfleiderers^  Erläu- 
terung der  Ton  Kepler  in  der  „Stereometria  doliorum"  (diese  Vor- 
lesungen II,  S.  750  ff.,  S.  774if.)  vorgenommenen,  verwickelten  Kuba- 
turen. 

Nicht  wenige  und  teilweise  auch  bedeutende  Arbeiten  brachte 
unser  Zeitraum  auf  dem  Felde  der  Geschichte  der  Mechanik,  der  theo- 
retischen sowohl  wie  nicht  minder  der  praktischen.  Es  ist  bekannt, 
daß  J.  L.  Lagrange  (1736 — 1813)  jedem  Kapitel  seines  Hauptwerkes 
„M^canique  analytique"  (1.  Aufl.,  Paris  1788),  aber  auch  jeder  seiner 
Abhandlungen  geschichtliche  Einleitungen  voranschickte,  die  zu  dem 
Besten  gehören,  was  Iiierin  geleistet  worden  ist.  Obwohl  A.  Bürja 
(1752 — 1816)  nicht  bloß  diese  Disziplin,  sondern  auch  die  reine  Mathe- 
matik im  Auge  hatte,  als  er  das  Mathematische  bei  Aristoteles  einer 
kritischen  Besprechung  unterzogt),  so  spielt  doch  bei  ihm  die  Mechanik, 
die  immerhin  auf  den  Stt^iriten  als  den  ersten  Systematiker  des  Alter- 
tums zurückgeht,  die  Hauptrolle*).  Von  des  Göttinger  Naturphilosophen 
S.  C.  Hollmann  (1696 — -1787)  Versuche  über  die  Massenanziehung^) 
wollen  wir  nur  im  Vorübergehen  sprechen;  weit  mehr  leisteten  für  die 
selbst  nach  100  Jahren  noch  nicht  zum  Gemeingute  der  Gelehrtenwelt 
gewordenen  klassischen  Werke  Newtons  und  deren  Verbreitung  der 

18*4,  Dagegen  ist  es  bei  der  Seltenheit  der  erstgenannten  Schrift  erfreulich, 
naß  0.  Terquem  einen  alles  Notwendige  enthaltenden  Auszug  ans  ihr  in  die 
Ton  ihm  herausgegebene  Zeitschrift  ^Bulletin  de  bibliogr.  et  d'hist.  des  mathema- 
tiquea,  n,  S,  20  ff.)   aufgenomm,en  hat 

')  Poppe,  Geschichte  der  Anwendung  der  Kreis- und  anderen  krujumeu  Linien 
mden  mechanischen  Künsten  und  in  der  Bankunst  bis  anf  Descartes,  Göttingen 
1800.  =)  T.  Pfleiderer,  Kepleri  methodus  solida  quaedam  sua  dimetiendi  illu- 
strataetc.  Tübingen  17»5.  ')  Bürja,  Surles  connaissancea  mathematiqaes  d'Äri- 
3tote,I,II,  M:em.derAcad.deBerlin,1790— 1791,  8.  257tF.,  3f!6if,  ')  Diese  Vor- 
leavmgenI',S.240ff.  Vgl.  anchPoselger-Eühlmann,  Ariatotelea' Mechanisohe 
Probleme,  Hannover  1881.      ^)  Hollmann,  De  attractionis  historia,  Comm.  Soo. 
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Böhme  Tessanek')  (1728—1788)  und  der  Engländer  W.  Emer- 
son*) (1701 — 1782).  Die  zum  Öfteren  bestrittene  Begründung  der 
Lehre  von  der  Bewegung  flüSBiger  Körper,  wie  sie  J oh.  Bernoulli  P) 
gegeben  hatte,  suchte  gegen  die  Angreifer  Kaeetner*)  zu  verteidigen. 
Gewisse  Maschinerien  der  Vorzeit  aufgrund  einer  nicht  immer  durch- 
sichtigen Beschreibung  ihrer  Wirkungsweise  nach  aufzuklären,  ließ 
sich  Meister  (s.  S.  27)  angelegen  sein'),  der  auch,  wohl  als  der  erste, 
die  von  Porta*)  nur  ungenügend  abgehandelte  Technik  der  Alten, 
den  Wasserdanipf  als  Triebkraft  auszunutzen,  eingehender  Prüfung 
würdigte.')  Im  Anschlüsse  an  eine  ältere  französische  Publikation") 
beschäftigte  sich  J.  E.  Silberschlag»)  (1721— 1791)  mit  der  antiken 
Artillerie mechanik.  Auch  wollen  wir  nicht  darauf  verzichten,  des 
uns  schon  bekannten  Poppe  Studien  über  die  Geschichte  der  Uhren'*) 
als  einen  guten  Ratgeber  für  diesen  Teil  der  maschinellen  Praxis  mit 
aufzunehmen.  Auch  die  deutsche  Bearbeitung  eines  französischen 
Werkes  über  die  Uhren")  ist  wegen  historischer  Nachweisungen 
schätzbar. 

Die  antike  Optik  nennt  wiederum  Meister^^)  als  Objekt  einer 
seiner  gelehrten  Untersuchungen;  indessen  kommen  hauptsächlich  die 
Perspektive  und  deren  künstlerische  Anwendung  hier  zur  Geltung.  In 
dem  selbst  heute  noch  lesenswerten  Werke  von  J.  Priestley'^)  (1733 
bis  1804),  welches  Klügel  (s  S  16)  mit  voller  Sachkunde  be- 
arbeitete"),  wird  auch  Altertum  und  Mittelalter  nicht  Ternaehlässigt, 

')  Teasanek,  Philotopliiap  caturahs  prmcipTa  mathematiea  auctore  Isaaoo 
Newton  illustrata  Lommentationilius ,  I  U  Praj^  1780,  1785,  *)  EmerBon, 
A  Short  Comment  to  Sit  J  Newton  b  Pnneipia  Loudon  1770.  Vgl.  ancli  0,  L. 
Schübler,  Newtons  bchartsmn,  lot  allem  dtseen  Sagauität  in  der  Analysis, 
Leipzig  1794.  ")  Bernoalli,  Hydrautica,  Opera  omnia,  IV,  Laaeaiuie  17i2, 
Nr.  186.  *)  KaeBtner,  Pro  Jo.  Bernoulli  contra  Dn.  D'Alembert  objectionea, 
Nori  Comm  Gott,,  I  (1771),  S.  45ff.;  Anfangagr,  A.  Hydrodynamik,  S.  466ff. 
')  MeiBter,  Dissertatio  de  torculario  Oatonis  .  .  ,,  Göttingen  176S;  De  vete- 
rum  hjdraulo,  Novi  Corara,  Gott,  H  i,mb\  S,  162fF.  Die  eraigenannte  Vorrich- 
tung iät  eine  Weinpresae  (Kelter),  die  andere  ein  Wasserhebewerk.  ^)  Porta, 
Pneumaticoriim  librj  III,  Neapel  I6U1.  'j  Meister,  De  Heronia  fönte  educendis 
ex  puteo  aquia  adhibito  ,  .  ,,  Nori  Comm,  Gott,,  IV  (1774),  S,  ISSff.  ')  Opera 
veterum  mathematioorum,  Paris  1698,  ')  Siiberachlag,  Sur  lea  trois  princi- 
paleB  machinea  de  guerre  dea  anciens,  saToir  la  Catapulte,  la  Balist«  et  I'Onagre, 
Berlin  1760,  '")  Poppe,  Geachichte  der  Entstehung  und  der  Fortschritte  der 
theoretiachen  und  praktischen  UhrmaclierkunBt,  Leipzig  1797.  ")  J.  Alexandre, 
Traitö  des  borloges,  Paris  1734;  deutsch  von  C.  Ph,  Berger,  Lemgo  17B8. 
")  Meiater,  De  optica  vetemm  pictorum,  sculptorum,  architectorum  aapientia 
,  .  .  pars  prior,  Novi  Comm.  Gott,,  V  (1775),  S.  141ff.;  pajrs  posterior,  ebenda,  VI 
(1776),  8,  129fF,  '=)  Prieatley,  Histflry  and  present  State  of  Discovery  relating 
to  Vision,  Light  and  Colours,  London  1772.  ")  Klügel,  Geschichte  und  gegen- 
wärtiger Zustand  der  Optik,  nach  d.  Englischen  Pries  tleys  bearbeitet,  Leipzigl776. 
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und  insonderheit  findet  die  Gesehielite  des  Regenbogens ,  welche 
Scheibe!  (a.  S.  15)  mit  neuen  Wahrnehmungen  bereichert  hatte^), 
eine  ausgiebige  Berüekaichtigung.  Über  den  archimedischen  Brenn- 
spiegel hat  Dutens^)  (s.  S.  17}  eine  besondere  Abhandlung  ge- 
schrieben. 

Von  der  alten  Astronomie  handelt  F.  Meinert  (1757—1828) 
in  einer  Monographie*),  die  auffäUig  wenig  in  dtis  Publikum  ge- 
drungen zu  sein  scheint.  Sehr  wertvolle  Aufschlüsse  über  geschicht- 
liche Dinge  finden  sich  in  dem  berühmten  gemeinTerständlicten 
Werke  des  großen  P.  S.  Laplace;  die  erste  Auflage  desselben  gehört 
noch  dem  XVIII.  Jahrhundert  an*).  Gegen  einige  astronomisch -chrono- 
logische Noten  von  Costard  (s.  S.  15),  welche  in  den  „Phil.  Trana- 
act."  der  vierziger  und  fünfziger  Jahre  stehen  und  von  einer  Schrift'') 
über  die  Meteorsteinfallprogaose*)  des  Änaxagoras  gefolgt  wurden, 
nahm  J.  Bernoulli  III  Stellung').  Zur  kometarischen  Astronomie 
der  Vergangenheit  äußerte  sich  Ch.  Bnruey*)  {1726—1814),  zur 
arabischen  Aatrognosie  F.  W,  V.  Lach'')  (1772 — 1796),  der  sich  haupt- 
sächlich auf  eine  unlängst  ans  Licht  getretene  Beschreibung^")  einer 
künstlichen  Himmelskugel  mit  arabischen  Schriftzeiehen  stützte,  Anch 
die  antike  Gnomonik  hat  sich  in  H.  G.  Martini")  einen  Liebhaber 
erworben,  den  jedoch  J.  F.  van  Beek-Caleoeii^^)  weit  überragte. 

Das  ganze  Mittelalter  hatte,  nachdem  bereits  die  Griechen  diese 

')  Seheibel,  De  J,  Fleische ri  VratielaTiensis  in  doctrinam  de  iride  meritia, 
Breslau  1762,  ^)  Dutens,  Du  miroir  ardent  d'Archimede,  I,  Paris  1775,  II, 
ebenda  1778,  ^  Meinert,  Über  die  Geachichte  der  älteren  Astronomie,  Halle  a,  8. 
1785.  Wir  fanden  das  Buch  nur  ein  einziges  Mal  zitiert,  und  zwar  bei  R.  Wolf 
(Gesch.  d,  Astron)  S,  785,  ')  Laplace,  Exposition  du  systfeme  du  moude,  Paris 
1796.  ')  Costard,  Use  of  Aatronomy  in  Chronology  and  Historj,  Oxford  1764; 
eine  Schrift,  deren  Tendenz  sehr  zu  billigen  ist,  da  in  der  Tat  die  alte  Geschieht« 
gar  oft  einzig  und  allein  durch  Nachbereehnung  gesicherter  Bstronomi scher  Vor- 
kommnisse z'i  einer  gewissen  Feitigkeit  ihrer  Ergebnisse  durchdringen  kann; 
das  Hauptbeispiel  ist  allerdings  nicht  gerade  glücklich  gewählt,  ")  Vgl,  hierzu 
K,  Wolf,  a.  a,  0,,  S,  187;  J,  H,  Maedler,  Geschichte  der  Himmelskunde  von 
der  ältesten  bis  auf  die  gegenwärtige  Zeit,  I,  Braimschweig  1873,  S,  37, 
)  Bernoulli,  Examen  des  remarques  de  M,  Costard  sut  les  äolipaes  d'Ibn- 
Jounes,  Nouv.  Mem,  de  TAcad,  de  Berlin,  1784,  S.  293 ff,  "/Burnej,  An  Essay 
towards  the  Histoty  of  Comets,  London  1769.  ^j  Lach,  Anleitung  Bur  Kenntnis 
der  Sternnamen  mit  Elrlänterungen  aus  der  arabischen  Sprache  und  Sternkunde, 
Leipzig  1796,  ")  Globus  coelestia  cufico-arabicus  Veliterni  Musei  Borgiani  a.  S. 
Assemano  illustratua,  Padua  1790.  J.  S.  Asaemani  (1687—1768)  hatte  wahr- 
BcheinUch  diesen  Globus  erworben;  sein  Neffe  Simon  (1762-^1821)  lieferte  die 
genannte  Monogi-aphie.  Vgl,  auch  Fiorini-Günther,  Eid-  und  Himmelsgloben, 
ilire  Geachichte  und  Konstruktion,  Leipaig  1895,  S,  15ff,  ")  Martini,  Abhand- 
}«Qg  Ton  den  Sonnenuhren  der  Alten,  Leipzig  1777.  '=)  van  Beek-Calcoen„ 
iiactatus  de  gnomonica  veterum,  Utrecht  1797, 
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AüBchauang  vertreten,  die  Musik  ah  eine  mathematische  Wissenschaft 
"betrachtet'),  da  durch  Boethius  und  Cassiodorius  das  „Quadru- 
vium"  als  Kanon  menschlichen  Wissens  zu  beherrschender  Stellung 
erhoben  worden  war^).  So  möchten  wir  denn  auch  an  den  wertvollen 
Quellen  werken^)  Burneys  und  Porkels  (s.  o.)  über  Geschichte  der 
Musik  bei  dieser  Veranlassung  nicht  schweigend  vorübergehen. 

Damit  ist  dann  ein  wichtiger  Teil  unserer  Aufgabe  zum  Abschlüsse 
gelangt,  und  es  verbleibt  uns  dem  Programme  gemäß  noct  die  Be- 
sprechung aller  dei^enigen  literarischen  Erzeugnisse,  welche  aich  mit 
dem  unmittelbaren  Studium  der  antiken  8chnft\¥erke  zu  schaffen 
machen.  Dieselben  können  übersetzt,  erläutert  oder  im  gereinigten 
Texte  der  Urschrift  neu  herausgegeben  werden;  dazu  tritt  aber  im 
gegenwärtigen  Zeitraum  weit  entschiedener  denn  früher  eine  vierte 
Form  gelehrter  Arbeit,  der  Wiederherstellungsversuch.  Sind  uns 
doch  leider  so  viele  griechische  Schriften  —  für  die  römischen  trifft  das 
aus  nahe  liegenden  Gründen  weit  weniger  zit  —  nur  in  Bruchstücken 
oder  gar  nur  im  nackten  Titel  erhalten  geblieben;  da  war  der  Anreiz 
gegeben,  den  Inhalt  auf  Grund  der  freilich  oft  nur  sehr  unsicheren 
Andeutungen  zu  erraten,  welche  man  von  da  und  dort  verstreut  in  der 
Literatur  antraf.  Die  gewaltige  Entfaltung  des  philologisch-archäolo- 
gischen Wissens  in  dieser  durch  die  Namen  Lessing,  Winckel- 
mann,  F.  A.  Wolf,  G.  Hermann  gekennzeichneten  Epoche  mußte 
solchen  Bestrebungen  sehr  zu  statten  kommen.  Wir  werden  nach- 
stehend den  vorhin  aufgestellten  Normen  folgen:  Übersetzung,  Kom- 
mentar, Textansgabe  mit  oder  ohne  solchen  und  Rekonstruktion  sollen 
nacheinander  an  die  Reihe  kommen.  Auffallen  kann  einigermaßen,  daß 
fast  einzig  und  allein  das  klassische  Dreigestini  Euklid,  Archimedes, 
Apollonius  die  für  die  Antike  begeisterten  Miitheraatiker  beschäftigt. 
Von  ihnen  abgesehen,  ist  es  anscheinend  allein  der  Byzantiner  Anthe- 
mius,  der  gelegentlieh  einiger  Beachtung  gewürdigt  wird*). 

Halten  wir  uns  zuerst  an  die  Übertragungen  in  unsere  deutsche 
Sprache,  so  können  wir  ein  paar  recht  gelungene,  heute  noch  ebenso- 

')  Diese  eigentümliche  Erweiterung  der  Mathematik,  tob  welcher  sich  die 
Neuaeit  sehr  mit  Recht  losgesagt  hat,  die  aber  von  jedem,  der  den  wiasenachaft- 
lichen  Betrieb  des  Mittelalters  erkunden  will,  wohl  zu  berücksichtigen  ist,  suchte 
in  diesem  Sinne  au  Bkizrieten  Günther  (Geschichte  des  mathematischen  Unter- 
richtes im  deutschen  Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525,  Berlin  1887,  S.  JlOff.)- 
•)  Diese  Vorlesungen  I',  S.  529ff.  =)  Burnej,  General  Hiatory  of  Muaic  from 
the  earlieat  Ages  to  the  present  Period,  London  1777 — 1789;  J.  N,  Forkel, 
Allgemeine  Geschichte  der  Musik,  Leipzig  1788—1801.  ')  Dupuy,  Fragment 
d'nn  ouvtage  grec  d'Anthemius,  Paria  1777.  Übersetzung  und  Erläuterungen 
sind  beigegeben.  Vgl.  diese  Vorleaungen  P,  S.  468  und  Gilbert,  Annalen  der 
Physik,  LEI,  S.  248tf.,  sowie   a,uch  Poggendorff,   Gesch.   d.  Phys-,  S.  22,  527, 
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gut  wie  damals  verwendbare  Leistungen  vorführen.  J.  F.  Lorenz 
(1738 — 1807)  gab  zwei  deutsche  Euklidiibersetzungen  heraus;  zuerst 
nur  einen  Teil^),  nachher  aber  das  Tollständige  Werk^).  GeachUtzter 
Kompendiograph,  wußte  er  den  Ausdruck  wo  nicht  elegant,  so  doch 
klar  und  deutlich  zu  wählen.  Die  ersten  sechs  Bücher  der  „Elemente", 
welche  nach  lange  gehegter  Ansicht  sozusagen  den  eisernen  Bestand 
des  in  das  Studium  der  Mathematik  eintretenden  Jünglings  darstellten, 
verdeutschte  auch  J.  K.  l'.  Hauff^)  (1766—1846),  Erfreuhch  war, 
daß  unser  Volk  auch  die  „Data"^)  in  bequemer  Form  zugänglich  ge- 
macht erhielt.  Allerdings  hatte  J.  C.  Schwab  (1743—1821),  der 
sich  dieses  Verdienst  erwarb,  nicht  den  Urtext  vor  sich,  sondern  er 
hielt  sich^)  an  die  englische  Bearbeitung  des  R.  Simsen^),  Daß  er 
von  der  starren  Beibehaltung  der  griechischen  Aus  drucks  weise,  wie  sie 
der  britische  Greometer  für  nötig  erachtet  hatte,  sich  frei  machte  und 
mit  den  Proportionen  so  operierte,  wie  es  uns  nun  einmal  geläufig 
ist,  wird  man  nur  billigen  können.  Doch  ist  zu  bemerken,  daß 
Schwab  nicht  sowohl  dem  Eindringen  in  die  Eigenart  des  griechisch- 
geometrischen Geistes  entgegenkommen,  sondera  mehr  nur  ein  prakti- 
sches Hilfsbuch  für  die  geometrische  Analysis  liefern  wollte ').  Ein  für 
den  Elementarunterricht  besonders  nützliches  Werk  des  Archimedes 
wurde  von  K.  F.  Hauber*)  (17T5 — 1851)  deutsch  wiedergegeben. 
Einen  englischen  Euklid  besorgte  J.  Bonnjcastle^)  (?— 1821),  eine 
in  der  gleichen  Sprache  gehaltene  Ausgabe  der  archimedischen  „Sand- 
rechnung" G.  Anderson!")  (1760—1796). 

Eine  sehr  gute,  voliständige  Ausgabe  der  „t}toi.%tla"  rührt  von 
dem  Wittenberger  Professor  G.  P.  Baermanni')  (1717—1769)  her^*). 
Die    italienischen    Gelehrten    betätigten    in    dieser    Zeit    einen    ganz 

')  Lorenz,  Euclids  sechs  erste  Bücher  .  .  .  ans  dem  GriecMBcheo,  Halle 
a.  S.  1773,  ')  Dera.,  Euclids  Elemente,  fünfzehn  Bücher  aus  dem  Griechischen, 
ebenda  1781.  ^  Hauff,  Euclidis  Elemcnta, I— VI,  aus  dem  Griechischen,  Mar- 
burg i.  H.  1797.  Später  folgten  (ebenda  18U7)  auch  das  elfte  und  zwölfte  Buch 
(d.  h.  die  Gruadlehren  der  Stereometrie).  '\  Diese  Vorlesungen  I',  S.  268ff. 
")  Euklids  Data,  verbessert  und  vermehrt  von  Eohert  Simsen,  aus  dem  Eng- 
lischen übersetzt,  und  mit  einer  Sammlung  geometrischer,  nach  der  Analytischen 
Methode  der  Alten  aufftelöster  Probleme  begleitet  von  J.  C.  Schwab,  Stutt- 
gart 1780.  ")  Diese  Vorlesungen  IIP,  S.  509.  ")  Die  Vorrede  des  Schwabseben 
■Werkchens  läßt  diese  Absieht  in  vollster  Deutlichkeit  erkennen.  ^)  Hauber, 
Archimeds  zwei  Bücher  über  Kugel  und  Cjlinder  ,  .  ,,  Tübingen  1793.  ")  Bon- 
nycastle,  Euclids  Elements  of  Geometry,  London  1789.  ">)  Anderson,  The 
Arenarius  of  Archimedes,  translated,  Londonl784.  ")  Baermonn,  Blemento- 
rum  Euclidislibri  XV,  Leipzig  1743.  '*)  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  Kaestners 
Urteil  über  diese  Edition  kennen  zu  lernen.  Nachdem  er  diejenige  Barrows 
(Cambridge  1675,  Osnabrück  1676)  gerühmt,  fährt  er  fort  (Anfangsgr.  d.  Arithm. 
u.  Geom.,  S.  446fF.);  „Da  Barrows  Ausgabe  in  Deutschland  doch  nicht  so  bäuHg 
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besonderen  Eifer  in  Herausgabe  und  Übersetzung,  doch  sind  ibre 
Werke  außerhalb  ihres  Landes  nur  zum  kleineren  Teile  einigermaßen 
bekannt  geworden.  Wir  bescheiden  uns  damit,  in  einer  Note^)  nach 
ßiecardis  mustergültiger  ZusammensieUung^)  die  Namen  der  Bear- 
beiter und  die  Erscbeinungezeiten  anzugeben.  Hingegeu  ist  voq  Ar- 
chimedes  nur  eine  einzige  Ausgabe  namhaft  zu  machen,  diejenige 
von  G.  Toreli  ")  (IT^l— -rsi)  Über  sie  berichtet  Poggeadorff*): 
„TorelH  h  uteri  eß  hands  hrrftliüi  Arehimedes'  Werke,  grieehisoh 
und  lat«inis  h   m  t  e  nem  Z  satz  von  s  ch  De  conoidibus  et  sphaeroi- 

in  haben  iat  80  e  d  ent  als  H  iida  agal  e  (i.  F.  Baermanns  gebraucht  zu 
werden  ...  laßBoementienS  buier  t  uErneati  war,  empfiehlt  sie  auch 
wegen  kritischer  E  cht  gke  t  Der  h  genannte  Leipzifter  Philologe  (1707—1781 ) 
besaß  auch  voHea  ^  tstÄndn  s  fiii  gut«ii  mathematisifieii  ^(.huluiiterrielit,  wie  aein 
viel  gebrauchter  Lebtl  egr  ff  1  ewe  at  (In  t  a  ductrinae  aolidiona  para  prima,  arith- 
metioam,  geometnam  pay  1  oiogiam  et  ontolnoiam  complectens  Leipzig  1734), 
der  noch  1763  einer  »  ebenten  Auflage  s  ch  e  freuPn  dortte  Kaeatner  erinnert 
{a.a.O.,  S.446  a  h  an  d  e  we  ^  l-ekannte  Euklid  lusgabe  von  J.  J.  Hench 
(Phüoaophia  Mathemat  ca  comple  tens  methodum  cogitandi  es  Euclide  restitu- 
tam  .  .  .,  Leij.  g  IT'ibj  welche  an  li  die  ersten  sechs  Bucher  enthalt,  dieselben 
jedoch  nicht  owohl  ieshalt  aiifge  ommen  hat,  um  die  genmetriBcbe  Unter 
Weisung  eu  fordern  aondem  elmehr  zu  Ipm  Zwecke,  daß  dei  Lernende  aii-h 
an  diesen  Masterbe  sp  elen  formalen  Denkens  m  Logik  und  Metiphyaik  übe 
')  Eiccard  aaC  11  &  44ff  *"  Es  s  nl  die  folgenden  Ausgaben  und  Dber- 
setznngen  vorhanden  0  Camett  (ITbO)  L  Simenes  (17621  0  Cametti 
(1762),  G.  Acoetta  (1763),  E.  Tentretti  (1766),  0.  Cametti  (1767),  ö,  A. 
Perrari  (1767),  G,  Grandi  (1767—1768),  V.  Caravelli  (1770),  0.  Caroetti 
(1772),  G.  F.  Marquis  De  Fagnani  (1773),  F.  Ventretti  (1775),  G.  Grandi 
(1780),  A  N  Siiicani  (1782),  J  Calisti  (1786),  A.  Tamberlicchi  (1789), 
D.  Paccanaro  ("1791),  F  Tentrftti  (17821,  F.  Domenichi  (1793),  3.  Calisti 
(1797[  Auch  ein  poBthumes  Werk  des  letzten  Galilei-Schülers  V,  Viviani  liegt 
vor  (1796)  Unter  diesen  '^cbriftstolleni  sind  nur  einige,  die  sich  auch  sonst  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  einen  Platz  gesichert  haben.  Was  zuerst  G. 
Grandi  (dieae  Vorleaungen  IIP,  8  366£F  i  anlangt,  ao  hat  man  es  ebenfalls  bloß 
mit  einem  Stuck  seines  literansthen  HaühlasBeB  zu  tun.  Cametti  (?  —  1789) 
schrieb  über  Hydrodynamik;  Ximene9(1716 — 1786)  war  ein  geachteter  Astronom; 
von  Caiavelli  (1724 — 1800)  besitzt  man  noch  eine  einigermaßen  hierher  gehörige 
Schrift  (Theoremata  Archimedia  dedimensione  circuli,  spha^ra  et  oylindro,  täoi- 
liori  methodo  demonstrata,  Neapel  1760).  Der  MarquisFagnaui,  Sohn  eines  weit 
berühmteren  Vaters,  war  gleichfalls  ein  tüchtiger  Forscher,  von'  dem  man  lange- 
aeit  gar  keine  biographischen  Daten  zur Terfiigung  hatte  (Poggendorff,  Biogr,- 
liter.  Handwörterbuch,  1,  Sp.  716).  Erst  Füret  B.  Boncompagni  brachte  hier, 
wie  in  so  vielen  anderen  Dingen,  die  Aufhellung  (Memorie  concernenti  il  Marchese 
Giulio  Carlo  de'  Toachi  di  Fagnano,  Bull,  d'istoria  e  di  bibk  delle  scienze 
mat.  e  fis.,  III  [1870],  S.  lOff.).  Nunmehr  kennt  mau  angenähert  die  Lehenaieit 
(1716—1797)  von  Marquis  Gianfranoeaco  di  Pagnauo  (oder  Fagnani),  Ar- 
chidiakonus  in  Sinigagiia,  ')  Archimedis  quae  superaunt  omnia,  cum  Eutooii 
Ascalonitae  commentariis,  ex  recensione  Jos,  Toreili,  Oxford  1792.  ')  Poggen- 
dorff, a.  a.  0.  II,  Sp.  1117. 
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dibus,  welches  Manuskript  von  der  UniTeraität  zu  Oxford  gekauft  und 
daselbst  unter  Aufsicht  von  A.  Robertson  gedruckt  wurde."  Einer 
der  besten  Sachverständigen,  E.  iNizze,  stellt^)  der  Tätigkeit  Toreilis 
ein  sehr,  derjenigen  des  eigentlichen  Herausgebers  dagegen  ein  minder 
günstiges  Zeugnis  aus.  Immerhin  war  bis  Heiberg  (1880),  also  fast 
hundert  Jahre  lang,  wie  auch  von  Poggendorff^)  bestätigt  wird, 
dieser  oxonianische  Arehimedes  der  beste,  über  den  man  verfügte, 
auf  den  jedermann,  der  das  Original  zu  verwenden  gehalten  war,  zu- 
rückgreifen mußte. 

Ais  Kommentator  des  Euklid  hat  sieh  v.  Pfleiderer  ausge- 
zeichnet, der  in  einer  ganzen  Anzahl  von  Schriften^)  die  von  ihm  bei 
dem  großen  Syatematiker  wahrgenommenen  Dunkelheiten  aufzuhellen 
bestrebt  war.  Alle  diese  Arbeiten  verfolgen  neben  dem  geschicht- 
lichen auch  einen  ausgesprochen  pädagogischen  Zweck,  der  am  be- 
stimmtesten in  der  Bearbeitung  des  fünften  Buches,  deren  soeben 
Erwähnung  geschah,  zutage  tritt. 

Während  die  „Kegelschnitte",  das  Hauptwerk  des  Pergäers,  in 
unserem  Zeitabschnitte  nicht  näher  betrachtet  wurden,  richtete  sich 
mehrseitiges  Augenmerk  auf  dessen  übrige,  nur  in  ganz  fragmenta- 
rischem Zustande  zu  uns  herabgelangte  Schriften*).  Dem  Traktat« 
„Von  den  Neigungen"  galten  diejenigen  von  S,  Horsley*)  (s.  S,  24) 
und  E.  Burrow^)  (1747 — 1792);  aus  den  uns  gebliebenen  Andeutungen 
sachten  die  Schrift  „Vom  bestimmten  Schnitt"  wieder  aufzubauen 
W.  Wales')  (1734—1798)  und  R.  Simson«).  Auch  P.  Giannieri 
versuchte  in  seinen  Opuscula  mathematica  (Parma  1773)  als  Op.  III 

')  Nizae,  Archimedes'  von  Syrakus  Bämtliciie  Werke  übersetzt  und  er- 
klärt, Stralsund  1824,  Vorrede.  *)  Poggendorff,  a,  a.  0.  H,  Sp.  56.  ')  v.  Pflei- 
derer, Bxpositio  et  dilucjdatio  libri  V  elementorum  Euclidis  pars  I,  Tübingen 
1782,  pars  n,  ebenda  1790;  Scholia  in  librum  II  elementorum  Euclidis,  pars  I, 
ebenda  1797,  pars  H,  ebenda  1743  pirs  lU  ebenda  1799  Scholia  in  librum  VI 
elementorum  Euclidis,  pars  I  ebenda  löOO  pars  11  elenda  l&Ol  pars  III, 
ebenda  1802.  Dazu  gehört  om  Exkurs  über  die  euklidische  Proportionenlehre 
(Hindenbnrga  Arcb,,  II  [179S]  8  a57if  S  440ffj  Erwilinenswert  sind  notk 
folgende  Schriften  Pfeiderers  De  dimenaicne  circuli  P  I  (Tnbmgen  1780, 
P,  II  (Tübingen  1790),  Propo'Jitionum  de  ratioiulua  mter  ee  diversis  demonstra- 
tiones  es  solis  Libri  V,  Elementorum  dehnitioniVus  et  propositionibus  de- 
dnctae  (Tübingen  1793).  *  Vgl  die-ie  Vorlesungen  V  S  327  0  H  (x, 
Zenthen,  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  nnd  Mittelalter  Kopen- 
tagen  1896,  S.  212ff,  '^)  HorsJev  ApoUonii  Pergaei  inchuationnm  libri  dnn, 
London  1770.  «)  Burrow  Restitution  of  the  (.reoniptncal  Trpatise  cf  Apol- 
lonius  PergaeuB  on  Inclinaticn  London  177'»  )  Wales  Tte  two  Books  of 
Apolloniusconcerning  Detenninate  Sections  London  1773  *  Bei  Lei  zeiten  ließ 
Bimson  (diese  Vorlesungen  III-,  S.  609)  nichts  hierüber  eraciieinen.  „Ire  Jahre 
1770     ließ    Graf    Stanliope"    —    1753—1816    —    „nachfolgende   yon   Öimeon 
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eine  Wiederherstellung  des  Buches  des  ApoUonius  Yom  bestimmten 
Schnitt.  Koch  am  ersten  dürfte  die  schwierige  Restitutionsarbeit  ge- 
glückt sein  bei  der  Abhandlung  „Über  die  Berührungen",  der  gegen- 
über die  Divinationstätigkeit  am  meisten  festen  Boden  unter  den  Füßen 
fühlen  mochte.  J.  Lawson  und  J.  G.  Camerer  (1763—1847),  deren 
Verdienst  es  ist,  hier  Torangegangen  zu  aein^),  durfte  deshalb  ihrem 
Ziele  vielleicht  am  nächsten  gekommen  sein. 

Die  Porismen  des  Euküdes,  über  deren  wahre  Natur  auch  jetzt 
noch  die  Akten  nicht  als  gänzlich  geschlossen  gelten  können^),  haben 
von  jeher  die  Aufmerksamkeit  der  mit  der  Geometrie  der  Alten  ver- 
trauten Mathematiker  auf  sieh  gezogen.  A.  Girard,  P,  Ferraat  u.  a. 
wagten  sich  daran,  auf  wenige  sehwache  Spuren  hin  das  verschüttete 
Gebäude  wieder  auszugraben^).  In  die  Fußtapfen  des  letztgenannten 
trat  jener  jüngere  M^arquis  G.  Fagnani*),  der  uns  weiter  oben  als 
Kenner  des  Euklides  bereits  begegnet  ist. 

Unsere  Übersicht  hatte  in  gebotener  Kürze  von  einer  stattlichen 
Reihe  literarischer  Arbeiten  Notiz  zu  nehmen,  welche  mittelbar  oder 
unmitteJbar  der  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften  Dienste  zu 
leisten  bestimmt  waren.  Die  vier  Jahrzehnte,  auf  die  sich  die  Nach- 
forschung zu  beschränken  hatte,  lassen  eine  erfreuliehe  Fortentwick- 
lung des  schon  früher  erwaciiten  Geistes  gerade  auch  auf  diesem  an 
sich  spröderen  Gebiete  erkennen. 

hinterlaaBene  Aufsätze  drucken     li^ll  Dtrm      t  taStATa 

tise  OQ  Poriams;   3)  A  Traot  Lg      thm        )  Oa  th    L  ro  t      f  Q  a  t  ti  d 

Eatios;  6)  Some  Geometrical  I     VI  m        F    gg      d      if         a    l     11    Sp        8) 

')   Camerer,  Apollon      D     ta  ti      >        )  p  t  ma    m     1  m 

mata    Pappi   in    hos    libros    gl  nun      pnmmn      d  ta   »        dl        m  Gph 

«um  Tietae  librorum  Apoll  ttti  Ijtb         tb  mpu 

tfttionibus,    ae  problematie    4p  II  b  t  na     (.    tb    Amt    d  795     d 

Jahresaagabe   bei  Poggend      ff    [  t     U    Sp   6]       t   m  lit   n  lit  g]       Na  h 

eigeaer  Aussage  war  für  Camerer  voa  großem  Teerte  eiae  Schritt  des  soast 
reoM  weaig  bekaaatea  Engläaders  Lawsoa:  The  two  Books  ofApolloniua  Per- 
gaeus,  conceraing  Taagencies  etc.,  Loadoa  1771.  Bezugüebmecd  auf  Tieta, 
Gbetaldi  Fermat  aad  Tb.  Simpson  kleidete  Lawsoa  die  Hauptaafgabe 
folgenderaiaßea  ein  Wenn  von  Puaktea,  Geradea  uad  Kreieea  irgend  awei  in 
der  admlicbea  Lbeae  gegebea  sind,  so  soll  man  den  geometriscten  Ort  des 
Kreises  aagebea  dpr  durch  beide  Puakte  gebt  oder  durch  einen  dieser  Punkte 
geht  uad  eiae  der  ubrigea  Linien  berührt  oder  endlich  Je  zwei  der  genanntea 
Liniea  berührt  ^  Diese  Vorlesungen  I^,  8.  264,  267,  392,  423,  Chasles- 
Sobacke  Ge-jchiihte  der  Geometrie  mit  besonderer  Berückaichtigung  der  neuerea 
Methoden,  Halle  a.  S.  1839,  Note  III,  =)  Diese  Vorlesungen  IV,  S.  656ff. 
*)  J.  F.  De  Fagnano,  Porismata  Euclidea,  immo  Fermatiaaa,  demoastrata,  Acta 
Eruditomm,  1762,  S,  481ff. 
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Äritlimetik. 

Die  zweite  Hiilfte  des  18.  Jahrhunderts  war  für  Frankreich  eine 
Zeit  der  Aufklärung,  in  welcher  kühne  Schriftsteller  neue  Ideen  eut- 
falteten.  Die  französische  Revolution  zerstörte  die  Feudalinstituto 
des  Mittelalters  in  allen  (Jebieten  der  weltlichen  Einrichtungen.  Die 
Wissenschaften  und  das  Schulwesen  wurden  von  diesen  welthistori- 
schen Ereignissen  tief  beeinflußt.  Die  Schriften  von  Rousseau  und 
Condillae,  von  den  Enzyklopädisten  und  von  Condorcet  brachten 
neue  Gedanken,  nicht  nur  über  philosophische  Sachen  im  allgemeinen, 
sondern  auch  über  die  Erziehung  und  Mathematik  im  einzelnen.  Ihr 
Einfluß  auf  den  Elementarunterricht  in  der  Mathematik  wurde  gegen 
das  Ende  des  Jahrhunderts  überwiegend.  Diese  Zeit  weist  in  Frank- 
reich neue  Reohenbüclier  auf,  deren  Autoren  sich  auch  mit  der 
höheren  Mathematik  beschäftigten.  Dennoch  finden  wir,  daß  hier, 
wie  auch  in  anderen  Ländern,  veraltete  Rechenbücher  noch  großen 
Absatz  fanden.  Das  bekannteste  unter  den  letzteren  war  L'Arith- 
mefcique  dnS'Barreme  ..  augmentee  ..  de  plus  de  190  pages. 
par  N.  Barreme,  Paris  1764,  Ronen  1779.  Die  erste  Auflage  von^ 
Pranijois  Barreme  erschien  1677.  Nicolas  Barreme  war  „ein 
Nachkomme  des  Autors^',  wie  wir  aus  der  Auflage  von  1713  ent- 
nehmen, welcher  den  Umfang  dieses  populären  Werkes  verdoppelte 
und  deshalb  erwähnt  zu  werden  verdient. 

Ein  zweites  Werk  dieser  Art  war  L'Arithmetique  en  sa 
perfection  . .  par  F.  Le  Gendre,  arithmeticien.  Die  erste  Auf- 
lage erschien  in  Paris  1646,  eine  zehnte  1691.  Während  des 
18.  Jahrhunderts  wurden  wenigstens  sieben  gedruckt.  Eine  erschien 
zu  Paris  1774,  eine  andere  zu  Limoges  1781.  Eine  Vergleichung 
der  Ausgabe  von  Lons  le  Saulnier  1812  mit  denjenigen  von  1774  und 
ITOö  zeigt,  daß  die  drei  sich  nur  im  Anhang  voneinander  unter- 
scheiden und  daß  der  Hauptteil  während  mehr  als  100  Jahren  ahne 
nennenswerte  Abänderungen  beharrte.  Ein  solches  Beharren  beim 
Alten  in  diesen  und  anderen  Schulbüchern  wirft  ein  düsteres  Licht 
auf  die  Sc  hui  Verhältnisse  damaliger  Zeit. 
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Weder  in  Barreme  noch  in  F.  Le  Gendre  findet  man  Dezimal- 
brüche; dieselben  wurden,  soweit  wir  ermitteln  können,  in  praktischen 
fj-anzßsisehen  Rechenbüchern  der  Zeit  beinahe  ganz  ■vernachlässigt. 
Nur  gegen  Ende  des  Jahrhunderts,  als  das  metrische  System  Auf- 
nahme fand,  wurden  Dezimalbrüche  auch  in  Werken  für  Geschäfts- 
leute eingeführt.  Citoyen  Blavier  veröffentlichte  1T98  in  Paris 
ein  Barreme  decimal')  und  die  späteren  Äasgahen  von  F.  Le 
Öendrea  Büchlein  enthalten  einen  Anhang  über  Dezimalbrüche. 

Ein  Werk,  welches  in  den  höheren  Schulen  in  Fi-ankreich,  und 
durch  Übersetzungen  auch  in  anderen  Ländern,  während  der  zweiten 
Hälfte  des  Jahrhunderts  weite  Verbreitung  erhielt,  waren  die  1741 
in  Paris  gedruckten  Le^oiia  elenientairee  de  mathematiques 
des  Astronomen  Nicolas  Louis  de  La  Caille')  (1713-1762).  Der 
erste  Teil  enthÜlt  eine  kurzgefaßte,  theoretische  Arithmetik.  Eine 
verbesserte  \md  erweiterte  Ausgabe  des  La  Caüleschen  Werkes 
wurde  1770  zu  Paris  von  Abbe  Marie,  Professor  der  Mathematik  an 
dem  College  Mazarin,  veranstaltet. 

Unter  den  neu  verfaßten  arithmetischen  Werken  dieser  Zeit  sind 
diejenigen  der  bedeutenden  Mathematiker  Bezout,  Bossut  und  La- 
eroix  hervorzuheben  fitienne  Bezout  (1730—1783)  wurde  1763 
zum  „esaminateur  des  gardes  de  la  marine"  ernannt.  Man  hat  von 
ihm  zwei  mathematische  Schulbücher,  Oours  de  mathematiques  ä 
l'usage  des  gardes  du  pavillon  et  de  la  marine,  Paris  1764 
bis  1769,  und  Cours  de  mathematiques  ä  l'usage  du  corps  de 
rartiUerie,  Paris  1770 — 1772,  die  in  mehreren  Auflagen  erschienen 
und  weite  Verbreitui^  fanden.  Der  arithmetische  Teil  letzteren 
Werkes  ist  demjenigen  des  ersten,  mit  Ausnahme  einiger  ausgelassener 
Paragraphen,  Wort  für  Wort  gleich.  Er  wurde  auch  separat  gedruckt. 
Auf  das  kaufmännische  Rechnen  legt  Bezout  wenig  Nachdruck;  er 
gibt  sich  viel  Mühe,  die  theoretischen  Teile  klar  zu  machen,  ohne  den 
Schüler  durch  schwerverständliche  Beweise  abzuschrecken. 

Charles  Bossut  (1730—1814)  verfaßte  einen  Cours  complet 
de  mathematiques,  dessen  erster  Teil,  ein  Traite  elementaire 
d'arithmetique,  1772  erschien.  Er  enthält  eine  Vorrede  über 
die  Grundideen  der  Arithmetik  und  der  Algebra.  Diese  Arithmetik  ist 
in  gedrängtem  Stile  geschrieben  und  enthalt  nur  weniges  über  Ge- 
schäftsrechnung.    Daher  fand  es  auch  nur  gerir^e  Verbreitung, 

Während  in  französischen  Werken  über  das  praktische  Rechnen 


')  Ä,  De  Moigan,  Arithmetical  Books,  London  1847,  p. 
,,Intonio  ad  un'  opera  delV  Abate  Nioolb  Luigi  de  La-Caille" 
pagnie  Bnllettiao,  Tomo  V,  Roma  1872,  p.  278—293. 
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DeBimalbriiche  veraachlässigt  oder  ganz  weggelassen  werden,  erhalten 
sie  in  Kompendien  der  Mathematik  gehörige  Beachtung.  So  gibt 
sich  Lemoine  in  seinem  Traite  elementaire  de  mathematiques 
pures,  Paris  1790  (3°  ed.  1797),  Mühe  dieselben  gleich  von  Anfang 
anfziinehmen  und  die  Grundoperationen  für  ganze  Zahlen  und  Dezi- 
malbrüche  nebeneinajider  zu  entwickeln.  Edme  Marie  Joseph  Le- 
moine (d'Essoies)  (1751 — 1816)  war  vor  der  Revolution  Advokat, 
Lehrer  des  jungen  Adels  und  Professor  der  Mathematik  und  Physik. 
Das  obige  Elementarwerk  war  für  Schüler  bestimmt,  die  Bezouts 
Werke  zu  umfassend  fanden. 

Weitreichenden  Einfluß  auf  das  Studium  aller  mathematisehen 
Fächer  hatte  Sylvestre  Pran^ois  Lacrois  (1765 — 1843),  weicher 
großen  Anteil  an  der  Organisation  der  öffentlichen  Erziehung  und  an 
der  Vorbereitung  passender  Schulbücher  hatte.  Im  Jahre  1797  erschien 
zu  Paris  sein  Traite  d'arithraetique,  welcher  für  den  Gebrauch  in 
der  eeole  centrale  bestimmt  war. 

Gegen  Ende  des  Jahrhunderts  erschienen  einige  Arbeiten,  welche 
neue  Gedanken  philosophischer  Natur  über  arithmetische  Operationen 
und  die  Sprache  der  Arithmetik  und  Algebra  enthielten.  Der  erste 
uns  bekannte  Versach,  neue  Grundoperationen  einzuführen,  ist  von  dem 
Marquis  Fortia  (1756  — 1843).  Mit  den  Einschränkungen  der 
gewöhnlichen  Arithmetik  nicht  zufrieden,  sucht  er  in  seinem  Traite 
d'arithmetique^),  Avignon  1781,  den  Operationen  der  Addition, 
Subtraktion,  Multiplikation  und  Division  eine  miendliohe  Anzahl 
höherer  Operationen  anzuschließen.  Die  sukzessive  Multiplikation 
einer  Zahl  mit  sich  selbst  nennt  er  puissanciation.  Soll  die 
Summe  von  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  gefanden  werden,  nennt  er  1  den 
multiplieande,  8  den  multiplicateur,  die  Summe  das  produit, 
mit  dem  Wort  second  hinzugefügt,  um  die  multiplicatiou 
seconde  von  der  gewöhnlichen  zu  unterscheiden.  Die  multiplication 
seconde  gibt  hier  das  produit  36.  Dasjenige  von  3  mit  8  gibt 
108  (-  3  +  6  +  9  +  12  +  15  4-  18  4-  21  -f-  24).  Ein  Beispiel  einer 
puissanciation  seconde  hat  man  in  der  Auffindung  des  Produkts 
der  Zahlen  2,  4,  8,  16,  32,  04,  welches  sich  als  das  Produkt  der 
ersten  und  letzten  Zahl,  puissancie  durch  die  Hälfte  der  Anzahl 
von   Zahlen,    ergibt.      Wenn    in     einer    arithmetischen     Progression 

«  +  (»  +  <)  +  («  +  2d)  H \-{a  +  {n  -l)d}    nicht     nur     a  =  d, 

sondern  auch  a=  n  ist,  gelangt  man  zur  multiplication  troisieme. 
Das  produit  troisieme,  von  5  mit  2  =  5  +  (5  +  10  +  15  +  20  +  25) 
=  80.  von  5  mit  3  =  5 +  (ö  +  10  + 15  +  20+25) +  (ö+ 10  +  -.  +  50) 

'}  Uns  liegt  die  zweite  Auflage  von  1790  vor. 
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=  5  +  75  -}-  275  -=  355  =  5  +  produit  aecond  von  5  mit  5  +  pro- 
liuit  second  von  5  mit  10, 

Man  könne  so  fortfaliren  zu  Operationen  noch  höherer  Grade.  Jede 
derselben  habe  ihre  umgekehrte  Operation.  Fortia  definiert  nun 
eine  numeration  seconde,  worin  die  Einheit  complexe  und  con- 
tinue  ist,  eompiexe,  weil  sie  aus  Teilen  bestehe,  und  continue, 
weil  die  Anzahl  dieser  Teile  unendlich  sei.  Mit  sich  selbst  multipli- 
ziert gebe  die  Einheit  die  Zahl  2;  2  mit  1  multipliziert  gehe  3  usw. 
Wenn  die  Einheit  der  nombres  Continus  2  ist,  dann  istMer  nombre 
continu  2  gleich  4  und  der  nombre  eontinu  3  gleich  8.  Die  ein- 
fachste Operation  der  numeration  aeeonde  ist  die  Multiplikation, 
welche  der  Addition  in  der  gewöbnlichen  Numeration  entspricht. 
Soüeu  die  nombres  Continus  481  und  1321  miteinander  multipli- 
ziert werden,  so  ist  das  Resultat  1802.  Ähnliches  für  die  Division. 
3421  :-  2212  =  1209.  Besteht  die  Einheit  der  nombres  Continus  aus 
3  gewöhnlichen  Einheiten,  dann  ist  der  nombre  continu  2  =  9,  der 
nombre  continu  3  =  27  usw.     Wird  nun  2  puissancie   durch  3,  so 


erhält    man    den    nombre    conti 
seconde    könne    man   auch 
Fortia  gibt  dann  weitere 


729.  In  diese  numeration 
ssances  secondes  usw.  einführen, 
nau  der  Setzungen  von  nombres  Conti- 
nus, deren  Einheit  2  ist,  und  von  höheren  Numerationen,  Es  ge- 
lingt ihm  aber  nicht,  dem  Leser  die  Vorzüge  seiner  neuen  Operittionen, 
deren  Formeln  er  der  gewöhnlichen  Algebra  entlehnt,  und  seiner  neuen 
Sprache  überzeugend  darzulegen. 

Eine  Schrift  über  Arithmetik  und  Algebra,  welche  ein  Versuch 
einer  Philosophie  dieser  Wissenschaften  ist,  wurde  von  Etienne 
Bonnot  de  Condillac  (1715—1780)  verfaßt.  De  Condillac  war 
ein  scharfsinniger  Philosoph,  ein  Freund  von  Rousseau  und  Diderot. 
Durch  ihn  fand  der  Sensualismus  des  englischen  Freidenkei-a  John 
Locke  Eingang  in  Frankreich  und,  aber  diesen  hinausgehend, 
weitere  Ausbildung.  Alle  Theorien  von  angeborenen  Ideen  verwerfend, 
nahm  Condillac  nur  die  Wahrnehmungen  der  fünf  Sinne  für  Wahr- 
heit an.  Er  erklärte  die  Funktionen  des  Denkens  als  Arten  des 
Empfindens,  die  dorch  Übung  vervollkommnet  werden,  und  führte  alle 
Veratandestätigkeit  auf  das  Sprach  vermögen  zurück.  Ohne  Wörter 
könnte  man  keine  abstrakten  Ideen  haben.  Uns  interessiert  sein  La 
Laugue  des  Calculs,  ä  Paris,  An  VI  (1798),  welches  achtzehn 
Jahre  nach  seinem  Tode  veröffentlicht  wurde.  Seine  metaphysischen 
Lehren  sollten  hier  auf  Arithmetik  und  Algebra  Licht  werfen.  „Uo, 
deux,  trois  usw.,  dies  sind  also  die  abstrakten  Ideen  der  Zahlen; 
denn  diese  Wörter  stellen  die  Zahlen  dar  als  auf  alles  anwendbar 
und  als  auf  nichts  angewandt.  .  .  .     Wenn  zum  Beispiel,  nachdem  wir 
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un  doigtj  un  caillou,  un  arbre  gesagt  haben,  wir  un  sagen,  obne 
etwss  hinzuzufügen,  haben  wir  in  diesem  Worte  un  die  abstrakte 
Einheit.  Wenn  Sie  glauben,  daß  abstrakte  Ideen  etwas  anderes  als 
Namen  seien,  bitte  sagen  Sie,  wenn  Sie  können,  was  ist  dieses 
andere?"^)  „Sprachen  sind  nicht  Sammlungen  zufälHg  aufgenommener 
Ausdrücke. . .  .  Wenn  der  Gebrauch  jedes  Wortes  eine  Konvention 
voraussetzt,  setzt  diese  Konvention  eine  Ursache  für  die  Anuabme  jedea 
Wortes  und  eine  Analogie  voraus,  die  das  Gesetz  angibt,  ohne  welches 
es  unmöglich  wäre  dasselbe  wahrzunehmen  und  welches  keine  absolut 
willkürliche  Wahl  zuläßt."^)  In  der  Sprache  des  Rechnens  zeigt  sich 
die  Analogie  klar.  Das  Zählen  lernt  man  mit  Hilfe  der  Finger.  Man 
zählt  bis  10,  nimmt  dann  10  als  höhere  Einheit  an,  fährt  dann  fort 
bis  100  usw.  „Wenn  wii-  uns  aber  nicht  verirren  ivoUen,  müssen 
wir  die  Zahlenreihen  durch  Namen  bezeichnen,  weshalb  die  Namen 
im  Rechnen  so  notwendig  sind  wie  die  Finger  selbst."*)  Das  Nume- 
rati onssystem,  welches  uns  die  Natur  darbietet,  zeigt  uns  jedesmal 
wie  eine  Zahl  zusammengesetzt  ist.  Unsere  Sprachen  haben  aber  die 
Analogie  nicht  befolgt.  „Zum  Beispiel,  wir  sagen,  soisante  et 
douze;  die  Finger  sagen  aber  sept  dix  plus  deux,  ein  Ausdruck, 
den  wir  vorziehen,  um  der  Analogie  der  von  der  Natur  gegebenen 
Sprache  zu  folgen."^)  Condillae  betrachtet  die  Operations  arten  in 
Arithmetik  und  Älgebi'a  im  Lichte  seiner  Theorie  von  den  Analogien. 
Er  findet,  daß  die  Algebra  nichts  anderes  als  eine  Sprache  sei^). 
Diese  Ansicht  hatte  schon  früher  Clairant  in  seinen  Eleraeus 
d'Algebre  1746  geäußert,  und  auch  Ö,  F.  Lacroix  stimmt*)  der- 
selben bei.  Condillae  behauptet,  daß  die  Erfindungsmethode  nichts 
anderes  als  die  Analogie  selbst  sei'). 

Wie  das  besprochene  Werk  die  letzte  (unvollendete)  Arbeit  Cou- 
dillacs  war,  so  ist  das  Büchlein  Moyons  d'apprendre  ä  eompter 
surement  et  avec  facilite,  par  Condoreet,  ä  Paris,  1799*), 
die  letzte  Schrift  dieses  berühmten  Philosophen  und  Mathematikers, 
Es  wurde  in  den  letzten  Tagen  seines  Lebens  geschrieben,  als  er,  in 
den  Sturz  der  Girondisten  verflochten,  in  der  Nähe  von  Paris  eine  Zeitlaug 
umherirrte,  bis  er  erkannt  und  verhaftet  wurde.  Condillacs  philo- 
sophische Studien  trugen  dazu  bei,  die  Lehrmethode  in  neue  Bahnen  zu 
leiten.  Das  Büchlein  von  Condoreet  erzielte  Ahnliches  durch  eine 
klare,    unkonventionelle   Erklärung   unseres  Numerationssystems   und 

')  Condillae,  La  Langue  des  Calcula,  1798,  p.  BO.  ^  Ebenda,  S,   1. 

")  Ebenda,  S.  11.  ')  Ebenda,  S.  18.  ')  Ebenda,  8.  47.  "}  S.  F.  Laerois, 
Ji'Ssais  sur  L'Enseignement  en  Gene'ral  et  aur  oelui  des  Matliginatiquea  en  parti- 
«''»Het,  ä  Paria,  An  XIV,  1805,  p.  235.  ')  Condillae.  p.  232.  »)  Zweite  Auf- 
lage erachien  18ÜÜ. 
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der  Tier  Reehiiungsaiieu.  De  Morgan^)  beschreibt  das  kleine  Werk 
ala  „eine  der  einfuchsten  Erklärungen  der  elementarsten  Aa^ithmetik, 
die  je  erschienen  ist".  Das  Werkchen  besteht  aus  zwei  Teilen.  Der 
erste  ist  in  leicht  verständlicher  Sprache  für  Kinder  geschrieben.  Der 
zweite  Teil  enthält  philosophische  und  pädagogische  Anweisungen 
für  Lehrer.  Mauehe  seiner  Ideen  stimmen  mit  denen  Coudillacs 
ilberein.  Für  vingt  setzt  er  duante  und,  um  die  Analogie  nicht  zu 
brechen,  führt  er  die  alten  Bezeichnungen  septante,  oct'aute  und 
nonaiite  ein.  Eine  englische  Übersetzung  des  Büchleins  wurde  1813 
von  Elias  Jobnston  in  Edinburgh  veröffentlicht.  Eine  dritte  eng- 
lische Ausgabe  erschien  dort  1816. 

Das  Studium  der  praktischen  Rechenkunst  sollte  sieh  nach  und 
nach  durch  die  Einführung  des  metrischen  Systems  bedeutend  ver- 
einfachen. Als  um  die  Zeit  des  Ausbruchs  der  französischen  Revo- 
lution der  Drang  nach  Neuei'ungen  in  allen  Richtungen  immer  stärker 
wurde,  machte  man  1788  den  Vorschlag,  auch  die  Gewichts-  und 
Maßsysteme  einer  radikalen  Umfonnung  zu  unterwerfen.  Viele  Städte 
Frankreichs  hatten  durcli  ihre  Deputierten  um  ein  gemeinsames  Maß 
für  das  ganze  Land  gebeten.  In  der  Sitzung  der  Pariser  Akademie 
vom  14.  April  1790  schlug  Brisson  vor,  ein  neues  System  auf  eine 
natürliche  Länge  zu  gründen,  die  immer  wieder  leicht  aufgefunden 
werden  könne^).  Nach  einem  Antrage  von  Talleyrand  legte  die 
Nationalversammlung  am  8.  Mai  1790  dem  französischen  Könige  die  Bitte 
vor,  den  König  von  England  einzuladen,  bei  der  aUgeraeinen  Maß- 
reform mitzuwirken  und  Kommissare  zu  ernennen,  die  in  Gemeinschaft 
mit  den  französischen  die  Reform  durchführen  sollten.  Die  National- 
versammlung beauftragte  zugleich  die  Pariser  Akademie,  die  französi- 
schen Kommissare  zu  wählen  und  die  Länge  des  Sekunden  pendeis 
unter  dem  45.  Breitengrade  als  natürliche  Grundlage  des  Maßsystems 
anzunehmen.  Die  Idee  eines  natürlichen  Grundmaßes  soU  sich  zuerst 
in  einem  Werke  Gabriel  Moutons  des  Jahres  1670  linden^). 

Durch  die  Mitwirkung  Englands  hofften  die  Franzosen  zu  er- 
zielen, daß  ein  neues  System  in  anderen  Ländern  bessere  Aufnahme 
finden  würde.  Diese  großen  kosmopolitischen  Ideen  sollten  aber  nicht 
so  bald  ausländischen  Beifall  finden.  England  lehnte,  wahrscheinlich 
wegen  der  Hilfe,  welche  Frankreich  den  amerikanischen  Kolonien  in 
ihrem   Freiheitskampfe  geleistet  hatte,  das  gemeinsame  Vorgeben  ab. 

=)  De  Morgan,  op.  cit,  S.  83.  «)  F.  Sosenberger,  GeschicMe  der 

Physik,  Dritter  Teii,  Braunechweig  1887,  S.  94,  =)  Gabriel  Houton,  Ob- 

servationes  diametroiam  solis  et  lunae  appacentiTim  etc.,  Lugd.  1670.  V.  De- 
lambre,  Baae  du  Bjetöme  m^trique  dreimal  I,  11  und  Rudolf  Wolf,  Geaehiclite 
der  Astronomie,  München  1877,  S.  623. 
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Frankreich  mußte  allein  an  die  Arbeit.  Die  französische  Akademie 
unternahm  es  zwei  Hauptfragen  zu  entscheiden:  1)  Welche  nume- 
rische Skale  sollte  als  Verhältnis  sukzessiver  Ober-  und  Unterein- 
heiten dienen,  2)  welche  unTeränderliche  Größe  aus  der  Natur  sollte 
als  Einheit  gewählt  werden.  Über  die  erste  Frage  stattete  die  fol- 
gende Kommission  am  27.  Oktober  1790  Bericht  ab:  Borda,  La- 
grange, Layoisier,  Tillet  und  Condorcet^).  Für  die  Unter- 
suchung der  zweiten  Frage  ernannte  die  Akademie  als  Kommissions- 
loitglieder  Borda,  Lagrange,  Laplace,  Monge  und  Condorcet^. 

Was  numeriaebe  Skalen  anbelangt,  hatten  Schriftsteller  seit 
Leibniz  öfters  dem  Binär- System  Aufmerksamkeit  geschenkt. 
In  der  zweiten  Hälfte  des  achtzehnten  Jahrhunderts  findet  man  in 
vielen  Rechenbüchern  kurze  Besprechungen  desselben.  Georg  Fried- 
rieh Brander  schrieb  zu  Augsburg  1767  (2.  Aufl.  177Ö)  eine 
Arithmetica  binaria.  Nicht  selten  findet  man  auch  Angaben  über 
das  von  Erhard  Weigel  (Bd.  HI,  S.  39,  40)  hochgeschätzte  tetra- 
basische System.  Das  Duodezimalsystem  hatte  auch  seine  Anhänger, 
wie  zum  Beispiel  Comte  de  Buffon,  der  dasselbe  in  seinem  Essai 
dArithmetique  morale'')  (um  1760  geschrieben)  bespricht. 

Die  französische  Kommission  hatte  natürlich  mit  Verände- 
rungen des  Zahlensystems  nichts  zu  tun.  Selbst  die  französische 
Revolution  vermochte  dsia  dezimale  Zahlensystems  nicht  umzu- 
stürzen. Wohl  aber  mußte  die  Skale  für  das  neue  Maßsystem 
erwogen  werden.  Obschon  die  dezimale  Einteilung  leicht  den  Sieg 
davontrug,  weil  dieselbe  dem  Numerationssystem  zugrunde  hegt, 
scheinen  die  Mitglieder  der  Kommission  daiubcr  nicht  ganz  in  Ein- 
klang gewesen  zu  sein.  Es  ist  wohlbekannt  daß  Lagiange  einer 
der  eifrigsten  Verteidiger  der  reinen  Dezimalcmtedung  wir  „Er 
wollte",  sagt  Delambre*),  „das  Dezimalsystem  in  seiner  ganzen  Rein- 
heit haben;  er  konnte  es  Borda  nicht  verzeihen,  daß  diesei  die  Ge- 
fälligkeit gehabt  hatte,  Viertelmeter  machen  la  lassen  Ei  legte  auf 
den  Einwand,  daß  die  Basis  des  Dezimalsystems  so  wenige  Tbeiler 
habe,  keinen  Werth.  Er  bedauerte  beinahe  daß  sie  keine  Primzahl 
sey,  wie  11,  weil  dann  uothwendig  alle  Biüche  emerley  Nenner  be- 
kommen hätten.  Man  kann  Dieses,  wenn  man  will,  tur  eine  Über- 
treibung halten,  die  wohl  dem  besten  Kopf    im  Eikr   le,  Stieits  be- 


^)  Hist.  de    l'Acati.    pour    1788,    Hist.    p.   1— G.     Vgl.  G.  Bigourdan,    Le 
ä  m^trique  des  poids  et  meoures,  Paris  1901,  p.  17.      ')  G.  Bigourdan 
op-  cit.,  p,  17.  ')  Buffon,  Suppl.  il  l'Hist.  nat.  4,  Paris  1777,  p.  116, 

)  „Naehriclit  von   Lagranges   Leben  und    Schriften"  in  J.  L.  Lagranges  Math, 
^^"erke,  deutsch  herausgegeben  von  A.  L.  Orelle,  1,  Bd,,  S.  XLIX. 
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gegnefc;  aber  er  führte  die  Zahl  11  nur  an,  um  die  Zahl  12  abzii- 
wehreu,  welche  die  kühneren  Neuerer  statt  der  10  einführen  wollten, 
die  überall  die  Basis  des  Zahlensyetems  ist."  Lagranges  Vorliebe 
für  die  Zahl  10  und  ihre  Potenzen  zeigte  sich  schon  in  Berlin,  als 
er  J.  C.  Schulz.e  mitteilte,  „daß  es  TÜleicht  noch  besser  gethan  seyn 
würde,  wenn  man,  statt  die  trigonomi sehen  Linien  und  ihre  Logarith- 
men für  Grade,  Minuten  und  Secunden  zu  geben,  dieselben  in  Graden 
und  deren  tausendste Theile  nach  GellibrandTrigonoinetria  Britannica 
an.  1633  berechnet  lieferte".^) 

Die  Kommission  für  die  Wahl  einer  Längeneinheit  stattete  am 
19.  März  1791  ihren  Bericht  ab.  Sie  entschied  nicht  für  das  von 
der  Nationalrersammlung  vorgeschlagene  Sekundenpendel  als  Einheit, 
sondern  sehlug  vor,  einem  1790  gemachten  Vorschlage  des  Ingenieur- 
Geographen  Bonne  folgend^},  den  zehnmillionsten  Teil  des  Erd- 
quadranten als  ürmaß  zu  wählen.  Die  Pendellänge  wurde  verworfen, 
weil  sie  von  zwei  ungleichartigen  Elementen,  der  Schwere  und  der 
Zeit,  abhänge.  Eine  dritte  Einheit,  der  Quadrant  des  Erdüquators, 
wurde  von  der  Kommission  auch  besprochen,  wurde  aber  wegen  der 
Schwierigkeit  der  Messung  in  unwirtlichen  Gegenden  von  Afrika  und 
Amerika  unpassend  gefunden. 

Am  30,  März  1791  wurde  von  der  Nationalvei-sammluug  der 
zeluimillionste  Teil  des  Erdmeridians  als  Maßeinheit  festgesetzt. 
Mechain  und  Delambre  begannen  sogleich  die  hierzu  nötige  Grad- 
messnng  zwischen  Dünkirchen  und  Montjouy  (nicht  weit  von  Bar- 
celona).*) Die  Arbeit  wurde  1792  durch  Aufhebung  der  Akademie 
eingestellt,  aber  bald  wieder  durch  Ernennung  einer  neuen  Kommission, 
bestehend  aus  Laplace,  Lagrange,  Berthollet,  ßorda,  Brisson, 
Coulomb,  Delambre,  Hauy,  Mechain,  Monge,  Prony  und 
Vandermonde,  fortgesetat.  Die  Urmaße  wurden  angefertigt  und 
1799  dem  Archiv  der  Republik  einverleibt*).  Das  Meter  war  nun 
gleich  3  Fiiß  11,296  par.  Linien,  oder  etwas  kürzer  als  der  1795  vor- 
läufig angenommene  Wert  von  3  Fuß  11,44  par.  Linien. 

Um  das  neue  System  auch  anderen  Völkern  annehmbar  zu 
machen,  wählte  man  für  die  Ober-  und  Unterabteilungen  Namen,  die 
nicht  der  fi-anzösi sehen,  sondern  den  neutralen  griechischen  und  latei- 
nischen Sprachen  angehören. 

Von  großem   Interesse  sind  die  Elementar  vortrage,  welche   1795 


'}  Johann  Carl  Schulzes  Nene  und  Erweiterte  Sammlniig  LogaritUmi- 
Bcher  .  .  .  Tabellen,  1.  Bd.,  Bethn  1778,  Vorrede,  ^  Roaenherger,  op.  cit, 

S,  94,  '}  «,  Bigovirdau,  op,  cit,  p.  109—165,  ^)  Boaenhetger,  op, 

cit,  8.  9*. 
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auf  der  Ecole  normale  in  Paris  von  Lagrange  und  Laplaee')  ge- 
halten wurden.  Die  fünf  Vorlesungen  von  Lagrange  behsmdelii  nur 
die  Arithmetik  und  Algebra;  Laplace  berührt  auch  die  Geometrie. 
Beim  Nachlesen  dieser  Vortrage  kann  man  leicht  verstehen,  wie  die 
jüngeren  Zuhörer  auf  der  Ecole  normale  denselben  nicht  immer 
folgen  konnten,  während  Männer,  wie  S.  F.  Lacroix,  der  damals 
schon  selbst  als  Lehrer  berühmt  war,  denselben  mit  Begeisterung  zu- 
hörten. Schon  in  der  ersten  Vorlesung  erklärt  Lagrange  die  Ketten- 
brüche. Nachdem  er  im  zweiten  Vortrag  die  arithmetischen 
Operationen  auseinandergesetzt,  schreitet  er  in  den  übrigen  zur 
Lösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  und  der  numeri- 
schen Gleichungen,  und  zur  Verwendung  der  Kurven  bei  der  Lösung 
der  Probleme  vor.  Der  Name  „arithmetische  Proportion"  scheint  ihm 
sehr  ungeeignet,  weil  der  Begriff  der  Proportion  durch  den  Sprach- 
gebrauch nur  für  geometrische  Proportionen  paßt.  Man  könnte 
Zahlen  wie  3,  5,  7,  9  äquidifferent  nennen,  ein  Ausdruck,  den  La- 
croix in  seine  Arithmetik  und  Algebra  aufnahm. 

Die  Ideen  von  Rousseau,  Condillac,  Condorcet  und  La- 
grange fanden  Ausdruck  in  der  Arithmetique  d'Eniile,  Paris 
1795  (2.  Aufl.  1802)  des  Schweizers  Isaac  Emmanuel  Louis  De- 
velej^)  (1764 — 1839).  Er  war  aus  Bretonniere  bei  Payerne  gebürtig, 
studierte  in  Genf  und  war  später  Professor  der  Mathematik  auf  der 
Akademie  zu  Lausanne,  Das  obgenancte  Werk  enthielt  sorgfältige 
Erklärungen  der  Grundprinzipien  und  das  metrische  System.  Es 
wurde  1799  von  der  französischen  Regierung  in  die  Liste  von  Ele- 
mentarwerken für  den  Schulgebrauch  gesetzt.  In  der  zweiten  Auflage 
verweist  es  auf  Schriften  von  Lagrange,  Condillac  und  Condor- 
cet.    Das  Werk  enthält  keine  Aufgaben  zur  Übung. 

In  Italien  sind  für  die  Periode  1759 — 1799  keine  nennenswerten 
Fortschritte  in  der  Methode  des  Rechenunterrichts  aufzuzeichnen.  In 
Kaufmännischen  Werken  wird  nach  gegebenen  Regeln  operiert.  Die 
besten  Erklärungen  der  Arithmetik  findet  man  in  den  Kompendien 
der  Mathematik  von  Odoardo  aherli')  und  De  la  Caille.  Wie 
trüher  angegeben,  erschienen  die  Le^ons  elementaires  de  mathe- 
matiques  von  De  la  Caille  1741  zu  Paris.  Mehrere  Übersetzungen 
dieser  Arbeit  wurden  in  Italien  veröfeentlicht.    Im  Jahre  1772  wurde 

')  Journal  de  löcole  polytechniqae,  tome  II,  Paris  1812,  p.  173— '278 
il-^etangej  p  i_fj,  (Laplace).  *)  L,  laely,  Hiatoire  des  aoiencea  matht- 
watiquea  dans  la  Suisae  Fran^aise,  Keuchätel  1901,  p.  174.  =)  Gfli  elementi 

'■-öriro  pratici  delle matematiche  pure  del  Padre  Odoardo  Gherli,  Domeaic 
Vrofesgore  di  Teologia  Dogmatica  nell'  Universitii  di  Modena.     Ileai  pubblic 
oraeoKo  Pollora,  Tomo  I,  Modena  1770. 
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KU  Venedig  eine  lateinische  Ausgabe  dieser  Lectiones  „ad  quintani 
editioneiu  Parisinam  denuo  exactae  a  C.  S.  e  S.  5."  (=  Carolo 
Scherffer,  S.  J.)  herausgegeben.  Ausgaben  in  italienischer  Sprache 
erschienen  in  Neapel  1761  und  1776^,  in  Venedig  1775  und  1796 
als  eine  Bearbeitung  von  Ruggero  Giuseppe  Boscovich,  in  Florena 
1781,  1782,  1787,  1791,  1796  und  noch  später.  Selten  hat  ein  ans- 
läadisches   Werfe    gi-ößere   Gunst  genossen  als  La   Caille  in  Italien. 

Daß  Spanien  und  Portugal  in  engerem  intellektuellen  Verkehr 
mit  Italien  und  anderen  Ländern  als  mit  Frankreich  standen,  einsieht 
man  aus  der  Mathematik.  Zum  Beispiel  im  Lesen  der  Zahlen  findet 
die  französiscbe  Definition  der  billion  und  trillion  keine  Gunst. 
Nur  gegen  Ende  des  Jahrhunderts  findet  man  Spuren  französischen 
Einflusses.  Ich  habe  nur  einen  spanischen^)  und  einen  portugiesi- 
schen^) Schriftsteller  TOrgefunden,  welche  im  Zahlenlesen  die  drei- 
zifferjgen  Perioden  wählen. 

Das  im  18.  Jahrhundert  hervorragendste  unter  den  älteren  spani- 
schen Rechenbüchern  ist  die  Aritmetica  practica  y  especulative 
von  Juan  Perez  de  Moya,  einem  Mathematiker  des  16.  Jahrhunderts. 
Die  13.  und  14.  Auflage  dieses  Werkes  erschienen  z«  Madrid  1776 
und  1784.  Die  13.  Auflage  ist  mit  der  zu  öalamanca  1562  heraus- 
gegebenen Wort  für  Wort  identisch.  Das  Werk  ist  ein  Beispiel  der 
langen  Lebensdauer,  welche  manche  arithmetische  Schriften  genossen 
haben. 

Unter  den  neueren  Rech enbü ehern  ist  die  Arismetica  para 
negociantes  von  Don  Benito  Bails,  Madrid  1790,  nennenswert. 
Don  Bails  wurde  1743  zu  Barcelona  geboren,  war  Lehrer  der 
Mathematik  an  der  Akademie  von  San  Fernando  und  Mitglied  der 
Akademie  der  Wissenschaften  und  Künste  zu  Barcelona.  Sein  be- 
deutendstes mathematisches  Werk  sind  die  Principios  de  mate- 
matica,  deren  zweite  Auflage  1788  zu  Madrid  erschien.  Seine 
Werke  scheinen  in  Mexiko  Eingang  gefunden  zu  haben,  denn  1839 
wurden  in  der  Stadt  Mexiko  die  Principios  de  arismetica  von 
D.  Benito  Bails  gedruckt.    BaÜs  war  auch  als  Komponist  bekannt. 

Gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts  findet  man  in  Portugal  größere 
mathematische  Tätigkeit  als  in  Spanien.  Im  Jahre  1772  wurde  an  der 
Universität  in  Coimbra  durch  die  Tätigkeit  von  Jose  Monteiro  da 
Roche  (1735—1819)  und  Jose  Anastacio  da  Cunha  (1744  bis 
1787  ?)    neues    Leben   in  den  mathematischen  Unterricht   gebrachf*). 


')  Builettino  Boncoinpagiii,  Toiiio  V,  Borna  1872,  p.  278—293. 
=)  Juan  Gerard,  Tratado  compieto  de  aritmetica,  Madrid  1798.  ")  Jose 

Anaetacio  da  Cunha,  Principios  Mathematicos,  Lisboa  1790.  *)  R.  Gui- 

maräee,  Les  mathematiquea  en  Portugal  hu  XIX'  siede.     Coimbre  1900. 
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Ersterer  gab  sich  mehr  mit  Astronomie  ab,  übersetzte  aber  aus  dem 
Französischen  mathematische  Werbe  von  Bezout  und  mechanische 
Schriften  von  ßossut  und  Marie.  Da  Cunha  lehrte  an  der  Uni- 
versität bis  1778,  zu  welcher  Zeit  er  wegen  Anklagen  des  Inquisitions- 
tribunals die  Universität  verlassen  und  zwei  Jahre  im  öefängnis  zu- 
bringen mußte.  Er  wurde  dann  Direktor  des  collegio  de  Säo 
Lucas  und  sehrieb  seine  Principios  mathematicos,  Liaboa  1790, 
deren  letzte  Druckseiten  er  am  Abend  vor  seinem  Tode  korrigierte^}. 
Demnach  wäre  er  1790  gestorben.  Eine  französische  Übersetzung 
wurde  von  seinem  Schüler,  J.  M.  D'Äbren,  zu  Bordeaux  1811  heraus- 
gegeben. Dieses  Werk  von  nur  302  Seiten  enthält  in  sehr  gedrängter 
Form  Arithmetik,  Geometrie,  Algebra  und  Infiiiitesimairechnung, 
Überall  sucht  der  Verfasser  strenge  Beweise  einzuführen.  Seine  Er- 
klärungen enthalten  öfters  neue  und  frische  Ideen. 

Ein  Schüler  von  Da  Cunha  und  Monteiro  da  Roche,  namens 
Jose  Maria  D'Antas  Pereira,  veröffenthchte  zu  Lissabon  1798  ein 
Curso  de  estudos  para  uso  do  commercio,  e  da  Fazenda. 
Das  Werk  ist  eine  „arithmetiea  universal"  im  Newtonseheu  Sinne, 
welches  Rechenkunst  und  Algebra  lehrt.  Hauptsächlich  von  franzö- 
sischen Werken  beeinflußt,  hat  Pereira  ein  ganz  verdienstvolles  Buch 
verfaßt.  Wahrend  Da  Cunha  eine  Billion  als  10*  definierte,  nimmt 
Pereira  dafür  den  in  Portugal  damals  gebräuchlichen  Wert  10^^  an. 

In  Dänemark  und  in  Norwegen,  letzteres  damals  eine  dänische 
Provinz,  fand  das  1680  in  Kopenhagen  veröftentlichte  Rechenbuch 
von  S.  Mafchissen,  Compendium  arithmeticum  eller  Wegviser 
hvor  ved  mand  paa  korteste  og  netteste  maade  kand  ledsages 
til  Regnekonstens  rette  brug,  großen  Beifall.  Während  des 
18.  Jahrhunderts  folgten  mehrere  Ausgaben  davon ^. 

Ein  verdienstvolleres  Werk  wurde  von  Ole  Andersen  Borreby 
zu  Kopenhagen  1765  unter  dem  Titel  Mathesis  pnerilis  eller 
Dansb  skole  mathematik  herau'^gegeben.  Nur  der  erste  Teil 
wurde  veröffentlicht,  woiaus  man  schließen  darf,  daß  die  im  Buche 
enthaltenen  neuen  Ansichten  genügen  Anklang  fanden.  Der  Autor 
widerspricht  den  alten  mechaniachen  Lehrmethoden,  macht  an  die 
Denkkraft  der  Schüler  einigen  Anspruch  und  sucht  das  Prinzip  der 
Anschauung  zur  Anerkennung  zu  bringen.  Sein  Buch  enthält  aber 
keine  Aufgabensammlung^) 

Unter  den  älteren  Rechenbüchern,  welche  in   Holland   zu   dieser 

')  Edinburgh  Eeview,  Vol.  20,  1812,  p.  425;  auch  Freres-Hoefer,  Nouv. 
BiogT.  Generale.  ^  S.  A.  Chriatensen,  Matern atikens  Udvikling  i  Danmack 
Og   Norge   i   det   XYIE   Aarhundrede,   Odense   1895,   S.  14—16,  ")  Ebenda, 
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Zeit  weite  Verbreitung  fanden,  war  De  vernienwde  Cyfferinge 
von  Willem  Bartjens^)  (1584—1645),  vermehrt  und  verbessert 
von  Jan  vau  Dam  und  von  „weiteren  Mängeln  gereinigt"  durch 
Klaas  Bosch.  Wir  haben  Ausgaben  dieses  Büchleins  von  1771, 
1779,  1792,  1794  angetroffen.  Es  werden  darin  das  Üb  er  sichdi  vidieren 
und   andere   alte   Operations-  und  Lehrmetboden  angegeben. 

Von  neuen  Werken  verdienen  besonders  hervorgehoben  zu 
werden  die  Eersfce  Beginzelen  der  Reekeu-Kunde,  Rotterdam 
1769,  1782,  1790,  und  die  Institution  du  caleul  numerique  et 
Htteral,  Haag  1770,  von  Jean  Jacques  Blassiere  (1736—1791), 
dem  zu  Haag  geborenen  Mathematiker  und  Schüler  von  Johann 
Frederich  Hennert,  dem  Autor  der  Elementa  matheseos 
purae,  Trajecti  ad  Rhenum  1766 — 68. 

Es  war  das  Ziel  Blassierea,  die  Theorie  und  Praktik  der 
Arithmetik  zu  vereinigen.  Sein  letztgenanntes  Werk  ist  eine  TJni- 
Versalarithmetik,  deren  zweiter  Teil  ganz  der  Algebra  gewidmet  ist. 
Die  Proportioneniehre  wird  sorgfältig  entwickelt.  Der  Hauptsatz, 
daß  das  Produkt  des  ersten  und  letzten  Gliedes  demjenigen  der  zwei 
mittleren  Glieder  gleich  sei,  wird  so  bewiesen:  In  Ä  :  B  =  C  :  D  ist 
bewiesen,  daß  man  homologe  Glieder  mit  der  gleichen  Zahl  multipli- 
zieren darf,  wodurch  man  AxB:li=CxB:D,  und  dann 
AxB:AxB=CxB:  Ax^D  erhält.  Da  nun  die  zwei  ersten 
Glieder  einander  gleich  sind,  müssen  es  die  zwei  letzten  auch  sein. 
Die  Regeldetri  und  Gesellschaftsregel  werden  auf  die  Proportionen- 
iehre gegründet  und  nach  dem  Reesschen  Mechanismus  gelehrt. 
Der  Reessche  Ansatz  hat  also  im  Lande  seiner  Geburt  auch  Freunde 
gefunden. 

Im  Reekenboek  vor  de  Nederlandsche  Jeugd,  Leyden  1794, 
von  Henri  Aeneae  (1743 — 1812)  wird  die  „Kettin g-Regel"  ausein- 
andergesetzt. Aeneae  war  ein  Friesländer  von  Geburt,  studierte 
auf  der  Universität  Leyden  und  war  1795  Mitglied  der  internationalen 
Kommission  für  die  Reform  der  Maß-  und  Gewichtssysteme. 

Daß  unter  holländischen  Lehrern  bedeutendes  Interesse  für  die 
Mathematik  herrschte,  ersieht  man  aus  der  Tatsache,  daß  in  Holland 
das  erste  Journal  der  Elementar-Mathematik  veröffentlicht  wurde. 
Die  Maaudelykse  mathematische  Liefhebbery  wurde  von  1754 
bis  1765  von  Jakob  Oostwoud  (einem  Lehrer  zu  Oost-Zaandara, 
in  der  Nähe  von  Amsterdam)  zu  Purmerend  herausgegeben   und  von 


')  B.  Boncompagni,  BuUettino,  Tomo  14,  Roma  1881,  p.  533.  Man  findet 
eine  „Bibliographie  Neerlandaiae  HiBtorico-Scientifiqne"  im  Bnllettino,  Tomo  14, 
p.  523—630;  Tomo  16,  p.  225—312,  355—440;  Tomo  16,  p.  393—444,  687—718. 
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Louis  Schut  bis  1769  fortgesetzt.  Im  ganzen  erschienen  17  Bände, 
die  Lauptaächlieh  der  Algebra  gewidmet  sind.  Mathematische  Auf- 
gaben werden  gestellt  und  aufgelöst.  Diese  Aufgaben  wurden  später 
in  drei  Serien  herausgegeben').  Es  war  auch  Jakob  Oostwoud, 
welcher  in  den  Niederlanden  Interesse  für  die  1690  gegründete  Ham- 
bui^er  Mathematische  Gesellschaft  erweckte.  Von  1766 — 1790  traten 
viele  bolländisehe  Lehrer  dieser  Gesellschaft  bei.  Die  Auflösung 
dieser  Beziehungen  ist  hauptsächlich  der  Gründung  der  Mathemati- 
schen Gesellschaft  in  Amsterdam  1778  zuzuschreiben.  Den  Anstoß 
hierzu  gab  Arnoldus  Bastian  Strabbe  {1740—1805),  ein  Lehrer 
nnd  Staatseichmeister  in  Amsterdam^),  welcher  seit  1775  Mitglied  der 
Hamburger  Gesellschaft  war. 

Wie  schon  früher  (Bd.  IIP,  S.  513)  hervorgehoben,  hatten  wäh- 
rend unserer  Zeitperiode  die  Philanthropen  in  Deutschland  einen  großen 
Einfluß  auf  das  Schulwesen.  "Von  den  Schriften  Ilousseaus  stark 
beeinflußt,  wirkte  Basedow  in  Dessau  unermüdlich  an  der  Verbesse- 
rung der  deutschen  Erziehung.  Zu  seiner  Zeit  wird  es  üblicher, 
Beehenbüeher  herauszugeben,  die  nicht  allein  für  den  Kaufmann, 
sondern  hauptsächlich  für  die  Schulen  bestimmt  sind  imd  die  Schär- 
fung des  Verstandes  bezwecken.  Im  Jahre  1763  erschien  Basedows 
Überzeugende  Methode  der  auf  das  bürgerliche  Leben  an- 
gewandten Arithmetik  zum  Vergnügen  der  Nachdenkenden 
und  zur  Beförderung  des  guten  Unterrichts  in  den  Schulen, 
und  1774  sein  Werk  Bewiesene  Grundsätze  der  reinen  Mathe- 
matik (Leipzig),  dessen  erster  Band  der  Zahlenkunst  und  Algebra 
gewidmet  ist. 

Um  die  beweisende  Lehrart  zu  betonen,  suchte  er  den  Ketten- 
satz und  die  Ileessche  Regel,  welche  zur  einfachen  Beweisführung 
für  Elementarschulen  nicht  angelegt  waren,  durch  eine  neue  Regel 
zu  ersetzen.  So  entstand  die  „Basedowsehe  Regel".  Wir  benutzen 
diese  Gelegenheit,  zu  bemerken,  daß  die  Reesache  Regel  (Bd.  IIP, 
S.  519,  520)  in  Deutschland,  besonders  im  südlichen  Teil,  günstig 
aufgenommen  wurde.  Joseph  Tanzer  glaubte,  „daß  die  ßeessche 
Rechnung  die  größte  Erfindung  der  gemeinen  Arithmetik  sey"^). 
Allgemeinen  Beifall  genoß  aber  weder  diese  Regel,  noch  der  Ketten- 
satz.    J.  E.  Lorenz,  Professor  an  der  Schule  des  Stifts  und  Klosters 

')  Festachr.  kerausgeg.  v.  d.  Mathem.  Geaellschaft  in  Hamburg,  Erster  Teil, 
Hamburg  1800,  S,  79,  80,  *)  Ebenda,  S.  48,  81,  82.     Vgl.   D.  Bierens   de 

Haan,  Bouwstoffen  voor  de  geschiedenis  der  Wis-  en  Natuckundige  Weten- 
Bchappen  in  de  Nederlanden,  1878,  S,  63—81,  *)  Joseph  Tanser,  Mathe- 

matischcB  Letrbuoli  zum  Gebrauche  der  chnrffirBÜichen  Ljceen,  Erster  Teil, 
Hünehen  1780,  S.  142, 
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Berge,  driiebt  sich  folgendermaßen  darüber  aus'-):  „Die 
ßechenmeister  pflegen  überhaupt  auch  alle  Proportionen,  deren  Lehre 
gar  nicht  ihre  Sache  ist,  nach  Ähnlichkeit  ihres  Kettensatzes,  mittelst 
einer  mechanischen  Manier  zu  behandeln,  welche  unter  dem  Namen 
der  Beesschen  Regel  nur  gar  zu  bekannt  und  gemein  ist."  J.  &, 
PrändeP)  bemerkt,  daß  die  Reessche  Regel  ,^uch  wirklieh  in 
Deutseh I and  eine  geraume  Zeit  bei  Geringköpfen  viel  Aufsehens 
machte".  In  Holland  wurde  sie  wenig  gebraucht;  in  Frankreich  und 
England  haben  wir  sie  nicht  angetroffen. 

Die  Basedowsche  Regel  erforderte  einiges  Nachdenken.  Wenn^ 
1200  Mann  2400  Zentner  Mehl  in  4  Monaten  verzehren,  wieviel  Mann 
kommen  mit  4000  Zentner  3  Monate  aus?  Nach  dem  Basedow- 
schen Verfahren  schreibe  man 

1200  Mann  2400  Zentner  4  Monate 

V  „      4000        „         3        „ 

und  entscheide,   ob  die  Glieder  der  zweiten  Zeile   zu  Multiplikatoren 

oder  Divisoren  werden.     Es  folgt  das  Schema: 

?        1200 

2400     4000 

3  4 

XTnger  hebt  hervor,  daß  diese  Regel  den  Übergang  zu  dem  im 
19,  Jahrhundert  beliebten  Bruchsafcz  bildet. 

Um  die  beweisende  Rechenkunst  zu  fordern,  gibt  Johann 
Tessanek  in  einer  Betrachtung  Über  die  arithmetische  Regel 
zweyev  falschen  Sätze*)  algebraische  Beweise  für  diese  allgemein 
ohne  Demonstration  angeführte  Regel,  und  hebt  hervor,  daß  die 
Methode  auf  Aufgaben  höherer  Grade  unauwendbar  sei. 

Dem  Mißbrauch,  die  Erfindung  des  größten  gemeinschaftliehen 
Maßes  zweier  ganzen  Zahlen  in  Lehrbüchern  ohne  allen  Beweis  an- 
zuführen, hat  Karsten  durch  einen  kurzen  und  bündigen  Beweis 
abzuhelfen  gesucht^),  während  J.  Pasquich  einen  zweiten  Beweis 
lieferte  ^). 

Die  Philanthropen  Christian  Trapp  (1745—1818)  und  Gott- 
lieb Busse  (1756^1835)  betonten  die  Anschauung  im  Reehenunter- 


')  Johann  Friedrich  Lorenz,  Grundriß  d.  rein.  u.  angew.  Mathematik, 
Erater  Teil,   Helmetadt  1798,   S.  111.  ')  Johann  Georg  PrändeU  Arith- 

metik nebst  einet  kleinen  Globuelehre,  München  1796,  S.  236.  ^  F.  ünger, 

Die  Methodik  der  Praktischen  Arithmetik  in.  hiatoriaeher  Entwickelung,  Leipzig 
1888,  S.  171.  ']  Abhandlungen  einer  Privatgesellschaft  in  Böhmen,  1.  Bd., 

Prag  1775,  S,  125—140.  '■}  Lehrb.  d.  ges,  Math,,  1.  Teil.  ')  Leipziger 

Magazin  f.  reins  u.  angew,  Math.,  1,  Stück,  1787,  S.  97—103. 
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rieht  so  nachdrücklich,  daß  man  sie  als  Vorläufer  der  Pestalozzi- 
schen  Periode  ansehen  darf.  Trapp  sagt  in  seinem  Versuch  einer 
Pädagogik^),  1780:  „Addieren  und  Subtrahieren  kann  man  schon 
kleine  Kinder  an  Nüssen  usw.  lehren,  ohne  daß  sie  Zahlen  kennen; 
bis  auf  einen  gewissen  Grad  auch  Multiplizieren  und  Dividieren".  In 
Busses  Gemeinverständliches  Rechenbuch  für  Schulen,  1786, 
und  seiner  Anleitung  zum  Gebrauche  meines  Reehenbnchsj 
1786,  werden  qualitätalose  Anschauungsmittel  (Punkte,  Striche)  den 
sinnen  reiz  enden  Gegenständen  (Nüsse,  Äpfel)  vorgezogen.  Künsteleien 
und  das  Streben  nach  einer  Universalregel,  wie  die  Reessche,  hält 
er  für  unerlaubt.  Unger^  nennt  Busse  den  geschicktesten  Rechen- 
methodiker des  18.  Jahrhunderfcs.  Von  weitreichendem  Einfluß  auf 
die  Reform  des  Dorfschulwesena  war  Eberhard  J?''reiherr  von 
Rochow  (1734^1805),  der  in  seiner  berühmten  Schule  in  Rekahu 
die  Zahlenkunst  als  eine  Verstandes  Übung  lehrte,  sowie  Peter 
Villaume  (1746  — 1806),  der  nicht  nur  die  Anschauung  betonte, 
sondern  auch  die  Beschränkung  des  Lehrstoffes  und  die  Einführung 
des  Kopfrechnens  forderte').  Das  Kopfrechnen  wurde  unter  anderen 
auch  von  Friedrich  Köhler  in  seiner  Anweisung  zum  Kopf- 
rechnen, 1797,  empfohlen. 

Von  der  alten  Darstellungsweise  verschieden  waren  auch  die 
Versuche  in  Socrafcischen  Gesprächen  über  die  wichtigsten 
Gegenstände  der  Arithmetik  von  Johann  Andreas  Christian 
Michelsen,  Berlin,  Erster  Band  1784,  Zweyter  Band  1785, 
DritterBandl786.  Michelsen(1749— 1797)  war  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Vereinigten  Berlinischen  und  Kölnischen  Gym- 
nasium, hatte  großen  Erfolg  als  Lehrer  und  beförderte  die  Wissenschaft 
durch  die  Übersetzung  einiger  Eul  er  scheu  Werke.  Seine  Socrati  sehen 
Gespräche  sind  weitläufig,  zeigen  aber  einen  großen  Fortschritt  gegen- 
über von  bloßen  Regelsammlungen,  die  in  unserer  Periode  noch  viel- 
fachen Absatz  fanden.  Michelsen  führt  hierund  dort  algebraische  Sym- 
bole und  algebraische  Auseinandersetzungen  ein.  Diesen  Versuch, 
für  ältere  Schüler  die  Arithmetik  und  Algebra  miteinander  zu  ver- 
schmelzen, findet  man  in  mehreren  deutschen  Anleitungen  zur  Mathe- 
matik, und  derselbe  darf  gewiß  als  ein  Fortschritt  in  der  Methodik 
bezeichnet  werden.  Die  Lehre  von  den  Verhältnissen  imd  der  Regel- 
detri  in  der  gemeinen  praktischen  Arithmetik  hält  er  „nicht  nur 
für  überflüssig,   sondern   auch  für  zweckwidrig",  weil  man  durch  die 


')  Wir  zitieren  nach  E.  Jänieke  und  G.  Sehurig   Geschiolite    des- Unter- 
richts in  den  math.  Lehrfächern  in  der  Volksschule,  Gotha  1888,  S.  44. 
')  Unger,  op,  cit,  S.  lee,  167.      ")  B.  Jänieke  und  G.  Schurig,  op.  cit.  S,  51- 
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welsche  Praktik  ohne  aie  fertig  werden  kann,  und  weil  sie  nur  durch 
Umwege  zum  Ziele  fuhrt.  Während  Michelsen  die  Verhältnislehre 
für  den  Elementarunterricht  ahschaffen  möchte,  sucht  Johann  Georg 
Busch  in  seinem  Versuch  einer  Mathematik  zum  Nuzzeu  und 
Vergnügen  des  bürgerlichen  Lebens,  Hamburg  1773  (dritte 
Auflage  1790,  vierte  1798)  neue  Dehnitionen  einzufuhren.  „Die  Art, 
wie  Zahlen  und  GröSen  auseinauder  entstehen,  ist  ihr  Verhältnis." 
Es  gibt  zwei  Arten.  „Die  erste  Art,  wenn  aus  einer  Zahl  durch 
Hinzusetzung  oder  Wegnehmung  einer  andern  Zahl  eine  neue  Zahl 
entsteht,  ist  das  Arithmetische  Verhältnis",  „Die  zweite  Art,  wenn 
eine  Zahl  durch  wiederholte  Zusammensetzung  einer  andern  oder 
eines  Teils  derselben  entsteht,  ist  das  Geometrische  Verhältnis."  Aus 
der  Lehre  Yon  den  Verhältnissen  könne  man  die  Bruchrechnung  licht- 
voll erläutern.  Seine  früheste  Schrift  darüber,  so  erzählt  er  im  Jahre 
1798,  sei  eine  Probeschrift  des  Jahres  1756,  er  kenne  aber  kein 
Rechenbuch,  in  welchem  seine  Verhältnis  lehre  ganz  angenommen  and 
daraus  die  Bruchrechnung  und  die  Regeldetri  hergeleitet  wären'). 
Busch  (1728—1800)  wurde  1756  Lehrer  der  Mathematik  am  Ham- 
burger Gymnasium  und  bekleidete  diese  Stelle  44  Jahre  lang  bis  zu 
seinem  Tode.  Er  errichtete  pme  Handelsakademie  in  Hamburg  und 
zeichnete  sich  durch  gemeinnutziges  Wirken  und  unermüdliche  schrift- 
stellerische Tätigkeit  aus.  Unter  den  begeisterten  Jünglingen,  deren 
Studien  er  in  die  rechten  Bahnen  zu  lenken  wußte,  war  der  Astronom 
J.  E.  Bode. 

Wir  werden  die  Entwicklung  methodischer  Ideen  für  den  Rechen- 
unterricht  in  Deutschland  mcbt  weiter  verfolgen,  bemerken  aber, 
daß  gegen  Ende  des  Jahrhunderts  m  dieser  Hinsieht  hier  größere 
Tätigkeit  herrschte  als  in  anderen  Ländern*). 

BOsch  wurde  im  Jahre  1790,  bei  Gelegenheit  der  100jährigen 
Jubelfeier  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hambui^  (Bd.  II,  S.  799), 
zum  Ehrenmitglied  dieser  Gesellschaft  ernannt^).  Seit  1751  war 
Johann  Reimer  (17^1—1803)  Mitglied  der  obigen  Gesellschaft, 
dessen  schriftstellerische  Tätigkeit  wir  kurz  erwähnen.  Bis  1783  er- 
hielt jeder  Eintretende  einen  Beinamen,  und  Reimer  hieß  „der  Re- 
creirende".  In  den  Jahren  1767 — 1769  gab  Reimer  eine  Wochen- 
schrift  Der  gemeinnützige   mathematische  Liebhaber   heraus. 

')  Bflscb,  Mathematik  zum  Nntzen  uaw-,  i.  Aufl.,  1798,  S.  29,  30. 
*)  Weitere  Auskunft  über  de«  Rechen  Unterricht  in  Deatachland  findet  man  in 
den  oben  angeführten  Werken  von  Unger  und  Jänicke   und  Schurig,  sowie 
in  M.  Sterner,  Geschichte  der  Rechenkunst,  München  und  Leipzig  1891. 
")  Festsciir.  hetausg.  v.  d.  Math.  GeseUach.  in  Hamburg  a,  i.  aooj^hiigen  Jubel- 
festes 18ao,  Leipzig  1890,  S.  60. 
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Diese  hing  mii  der  Gesellschaft  nicht  weiter  zusammen,  als  daß  der 
Herausgeber  ihr  angehörte  und  daß  andere  Mitglieder  sich  anfangs 
för  die  Schrift  interessierten.  Reimer  begründet  das  Aufhören  der 
Wochenschrift  ina  Jahre  1769  mit  dem  mangelnden  Literesse  vieler 
Mitglieder.  Diese  Wochenschrift  ist  unseres  Wissens  die  zweite  ele- 
mentar-mathematische Zeitschrift  in  der  Welt.  Nur  Oostwouds 
Monatsschrift  war  früher  erschienen. 

Die  Wochenschrift  war  teils  in  deutscher,  teils  in  holländischer 
Sprache  abgefaßt  und  enthielt  Aufgaben  und  deren  Auflösungen. 
Diese  waren  durchweg  sehr  elementar,  und  meistens  der  Algebra,  aber 
auch  der  rechnenden  Geometrie  sowie  der  Astronomie  entnommen. 
Äußerst  wenige  waren  originell.  Die  meisten  sind  aus  Paul  Halekes 
Sinnenconfect  iBd.  IIP,  S.  412)  abgeschrieben.  Anderes  ist  ähn- 
lichen Werken  entliehen. 

Die  Hamburger  Gesellschaft  hatte  mehr  auswärtige  Mitglieder 
als  einheimische.  Im  Jahre  1760  gab  es  neben  5  einheimischen  20 
auswärtige  Mitglieder.  Im  Jahre  1790  war  die  Zahl  der  auswärtigen 
auf  32  gewachsen,  welche  Ton  Regensburg  bis  Stockholm  und  von 
Prag  bis  Amsterdam  zerstreut  waren.  Von  diesen  waren  23  Holländer. 
Nach  1790  nahm  letztere  Zahl  schnell  ab,  was  einerseits  den  da- 
maligen Kriegsunruheu  und  andererseits  der  1778  erfolgten  Gründung 
der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Amsterdam  zuKuschrei- 
ben  ist^). 

Die  Arithmetik  des  Leontius  Philippovisth  Magnitzky 
(1669 — 1739)  war  beinahe  das  einzige  Rechenbuch,  welches  während 
der  ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  in  russischen  Schulen  ge- 
braucht wurde^).  Es  erschien  1703  und  enthielt  auch  einiges  Über 
Algebra  und  Geometrie.  Während  der  Blütezeit  des  Regelrechnens 
geschrieben,  machte  es  keine  Ansprüche  an  die  Denkkraft  der  Schüler, 
In  der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts  wurde  es  allmählich  von 
anderen  Werken  verdrängt.  In  der  ersten  Hälfte  war  das  Gymnasium 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  St,  Petersburg  der  einzige  Ort, 
wo  neue  Ideen  über  den  Rechenunterricht  aufblühten.  Dort  wurde 
1740  die  Adodouroffsche  Übersetzung  des  ersten  Teiles  von  Leon- 
hard  Eulers  Einleitung  zur  Rechen-Kunst,  zum  Gebrauch 
des  Gymnasii  bey  der  Kayserlichen  Academie  der  Wissen- 
schaften  in   Saint-Petersburg   (erster   Teil    1738;    zweiter   Teil 

')  Feataclir.,  8.  i7,  48.  *)  V.  V.  Bobynin,  „L'Eaaeignement  mathömatique 
en  Eussie"  iE  L'EnseignemeDt  Mathematique  (C.  A.  Laisant  et  H.  Fehr,  Direc- 
teura),  l*re  annöe,  1889,  p,  81.  Unseie  Angaben  über  die  Rechenkunst  und  Al- 
gebra in  Eußland  sind  dieser  Arbeit  und  der  Ensskaia  FiKiko-MatematicheB- 
kaia  Bibliograflia,  sostavil  V.  V.  Bobynin  1886—1! 
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1740)  herausgegeben  und  im  Gymnasium  studiert.  Der  zweite  Teil 
dieses  Werkes,  von  Vasilii  Kouzuetzoff  übersetzt,  erschien  1760. 
BswarEulers  Absicht,  alles  recht  deutlich  zu  erklären  und  zu  beweisen, 
Obschon  der  mathematische  Unterricht  aut  dem  St,  Petersburger 
Gymnasium  unter  der  Lehrtätigkeit  von  Georg  Wolfgang  Krafft 
(1701—1754)  und  Vasilii  Evdokimovieh  Adodouroff  (1709  bis 
1778)  eine  durchgreifende  Erneuerung  erfuhr,  erwirkte  derselbe  doch 
nur  geringen  Einfluß  auf  andere  Schulen  Rußlands. 

Ein  anderes  Werk,  welches  die  alten  dogmatischen  Methoden 
durch  eine  beweisende  Lehrart  zu  ersetzen  suchte,  war  die  1752  er- 
schienene Algebra  von  dem  Ingenieur  Kapitän-Lieutenant  Nicolas 
Mouravief  (1721—1770),  Es  war  das  erste  Werk  in  russischer 
Sprache  ganz  diesem  Fache  gewidmet.  Dann  erschien  ein  Euch, 
welches  der  alle  Beweise  vermeidenden  Darstellung  folgte  und  viel 
größeren  Beifall  ais  das  Mouraviefsche  Werk  genoß.  Dies  war  die 
Universelle  Arithmetik  von  Nicolas  Kourganof  (1725^l7!'6), 
Professor  der  Mathematik  und  Navigation  am  Korps  der  adeligen 
Marinekadetten.  In  dieser  Schule  verdrängte  dieses  Werk  die  alte 
Arithmetik  von  Magnifczky. 

Während  der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts  wurden  haupt- 
sächlich deutsche  mathematische  Werke  gelesen.  Dimitri  Sergie- 
vitch  Anitchkof  (1740—1788),  ein  Lizentiat  der  1755  gegi-Qn- 
deten  Universität  von  Moskau,  wurde  1762  als  Lehrer  an  der 
Universität  und  den  dazu  gehörigen  Gymnasien  angestellt.  Er  gab 
1765  eine  Übersetzung  aus  der  lateinischen  in  die  russische  Sprache 
der  verschiedenen  Teile  von  Weidlers  Institutiones  Matheseos.., 
editio  quinta,  Vitembergae  1759,  heraus.  Uns  interessieren  hier 
nur  zwei  Teile,  die  Theoretische  und  Praktische  Arithmetik, 
deren  zweite  und  dritte  Auflage  1787  und  1795  erschienen,  und  die 
Algebra,  welche  1778  in  zweiter  Auflage  herausgegeben  vrurde. 
Diese  Werke,  sowie  diejenigen,  welche  von  Anitchkof  selbst  nach 
dem  Vorbilde  der  Weidlerschen  und  Wolffschen  Werke  geschrieben 
wurden'),  brachten  in  russischen  Elementar  werken  der  Mathematik 
die  demonstrative  Methode  in  den  Vordergrund. 

In  Großbritannien  ist  die  Methodenentwicklung  für  den  Rechen  Unter- 
richt langsamer  fortgeschritten  als  in  Deutschland.  Das  Anschauungs- 
prinzip kam  gar  nicht  in  Betracht,  wohl  aber  wurde  die  Beweisführung 
in  den  neueren  Büchern  dem  bloßen  Regelrechnen  vorgezogen.  Englische 
Rechenbücher  unterscheiden  sich  von  denen  des  Festlandes  hauptsäch- 


')  Theoretische  und  Praktische   Arithmetik  {Anflagen:    1764,    1775,  . 
1793);  Elemente  der  Algebra,  oder  litterale  Arithmetik  (1787). 
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lieh  darin,  daß  ersterö  den  Dezimalbrüchen  und  der  Sammlung  von 
Übungsaufgaben  viel  größere  Aufmerksamkeit  schenken.  Englische 
Bücher  operieren  mit  größeren  Zahlen.  Ein  Verfasser  gibt  z.  B.  eine 
Aufgabe,  welche  die  Berechnung  von  2^**  erfordert,  und  diese  wird 
mit  44  Ziffern  durchgeführt^). 

Zu  dieser  Zeit  faaden  Auflagen  von  den  älteren  Werken  von 
Edward  Coeker,  Thomas  Dilvrorth,  John  Hill  und  Edmund 
Wingate  noch  immer  Absatz.  Unter  den  verschiedenen  Auflagen 
von  Cockers  Arithmetik*)  erschienen  zwischen  1725  und  1767 
mehrere  von  Mrs.  Slack  unter  dem  Namen  „George  Fieber"  heraus- 
gegeben^). Mrs.  Slack  hat  unter  dem  Pseudonym  „George  Fisher" 
auch  eine  eigene  Arithmetik  geschrieben.  Sie  ist  unseres  Wissens 
die  erste  Frau,  welche  arithmetische  Bücher  zu  verfassen  unternahm. 

1760  gab  James  Dodson  eine  Ausgabe  der  ungefähr  1629 
zuerst  erschienenen  Arithmetik  von  Wingate  heraus.  De  Morgan 
erklärt,  daß  Wingate,  nach  den  in  verschiedenen  Auflagen  vorge- 
nommenen Abänderungen,  sein  Werk  nicht  wieder  erkannt  haben 
könnte*).  Dodson  war  Lehrer  der  Mathematik  zu  Christ's  Hospital, 
ein  Freund  De  Moivres  und  ein  Mitglied  der  Royal  Society.  Er  ist 
ein  Urgroßvater  August  De  Morgans^). 

De  Morgan  Mihlt  dreißig  Rechenbücher  auf,  welche  in  Groß- 
britannien während  der  Periode  1759—1799  gesehrieben  wurden^). 
Hervorragend  unter  diesen  war  A  complete  treatise  on  Practical 
Arithmetie  and  Book-Keeping  von  Charles  Hutton.  Die 
5.  Auflage  soll  177S  gedruckt  worden  sein;  die  8.  erschien  in  London 
1788.  In  diesem  kurzen  Werke  wird  der  Dezimalpunkt  gegen  den 
oberen  Teil  der  Ziffer  gesetzt,  wie  in  1'3,  damit  er  nicht  mit  Satz- 
zeichen  verwechselt   werden   könne.     Hutton   bemerkt,    daß   er   den 


')  John  Hill,  Arithmetie,  1772,  p.  144.  •)  Die  erste  Auflage  erschien 

1678,  „pemsed  aud  pubiished  by  John  Hawkins".  Wenigstens  11'2  Auflagen 
sollen  herausgegeben  worden  sein  [V.  Dictionary  of  National  Biogiaphj],  Cockers 
Werk  hatte  vor  dem  1661  erschienenen  Rechenbuch  des  James  Hodder  den 
Vorzug,  daß  ea  üntersichdividieren,  statt  Übersichdividieren  lehite. 
Beide  Bucher  gaben  Regeln  ohne  Beweise.  Beide  genossen  weite  Verbreitung. 
Näkeres  über  Coeker  findet  maa  in  De  Morgans  Arithmetioal  ßooks,  S.  56 
bis  62.  Wohl  zu  verwerfen  ist  De  Morgans  Ansicht,  daß  Cockers  Arithmetie 
nicht  von  Coeker,  sondera  von  John  Hawkins  geschrieben  wurde,  daß  Haw- 
kins,  um  größeren  Absatz  zu  erlangen,  sich  dea  Famen  Cockers  beilegte. 
*)  (t.  Valentin,  „Die  Frauen  in  den  exakten  Wissenschaften",  Bibliotheca 
Mathematica,  N.  F.,  ISWö,  S.  75.  *)  A.  De  Morgan,  op.  cit.  p.  73. 

')  Memoir  of  Augustas  De  Morgan   bj    kis   wife,    Sophia  Elizabeth   De 
Morgan,  London  1882,  p.  233,  334.        <*)  De  Morgan,  op.  cit.  p.  73—82, 
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Wink  für  dieae  Schreibweise  aus  Tabellen  von  Newtons  Optics  er- 
balten habe. 

Ein  anderes  Werk  war  The  Scholar's  Guide  to  Arithraetic, 
London  1780  (0.  Auflage  1795),  von  John  Bonnycaatle  (1750  [?] 
bis  1821).  Man  findet  darin  Beweise  für  die  Regeln,  weiche  in 
einigen  Fällen  in  algebraischer  Sprache  dargestellt  sind,  aber  immer 
in  kleinerem  Druck  in  der  Form  von  Anmerkungen,  so  daß  sie  ganz 
bequem  übergangen  werden  konnten.  1851  erschien  die  18.  Auflage 
dieses  Werkes.  Bonnycastle  war  ein  Autodidakt,  stand  einer  Aka- 
demie in  Loudon  vor  und  wurde  ungefähr  1782  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  königlichen  Militärakademie  bei  Woolwich. 

In  Schottland  stand  die  Aritbmetic,  Rational  and  Practical 
von  John  Mair  in  großer  Gunst.  Die  erste  Auflage  soll  1766  er- 
schienen sein^),  die  fünfte  wurde  1794  in  Edinbui^h  herausgegeben. 
Dies  ist  ein  weitläufiges,  vollständiges  Werk,  versfcandlicb  gesehrieben, 
obschon  das  Versprechen  alles  gründlich  zu  beweisen,  nicht  überall 
durchgeführt  ist.  Mair  war  Lehrer  in  Ayr,  später  Rektor  an  der 
Perth  Akademie  und  Verfasser  von  Schiilbücheni  über  verschiedene 
Fächer, 

In  Irland  erschien  1759  die  Practical  Arithmetic  von  einem 
Quäker  John  Gough  (1721—1791),  Schriftsteller  und  Lehrer  in 
Cork  und  Dublin.  Das  Rechenbuch  enthält  Fragen  und  Antworten, 
einige  davon  in  Versen:  „Q,  What  is  subtraetion?  A.  Subtraction 
from  a  greater  takes  a  iess,  and  thereby  shews  the  difference  or 
excess".  Nach  De  Morgan^)  soll  die  zweite  Auflage  große  Erwei- 
terungen erfahren  haben,  während  die  späteren  für  Schulzwecke  wieder 
reduziert  wurden.  Der  Name  des  Schriftsteilers  warde  in  Irland  ein 
Synonym  der  Arithmetik,  und  als  gegen  Mitte  des  19.  Jahrhunderts 
Thomsons  Werk  Eingang  fand,  erhielt  es  den  Namen  „Thomson's 
Gough"  ^). 

Eines  der  brauchbarsten  Bücher  damaliger  Zeit  war  The  Tutor's 
Assistant  von  Francis  Walkingame,  dessen  28.  Ausgabe  in  Lon- 
don 1798  gedruckt  wurde.  Eine  Ausgabe  davon  erschien*)  in  Lon- 
don 1844. 

Englische  Rechenbücher  legen  großes  Gewicht  nicht  nur  auf 
Dezimal-,  sondern  auch  auf  Duodezimalbrüche.  Ein  Werk,  The 
Measurer's  Best  Companion;  or  Duodeeimals  brought  to  Per- 
fection,  von  Thomas  Sutton,  1786  in  Great-Yarmouth  gedruckt, 
erklärt  diesen  Gegenstand  mit  großer  Vollständigkeit.  Es  wird  erzählt,  daß 

')  Allibonea  Dictionary  of  Authors.  ')  Ebenda,  S.  79,  80.  ')  Ebenda, 
S.  80.        *)  Ebenda,  S.  80, 
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ein  Lehrer  am  Pembroke  College  auf  der  Universität  Cambridge  einem 
Studenten  einmal  folgenden  Rat  gab:  „Vernachlässigen  Sie  keineswegs 
die  Duodezimalen,  Ich  wurde  Senior  Wrangler  1767  durch  meine 
Kenntnis  der  Duo  dezimalen."^) 

Das  Rechnen  mit  periodischen  Dezimalbrüchen^  welche  schon  in 
älteren  englischen  Büchern  eine  hervorragende  Stelle  erhielten,  wurde 
theoretisch  1768  von  John  Robertson  (1712—1776),  damals  Biblio- 
thekar der  Royal  Society,  fraher  Lehrer  der  Mathematik  in  Ports- 
mouth,  in  einem  Artikel  erklärt^).  Die  Werte  periodischer  Dezimal- 
brüche werden  durch  Summati on  geometrischer  Progressionen  gefunden. 
In  einem  anderen  Auisatz  erläutert  er  zwanzig  Fälle  in  der  Zinses- 
zinsrechnuug,  woiin  jede  der  fünf  Größen  (Annuität,  Zeit,  Prozent, 
Betrag,  Kapital)  auf  vier  verschiedenen  Wegen  aus  den  Übrigen  her- 
geleitet wird^).  Diese  Schrift  führt  er  als  die  Vervollständigung 
einer  Arbeit  des  William  Jones  vor.  Eine  andere*)  über  die  Kon- 
stniktion  der  Logarithmen  durch  Reihenentwicklung  schreibt  er  ganz 
diesem  William  Jones  zu. 

Eine  mathematische  Gesellschaft  existierte  zu  Spital fields  m 
London  von  1717  bis  1845.  Sie  war  also  jünger  als  die  Hamburger 
und  älter  als  die  Amsterdamer  Gesellschaft,  Sie  war  von  Joseph 
Middleton,  einem  Verfasser  mathematischer  Bücher,  gegründet  und 
hatte  Dolland,  Simpson,  Saunderson,  Crossley,  Parviasen  und 
Gompertz  als  Mitglieder.  Anfangs  waren  die  Mitglieder  Arbeiter, 
viele  davon  Seidenweber.  Es  wurde  von  jedem  erwartet,  daß  er  seine 
Pfeife,  seinen  Krug  und  sein  Problem  mitbringe^). 

Während  des  18.  Jahrhunderts  gab  es  in  England  keine  Journale, 
welche  sich  ganz  der  Mathematik  widmeten,  wohl  aber  mehrere, 
welche  Abteilungen  für  Elementarmathematik  enthielten.  Die  be- 
rühmtesten unter  diesen  waren  The  Ladies'  Diary,  gegründet  1704, 
und  The  Gentleman' s  Diary,  welche  1840  vereinigt  wurden. 
Thomas  Simpson  war  Herausgeher  der  Ladies'  Diary  von  17Ö4  bis 
1760,  und  er  rühmte  von  dieser  Jahresschrift,  sie  hätte  mehr  zum 
Studium  und  Fortschritt  der  Mathematik  beigetragen  als  die  Hälfte 
<3er  Bücher  speziell  für  diesen  Zweck  geschrieben^). 

')  C.  Wordswoith,  Scbolae  Academicae,  1377,  p.  73,  ')  Philoaophical 

TxanBactions  (London),  Vol.  68,  for  the  jear  17G8,  p.  207—213.  »)  Ebenda, 

Vol.  60,  for  the  year  1770,  p.  508—517.  ')  Ebenda,  Vol.  61,  for  the  year 

1771,  p.  455—461.  ")  A.  De  Morgan,  Budget  of  Paradoxea,  p.  80,  232,  451; 
S.  E.  Morgan,  op.  cit,  p.  123;  P.  A.  Mac  Mahon,  Address  hefore  Sectioa  A, 
Britieh  Asia,  Eeport  71,  J9Ü1.  '^)  Andere  periodische  Schriiten,  welche  sioli 

teilweise  der  Elementarmathematik  widmeten,  waren  The  Palladium,  1749-1777 
von  Eobett  Heath  ala  ein  Rival  der  Ladies'  Diary  veröffentlicht;  MiBcellanea 


y  Google 


60  Abschnitt  XX. 

In  den  Kolonien  von  Nordamerika  wurden  im  18.  Jahrhundert 
hsuptsächlieh  Rechenbücher  von  Großbritannien  importiert^).  Die 
erste  amerikanische  Auftage  eines  großbritannischen  Werkes,  welches 
ganz  dem  Rechnen  gewidmet  ist,  war  die  Ärithmetiek:  or,  That 
necessarj  Art  made  most  easie  von  James  Hodder*),  Boston 
1719,  1779  erschien  in  Philadelphia  ein  Neudruck  des  populärsten 
englischen  Werkes  des  17.  Jahrhunderts,  nämlich  Edward  Cockers 
Ärithmetiek.  Weitere  Verbreitung  als  diese  zwei  hatte  Thonaae 
Dilworths  Schoolmaster's  Assistant,  wovon  wenigstens  acht 
amerikanische  Auflagen  gedruckt  wurden^).  Es  wurden  hier  anch 
die  Rechenbacher  von  Daniel  Fenniug,  John  Gough  und  „George 
Fisher"  gedruckt. 

Das  erste  Werk  aus  der  Feder  eines  amerikanisehen  Schrift- 
stellers ist  die  Ärithmetiek,  Vulgär  and  Decimal,  Boston  1729. 
Das  Buch  ist  anonym,  wird  aber  Isaae  Greenwood  (1702 — 1745) 
zugeschrieben*).  Ungleich  den  obengenannten  ausländischen  Werken 
setzt  es  die  Kenntnis  der  Grundoperationen  voraus  und  macht  einigen 
Anspruch  an  die  Denkkraft  der  Schüler,  Vielleicht  ans  diesen 
Gründen  fand  es  sehr  geringe  Verbreitung.  Isaae  Greenwood  war 
Professor  der  Matbematik  und  Naturphilosophie  au  der  Universität 
Harvard  von  1727  bis  1738, 

Scientifica  Curiosa,  Vol.  I,  17Ö6,  mit  Charles  Hutton  als  Mitarbeitet;  The 
Scientific  Receptacle,  von  Thoioaa  Wliiting  17S1  in  Londoa  gegründet;  The 
Stockt-on  Bee:  or  Monthly  Miscellany,  179»;  The  Gentleman'a  Mathematical 
Companion,  von  1798  bis  1804  jährlich  in  London  gedruckt.  Diese  Schriften 
standen  mic  zu  Washington  in  der  Bibliothek  des  Herrn  Dr.  Artemas  Martin 
zur  Verfügung,  Es  gab  mehrere  andere  Journale  gleicher  Art,  z,  B.  The  Mathe- 
matical  Magazine  and  PhiloEophical  Repositorj  von  G.  Mitchell,  T.  Mobs  und 
anderen,  1761;  Huttons  Mathematicai  Miscellany,  The  London  Magazine,  The 
British  Oracle,  (Ygl.  T.  T.  Wilkinaon,  Memoir  of  the  Hev.  John  Lawson, 
Manchester  1854;  Bolton,  Catalogue  of  Scientific  and  Technical  Periodiwils, 
1G6Ö— 1895,  "Washington  1897.) 

')  Holländische  Einwanderer  des  17.  .Jahrhunderts  brachten  die  Coffer- 
Konst  von  Pieter  Venema  (f  1612)  mit.  Dies  Buch  war  so  hoch  geschätzt, 
daß  1730  in  New  York  eine  englische  Übersetzung  davon  gedruckt  wurde 
(F.  Cajoti,  The  Teaching  and  History  of  Mathematics  in  the  U,  S.,  Bureau  of 
Education  Washington  1890,  p.  13).  ^  Die  erste  Auflage  erschien  in  London 
1661  (Anguat  de  Morgan,  op.  cit,  p.  46).  ")  Philadelphia  1769,  Hartford 

1786,  New  York  1793  und  1806,  New  London  1797,  Philadelphia  1805,  Brooklyn 
1807,  Albany  1824,  ')  Eine  ausführlichere  Beschreibung  des  Werkes  findet 

man  in  „Notes  on  the  Histoiy  of  American  Teit-books  on  Arithmetie"  by 
James  M,  Greenwood  and  Artemaa  Martin  in  The  Report  of  the  Commissioner 
of   Education    for    1897—1898,    Washington,    D,  C,    p.  802—805;    Cajori,    op. 
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Erst  über  fünfzig  Jahre  später  begegnen  wir  einem  zweiten 
amerikanischen  Autor,  dem  Nicolas  Pike,  dessen  New  aud  Com- 
plete  System  of  Arithmetic  1788  in  Newburyport  gedruckt 
wurde.  Nicolas  Pike  (1743 — 1819)  absolvierte  die  UniverBität 
Harvard  und  war  während  vieler  Jahre  Lehrer  in  Newburyport. 
Seine  Arithmetik  enthielt  auch  ganz  kurze  Kapitel  über  Logarithmen, 
Trigonometrie,  Kegelschnitte  und  Algebra. 

In  der  Beweismethode  des  arithmetischen  und  algebraischen 
Teils  galt  ihm  Bonnycastle  als  Vorbild.  Alle  Beweise  erseheinen 
als  Anmerkungen  in  kleinerem  Druck.  Während  dreißig  Jahren  wurde 
das  Werk  viel  gelesen;  anfangs  diente  es  als  Text  für  den  mathema- 
tischen Kursus  auf  den  Kollegien.  Es  wurde  von  Professoren  mehrerer 
amerikanischen  Kollegien  empfohlen  und  Georg  Washington  sandte 
dem  Autor  einen  Brief,  worin  er  seine  Anerkennung  ausdrückte. 

Als  nach  dem  Revo lutiona krieg  die  Vereinigten  Staaten  1789  zu 
der  Verfassung  gelangten,  die  sie  noch  heutzutage  haben,  und  die 
Früchte  der  erstrittenen  Freiheit  zu  genießen  anfingen,  erhielt  das 
Schulwesen  auch  neuen  Aufschwung.  In  dem  Zeitraum  1789 — 1799 
erschienen  über  ein  Dutzend  neuer  Rechenbücher^),  von  denen  The 
Sehoolmaster's  Assistant  von  Daboil,  New  London  1799,  das 
hervorragendste  war.  Es  legt  auf  Dezimalbrüche  viel  größeres  Ge- 
wicht als  damals  üblich  war.  Nathan  Daboil  (ungefähr  1750  bis 
1818)  war  Lehrer  in  Connecticut 

nQ2  wurde  ein  neues  Münzsjstem  eingeführt.  Seit  dem  ersten 
Gepräge  1794  verdrängten  dollars  und  cents  allmähhch  die  eng- 
lischen pounds  und  Shillings.  Die  Rechenbücher  schlössen  sich 
der  neuen  Ordnung  an.  Durch  diese  Münz  Veränderung  wurden 
die  ausländischen  Schriftsteller  Dilworth  und  Cocker  aus  amerika- 
nischen Schulen  allmählich  verdrängt.  Zu  erwähnen  ist  noch,  daß 
The  American  Äccomptant  von  Chauncy  Lee,  welches  1797  in 
Lansingburgh  erschien,  das  früheste  Rechenbuch  ist,  worin  das  Dollar- 
zeichen $  sich  vorfindet^).  Nicolas  Pike  gab  1788  für  mills, 
Cents,  dimes,  dollars  folgende  Abkürzungen:  m,(;,rf,J>.  Lee  schreibt, 
ohne  weitere  Erklärungen,  für  mill  /,  cent  //,  dime  ^,  doUar  ^. 
In  Handschriften  von  Robert  Morris,  dem  Finanzier  der  Revolution, 
findet  mau  das  Dollarzeichen  $  schon  1793.  Gründliche  Studien 
über  den  Ursprung  des  Zeichens  sind  nicht  vorgenommen  worden; 
man  hat  aber  wenigstens   sieben   verschiedene  Hypothesen  darüber*). 

')  Tide  Greenwood  and  Martin,  op.  cit.  p.  809—814;  Cajori,  op.  cit. 
p.  46,  47.  =)  Greenwood  and  Martin,  op.  cit.  p.  812.  ')  Vgl.  Mal- 

colm Tüwnaend,    U.  8.;    an  Index  to    the  United  Statea    of  America,    Boston 
1890,  S.  420. 
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In  dem  Lesen  der  Zahlen  und  in  der  Ausführung  der  vier  Rech- 
nungsarten mit  ganzen  Zahlen  sind  während  der  zweiten  Hälfte  des 
18.  Jahrhunderts  keine  neuen  Methoden  erschienen,  wohl  aber  ist  ein 
Fortschritt  zu  größerer  Übereinstimmung  über  den  relativen  Wert 
der  verschiedenen  Methoden  und  ein  allmähliches  Verwerfen  der  kom- 
plizierteren derselben  wahrnehmbar.  Die  Wörter  Billion,  Trillion  usw. 
werden  in  allen  europäischen  Ländern,  außer  Pranki'eich ,  sowie 
auch  in  den  Staaten  von  Nordamerika,  als  10^^,  10^*  usw.  definiert. 
Den  Gebrauch  dieser  Wörter  im  Sinne  von  10',  10^*  usw.  findet  man 
schon  in  der  Ärithmetique  von  G.  Trenchant,  Lyon  1566; 
der  Gebrauch  wurde  in  Frankreich  im  17.  Jahrhundert  allgemein^). 
Daß  hier  und  dort  ein  Rechenbuch  zu  finden  ist,  weiches  die  Wörter 
Billion,  Trillion,  ja  sogar  das  Wort  Million  noch  gar  nicht  gebraucht, 
ist  nicht  auffallend^.     Das  Aite  läßt  sich  nicht  so  leicht  verdrängen. 

S.  F.  Lacroix^j  bemerkt,  daß  man  im  Handel  statt  billion  das 
Wort  milliard  brauche.  F.  Legendre  schreibt  milliars.  Wir 
haben  railliard  in  praktischen  französiacheu  Rechenbüchern  allgemein 
gefunden;  Bar  rem  e  und  Pierre  Senebier*)  schreiben  auch  milliasses 
für  trillions.  In  der  Ärithmetique  raisonnee  et  demontr^e, 
welche  Leonhard  Euler  zugeschrieben  wird*),  heißt   W  milliard, 


')  Bncjclop^die  des  sciences  mathematiques,  Ed,  Frani^aise,  Tome  1,  1904, 
p,  37,  ^  Das  Wort  Million  ist  z.  B.  in  De  Vernienwde/ CyffertGge  van 

Mr.  Willem  Bartjens,  Herstelt,  venneerdert  ende  verbetert  Door  Mr.  Jan 
van  Dam,  .  .  .  Amsterdam  1771,  nicht  zu  finden.  Dort  iet  1000000  ^  Dupaend- 
maal-Dupzend,  Ähnliches  findet  man  in  J.  0.  Huths  Die  kürzeste,  bequemst« 
nnd  leichteste  Art  zu  Rechnen,  Halberatadt  1774  (wie  wir  aiiH  der  Geschichte 
des  Unterrichts  in  den  mathematischen  Lehrfächern  in  der  Volksschnle,  bear- 
beitet von  E.  Jänicke  und  G.  Schurig,  Gotha  1888,  S.  17,  entnehmen).  In 
dem  Abbaco  ovvero  Pratica  Generale  Dell'  Atitmetica  . . ,  esposto  da  Girolamo- 
Pietro  Cortinüvis,  maestro  d'Aritmetica  Pratioa.  Qnarta  Edizione,  Venezia 
1769,  wird  das  Wort  Billion  nicht  gebraucht,  und  976000000000000=  nove- 
cento,  e  settantasei  railioni,  di  miJioni.  ')  Traitö  flömentajre  d'arith- 
mgtique,  Paris  1807,  p.  B.  *)  Senebiei,  Traitö  d'arithmötique,  Lausanne 

1774,  p.  7.  ')  L' ärithmetique  raisonmie  et  demontree,  oenvres  postbumes  de 

Löonard  Buler,  traduite  en  fran9oia  pai  Daniel  Bernoulli,  directeur  de 
rObservatoire  de  Berlin  etc.  Coirigße  et  consid^rablement  augmentee  par  M.  De 
la  Grange,  Berlin,  chez  Voss  &  fila  et  Decker  &  fils,  1792.  Man  glaubte  zu- 
nächst in  diesem  Werke  eine  französische  Übersetzung  von  Eulers  1788 — 40 
erschienenen,  jetzt  sehr  seltenen  Einleitung  zur  Kechenknnst  au  sehen,  aber  P.  H. 
Euß  und  G.  Valentin  sind  der  Ansicht,  daß  hier  ein  literarischer  Betrug  vor- 
liegt, nnd  daß  Euler,  Daniel  Bernoulli  und  Lagrange  kein  Wort  von 
diesem  Werke  geschrieben  haben.  Fuß  führt  im  Bull.  Ac.  Petrop.  Claase  math. 
9,  1851,  S.  340—341  die  ersten  Sätze  des  Werkes  von  1738  und  desjenigen  von 
1793  an  und  Sndet  keine  Ähnlichkeit  zwischen  beiden.  Auch  hebt  er  Itertor, 
daß  Daniel  Bernoulli  nie  directeur  de  l'observatoire  de  Berlin  war  und  nicht 
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10^*  billiard,  10^^  trilHard.  Hätte  sich  diese  Sprachweise  erhalten, 
wäre  man  heutzutage  von  Verwirrung  frei;  ea  würden  10^,  10'*,  10'^ 
milliard,  billiard,  trilltard,  und  10'^,  10^*,  10^*  billioD,  triOion,  qua- 
drillion  heißen. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  das  seit  Anfang  des  16.  Jahrhunderts 
in  Spanien  von  Ciruelo  und  Ortega  gebrauchte  Wort  cuento  für 
10^  (siehe  Bd.  U.^,  S.  386,  387)  sieh  erhalten  hat  und  von 
Perez  de  Moya  un<l  Bails  in  ihren  von  uns  früher  angeführten 
Werken  dem  Worte  millone  vorgezogen  wird.  Für  10^^  sehreibt 
Bails  bieuentos  und  Perez  de  Moya  cuento  de  cuento. 

Die  Ausführungen  der  Addition  und  Multiplikation  waren  mit 
den  jetzigen  Methoden  identisch.  Im  Multiplizieren  fing  man  allge- 
mein mit  der  niedrigsten  Ziffer  des  Multiplikators  an.  Einige  Autoren 
aber  machen  darauf  aufmerksam,  daß  vorteilhaft  mit  der  höchsten 
Ziffer  des  Multiplikators  angefangen  werden  kann^).  Es  werden  drei 
Arten    des   Subtrahierens   gelehrt.     Wenn   eine  Ziffer   im  Subtrahend 


der  Übersetzer  von  Ealers  Algebra  ist.  In  der  Vorrede  des  Werkes  von  1792 
heißt  ea  nämlich  le  fameux  Bprnoulh  tradueteur  ie  1  llg>-lre  de  ce  savant 
[Euler]  a  cru  rendre  serviLe  au  jublic  en  tcaduisaant  un.  Ouvrage  .  .  ." 
Valentin  kelt  m  dei  BiWutbeca  AlatliPmat  ca  N  F  12  18J8  S  40  hervor, 
daß  in  (Juerards  La  France  htteraire  III  1&  9  p  13^  ein  'Werk  L'arithmö- 
tique  deinontree  operee  et  expliquee  \on  L  F  Gaignat  de  L  Anlnays  de 
Nantes  Pans  l'"IO  angefukrt  wird  nut  der  Anmerkung  (  et  oavtage  a  ^te 
remjr  en  1  92  comme  un  ouvrage  poBthnme  de  Leonarl  Enler  etc."  (folgt 
der  obige  Titel)  ^\ir  haben  zwei  verei-hiedene  Au=galen  der  Eulerseben 
Arithmetik  vom  Jabte  1" )  ge-iehen  die  bicIi  aber  nur  duri-h  das  Titelblatt, 
emen  feab-  in  der  Vorrede  und  eine  kurze  Anmeik  mg  unterstheiden  Der  Titel 
der  anderen  Ausgabe  lautet  L  anthmetiq^ue  raisonnpc  et  demontree,  oeuvres 
poathumes  de  Leonard  Enler  traduitp  en  trftni,oiB  |.ar  Bernoutli  diretteiir 
de  lObsenatDire  de  Berlin  etc  Berlin  chez  Voss  t  Als  etDecker  4.  bis,  179-2"). 
Der  letzte  batz  in  der  Vorrede  der  eri^ten  Ausgabe  wekber  aich  auf  Lagrange 
bezieht  wird  weggelassen  Auf  S  bl6  der  aweiten  Ausgabe  wurde  hinzugefügt: 
De  llmprimerie  de  ttrange  rue  de  la  Parchemmetie  Bisher  ist  es  nie- 
mandem mögli  h  gewesen  aUe  in  Frage  kommenden  Werke  einsehen  EU  können, 
weshalb  die  Geflohii-hte  des  "V\  erkps  nicht  definitiv  bestimmt  ist  In  den  Oeuvres 
completes  en  Frani'OiB  de  L  Euler  publieea  jar  M  M  Dub  ib  et  Drapie?. 
m  Belgien  wurde  die  Arithmetik  des  Jahres  1792  als  echt  angenommen  und  183'J 
als  dritter  Band  herausgegeben.  Um  sie  den  damaligen  Schulbedärfnissen  an- 
zupassen, wurde  sie  so  gründlich  bearbeitet,  daß  sie  mit  dem  Buche  des  Jahres 
1792  beinahe  keine  Ähnlichkeit  hat.  Von  nun  an  weiden  wir  letztetes  als 
„Euler-BernouUi"  zitieren. 

')  Z.  B.  W.  J.  G.  Karaten,  Lehrbach  der  gesamten  Mathematik.  Der 
Erste  Theil,  Greifswald  1767,  S.  128;  John  Mair,  Arithmetic,  179i,  S.  69;  La- 
grange, Math.  Elementacvorlesungen,  deutsche  Separatausg.  von  Dr,  H.  Nieder- 
müller,  Leipzig  1880,  S.  32,  23. 
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größer  ist  als  die  darüber  stehende,  so  wird  in  ungefähr  dreiviertel 
der  Rechenbücher  eine  Einheit  von  der  nächst  höheren  Ziffer  im 
Minuend  geborgt  und  wird  dann  vielleicht  mit  einem  Punkte  be- 
zeichnet, daß  letztere  sodann  um  eins  weniger  gelte.  Statt  die 
folgende  Ziffer  des  Minuenden  um  eine  Einheit  zu  verkleinem,  wird 
in  der  zweiten  Methode  die  folgende  Stelle  im  Subtrahenden  um  eins 
vermehrt.  Diese  Erklärung  findet  man  öfter  in  französischen  und 
italienischen  als  in  deutschen  Werken.  Manche  Schulbücher  enthalten 
beide  Methoden.  In  den  Vorlesungen  von  Laplace,  1795  auf  der 
Norraalschule  in  Paris  gehalten,  werden  beide  Arten  erklärt').  In 
einem  dritten  Verfahren,  welches  selten  erscheint,  wird,  wie  früher 
hei  Riese  und  Rudolff,  die  untere  Ziffer  erst  von  der  geborgten 
10  abgezogen  und  die  obere  Ziiter  hernach  dazu  addiert.  Miehelsen 
gibt  noch  einen  anderen  Weg.  Man  ziehe  die  Ziffer  des  Minuenden 
von  der  Ziffer  des  Subtrahenden  ab,  und  subtrahiere  den  Rest  von 
neuem  von  10,  und  lasse  dann  die  folgende  Ziffer  des  Miuuenden 
eins  weniger  gelten^).  In  allen  von  uns  gelesenen  Werken  sagt  man: 
2  von  5  bleibt  3;  niemals  wird  2  und  3  macht  5  angegeben.  Die 
Operation  geht  beinahe  immer  von  rechts  nach  links. 

Division  ist  eine  bedeutend  schwierigere  Operation,  wofür  zur 
Zeit  der  Renaissance  viele  Methoden  vorgeschlagen  wurden.  Gegen 
Ende  des  18.  Jahrhunderts  findet  der  Sturz  der  während  zweier  Jahr- 
hunderte gemeinen  Divisionsformen  statt  und  größere  üniformität  io 
den  Operationen  tritt  ein.  Die  Rechenmeister  der  Zeitperiode  1759 
bis  1799  reden  von  zwei  Hauptmethoden,  die  um  die  Herrschaft 
kämpften,  1.  das  Übersieh-  oder  Oborwärtsdividieren,  oder  die 
Turmmethode,  2.  das  Untersich-  oder  Ünterwärtsdividieren. 
Diese  Einteilung  der  damals  bekannten  Divisionsformen  ist  nicht 
fundamental.  Die  Hauptfrage  ist  nicht,  ob  man  oberwärts  oder  unter- 
wärts fortschreiten  solle;  wohl  aber,  ob  mau  die  Teilprodukte  sofort 
abziehen  solle  oder  nicht,  ob  im  Bilden  der  Produkte  man  mit  der 
höchsten  oder  mit  der  niedrigsten  Ziffer  des  Divisors  anfangen  solle, 
und  was  überhaupt  die  anschaulichste  Anordnung  der  Ziffern  sei.  Die 
verschiedenen  Divisionsarten,  welche  in  dieser  Zeitperiode  gebraucht 
wurden,  lassen  sich  so  anordnen,  daß  man  stufenweise  von  einer  ex- 
tremen Form  zur  anderen  fortschreiten  kann.  Unten  machen 
wir  dies  an  folgenden  Beispielen  klar: 


')  Journal  de  l'ecole  Poljtechnique  ou  Balletin  du  Travail  fait  ü  cetta 
öcole,  7.  et  8.  cahiös,  Tome  II,  A  Paris  1813.  Le^oüB  de  Matbematiques, 
donnöea  a  l'^cole  normale,  en  1795  par  M.  Laplace,  p.  3,  ^)  VerBucb.  in 

Soctatischen  Gesprächen  uaw.  von  J.  A,  C.  Miehelsen,  I.  Bd.,  1784,  S.  133. 
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ABCiDEFGH 

«  b  cl 
WirhabenhterzweiÄnordiiungen,  ABCDEFGHund  abcDEFGH. 
Die  Divisionsarfcen  a,  b,  c  unterscheiden  sieb  Ton  A,  B,  C  darin,  daß 
man  in  ersterer  beim  Bilden  der  Teilprodukte  mit  der  ersten  Ziffer 
zur  Linken  anfängt  und  nacb  rechts  geht,  während  in  letzterer  man 
mit  der  ersten   Stelle   zur  Rechten   anfängt   und  nach  links  schreitet. 


3i88  rquotient 

emil      18      reste  328 


)S9J> 
80i 

mssi 
iame 
in 


F.  Le  Sendre'),  1774 
(6754 :  357). 


Christian  Pescheck*),  1759 
(56331  :  476). 


Diviseur  469  3870« 


346 


i 


2586942 


Produit  «25    iXmi 
342 
1 
„Buler-BernouUi",  1792,  p.  173     Johann  Friedrich  Heynatz"), 
(.'■.87046  ;  469).  1780  (89473645  :  346). 

')  L'arithmetique  en  sa  perfection,  mise  en  pratique  Belon  Tusage  des 
flnanoiera,  gens  de  pratique,  banquiers,  et  marcliandB  .  ,  .  par  ¥.  Le  Gendre, 
ArithmeticieD,  Derniere  ödition,  corrig^e,  .  .,  Paria  1774,  p.  60.  ')  M.  Christian 
Peachecks  .  .  Deutlithe  Erklärung  derer  Kaufmann-  und  öoonomiBohen  Rech- 
nungen, als  d»  sind;  Thara-  und  Fnati- Rechnung;  .  .  .,  Biidiaain  1759,  S.  11. 
■)  M,  Johann  Friedrich  Heynatz,  Rektora  zu  Frankfurt  an  der  Oder,  Hand- 
buch .  .  .,  Zweiter  Theil,  welcher  ein  auafahrliches  Rechenbuch  enthält.  Zweyte 
vermehrte  und  verbesserte  Aaflage.    Berlin  17S0,  S.  lOö. 
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c. 

Dividende    Diviseur 

4787 

34 

108               37 

347            129 

14 

„Euler-Bernoulli",  1792,  p.  165     Johann  Friedrich  Heynatz, 
(4787  r  37).  1780,  S.  106. 


4 
803   , 


»38844 1  528 
ie88 

m 

Btrrenie,  1764,  p. 
(123456  :  528). 


E. 

12|2 
42617 


34 
102 


John  Mail'),  1794 
(73686  :  34). 


.56 
166 

28 
140  _ 

263 
28 

252_ 
'  TlT" 


112 
2" 
Johann  Georg  PräudeP),  17!t, 
(72634 :  28). 


7980.  1 
15960.  2 
23940.  3. 
31920. 
39900.  6. 
47880.  6. 
65860.  7. 
63840. 
71820.  9. 


Diviaore 
7980     I 


Dividendo 
148431 


Quoz: 


J8_ 
7980 


Odoardo  Sherli"),  1770 
(148431  :  7980). 


')  John  Mair,  Ajithmetic,  ItatioDiil  and  Practicai,  Edinburgh  1794,  p.  89. 
»)  Johann  Georg  Prandela  .  .  .  Arithmetik ...  München  1795,  S.  47.  ')  Gli 
Elementi  Teorico-Pratici  delle  matematiciie  pnre  del  Padre  Odoardo  Gherii, 
Domeoicano  .  .  .  Tomo  I,  Modena  1770,  p.  19, 
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Etieniie  Bezout'),  1797 
(75347  :  53). 

In  A.  und  a.  werden  die  Teilprodukte  sofort  abgezogen,  die  Reste 
über  den  Dividend  geschrieben,  der  Divisor  unter  den  Dividend  gesetzt 
und  nach  reehfa  gerückt,  und  jede  Ziffer  durch gestri eben,  sobald  mau 
damit  fertig  ist.  Ä.  wird  von  „Euler-Eernoulli"  1792,  von 
Pescheck  1741  und  von  Barreme  1764  division  ä  l'Espagnole 
genannt,  a.  heißt  bei  Pescheck  die  gemeine  Art,  bei  Barreme 
die  division  ä  la  Fran^oise,  bei  „Euler-Eernonlli"  ä  la 
Fran^oise  brieve^  bei  J.  F.  Maler^)  1765  das  Teutsche  Divi- 
dieren. Über  die  Divisionen  aufwärts  sagt  Johann  Georg 
Prändel*):  „Ihr  Aussehen  ist  sehr  gesehueidig;  aber  sie  haben  die 
Beschwerlichkeit,  daß  sich  ein  begangener  Fehler  nicht  so  leicht  ent- 
decken läßt,  wie  beym  Ab wärtsdi vidieren,  folglich  meistens  die  Opera- 
tion von  Neuem  angefangen  werden  muß".  „Ich  bin  überzeugt,"  sagt 
Heinatz*)  1799,  „daß  die  meisten  Menschen  darum  nicht  ordentlich 
rechnen,  weil  ihnen  die  Turmmethode  des  Dividierens  zu  viel  Schwie- 
rigkeiten macht." 

In  b.  wird  der  Divisor  links  und  nur  einmal  gesellrieben,  wäh- 
rend in  c.  die  Reste  unten  gesetzt  werden.  Letztere  wird  von 
Pescheck  die  welsche  Art  und  von  „Euler-Bernoulli"  division 
ä  la  Fran^oise  longue  genannt.  Schon  über  200  Jahre  früher  er- 
wähnt Rudolff  diese  französische  Manier  des  Rechnens^). 

In    B.    wird   dar   Divisor  nur   einmal   geschrieben.     Divisor   und 

')  Coura  de  Mathömatiques,  ä  l'usage  du  corps  de  rArtillerie,  Par  If.  Bü- 
zout  .  .  .  Tome  Premier,  .  .  .  ä  Paria  1797,  v.  st.  An  V,  p.  44.  *)  Kuraer  nnd 
deutlicher  Unterricht  znm  Rechnen  ...  Jacob  Priderich  Maler  ...  zweite 
und  verbesserte  Auflage,  Carbruhe  1766,  S.  62.  ")  Op.  cit.  S.  50.  *)  Jiinioke 
und  Schurig,  op.  cit.  8,  58.         ^)  Sterner,  op.  cit.  S,  279. 
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Quotient  werden  links  gesetzt,  und  die  Reste  unter  den  Dividend. 
Bei  „Euler-Bernoulli"  heißt  diese  Art  division  ä  Fitalienne 
longue.  „Diese  Art  des  Dividirens  ist  die  kürzeste  unter  allen,  und 
ob  sie  gleich  aucli  nicht  leicht  ist,  so  muß  man  doch  um  des  daraus 
zu  hoffenden  Nutzens  willen  die  auf  ihre  Erlernung  zu  wendende 
Mühe  nicht  achten/"). 

C.  ist  der  voiigen  Form  sehr  ähnlich.  Der  Divisor  und  Quotient 
stehen  rechts,  und  Ziffern  werden  nicht  durchgestrichen.  „Euler- 
Bernoulli",  sowie  Barreme,  nennen  diese  Art  division  k  i'ita- 
lienne  brieve. 

In  D.  werden  die  vollständigen  Produkte  unter  den  Dividend  und 
die  Ileste  über  denselben  gesetzt.  Das  sofortige  Abziehen  findet  hier 
nicht  statt.  „Euler-Bernoulli"  und  Barreme  geben  dieser  Form 
den  Namen   division  ä  la  Portugaise, 

Eine  ganz  ähnliche  Manier  ist  E.,  wo  der  Divisor  links  steht  und 
Ziffern  nicht  durchgestrichen  werden. 

F.  ist  eine  mit  der  heutigen  beinahe  identische  Form,  worin  der 
Divisor  für  jede  Multiplikation  wiederholt  wird.  Dieser  Divisor  wird 
öfters  in  Klammern  gesetzt  oder  weiter  nach  links  geschrieben,  um 
bei  der  Subtraktion  weniger  im  Wege  zu  sein.  Diese  Art  wurde  in 
Deutschland  viel  gebraucht.  Earrgme  nennt  sie  division  ä  Tita- 
lienne  longue  und  Pescheek  die  französische  Art^). 

In  G.  wird  durch  Hilfe  der  Addition  das  zweifache,  dreifache 
usw.  des  Divisors  gefunden,  so  daß  man  die  Rechnung  ohne  Ein- 
maleins, ,ja  sogar  ohne  Neppersche  Stäbe"*)  durchführen  und 
den  Quotienten  ohne  Raten  finden  kann*).  „Das  Dividiren  ohne  Ein 
mal  Eins  nennt  man  das  Indianische"'). 

H.  ist  eine  alte  Form,  die  Ende  des  18,  Jahrhunderts  in  den 
besten  Werken  alle  anderen  Arten  verdrängt  hatte.  Um  Verwirrung 
zu  vermeiden,  wird  nach  jeder  Bubtraktion  die  nächste  Ziffer  im 
Dividend  mit  dieser  zum  gebliebeneu  Reste  heruntergezogenen  Ziffer 
öfters  mit  einer  geraden  Linie  verbunden;  oder  die  Anzahl  Ziffern, 
die  noch  nicht  heruntergezogen  sind,  wird  nach  jedem  neuen  Teil- 
dividend durch  Punkte  angedeutet^). 

')  Heynatz,  op.  oit.  S.  114,  *)  Sterner,  op.  dt.  S.  330.  ')  Hey- 

natz, op.  eit,  S.  116.  ')  Es  iat  bemerkenswert,  daß  diese  DivisioiiBart  schon  von 
Adrianus  KomaBii3(1561— 1615)  in  einer  Schrift  Nova  Multiplicandi,  Dividendi, 
Quadrats,  componendi,  Eadicee  estrahendi  ratio,  raultii  quam  petvulgata  certior, 
feciüor,  &  majoribus  ma^time  numeriB  accommodatio ,  erklärt  wurde  [Vide 
H.  Bosmana,  S.  J.,  „La  Methode  D'Adrien  Romain  pour  effectuer  les  calcula 
des  granda  nombrea"  in  Aanales  de  la  Sociöte  Scientiflque  de  Bruselles, 
T.  XXVm,  2'  Partie.]  ^)  J.  F.  Maler,  op.  cit.  S.  62.         «)  J.  F.  Maler,  op. 

cit.  S.  63,  nennt  diese  Methode  die  Portugiesische. 
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Um  genauere  Angaben  über  den  Gebrauch  der  Terschiedenen 
Divisionsarten  zu  machen,  bemerken  wir,  daß  von  den  Werken,  die 
während  der  Jahre  1709 — 1799  gedruckt  wurden  und  dem  Übersich- 
dividieren  Aufmerksamkeit  schenken,  die  meisten  Äusgiiben  früher 
erschienener  Werke  sind.  Von  103  mathematischen  Büchern,  die 
uns  zur  Einsicht  vorlagen,  sind  Bartjens  und  Pescheck  die  einzigen, 
die  das  Üb  er  sichdividieren  ausschließhch  benutzen.  Die  ersten  Auf- 
lagen beider  Werke  erschienen  lange  vor  der  Zeit,  die  wir  jetzt  be- 
trachten. Nur  16  Bücher  erklären  das  Oberwärts-  sowohl  als  das 
Unterwärtsdiyidieren.  Die  übrigen  —  ungefähr  fünfsechstel  der 
ganzen  Anzahl  ■ —  erklären  das  Unterwärtsdividieren,  namlJch  eine 
oder  mehrere  der  Formen  C,  F,  G,  H;  gewöhnlich  ziehen  sie  eine  der 
Arten  F,  G,  H  der  Form  C  vor. 

Bei  Dezimalbrüchen  werden  von  etwa  einviertel  der  Schriftatelier 
dieser  Zeit  die  abgekürzten  Multiplikations-  und  Divisionsmethoden 
erklärt.  Die  abgekürzte  Multiplikation  wird  theoretischer-  und  prak- 
tischerseits  in  einer  Abhandlung  von  Isiduro  Bemaipggi  (1735 
bis  1808),  Priester  und  Professor  der  Mathematik  an  der  koniiflichen 
Schule  zu  Lodi,  behandelt^).  Bernareggi  untersucht  die  An7ahl  der 
Dezimalstellen  in  den  Faktoren,  welche  notwendig  sind,  damit  dei 
Fehler  im  Produkte  eine  vorgelegte  Grenze  niiht  ubeisteige  In 
der  Ausführung  der  Multiplikation  schreibt  er  die  Ziflfern  des  Multi 
plikators  in  entgegengesetzter  Reihenfolge.  In  seiner  ÄritmetiLa 
riformata,  Milano  1797,  werden  diese  Ideen  für  Schuli-wecke  dar- 
gestellt. 

Ein  anonymes  Werkchen  über  den  gleichen  Gegenstand,  Essai 
Bur  les  nombres  approximatifs,  Paris,  an  VII —  1799,  wird 
Jean  Äntoine  Fran^ois  Massabiau  (1765 — 1837)  zugeschrieben*) 
welcher  ein  eifriger  Anhänger  der  Prinzipien  von  1789  war  und  1795 
die  Normalschule  in  Paris  besuchte.  In  diesem  Aufsätze  stellt  er 
sich  die  Aufgabe,  allgemeine  Formeln  für  die  durch  Kombination  an- 
nähernder Zahlen  entspringenden  Fehler  herzuleiten.  Soll  z.  B.  eine 
solche  Zahl  N  durch  eine  andere  iV'  dividiert  werden,  wo  Q  und  Q' 
beziehungsweise  die  genauen  Werte  darstellen,  so  daß  Q  =  N ^e  und 
Q-  =  N-  +  e',  dann  wird  der  Fehler  {±  N'e  -|-  Ne) :  N'  (N'  ±  e). 
Von  den  vier  Werten,  welche  dieser  Ausdruck  annehmen  kann,  ist- 
{N'e  +  Ne)  :  N' {N'  —  e')  der  größte.  Wenn  e  =  e  =  ^  (10-"),  und 
+  a:  die  Entfernung  vom  Dezimalpunkte  der  höchsten  Ziffer  im  Quotienten 


')  Hemorie  di  matematicn.  e  fiaica  della  societä  Italiana,  ' 
1792,  p.  1—70.         »)  Bic.gr.  Uuiveraelle  (Michaud). 
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JV":J\"  darstellt,  während  ij  dieselbe  für  10"i\~'  repräsentiert,  dann 
hat  man,  für  N>N',  g-^x  +  n  +  l-y  und,  für  iV"  <  N', 
s  =  n+l  —  ij,  wo  der  Fehler  im  Quotient  kleiner  als  10':2{10") 
sein  soll.  Man  aoU  z.  B.  die  Anzahl  Dezimalstellen  finden,  um,  in 
der  Division  TOn  §  =  63,04545  .. .  mit  ^'  =  .6666...,  den  Fehler 
<;i.(10-«)  zu  machen.  Hier  ist  x  =-=  2,  y  =  n,  s  =  n  —  2,  folglieh 
n  =  5,  die  erforderliche  Anzahl  Dezimalatelleu  im  Dividend  und 
Divisor. 

Die  Zeichensprache  der  Arithmetik  und  Algebra  hatte  in  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  bedeutende  Vollständigkeit  und 
Tlniformität  erlangt.  Die  Zeichen  +  und  —  findet  man  beinahe  über- 
all. In  mehreren  holländischen  Werken  und  einem  deutschen  Werke^) 
sind  wir  statt  —  dem  alten  Rudolffschen  Zeichen  -^  begegnet.  In 
der  Maandelykse  mathematische  Liefhehbery,  1754 — 69,  wird 
-:-  regelmäßig  als  Subtraktionszeichen  geschrieben.  Wie  unten  an- 
gedeutet, galt  ~  in  England  als  Divisionszeichen  und  auf  dem  Fest- 
lande  als  Sjmbo!  einer  arithmetischen  Progression.  In  dieser  Lief- 
hehbery findet  man  auch  die  eigentümliche  Bezeichnung  von 
y-*-f  als  1/4225  ^  65,   und  -~-f4^]/"  als 

(x  +  lf^x}  +  2x+l. 

Außer  in  der  Proportionenlehre  hatte  =  in  allen  Gebieten  der 
Rechenkunst  als  Zeichen  der  Gleichheit  sich  eingebürgert.  Wäh- 
rend der  ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  verschwanden  die  letzten 
Spuren*)  des  Descartesschen  50.  Auch  in  der  Proportionen- 
lehre war  =-  in  Deutschland  üblich.  Leibniz'  Sprache  folgend 
wurde  dort  beinahe  immer  für  geometrische  Proportion  a  :h  =  c:  d 
oder  -  -  =  -T-  geschrieben,  wiihrend  in  J'Vankreich,  Spanien,  Portugal, 
Italien  und  England  das  Oughtredsche  Zeichen  ; :  allgemeinen  Beifall 
genoß  und  a:h::e:d  die  gewöhnliche  Bezeichnungsart  war.  Über- 
haupt herrschte  damals  bedeutende  Verschiedenheit  in  der  Zeichen- 
sprache für   arithmetische  und   geometrische   Proportionen    und  Pro- 

')  ÄrithmetiBches  Handbuch  für  Lehrer  in  den  Schulen  .  .  .  von  Carl 
Christian  IlUng,  Dresden-FriedrichBtadt  1793,  S.  11.  *)  M.  Gallimard 

in  seiner  Methode  Thöorique  et  Pratique  D'Arithmctique,  D'AIgfebre  et  de  Geo- 
metrie .  .  .,    Paris  1703,   p,  26,    sagt:    =  signifie  est  egalö   ä,    30  signifle  tout 

Bimplement,  öga!  ä,  ou  qui  est  egal  ä.    Er  schreibt  S.  42:  „Donc  x  X)-  -  =  16". 

Odoardo  Gherli,  op.  cit.,  1770,  Tomo  I,  p.  6,  erinnert  den  Leser  dwan.  daß 
,.I1  Cartesio  in  vece  di  =  uaa  il  segno   aa". 
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greBsionen.  Für  die  Regeldetri  hatte  man  in  froheren  Jahrhun- 
derten TBrBchiedene  Bezeichnungen.  Als  im  18.  Jahrhundert  diese 
Regel  mehr  und  mehr  als  eine  Anwendung  der  Proportionj  der  Gleich- 
heit zweier  oder  mehrerer  Verhältnisse,  aufgefaßt  wurde,  fand  die 
frühere  Zeichei^prache  dieser  Regel  öfters  Eingang  unter  den  Pro- 
elle guld.  eUe 
portionssymbolen.  Bartjena^)  1771  sehreibt  4  —  9  —  16.  Für 
das  unbekannte  vierte  Glied  gibt  er  gar  kein  Symbol.  Pescheck 
1759  und  viele  andere  tun  desgleichen.  Thomas  Dilworth^)  klagt, 
daß  einige  Meister  lange  Striche  statt  Punkte  gebrauchen,  um  die 
Glieder  zu  trennen,  was  nicht  recht  sei,  weil  in  a  :b::  c:  d  die  : 
zeigeo,  daß  die  zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  Glieder  in  gleicher 
Proportion  seien,  während  das  : :  die  zwei  Paare  trenne  und  zugleich 
zeige,  daß  das  zweite  Glied  zum  dritten  sich  nicht  wie  das  erste  zum 
vierten  verhalte.  Die  Proportion  als  die  Gleichheit  zweier  Verhält- 
nisse ist  von  Dilworth   noch   nicht   klar  erfaßt,     Rivard^)  schreibt 

1768  eine  geometrische  Proportion  r-  =  -r  oder  a .h-.-.c.d.  M.  l'Abbe 
Maries  Auflage  von  De  la  Caille*)  schreibt  a  .h::  c .  d  oder 
«:&T:c:rö;  während  die  lateinische  Auflage  des  De  la  Caille^) 
1762  und  die  italienische  Auflage  von  Boscovich^)  1796  a-.h-.-.c-.d, 
a:b  =  c:d,  oder  » |  &  |  c  |  rf  enthalten.  Die  lateinische  Übersetzung 
gibt  auch  a  .h::  c  .  d,  und  die  italienische     i  =  -r* 

Die  arithmetische  Proportion  deuteten  Rivard,  De  la  Caille 
und  Bözout')  durch  a  .h  :  c .  d  aa.  In  deutschen  Büchern  findet 
man  öfters  a  .  ö  •=  c  .  d  oder  tt  —  fe  =  c  —  <?.  Mit  Recht  klagt 
Scheibel*),  daß  wenn  «  .  d  =  c  .  d  gesehrieben  wird,  man  den  Punkt 
mit  dem  Multiplikationszeicheu  leicht  verwechseln  könne. 

Die  geometrischen  und  arithmetischen  Progressionen  wurden  noch 
immer  in  die  Recheubücher  aufgenommen.  Allgemein  brauchte  man 
-4f  als  das  Symbol  der  geometrischen  Progression  1^--  1.2.4.8.  16) 
und,  mit  der  Ausnahme  von  England,   öfters   -^   als  das  Symbol  der 

')  BartjenB-Jan  van  Dam,  op.  cit.  S.  3(i.  »)  Tliomas  Dilworth, 

op.  cit.,  unter  The  Bxplieation  of  Home  Marks  ueed  in  this  Compendium. 
")  Blöments  de  Mathematiques  par  M,  Eivard,  Profeflseur  de  Philosophie  en 
rUniverait^  de  Paris.  Sixifeme  fidition,  Eevue  et  awgmentee  de  nouvean  par 
l'Auteur,  A  Paris  1768,  p.  135.  *)  Le9ons  de  Mathematiques  par  M,  l'Abbe 
de  la  Caille,  avec  des  aagmentations  par  M.  l'Abbe  Macie,  Paris  1770, 
p.  148.  ^)  De  la  Caille,  Lectionea  ,  .  .  a  C.[arolo]  S.[eherffer]  e  S.  J. 

Viennae,  Pragae,  et  Tergeati  1763,  p.  76.       *)  Elementi  .  ,  .  del  Padre  lluggero 
Giuseppe  Boscovich.  Editione  terza  italiana  ...  in  Veneria  1796,  p.  115. 
")  Be7,out,  op,  cit,,  Tome  I,  p,  128.     *)  Einleitung  ^ar  MatiiematiBchen  Bücher 
Kentnia,  Breslau  1781,  Bd,  I,  S,  679, 
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arithmetischen  Progression  (-^-  3  .  6  .  9  .  12  .  15).  In  Großbi-itaniiien 
gilt  das  ganz  ähnliche  von  J.  H.  Rahn  1659  zuerst  gebrauchte  Sym- 
bol -^  statt  :  als  Divisionszeichen;  weshalb  von  Schriftstellern,  welche 
überhaupt  für  die  arithmetische  Progression  die  Notwendigkeit  eines 
Zeichens  fühlten,  -^  gebraucht  wurde.  Diese  Bezeichnung  findet  man 
auch  mitunter  in  deutschen  Büchern^).  W.  Emerson*)  bezeichnet 
eine  harmonische  Proportion  durch  ...  und  eine  harmonische  Pro- 
gression durch  — h^r-. 


Algebra. 

Im  Studium  der  Algebra  war  viel  größerer  Verkehr  zwischen 
den  verschiedenen  Ländern  Europas  als  im  Studium  der  Arithmetik. 
Wegen  der  Abwesenheit  einer  streng  provinziellen  Behandlungsweise 
der  Algebra  wird  es  nicht  nötig  sein,  die  Geschichte  dieser  Wissen- 
s-i-haft  in  jedem  Lande  einzeln  zu  verfolgen. 

Einige  Werke  über  Algebra,  die  während  der  ersten  Hälfte  de8 
18.  Jahrhunderts,  und  zwar  1740—1748,  verfaßt  wurden,  waren  noch 
während  der  zweiten  Hälfte  sehr  einflußreich,  nicht  nur  im  Lande 
ihrer  Entstehung,  sondern  in  ganz  Europa,  wo  immer  die  Wissen- 
schaft betrieben  wurde.  Von  englischen  Werken  heben  wir  das  Elements 
ofAlgebra  von  Nicholas  Saunderson  (1682 — 1739)  hervor,  welches 
1740  zu  Cambridge  in  zwei  Bänden  erschien.  Dieser  blinde  Mathe- 
matiker stand  als  Jüngling  im  Briefwechsel  mit  Sir  Isaac  Newton 
und  war  der  Nachfolger  von  Whiston  als  Lucasian  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  Cambridge.  Weite  Verbreitung  in 
England  fand  der  Auszug  aus  dem  Originalwerk:  Select  parta  of 
Professor  Saunderson's  Elements  of  Algebra  for  the  use  of 
ßtudents  at  the  LJniversities.  Die  3,  Auflage  davon  wurde  1771 
in  London  veröffentlicht,  die  4.  Auflage  1776,  die  5.,  von  John 
Hellins  (?~1827)  verbessert,  1792,  Das  Originalwerk  wurde  1756 
in  französischer  Übersetzung  von  Elie  de  Joncourt  zu  Amsterdam 
und  Leipzig  in  zwei  Bänden  herausgegeben.  Eine  deutsche  Über- 
setzung röhrt  von  Johann  Philipp  Gfrtison,  Professor  am  adelichen 
Cadetteueorps  in  Berlin,  her.  (Erster  Teil  1798,  Halle;  zweiter  Teil 
1805.) 

')  Z.  B.  in  der  UnterweiBung  in  den  philos.  u.  math.  WiHsen Schäften  fÖr 
die  obern  Ciassen  d.  Schulen«.  Gymnasien  von  Jobann  Jacoh  Ehert,  Prof. 
d.  Math,  zu  Wittenberg.  Dritte  vermehrte  n,  verbesaerte  Auflage,  Leipzig  1787, 
S.  187.  ■)  The  Doctrine  of  Proportion,  Arithmetical  and  Georaetrical  .  .  ., 

London  1763,  p.  2. 
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Ein  anderer  englischer  Schriftsteller,  den  wir  erwähnen  müssen, 
ist  Thomas  Simpson  (1710—1761),  Prafeaaor  an  der  königlichen 
Militärakademie  zu  Woolwicli.  Seine  Treatise  on  algebra  wnrde 
1745  in  London  gedruckt;  eine  dritte  Auflage  17(57,  eine  fünfte  1782, 
eine  achte  1804.  Die  erste  amerikanische  Ausgabe  erschien  1809  in 
Philadelphia.  Eine  Übersetzung  in  französischer  Sprache  wurde  1771 
in  Paris  veröffentlicht. 

Ein  drittes  Werk  wurde  von  dem  schottischen  Mathematiker 
Colin  Maclaurin  unter  dem  Titel  Treatise  of  Algebra  1748  zu 
London  veröffentlicht,  wovon  die  4.  Auflage  1779  erschien. 

Die  weite  Verbreitung  von  De  La  Cailles  Le^ons  elemen- 
tairea  de  mathematiques  nicht  nur  in  Frankreich,  sondern  auch 
in  Italien,  ist  von  uns  schon  früher  hervorgehoben  worden  (S.  47,  48). 
Eine  lateinische  Übersetzung  durch  „0,  S.  e  S.  J."  {=  Carolo 
Scherffer,  S.  J.)  erschien  1762  zu  Wien,  Prag  und  Triest.  Scherffer 
verfaßte  eine  Anzahl  eigener  Lehrbücher,  vou  welchen  die  Institu- 
tiones  analyticae,  Wien  1770,  hier  Erwähnung  verdienen. 

Das  bedeutendste  Werk  dieser  Zeit  war  aber  das  nach  der 
heuristischen  Methode  verfaßte  Elements  d'algebre  des  Alexis 
Claude  Clairaut,  Paris  1740. 

Dieses  berühmte  Werk  wurde  1752  von  Christlob  Mjlius 
(1678—1754)  zu  Berlin  ins  Deutsche  übersetzt  und  an  der  Univer- 
sität Göttingen  gehraucht,  bis  es  von  Kästners  Kompendien  ver- 
drängt wurde^).  Clairants  Algebra  erschien  in  holländischer  Sprache 
1760  zu  Amsterdam,  von  Arnoldus  Bastiaan  Strabbe  übersetzt. 
Eine  5.  französische  Ausgabe  in  zwei  Bänden  von  S.  F.  Lacroix  er- 
schien 1797  in  Paris.  Diese  enthält  Anmerkungen  und  Nachträge 
über  Gleichungstheorie,  Kettenbrüche  und  Logarithmen,  den  Vor- 
lesungen von  Lagrange  und  Laplace  an  der  Normalsehule  ent- 
nommen, und  eine  einleitende  Elementarschrift  über  Arithmetik,  die 
in  der  Vorrede  als  größtenteils  die  Arbeit  des  jungen  Jean  Baptiste 
Biet  (1774 — 1862)  bezeichnet  wird.  Lacroix  schrieb  an  Pietro 
Paoli  von  Pisa,  diese  Ausgabe  sei  doppelt  so  umfangreich  als  die 
früheren  und  enthalte  Theorien,  die  vorher  nie  in  Elementarwerken 
erklärt  worden  seien^).  Die  6.  Auflage  (1801  zu  Paris)  ist  vom 
Citoyen  Jean  Guillaume  Garnier  (1766 — 1840),  Professor  an  der 
Polytechnischen  Schule,  bearbeitet  und  enthält  eine  arithmetische  Ab- 

')  C.  H.  Müller,  „Studien  z.  Gesch.  d.  Math.  ...  an  der  Univ  Göttingoa", 
Abh.  B,  Geseh.  d.  matb.  WisB.,  18,  Heft,  Leipzig  1904,  S.  113.  Eine  zvi-eite  Auf- 
lag«, Berlin  1778,  enthielt  Zusätze  von  G.  F.  Tempelhof.  ')  Memorie  delU, 
regia  accademia  dv  scienzc,  Modena,  Serie  111,  Tom.  I,  1898,  Sezione  di  Seienze, 
p.  109. 
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handluDg  von  Charles  Marie  Simon  Theyeneau  (1759—1821) 
Clairauts  Algebra  wurde  yoü  Mathematikern  hoch  geschätzt. 
Lambert  schien  in  seinen  ersten  Schriften  Forschungsergebnisse,  die 
nicht  im  Clairaufc  zu  finden  waren,  als  neu  und  deshalb  der  Ver- 
öffentlichung würdig  anzusehen. 

Im  Jahre  1758  erschien  in  Halle  der  zweite  Teil  des  Oursus 
mathematici  von  Johann  Andreas  Segner  (1704—1777),  damals 
Professor  an  der  Universität  Halle,  Dieser  Teil  führte  den  Titel 
Elementa  analyseos  finitorum  und  behandelte  die  Algebra.  Ob- 
schon  Segner  einer  der  besten  Mathematiker  und  Physiker  in 
Deutschland  war,  fand  sein  Kursus  nicht  viele  Leser.  Segner  schrieb 
in  Latein  und  stellte  auch  an  die  Fähigkeiten  seiner  Schüler  hohe 
Ansprüche.  Von  1735 — 1754  war  er  Professor  der  Naturlehre  und 
Mathematik  in  Göttingen.  Sein  Nachfolger  an  dieser  Universität  war 
Abraham  Gotthelf  Kästner,  welcher  1760  in  Gottingen  unter  dem 
Titel  Anfangsgrunde  der  Analysis  endlicher  Größen  ein  Werk 
verfaßte,  welches  den  Bedürfnissen  des  Uuiversitätsunterrichts  in 
Deutschland  entsprach  und  zugleich  die  Lehren  der  großen  Mathe- 
matiker seiner  Zeit  ao  erfolgreich  popularisierte,  daß  es  lange  Zeit 
das  beliebteste  Kompendium  war.  Eine  zweite  Ausgabe  erschien  17()7; 
eine  sechste  vor  dem  Schlüsse  des  Jahrhunderts. 

Als  zweite,  während  der  Periode  1759—1799  verfaßte  Schrift 
nennen  wir  den  algebraischen  Teil  des  schon  früher  (S.  40)  angeführten 
Coura  de  mathematiques  ä  l'osage  des  gardes  du  pavillon 
et  de  la  marine,  1764 — 1769,  von  Bezout,  worin  eine  elementare 
Darstellung  der  von  Bezout  1764  veröfi'entlichten  berühmten  Ab- 
handlung über  die  Auflösung  von  Gleichungen  (S.  98)  gegeben  ist. 
In  seinem  Cours  de  mathematiques  a  l'usage  du  Corps  de 
l'artillerie,  1770 — 1772,  wird  dieae  Darstellung  weggelassen,  wahr- 
scheinlich weil  die  Sache  für  Anfänge)-  zu  schwer  war.  Sonst  ist 
die  Algebra  von   1770—1772  mit  der  früheren  beinahe  identisch. 

Der  zweite  Teil  eines  achtbändigen  Werkes,  betitelt  Lehrbegrif 
der  gesamten  Mathematik  von  Wenceslaus  Johann  Gustav 
Karsten  (1732  —  1787),  erschien  1768  zu  Greifswald.  Karsten 
lehrte  seit  1760  an  der  neuen  Universität  Bützow.  Durch  sein  Werk 
erhielten  die  auf  Mittel-  und  Hochschulen  eingeführten  Kompendien 
von  Wolf,  Segner,  Kästner  eine  gefährliche  Konkurrenz'^). 

Ohne  Zweifel  das  einflußreichste  Buch  über  Algebra  im  18.  Jahr- 
hundert ist  die  Vollständige  Anleitung  zur  Algebra  von  Leon- 
hard  Euler  (erste  deutsche  Ausgabe  1770  in   St.  Petersburg).     Die 


')  Allg.  Deutsche  Biographie  (Art.  v.  Günther). 
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Entstelnmgaweise  des  Werkes  ist  interessant.  Euler  schrieb  in  der 
Gazette  litt,  de  Berlin,  1768,  fol.  245,  ich  „nehme  mir  die  Frei- 
heit, Ihnen  von  meinen  Arbeiten  Nachricht  zu  ertheilen,  mit  welchen 
ich  mich  seit  dem  Verlust  meines  Gesichtes  beschäftigt  habe,  der  von 
Herrn  Krafft  und  meinem  älteren  Sohne  dadurch  ersetzt  worden, 
daß  sie  meine  Ideen  ausgearbeitet  und  öfters  durch  ihre  eigne  An- 
sichten weiter  ausgeführt  haben"^).  Bestimmtere  Auskunft  findet 
man  im  Vorbericht  zur  Ausgabe  von  1770:  Um  das  Lehrbuch  zu 
Terfertigen,  „erwählte  er  sich  einen  jungen  Menschen,  den  er  mit  sich 
aus  Berlin  zur  Aufwartung  genommen  hatte,  und  der  ziemlich  fertig 
rechnen,  sonsteu  aber  nicht  den  geringsten  Begriff  von  der  Mathe- 
matik hatte:  er  war  seines  Handwercks  ein  Schneider,  und  gehörte 
was  seine  Fähigkeit  anlajigt,  unter  die  mittelmäßigen  Köpfe.  Dem 
ohngeachtet  hat  er  nicht  nur  alles  wohl  begriffen,  was  ihm  sein  großer 
Lehrer  vorsagte,  und  zu  schreiben  befahl,  sondern  er  wurde  dadurch 
in  kurzer  Zeit  in  den  Stand  gesetzt  die  in  der  Folge  vorkommende 
schwere  Buchstaben- Rechnungen  ganz  allein  auszuführen." 

Im  Vorbericht  der  Ausgabe  von  1770  wird  auch  mitgeteilt,  daß 
„schon  vor  zwey  Jahren  eine  russische  Uebersetzung  zum  Vorschein 
gekommen  ist".  In  etwas  kleinerem  Druck  als  die  erste  deutsche 
Ausgabe  erschien  1771  eine  zweite,  welche  als  Verlagsort  in  vieieu 
Exemplaren  Lund,  in  anderen  St.  Petersburg  aagab.  Eine  Übersetzung 
ins  Französische  wurde  von  Johann  Bernoulli  IIL,  Direktor  au 
der  Sternwarte  zu  Berlin,  angefertigt  und  von  Joseph  Louis  La- 
grange mit  Zusätzen  über  die  unbestimmte  Analysis  versehen.  Diese 
berühmte  Ausgabe  erschien  1774  zu  Lyon.  Andere  französische  Aus- 
gaben erschienen  zu  Lyon  1795  (an  III),  St,  Petersburg  und  Paris 
1798,  Paris  180P). 

Valentin*)  nennt  zwei  holländische  Ausgiiben,  Amsterdam  1773, 
Dordrecht  1807. 

Eine  lateinische  Ausgabe,  mit  den  Zusätzen  von  Lagrange, 
wurde  1790  in  Venedig  gedruckt.  In  den  Jahren  1796 — 1797  ver- 
öffentlichte Johann  Philipp  Grüson  zu  Berlin  die  erste  deutsehe  Aus- 
gabe nach  der  von  1771,  obgleich  1789  ein  Auszug  von  Eulers  Algebra 
von  Johann  Jacob  Ebert,  Professor  der  Mathematik  zu  Witten- 
berg, in  Frankfurt  am  Main  geliefert  worden.  Eine  andere  deutsche 
Ausgabe  erschien  in  St.  Petersburg  im  Jahre  1802.    Es  ist  auö^aUend, 


1)  Scheibe],  Einl.  zu  Matli.  BiicherkentniB,  Breslau  1781,  Bd.  I,  S.  103, 
*)  G.  Valentin  in  Bibliotheea  Mathematica,  N.  P.  12,  1898,  S,  42,       »)  Ebenda, 
8.  43.     Hier  werden  auch  einige  andere,  von  uns  nicht  angeführte  Ausgaben  an- 
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daß  vor  1797  keine  englische  Übersetzung  angefertigt  wurde.  In  diesem 
Jahre  gab  John  Hewlett  unter  der  Mitwirkung  seines  Schülers 
Francis  Horner  zu  London  eine  solche  aus  dem  Französischen, 
■wovon  die  zweite  Auflage  1810,  die  dritte  1822  und  die  fünfte  1840 
erschien.  In  der  zweiten  schreibt  der  Herausgeber  Überall  x^  statt 
des  früher  gebräuchlichen  x  .  x,  und  x^  statt  x  .x  .x.  Im  Jahre  1818 
gab  John  Farrar,  Professor  der  Mathematik  an  der  Harvard  Uni- 
versität zu  Cambridge  in  Massachusetts,  einen  Auszug  heraus,  welcher 
den  Titel  führt  An  lutroduction  to  the  Elements  of  Algebra, 
.  .  .  Selected  from  the  Algebra  of  Euler. 

In  Italien  schrieb  Padre  Odoardo  öherli  1771  zu  Modena  den 
zweiten  Teil  des  schon  auf  S.  47  angeführten  siebenhändigen  Kom- 
pendiums, Gli  elementi  teorico-pratici  delle  matematiche 
pure,  worin  die  Algebra  mit  großer  Vollkommeßheifc  erklärt 
wird.  In  der  Vorrede  zum  letzten  Bande  wird  ein  Gratulations- 
schreiben von  Lagrange  an  Gherli  angeführt,  worin  Lagrange 
den  Autor  auch  auf  seine  eigenen  Abhandlungen  über  die  Auflösung 
von  Gleichungen  in  den  Berliner  Memorien  der  Jahre  1770  und  1771 
(veröffentlicht  1772  und  1773)  aufmerksam  macht.  Es  folgt  dann 
ein  Auszug  dieser  Abhandlungen.  Gherlis  Bücher  fanden  in  Italien 
nur  geringen  Absatz,  was  vielleicht  ihrem  unpassenden  Quartoformat 
zuzuschreiben  ist. 

Pietro  Paoli,  Professor  an  der  Universität  Pisa,  gab  1794 
ein  Werk  mit  dem  Titel  Elementi  d'algebra  in  drei  Bänden 
heraus,  deren  erster  der  Algebra  von  endlichen  Größen  gewidmet  ist. 
Obschon  die  Elem entarteile  eher  kurz  gefaßt  sind,  wurde  das  Werk 
von  Mathematikern  hoch  geschätzt. 

Im  Jahre  1799  (an  VII)  erschien  in  Paris  die  erste  Auflage  der 
Elemona  d'algebre  von  Sylvestre  Fran^ois  Laeroix,  ein 
Werk,  welches  nicht  nur  in  Frankreich,  sondern  in  ganz  Europa  und 
in  den  Vereinigten  Staaten  großen  Einfluß  auf  den  Unterricht  aus- 
übte. Im  gleichen  Jahre  veröffentlichte  James  Wood  in  Cambridge 
seine  Elements  of  Algebra,  die  auf  den  englischen  Universitäten 
lange  Zeit  als  „Standard  work"  galten^). 

Nachdem  wir  nun  die  bedeutenderen  Lehrbücher  über  Algebra, 
welche  während  der  Zeit  gedruckt  wurden,  aufgezählt  haben,  werden 
wir  die  damalige  Darstellung  von  Grundprinzipien  dieser  Wissenschaft 
unserem  Studium  unterziehen.  Wie  wurde  der  Zahlbegriff  aufgefaßt? 
Inwieweit  wurde  die  Algebra  logisch  entwickelt?  Wir  machen  die 
einleitende  Bemerkung,    daß   die  Mathematik  noch   allgemein  als  die 


')  W.  W.  H.  Ball's  Matiicmatics  at  Cambridge,   1889,  p.  110. 
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WisBeiisehaft  von  der  Große  definiert  wurde.  Man  findet  diese  De- 
finition z.  B.  in  den  Werken  von  Christian  Wolff*),  Kästner^), 
LaCaiIle'),Sauri  {1741— 1785)*),  B^zout^),  D'Alembert«),  Abel 
Bürja'),  Georg  Vega  (1756-1802)«),  Johann  Georg  Büseli»), 
Johann  Friedrich  Lorenz.^"),  Georg  Mefczburg^^),  Johann 
Heinrieh  Voigt"),  Pietro  Paoli^*).  In  keinem  Lehrbuch  sind 
wir  einer  wesentlich  verschiedenen  Definition  begegnet.  Sie  ist  alt, 
kann  aber  kaum  griechischen  TJrspruni^s  sein,  denn  die  Griechen 
hatten  eine  Geometrie,  worin  Probleme  vorkamen,  wie  dasjenige,  zu 
entscheiden,  ob  vier  Punkte  auf  einer  Ebene  liegen.  Solche  Probleme 
hatten  mit  Größenbestimmungen  nichts  zu  tun.  Im  17.  und  18. 
Jahrhundert  fand  der  Ausdruck,  Mathematik  „die  Wissenschaft  von 
der  Größe",  wenig  Anstoß.  Immanuel  Kant  war  mit  demselben 
nicht  einverstanden.  Einige  Ideen  von  Lagrange,  die  in  seinen 
Untersuchungen  über  Gleichungen  enthalten  sind  und  die  Keime  der 
Substitutionstheorie  sind,  passen  in  diese  Auffassung  der  Mathematik 
nicht  hinein.  Dennoch  war  sie  bei  Mathematikern  beinahe  universal. 
Wenn  aber  Mathematik  die  Wissenschaft  von  der  Größe  ist, 
dann  muß  der  einfachste  mathematische  Akt  —  das  Zählen  —  not- 
wendig als  eine  Messung  und  die  Zahl  als  ein  Verhältnis  angeseheß 
werden.  Dieser  Schluß  wurde  aber  unseres  Wissens  in  Wirklichkeit 
nicht  gezogen,  obsehon  viele  Autoren  dem  Beispiel  von  Newton 
folgten  und  die  Zahl  als  ein  Verhältnis  betrachteten.  An  den  Begriff 
der  meßbaren  Größen  anknüpfend,  drückt  sich  Christian  Wolff  so 
ans:  „Zahl  ist  dasjenige,  was  sieh  zur  Einheit  verhält  wie  eine  gerade 
Linie  zu  einer  gewissen  anderen  Geraden"  '*).  Bei  Ausmessungen 
kommt  es  darauf  an,  sagt  Leonhard  Euler*^),  „daß  man  bestimme,  in 
was  für  einem  Verhältniß  die  vorgegebene  Größe  gegen  dieses  [  Einheits-] 
Maaß  stehe,   welches  jederzeit  durch  Zahlen   angezeigt  wird,   so    daß 


')  Mftthemat.  Leiicon,  Leip7,igl716,  Artikel  „Mathematik".  ')  Anfangsgründe 
ä.  Arithmetik,  üeometrie  usw.,  Göttingeu  1758,  S.  3,  Dieaea  Werk  wurde  später 
mit  neuen  Teilen  nnter  dem  Titel  Anfange  gründe  derMatheinatik  Eusammen- 
begriffen.  'j  Le^one  elementairee  de  niathematiriues,  Paris  mO,  p.  1.  *)  Oours 
complet  de mathematiques  par  M.  l'Abbe  Bauri,  ancien  profeeseur  de  pHlosophie 
en   l'universit^  de  Montpellier,  T   I,  Paris  1774,  p   1-  *)  Cours  de  mathöma- 

tiquea  ä  i'uaage  du  corpa  de  Vartillene,  Paris  1797,  p.  1.  ')  Encjclopedie 

möthodique,  „Matliematiqae".  ')  Der  Belbstiemende  Algebriat,  I,  Teil,  Berlin 

nnd  Libau  1786  (Vorrede)         ')  Vorles   u    d   Mathematik,  I.  Bd.,  3.  Aufi.,  Wien 
1803,  S.  2.         ")  J.  G.  BüBch,  op   eit    S   1  "^  J.  F.  Lorenz,  op.  cit.,  Bd.  I, 

1798,  8.  IH.     ")  Anleitung  zur  Mathematik,  I  Teil,  Wien  1798,  S.  1.     ")  Grund- 
lehren d.  reinen  Math.,  Jena  1791,  hl  '=)  Paoli,  op,  cit.  T.  I,  S.  1. 
'*}  Elementa  matheseos  universae  (Eipmenta  arithmeticae)  Halae  1710,    att.  10. 
")  Anleitung  zur  Algebra,  I.  Tel.  t^t  Petersburg  1770,  S.  5. 
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eine  Zahl  nichts  andere  ist  als  das  Verhältniß,  worinnen  eine  Größe 
gegen  eine  andere,  welche  für  die  Einheit  angenommen  wird,  steht. 
Hieraus  ist  klar,  daß  sich  alle  Größen  durch  Zahlen  ausdrücken 
lassen,  und  also  der  Grund  aller  mathematischen  Wissenschaften  darin 
gesetzt  werden  muß,  daß  man  die  Lehre  Ton  den  Zahlen  . . .  genau  in 
Erwegung  ziehe,  und  voUstJ'iDdig  abhandele."  Hier  ist  der  Gedanken- 
gang dem  von  uns  oben  angedeuteten  entgegengesetzt.  Die  quanti- 
tative Idee  wird  der  Zahl  zugeschrieben  und  daraus  der  Schluß  ge- 
zogen, daß  Mathematik  die  Wissenschaft  von  der  Größe  sei.  Dann 
und  wann  findet  man  auch  in  anderen  Lehrbüchern  dieser  Zeit  die 
Zahl  ausdrücklich  als  ein  Verhältnis  erkLHrt.  „Das  1  selber  ist  eine 
Zahl:  denn  1  halt  eine  Verhaltnuss  zu  eins",  sagt  einer*).  „Das  Ver- 
hältnis irgend  einer  Größe  zu  einer  gleicher  Art,  die  als  Einheit  er- 
wählt ist,  wird  eine  Zahl  genannt,  und  man  nennt  Arithmetik  die 
Wissenschaft  von  solchen  Verhältnissen"^).  Gewöhnlich  wird  aber 
der  Begriff  des  Verhältnisses  oder  des  Messens  nicht  so  scharf  her- 
vorgehoben, so  daß  man  im  Zweifel  ist,  ob  das  Zählen  als  ein  wirk- 
liches Messen  aufgefaßt  wurde.  „Eine  Menge  von  Dingen  einer  Art 
heißt  eine  ganze  Zahl",  sagt  Kästner^).  Diese  Definition  der  Zahl 
ist  der  Euklidischen,  „eine  aus  Einheiten  bestehende  Menge",  ganz 
ähnlich  und  hat  keine  notwendige  Verknüpfung  mit  Verhältnissen. 
Bei  Euklid  waren  Verhältnisse  keine  Zahlen.  Bei  Bezout*)  scheint 
der  Meßbegriff  vorzuherrscheu,  denn  er  sagt:  „!e  nombre  exprime  de 
combien  d'uuites,  ou  de  parties  d'unites,  une  quantite  est  composee" 
und  „l'unite  est  une  quantite  que  l'on  prend  .  .  pour  servir  de  terme 
de  coraparaison  ä  toutes  les  quantites  d'une  m§me  espece".  Andere 
Schriftsteller  führen  unbedeutende  Wortänderungen  ein,  „Mehrere 
gleichnamige  Einheiten  machen  eine  Zahl  aus"^).  „Mehrere  solche 
zusammengestellte  Einheiten  geben  eine  ganze  Zahl"^).  Ob  bei  diesen 
und  ähnlichen  Ausdrücken,  die  in  Lehrbüchern  allgemein  vorkommen, 
die  Zahl  ausschließlich  als  ein  Verhältnis  anzunehmen  ist  oder  nicht, 
hängt  davon  ab,  ob  die  Schriftsteller  stillschweigend  den  Gedanken- 
gang von  Newton  und  Wolf  oder  von  Euklid  befolgten. 

J.  iP.  Heynatz')  macht  die  Bemerkung:  „Einige  leugnen,  daß 
Eins  oder  die  Einheit  eine  Zahl  sey,  und  lassen  nur  das,  was  durch 
die  Wiederholung  der  Einheit  herauskömmt  .  .  für  eine  Zahl  gelten". 

')  Jacob  Friederich  Maler,  Unterricht  zum  Kechnen,  Catlsruhe  1766, 
S.  23.  >5  E.  Develey,  Aritiunetique  D'ilmjle,  2.  Ed.,  Paria  1802,  p.  2, 

>)  Kästner,  op.  cit.S.  ai.  '}  Bözout,  op.  cit.  T.  I,p.  2.  ")  Matthias  Haußer, 
Analytische  Ahhandlung  dei  Anfangsgründe  d,  Mathematik,  I.  Teil,  Wien  1778, 
S,  1.  «)  Johann  Georg  Prändels  Arithmetik,  München  17'J5,  8,  3 

')  Hejnatz,  op.  nit,  S.  3. 
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Condillac'-)  hebt  hervor,  daß  wenn  eine  Zahl  als  eine  Menge  von 
Einheiten  angenommen  wird,  1  keine  Zahl  sei.  Gherli*)  sagt  aus- 
drücklich: „runitä  non  e  nuraero". 

Kästner  nennt  einen  Bruch  eine  ganze  Zahl,  deren  Einheit  ein 
Teil  der  ursprünglichen  Einheit  ist  und  so  viele  Einheiten  hat,  als 
der  Zähler  anzeigt.  Irrationalzahlen  oder  surdische  Zahlen  lassen  sich 
nach  Kästner  „weder  durch  ganze  Einheiten  noch  durch  Theile  der 
Einheit  vollkommen  richtig  ausdrücken"*). 

Einen  ganz  neuen  Zahlbegriff,  welchem  die  Mathematiker  des 
18.  Jahrhunderts  gar  keine  Aufmerksamkeit  schenkten,  gab  Immanuel 
Kant  1781  in  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft*),  worin  er  sich 
so  ausspricht:  ,rDa8  reine  Schema  der  Größe  aber  (quantitatis),  als  eines 
i  des  Verstandes  ist  die  Zahl,  welche  eine  Vorstellung  ist,  die 
e  Addition  von  Einem  zu  Einem  (gleichartigen)  zusammen 
befaßt;  also  ist  die  Zahl  nichts  anderes  als  die  Einheit  der  Synthesia 
des  Mannigfaltigen  einer  gleichartigen  Anschauung  überhaupt,  dadurch 
daß  ich  die  Zeit  selbst  in  der  Apprehension  der  Anschauung  erzeuge". 
Erst  im  19.  Jahrhundert  wurde  dieser  auf  die  Vorstellung  der  Zeit 
gegründete  Zahlbegriff  von  einigen  Mathematikern  (z.B.  W.R.Hamil- 
ton) freundlich  aufgenommen. 

Die  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  durch  die  Einfuhrung  negativer 
Zahlen  war  die  Folge  des  Bedürfnisses,  die  Subtraktion  allgemein  aus- 
führen zu  können.  Eine  solche  Allgemeinheit  wurde  in  der  Ent- 
wicklung der  Algebra  schon  früh  als  eine  große  üequemliehkeit  er- 
kannt. Zur  Einführung  negativer  Zahlen  durch  die  Not  gedrungen, 
war  es  den  Mathematikern  nie  gelungen,  die  Theorie  derselben  von 
störenden  Paradoxien  ku  befreien.  In  der  zweiten  Hälfte  des  Jahr- 
hunderts wurden  die  allgemeinen  Erklärnngen  negativer  Zahlen  und 
ihrer  Operationsregeln  allmählich  als  unzureichend  erkannt,  ohne  daß 
aber  im  18.  Jahrhundert  eine  strenge  Entwicklung  der  logischen  Vor- 
aussetzungen erreicht  wurde.  Gegen  Ende  des  Jahrhunderts  begegnet 
man  Forschern  da  und  dort,  die  den  Zahlbegriff  auf  positive  Zahlen 
beschränken  möchten,  um  dadurch  die  „Pfuschereien"  in  der  Mathe- 
matik zu  vermeiden.  Der  Einwand  gegen  imaginäre  Zahlen  war  noch 
stärker  als  gegen  die  negativen,  obschon  alle  Mathematiker  ersten 
Ranges  von  beiden  ohne  Bedenken  beständigen  Gebrauch  machten. 

Ein  Schriftsteller,  welcher  während  der  letzten  vierzig  Jahre  des 
Jahrhunderts    in   England    eine    Reaktion    gegen    den    Gebrauch    von 


')  La  langue  des  cakuls,  p.  ii.     *)  Gherli,  op.  cit.  T.  I,  p,  '2,     ')  Kä 
op.  cit.  S,  10-2,  *)  Kants  sämtl.  Werke,  herausgeg.  von  Hartecstei 
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negativen  und  imaginären  Großen  in  der  Alj^ebra  hervorzurufen 
suchte  und  bei  einigea  gewissenhaften  Mathematikern  nicht  ersten 
Ranges  auch  Anerkennung  fand,  war  Francis  Maseres  (1731  bis 
1824).  Schon  früher  hatte  Robert  Simson,  welcher  1711  zum  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universität  von  Glasgow  ernannt  wurde 
und  während  beinahe  fünfzig  Jiihren  diese  Stelle  bekleidete,  negative 
Zahlen  in  der  Algebra  verworfen^).  Maseres  schrieb  1758  zu 
London  eine  in  der  Gleiehungstheorie  weiter  zu  besprechende  Dis- 
sertation on  the  use  of  the  negative  sign  etc.  Er  war  damals 
„fellow  of  Clare-Hall"  in  Cambridge.  In  dieser  und  in  späteren 
Schriften  sucht  er  negative,  sowie  imaginäre  Größen  aus  der  Algei>ra 
zu  verbannen,  durch  welche  die  sonst  klare  und  elegante  Wissenschaft 
bewölkt  worden  sei.  Eine  negative  Große  definiert  er  als  eine  Zahl, 
die  von  einer  größeren  abgezogen  werden  soll.  Der  Ausdruck  a  —  b 
habe  keinen  Sinn,  wenn  fc  >  a  ist;  (— 5)  (— r>)  = -j- 25  bedeute  nur, 
daß  5x5==  25,  ohne  Rücksicht  auf  Zeichen,  oder  es  sei  hinter 
Unsinn.  So  lange  er  nur  im  Bereich  der  positiven  Zahlen  zu  rechnen 
unternahm,  mußten  natürlich  alle  wirklieh  negativen  Zahlen  sinnes- 
widrig  erscheinen. 

Die  Anfangsgründe  der  Arithmetik,  Geometrie  und 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  von  A.  G.  Kästner, 
welche  im  gleichen  Jahre  (1758)  zu  Göttingen  erschienen,  enthalten 
eine  wirkliche  Erweiterung  des  ZahlbegrifFs,  obschon  die  Exposition 
noch  immer  mangelhaft  ist.  „Entgegei^esetzte  Größen  heißen  Großen 
von  einer  Art,  die  unter  solchen  Bedingungen  betrachtet  werden, 
daß  die  eine  die  andere  vermindert"  (I.  Gap.,  Art.  90).  „Man  kann  die  ver- 
neinende Größe  als  etwas,  das  von  der  bejahenden  abgezogen  werden 
muß,  ansehen,  und  also  mit  dem  Zeichen  —  bezeichnen,  wenn  die 
bejahende  +  hat"  (Art.  92).  „Die  verneinende  Größe  kann  die  be- 
jahende übertreffen"  (Art.  93).  „Dieses  Negative,  das  übrig  bleibt, 
ist  eine  wirkliche  Große,  nur  der,  die  als  positiv  betrachtet  wird, 
entgegengesetzt"  (Art.  94).  Die  Auffassung,  daß  eine  verneinende 
Größe  „abgezogen  werden  muß",  hat  bis  in  das  19.  Jahrhundert  ge- 
dauert. 

Von  Kästner  beeinflußt,  verfaßte  Immanuel  Kant  1763  eine 
Schrift,  Versuch  den  Begriff  der  negativen  Größen  in  die 
Weltweisheit  einzuführen^).  „Einander  entgegengesetzt  ist,  wo- 
von   Eines    dasjenige    aufhebt,   was    durch    dos    Andere    gesetzt    ist. 


')  C.  Wordswortli,  Seholae  Academicae :  Some  Accouat  of  tlie  Studios  at 
English  Univeraitiea  in  the  la.  Cfiiiturj,  1877,  p.  68,  ')  I.  Kant,  SämmÜiche 

Werke,  lierausg.  v.  6.  Hartenstein,  Bd.  II,  Leipzig   1867,  S.  71—79. 
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Diese  Entgegensetzung  ist  zwiefach;  entweder  logisch  durch  den 
Widerspruch,  oder  real,  d.  i.  ohne  Widerspruch,"  „Es  sind  die 
negativen  Größen  nicht  Negationen  von  Größen,  wie  die  Ähnlichkeit 
des  Ausdrucks  ihn  hat  vermuten  lassen,  sondern  etwas  an  sich  seihat 
wahrhaftig  Positives,  nur  was  dem  andern  entgegengesetzt  ist."  Seine 
Exposition  der  Zeichen  +  und  —  ist  nicht  so  gewandt.  „Da  die 
Subtraction  ein  Aufheben  ist,  welches  geschieht,  wenn  entgegenge- 
setzte Größen  zusammengenommen  werden,  so  ist  klar,  daß  das  ^ 
eigentlich  nicht  ein  Zeichen  der  Suhtraction  sein  könne,  wie  es  ge- 
meiniglich vorgestellt  wird,  sondern  das  -j-  und  —  zusammeu  nur  zu- 
erst eine  Abziehung  bezeichnen.  Daher  —4^5  =  —  9  gar  keine 
Subtraction  war,  sondern  eine  wirkliche  Vermehning  und  Zusammen- 
thuung  von  Großen  einerlei  Art.  Aber  +9  —  5  =  4  bedeutet  eine 
Abziehung,  indem  die  Zeichen  der  Entgegensetzung  andeuten,  daß 
die  eine  in  der  anderen,  soviel  ihr  gleich  ist,  aufhebe." 

Um  den  Gedankengang  in  Lehrbüchern  in  größerer  Kürze  dar- 
stellen zu  können,  werden  wir  die  Erklärungen  in  Eulers  Voll- 
ständige Anleitung  zur  Algebra  (1770)  vorführen  und  sie  kurz 
mit  denen  anderer  Autoren  vergleichen.  Das  Werk  ist  in  populärem 
Stile  geschrieben.  Was  logische  Entwicklung  von  Grundprinzipien 
anbelangt,  kann  es  aber  mehreren  anderen  Werken  dieser  Zeit  nicht 
vorgestellt  werden.  Der  Ruhm  dieses  Lehrbuches  scheint  uns  eher 
dem  zweiten  Teile,  über  die  unbestimmte  Analysis,  als  dem  ersten 
Teile  zuzuschreiben  zu  sein. 

In  Art.  8  sagt  Euler:  „Wann  zu  einer  Zahl  eine  andere  hinzu- 
gesetzt oder  addiert  werden  soll,  so  wird  solches  durch  das  Zeichen  + 
angedeutet,  welches  der  Zahl  vorgesetzt  und  plus  ausgesprochen  wird". 
Art.  11:  „Wann  hingegen  von  einer  Zahl  eine  andere  weggenommen 
werden  soll,  oder  subtrahirt  wird,  so  wird  solches  durch  das  Zeichen  — 
minus  angedeutet,  weiches  soviel  als  weniger  ist,  und  derselben 
Zahl,  weiche  weggenommen  wird,  vorgesetzt  wird".  Nach  dieser  Ein- 
führung von  -f-  und  —  als  Operationszeichen  liest  mau  folgendes  in 
Artikel  16:  „Hier  kommt  also  die  Hauptsache  darauf  an,  was  für  ein 
Zeichen  eine  jegliche  Zahl  vor  sich  stehen  hat;  daher  pflegt  man  in 
der  Algebra  die  Zahlen  mit  ihren  vorstehenden  Zeichen  als  einzelne 
Größen  v.n  betrachten,  und  diejenigen,  welche  das  Zeichen  -\-  vor  sich 
haben,  bejahende  oder  positive  Großen  zu  nennen,  diejenigen  aber,  welche 
das  Zeichen  —  vor  sich  haben,  werden  verneinende  oder  negative 
Größen  geneniiet".  Sind  nach  dieser  Erklärung  die  Zeichen  +  und 
—  noch  immer  überall  als  Operationszeichen  zu  betrachten?  Hat 
man  in  den  gewöhnlichen  Rechenbüchern  nicht  auch  negative  Zahlen 
an  Stellen,  wo  das  Zeichen  —  benutzt  wird?    Kann  eine  negative  Zahl 
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zu  einer  anderen  addiert  werden?  Darüber  gibt  der  Autor  keine 
genügende  Auskunft. 

Die  Zeichen  +  und  —  in  der  Algebra  immer  nur  als  Operations- 
zeielien  ausdrueklicli  zu  erklären,  und  sie  hernach  ohne  zulängliche 
Auseinaudereetzungen  auch  zur  Bezeichnung  positiver  and  aegatiyer 
Zahlen  zu  gebrauchen,  war  ein  allgemeines  Verfahren  in  Lehrbüeheru 
damaliger  Zeit.  Man  findet  es  in  den  Werken  von  Clairaut, 
Maclaurin,  Thomas  Simpson,  W.  Emerson,  William  Trail'), 
Bezout,  Sauri,  Blassiere,  Busch,  Bürja,  Prändel,  Karsten, 
Gherli,  Paoli,  Da  Cunha  und  Bossut.  Daß  bei  diesem  Verfahren 
die  Erschaffung  einer  neuen  Zahlengattung  für  die  Verallgemeinerung 
der  Subtraktion  nicht  klar  hervortritt,  ersieht  man  aus  der  Bemer- 
knug  von  Thomas  Simpson,  daß  —  a  in  einem  Sinne  so  unmög- 
lich sei  wie  "|/—  6,  da  es  nicht  möglich  sei,  a  von  nichts  abzuziehen, 
und  der  Begriff  oder  Irrglaube  einer  Größe  weniger  als  Nichts  sinnes- 
widrig sei.  Trail  behauptet,  eine  negative  Größe  an  sich  sei  uner- 
klärlich. In  einer  Pariser  Promotionsachrift  des  Jahres  1774  heißt 
es^):  Keine  absolute  Größe  kann  —  —■  (t;  weshalb  die  Zeicheuregel  in 
der  Multiplikation  nur  für  Polynomien  gilt.  Daß  die  Möglichkeit 
negativer  Zahlen  von  vielen  geleugnet  wurde,  erheilt  auch  aus  einer 
Promotion  BS  chrift  gleichen  Jahres  an  der  Universität  Kopenhagen, 
worin  negative  Großen  durch  Beispiele  erklärt  werden^). 

In  einigen  Lehrbüchern  werden  +  und  —  zuerst  zur  Bezeich- 
nung entgegengesetzter  Zahlen  angewandt  und  dann  später  still- 
schweigend auch  als  Operations  zeichen  gebraucht.  Dieses  ist  z.  B.  bei 
Saunderson^),  Le  Blond  und  Haußer  der  Fall.  Die  zweifache 
Bedeutung  von  +  und  —  wird  aber  in  einigen  wenigen  Schriften 
recht  sorgfältig  erklärt,  z.  B.  in  der  Traite  elementaire  de  l'ana- 
lyse  mathematique,  Paris  1797,  von  Jacques  Antoine  Joseph 
Cousin  (1739—1800),  Professor  an  dem  College  de  France.  Das 
Werk  wurde  von  ihm  zur  Zeit  der  Schreckensherrschaft  im  Gefäng- 
nis geschrieben. 

Bei  der  Multiplikation  ist  folgendes  bei  Euler  (Artikel  32)  \on 
Interesse:  ,,Wir  woilen  erstlich  —  a    mit   3    oder    +  3    multiphcuen; 

')  Elementa  of  Algebra  for  tbe  Use  of  Students  m  UniveraitieB,  S'^  Ed 
178'J  (1°'  Ed.  1778).  Im  Dict  of  the  anonjmous  and  pBeadonjmouB  hteiature 
of  (ireat  Britain,  bj  S  Halkett  and  J  Lamg,  Edinburgh  ISia,  p  ^d8,  wird 
dieseB  Werk  dem  Rev  William  Trail,  PioleBBOr  der  Mattematik  am  Manshal 
College  zu  Äberdeen,  zugeachrieben  ')  Theees  raj.thejnatica'-  demonstrabit 

TheodoniB  Anna  Bom-ree  de  norberun,  1774  „NiilU  quautitde  absoluta,  est 
=^^a;  hinc  in  soüb  polynomuB  obtmet  signotum  regula"  ';  S   A   Chri- 

stenaen,  op.  cit.  S.  IBO  *1  ^aunderBona  Algebra,  übersetzt  von  GruBon, 

Halle  1798,  I.  Teil,  S.  102,  12J 
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weil  nun  —  a  sils  eine  Schuld  anf^esehen  werden  kann,  so  ist  offen- 
bar, daß  wunn  diese  Schnld  3  mal  genommen  wird,  dieselbe  auch 
3  mal  größer  werden  müsse,  folglich  wird  das  gesuchte  Product  —  3 « 
seyn."  Nicht  so  klar  ist  der  nächste  Ausspruch,  daß  „wann  eine 
positive  Größe  mit  einer  negativen  multiplicirt  werden  soll,  das  Pro- 
duct negativ  werde",  da  der  Fall,  wo  +  w  mit  —  h  multipliziert 
werden  soll,  gar  nicht  besprochen  wird.  Euler  fährt  fort  (Art.  33): 
„Nun  ist  also  noch  dieser  Fall  zu  bestimmen  übrig:  nämlich,  wann  — 
mit  —  multiplieirt  wird,  oder  —  a  mit  ~  h.  Hierbey  ist  zuerst 
klar,  daß  das  Product  in  Ansehung  der  Buchstaben  heißen  werde, 
ai:  ob  aber  das  Zeichen  -f-  oder  —  dafür  zu  setzen  sey,  ist  noch 
ungewiß,  so  viel  aber  ist  gewis,  daß  es  entweder  das  eine,  oder 
andere  seyn  muß.  Nun  aber,  sage  ich,  kann  es  nicht  das  Zeichen  — 
seyn?  Dann  —  a  mit  +  ^  muit.  giebt  —  «&,  und  also  —  a  mit  —  i 
mult.  kann  nicht  eben  das  geben,  was  —  a  mit  +  b  giebt,  sondern 
es  muß  das  Gegentheil  herauskommen,  welches  nehmlich  heißt,  +  ab. 
Hieraus  entsteht  die  Regul,  —  mit  —  multiplieirt  giebt  -[-  eben  so 
wohl  als  +  mit  -\-."  Diese  Aussprüche  soll  der  LesiT  augenscheinlich 
als  einen  Beweis  der  paradoxischen  Zeiehenregel  akzeptieren,  obschon 
man  dieselben  kaum  eine  Demonstration  nennen  darf.  Euler  hätte 
beinahe  ebenso  gut  behaupten  können,  das  Produkt  sei  —  ah,  weil 
es  eben  nicht  das  geben  kann,  was  +  a  mit  +  J  giht;  ein  Schluß, 
den  wir  später  (S.  85)  bei  Daniel  Porro  wirklich  vorfinden. 
Euler  sucht  giir  nicht  zu  entscheiden,  inwieweit  die  Operations  rege  In 
einfach  auf  Voraussetzungen  beruhen  und  inwieweit  sie  wirklich  be- 
wies en  werden  können. 

Die  Beweisführungen  dieser  Regel  in  anderen  Lehrbüchern 
weichen  gewöhnlich  von  der  Eulerschen  bedeutend  ab.  „Um  zu  be- 
weisen," sagt  Saunderson^),  „daß  -|- 4  multiplizirt  mit  —3,  —12 
macht,  multiplizire  man  -|-  4  nach  einander  mit  -f  3,  0  und  —  3,  und 
die  Produkte  machen  eine  arithmetische  Progression;  die  zwey  ersten 
sind  12  und  0,  das  dritte  also  —  12,  und  das  Produkt  von  +  4  mit 
—  3  gleich  —  12,"  Schreibt  man  hier  überall  —  4  und  -j-  12,  statt 
+  4  und  —  12,  hat  man  Saundersons  Nachweis,  daß  -  ■  —  ^  -f. 
Der  Leser  muß  dabei  mit  dem  Satze  „bekiinnt  gemacht  worden  seyn", 
daß  wenn  Zahlen  in  arithmetischer  Progression  durch  einen  Multipli- 
kator, oder  wenn  eine  Zahl  durch  jede  Zahl  einer  arithmetischen 
Progression  multipliziert  wird,  die  Produkte  ebenfalls  eine  arithme- 
tische Progression  bilden.  Dieser  ohne  Beweis  angenommene  Satz 
birgt  aber  wichtige  Voraussetzungen  in  sich. 

')  SaundersoD,  Aufl.  Grüaon,  17ö8,  I,  S.  113. 
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Die  Nfichweise  von  Segner^),  Karsten^)  und  Da  Cunha*)  ruhen 
auf  einem  unbewiesenen  Satz  und  setzen  zu  gleicher  Zeit  stillschwei- 
gend vorans,  daß  1  ■  +  fe  =  +  &  und  1  ■  —  6  =  —  fc  ein  Teil  dessen, 
was  die  Autoren  beweisen  wollen.  Der  Satz  lantet:  Wenn  in  einer 
Proportion  die  zwei  ersten  Glieder  gleiche  (oder  ungleiche)  Zeichen 
haben,  müssen  die  zwei  letzten  auch  gleiche  (oder  ungleiche)  Zeichen 
haben.  Es  ist  1  :  a  =  ~  h  :  a  (—  h),  1  :  —  a  =  i  :  (~  a)  b, 
i:a  ^i:a  .b,  1  :  —  a  =  —  b  :  {—  a)  {—  h).    Also  iniisse  +  a  ■  ~b  und 

—  a  ■  -i-  b  =^  —  ab,  aber  -j-  tt  ■  +  fe  und  —  a  ■  -—b  —  -i~  ah  sein. 

Clairaut  betrachtet  in  seiner  Algebra  (Art.  43,  44,  45,  60)  das 
Produkt  (a  —  6)  (c  —  d),  wo  (a  —  6)  so  yiel  mal  zu  nehmen  ist,  als 
in  (c  ~  d)  Einheiten  sind.  Man  hat  {a  —  b)c  >-- ac —  bc.  Um  aber 
das  richtige  Resultat  zu  erlangen,  muß  man  {a  —  h)d  oder  ad~bd 
abziehen,  wodurch  man  das  wahre  Endresultat  ac^hc  —  ad -\-bd 
erhält.  „Es  erheilet  folglich  zugleich,  daß  das  Gflied  hd,  .  .  .  das 
Zeichen  -|-  hat,  da  indessen  die  Buchstaben  b  und  d,  . .  .  das  Zeichen 

—  haben."  Damit  ist  aber  Olairaut  nicht  zufrieden.  Man  muß 
noch  sehen,  „ob,  wenn  zwo  negative  Größen,  als  —  6  und  —  d,  keine 
positive  Größe  vor  sich  haben,  ihr  Produkt  noch  bd  sey".  Zu  dem 
Zweck  setzt  er  et  -=  c  =-  0  und  erhält  ~b  ■  —  d^  +  bd.  Thomas 
Simpson  geht  nicht  ao  weit;  er  betrachtet  das  Produkt  von 
(a  —  6)  (c  —  d),  ohne  am  Ende  a  =  c  —0  zu  setzen,  und  erkennt  einen 
Vorzug  seines  Verfahrens  darin,  daß  Multiplikator  und  Multiplikand 
beide  zusammengesetzte  Großen  sind.  Einfache  Größen,  wie  —  b 
und  —  c,  unabhängig  von  anderen,  seien  unmögliche  Größen,  wegen 
der  Unmöglichkeit,  Etwas  von  Nichts  abzuziehen.  Es  sei  deshalb 
lächerlich  durch  wirkliche  Demonstration  zeigen  zu  wollen,  was  das 
Produkt  von  —  b  und  —  c  oder  von  "[/—  h  und  )/—  c  sein  muß, 
wenn  man  von  den  "Werten  der  zu  multiplizierenden  Großen  keine 
Idee  habe. 

William  Frend*)  kritisiert  das  Clairautsche  Verfahren  a  =  c=0 
zu  setzen,  weil  Clairaut  das  Zeichen  —  als  Subtraktionszeichen 
definiert  habe,  und  die  Subtraktion,  in  der  Abwesenheit  eines  Minuenden, 
keinen  Sinn  habe,  also  —  b  und  —  d  nicht  selbständig  existieren 
können.  Der  Beweis,  den  wir  von  Simpson  entnahmen,  wird  von 
Bezout,  Sauri,  Lhuilier^)  und  vielen  anderen  Autoren   angegeben. 

Eine   zweite  weitverbreitete  Beweisraethode   entnehmen   wir  aus 


')  Segner,  op.  cit.  I,  S.  43.        «)  KarBten,  op.  cit,  II,  S,  77,  79.       ')  Da 
Cunha,  Principios  matiiamaticoB,  Lisboa  17aO,  p.  IUI.  *)  Principles  of  Al- 

gebra, London  1T96,  p.  614 — 618.     ')  Anl.  zm  Blementaraigebra,  1.  Teil,  Tübingen. 
1799.    Lhiiilier  war  seit  1795  Profeesor  in  Genf. 
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dec  Vorleeungen  von  Laplace^)  1795.  „Cette  regle",  sagt  er,  „pre- 
aente  quelques  difficuites."  Das  Produkt  von  —  a  mit  h  —  h  ist  +0, 
daejenige  von  —  a  mit  -f  ö  ist  —  ai,  weshalb  —  a  —  ''  den  Wert 
+  aJ)  annehmen  muß.  Diesen  Naehweia  gaben  auch  W.  Emerson^), 
Maelaurin  (5.  Auflage),  Basedow  und  Paulus  Mako. 

In  den  zwei  letzten  Demonstrationen  wird  die  Natur  der  still- 
schweigend vorausgesetzten  Gesetze  leichter  wahrgenommen.  In  beiden 
sollte  das  distributive  Gesetz  als  logischer  Vordersatz  angeführt  sein. 
In  allen  „Beweisen"  der  Zeichenregel  für  die  Multiplikation,  welche 
im  18.  Jahrhundert  gegeben  wurden,  werden  Schlüsse  gezogen,  welche 
auf  kein  Grundgeaet«  zurückgeführt  werden  und  deshalb  in  Wirklich- 
keit keine  Deduktionen,  sondern  bloß  Expositionen  einer  in  der  Praxis 
nützlich  gefundenen  Verfahrungsweiae  sind. 

Ein  Werk,  welches  der  Unklarheit  in  der  Auseinandersetzung 
der  Grundprinzipien  der  Algebra  seinen  Ursprung  verdankt,  wurde 
von  Fran^ojs  Daniel  Porro  (1729 — 179Ü)  von  Besan^'on  anonym 
unter  dem  Titel  L'Algebre  selon  ses  vrais  principes,  ä  Londrea, 
ä  Paris  et  ä  Besan^on  1789,  veröfi'entlicht.  Früher  erschien  von  ihm 
Exposition  du  calcul  des  quantites  negatives,  Avignon  (Be- 
sannen) 1784.  Der  Autor  klagt,  in  der  gewöhnlichen  Darstellong 
der  Algebra  hätten  die  Zeichen  -i-  und  —  je  vier  Bedeutungen.  Das 
Symbol  —  bedeute  1)  Subtraktion,  2)  negative  Größe,  3)  Diviäion, 
wie  in  a'~'-',  4)  Multiplikation,  wie  in  „j;— ,  =  1  x  a^,  parce  que  la 
quantite  a'  preceUee  du  signe  — ,  devient  facteur  du  numerateur  en 
changeant  son  signe".  Auch  sei  die  Multiplikationsregel,  —  -  —  gibt  -f, 
zu  verwerfen,  denn  diese  Regel  sei  die  Ursache  des  Streits  über 
negative  Größen,  Imaginäres,  den  irreduktiblen  Fall  und  Logarithmen 
negativer  Großen.  Dieses  Übel  könne  man  dadurch  beseitigen,  daß 
man  annehme  -f-  ■  -f-  gibt  -|-  und  —  ■  —  gibt  — .  Diese  zwei  Prin- 
zipien gäben  zwei  Kalkülsaorten,  deren  jede  ihre  eigenen  Regeln 
hätte.  In  diesen  Schriften  hervorzuheben  ist  wohl  der  Gedanke  des 
Autors,  daß  Grund  Operationen  in  Algebra  hauptsächlich  Voraus- 
setzungen sind,  und  daß  verschiedene  Annahmen  verschiedene  Arten 
der  Algebra  liefern. 

Die  Theorie  negativer  Größen  wird  auch  von  einem  Professor 
der  Mathematik  an  dem  College  national  de  Toulouse,  Gratien 
OUeac,  in  einer  Schrift,  Sur  des  theories  nouvelles  des 
nombrea     opposes,    des    imaginaires    et    des    equations    du 


')  Journal  de  l'ecole  poljtechniiiue.     iSeptieme   et   huitifeme   cabie. 
i  1812,  p.  30.        ')  Treatise  of  Algebra,  Londou  1780. 
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troisieme  degre,  ä  Toulouapj  an  IT  (1794)  bebandelt.  Man  solle 
die  Wolfsche  Idee  der  Heterogenität  entgegengesetzter  Zahlen,  der 
zufolge  sie  miteinaiider  keine  Verhältnisse  haben  können,  als  absurd 
fallen  lassen  und  die  Descartessche  Idee  der  Realität  der  negativen 
sowohl  als  der  positiven  Zahlen  annehmen. 

An  der  Universität  Cambridge  sowie  auch  auf  anderen  Hoch- 
schulen in  England  hatte  Baron  Maseres'  arithmetische  Auffassung 
der  Algebra  gegen  Ende  des  Jahrhunderts  viele  Nachfolger,  denn  nur 
durch  die  Fortgchaffiing  negativer  Zahlen  glaubte  man  die  Algebra  zu 
den  auf  strenge  Beweise  gegründeten  Wissenschaften  zählen  zn 
dürfen. 

Uns  ist  nur  eine  Schrift  bekannt,  worin  der  Standpunkt  von 
Maseres  kritisiert  wird.  In  einer  Schrift  On  the  use  of  negative 
quantities  in  the  Solution  of  problems  by  algebraic  equa- 
tions')  beklagt  William  Greenfield,  Pfarrer  der  St.  Andre wskir ehe 
und  Professor  der  Rhetorik  aji  der  Univei-sität  Edinburgh,  daß 
Maseres  sein  Geschick  der  Umstürzimg,  statt  der  Befestigung, 
der  Theorien  des  Negativen  zugewandt  habe.  Er  selber  versucht  eine 
Erklärung,  indem  er  das  Zeichen  —  immer  nur  als  Subtraktions- 
zeichen ansieht.  Wenn  ein  Problem  es  erlaubt,  eine  Unbekannte  x 
in  zwei  entgegengesetzten  Lagen  anzunehmen,  dann  wird  die  Glei- 
chung, welche  die  Bedingungen  ausdrückt,  die  x  in  einer  seiner 
Lagen  verlangt,  und  deren  positive  Wurzeln  die  Werte  von  x  für 
dieselbe  Lage  gebeu,  zu  gleicher  Zeit  auch,  durch  ihre  negativen 
Wuraeln,  die  Werte  von  x  für  die  entgegengesetzte  Lage  liefern. 
Ähnliches  schließt  Greenfield  für  den  Fall,  wo  eine  bekannte 
Größe  entgegengesetzte  Lagen  einnehmen  kann.  Die  Rechtfertigung 
negativer  Größen  beruht  also  bei  Greenfield  auf  der  Kenntnis,  daß 
wirklieh  zwei  Probleme  auf  einmal  gelöst  werden,  und  man  für  beide 
richtige  Resultate  erreicht. 

Um  den  Einfluß  von  Maseres  auf  Lehrer  der  Mathematik  zu 
erkennen,  braucht  man  nur  die  Lehrbücher  von  Nicolas  Vilant^), 
Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  St.  Andrews  zu  Edin- 
burgh, von  Thomas  Manning^)  in  Cambridge,  von  W.  Ludlam^), 
„fellow  of  St.  John's  College"  in  Cambridge,  zu  durchblättern.  Be- 
sonders in  der  Exposition  der  Gleichungstheorie  kommt  Maseres' 
Standpunkt  stark  zum  Vorschein.   Ludlam  lehrt,  daß  entgegengesetzte 

')  Trans,  of  the  Roy.  Soc.  of  Edinburgh,  Vol.  1,  Edinburgh  1788,  p.  131 
bis  145.         ^  Elemente  of  Mathematicat  Änaljeis,  Edinburgh  1798,  ')  Intro- 

duction  to  ArJthmotic  and  Algebra,  Cambridge  1796.  ')  Rudiments  of  Mathe- 
matics  designed  for  the  use  of  students  at  the  Univeraities ,  5"'  Kd.,  Lon- 
don 1809. 
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Größen  kein  Verhältnis  hätten.  Die  Proportion  —  1 ;  1  =  1 :—  1  werde 
als  eine  wunderbare  Paradoxie  angeführt,  da  —  1  (eine  Zahl  weniger 
als  0  und  deshalb  weniger  als  1)  zu  einer  größeren  sein  sollte,  wie 
diese  größere  zur  kleineren.  In  diesen  Verhältnissen  dürfe  man  aber 
nur  die  absoluten  Werte  in  Betraclit  ziehen*). 

Nach  Maseres  war  der  bekannteste  Gegner  des  Negativen  in 
England  zu  dieser  Zeit  William  Frend  (1757  —  1841).  Er  promo- 
vierte 1780  an  Christ's  College  iu  Cambridge  als  zweiter  „wrangler". 
Nachdem  er  ein  halb  Dutzend  Jahre  lang  als  Tutor  der  Mathematik 
an  der  Universität  gewirkt  hatte,  wurde  er  durch  die  Paradoxien, 
über  „Zahlen  weniger  als  Nichts",  über  —  a  ■  ~  6  =  +  raft,  über 
imaginäre  Zahlen,  deren  Produkt  die  Einheit  ist,  zur  Verwerfung 
aller  negativen  und  imaginären  Zahlen  und  zur  Vorbereitung  eines 
Lehrbuches  einer  streng  arithmetischen  Buchstabenrechnung  ge- 
führt. So  entstand  sein  Werk,  Principles  of  Algebra,  London 
1796,     mit    einem    Appendix     über    Gfleichungen    ron    Francis 

Die  Argumente,  welche  diese  Gegner  der  Algebra  vorbrachten, 
waren  unanfechtbar.  Der  Ausdruck,  negative  Zahlen  sind  „weniger 
als  Nichts"  oder,  nach  Newton,  „nihilo  minores",  war  nicht  gehörig 
definiert  uod  deshalb  paradoxisch.  Negative  Zahlen,  definiert  als 
solche,  die  „abgezogen  werden  müssen",  waren  gewiß  sinneswidrig, 
sobald  der  Subtrahend  großer  als  der  Minuend  angenommen  wurde. 
Man  versuchte  in  den  Lehrbüchern  das  Unmögliche  zu  tun,  nämlich 
negative  Zahlen  aus  positiven  Zahlen  abzuleiten,  ohne  die  Operation 
der  Subtraktion  ausdrücklich  zu  erweitern  oder  den  Begriff  „weniger 
als  Nichts"  zu  beleuchten.  Eine  solche  Erweiterung  oder  Beleuchtung 
hätte  die  Verallgemeinerung  des  Zalilbegriffs  erfordert.  In  keinem 
Lehrbuche  erschienen  aber  negative  Zahlen  in  klarem  Liebte,  als 
eine  willkürliche  Erweiterung  des  Zahlbereichs,  oder  als  eine  Annahme 
(Voraussetzung),  welche  mit  der  Annahme  positiver  Zahlen  auf 
gleicher  Stufe  stand  und  in  der  Definition  selbst  die  Existenz  nega- 
tiver Zahlen  begründete. 

Die  besprochene  Reaktion  ist  eine  eigentümliche  Erscheinung  in 
der  Geschichte  der  Mathematik.  Gewiß  fehlte  es  dem  Robert 
Simson,  Maseres  und  Frend  an  Einsicht,  an  einem  ins  Innere  ein- 
dringenden Erkennen.  Sonst,  statt  negative  und  imaginäre  Zahlen, 
welche  nie  falsche  Resultate  lieferten  und  eine  große  Ökonomie  im 
mathematischen  Arbeiten  erzielten,  zu  verwerfen,  wären  sie  tiefer  in 
die  Theorie   derselben  gedrungen,   um   ihre   logischen  Grundlagen  zu 


')  Rudiments  of 
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entdecken.  Der  erste,  der  an  der  Universität  Cambridge  dieses  ver- 
suchte und  die  Opposition  gegen  die  Erweiterung  des  Zahlbereicbs  zu  ent- 
fernen strebte,  war  Robert  Woodbouse,  welcher  1801  in  den 
Philosophieal  Triinsactions  eine  Abhandlung  über  Algebra  ver- 
öflentlichte.  Eine  1806  dort  gedruckte  Arbeit  Aber  imaginäre  Größen 
vom  Abbe  Buee  soll  dem  Lesen  von  Frends  Algebra  seinen  Ursprung 
verdanken.  Ein  Brief  von  Buee  an  Frend  führt  auf  diese  Ver- 
mutung'). 

In  Deutschland  erschien  1795  ein  Artikel  Über  die  Lehre  von 
den  entgegengesetzten  Größen')  von  Georg  Simon  Klügel 
(1739 — 1812),  Professor  zu  Halle,  worin  der  Verfasser  nahe  daran 
war,  einen  wichtigen  Schritt  in  der  Exposition  der  Algebra  vorzu- 
nehmen. Er  führt  acht  Vorschriften  für  die  gemeinen  Operationen 
der  Buchstabenrechnung  an,  welche  das  distributive  Gesetz  aus- 
drücken     Z.  B.  VII: 

(d  +  ?*)  {c  —  rf)  =  a(c  —  d)  i-  b {c  —  d")  =  ac  ~  ad  +  ic  —  id. 

Es  findet  sich  hier  ein  Versuch  vor,  die  Formalgesetze  der  Algebra 
festzusetzen.  Es  wird  aber  angenommen,  daß  in  der  Formel  VII  der 
Subtrahend  kleiner  als  der  Minuend  sei.  Jeder  Rest  und  Quotient 
wird  ursprünglich  als  positiv  angesehen.  Aus  VII  erhelle  es,  daß  ein 
Produkt  aus  zwei  Faktoren  das  Zeichen  ~  erhält,  wenn  die  Faktoren 
verschiedene  Zeichen  haben. 

So  lange  über  negative  Zahlen  keine  klaren  Begriti'e  existierten, 
ist  nicht  zu  verwundem,  wenn  imaginäre  Größen  allgemein  als  un- 
möglich angesehen  wurden.  Euler  druckt  sich  in  seiner  Algebra 
(Art.  143,  144)  so  aus:  „Weil  nun  alie  mögliche  Zahlen,  die  man 
sieh  nur  immer  vorstellen  mag,  entweder  größer  oder  kleiner  sind 
als  0,  oder  etwa  0  selbst;  so  ist  klar,  daß  die  Quadratwurael 
von  Negativ-Zahlen  nicht  einmal  unter  die  möglichen  Zahlen  können 
gerechnet  werden.  ,  . .  Von  diesen  behauptet  man  also  mit  allem 
Recht,  daß  sie  weder  größer  noch  kleiner  sind  als  nichts;  und  auch 
nicht  einmahl  nichts  selbsten,  als  aus  welchem  Grund  sie  folglich  für 
ohnmöglich  gehalten  werden  müssen."  Eine  andere  Auffassung  findet 
man  in  einem  Werke,  Elements  de  mathematiques  ä  l'usage 
des  eeoles  nationales,  Toulouse  et  Paris  1781  (nouv.  Ed.,  Paria, 
an  S)  von  Roger  Martin  (?  — 1811),  welcher  sieh  viel  Mühe  nimmt, 
die  Grundprinzipien  deutlich  darzulegen.  Nach  Euklid  definiert  er 
die  Einheit  als  den  abstrakten  Begriff  dessen,  was  irgend  ein  einziges 


')  A,  De  Morgan,  Trigouometrj  ami  Double  Algebra,  London  1849,  p.  V. 
»)  Archiv  d.   r.  u,  a.  Math.  (Hindenburg),   Bd.  I,   1795,   S,  S0«~319,  470— 48J. 
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Dasein  vorstellt,  und  die  Zahl  als  eine  Menge  gleicher  Einheiten. 
Irrationale  und  imaginäre  Größen  seien  auch  Zahlen.  Nebme  man 
]/—  1  als  Einheit,  könne  man  2]/—  1,  15]/—  1  durch  Wiederholungen 
erlangen,  was  für  den  Begriff  einer  Zahl  genüge,  „Rien  n'empeohe 
donc  de  mettre  lea  imaginaires  au  rang  des  nombrea." 

In  einer  Schrift,  On  the  arithmetic  of  impossible  quan- 
titiee^)  gibt  John  Playfair  (1748 — 1819),  der  schottische  Mathe- 
matiker und  Physiker,  eine  naive  Erklärung,  warum  der  Gebrauch 
von  imaginären  Größen  zu  richtigen  Resultaten  führe.  Operationen 
mit  im^inären  Schriftzeicheo,  obschon  in  sich  selbst  unsinnig,  seien 
Kennzeichen  für  andere,  welche  Sinn  mit  sich  führen.  Dies  werde  bei 
der  Berechnung  von  Sinus  und  Koainua  in  bezug  auf  den  Kreis  und 
die  Hyperbel  besprochen.  Wenn  Untersuehuugen,  die  mit  imaginären 
Größen  durchgeführt  werden,  ebenso  erfolgreich  zur  Wahrheit  leiten, 
als  solche  mit  reellen  Größen,  so  könne  dieser  Umstand  nur  einer 
Analogie  zugesehrieben  werden,  welche  zwischen  den  untersuchten 
Gegenständen  existiere,  eine  Analogie,  die  so  eng  sei,  daß  jede  Eigen- 
schaft des  einen  auf  den  anderen  Gegenstand  übertr^en  werden 
könne.  Demnach  könne  jeder  Ausdruck,  den  er  beim  Kreise  abgeleitet 
habe,  durch  Substitution  von  yi  für  "[/—  1,  in  einen  für  die  Hyperbel 
gültigen  Ausdruck  umgeändert  werden.  Die  mit  imaginären  Symbolen 
durchgeführten  Operationen,  obschon  an  sich  absurd,  dienen  als  Weg- 
weiser zu  solchen,  welche  verständlich  seien.  Diese  Abhandlung 
Playfairs  machte  großen  Eindruck  in  England,  und  1801  fand 
Hebert  Woodhouse^)  es  noch  nötig,  die  Unzulänglichkeit  dieser 
Erklärung  hervorzuheben. 

Eine  eigentümliche  Angabe  findet  man  in  W,  Emersons  Trea- 
tiae  of  Algebra,  welcher  1780  zu  London  erschien.  Auf  S.  67  heißt 
es:  „Wenn  imaginäre  Wurzeln  miteinander  multipliziert  werden,  geben 
sie  immer  — ,  sonst  würde  ein  reelles  Produkt  von  unmöglichen  Fak- 
toren entspringen,  was  sinneswidrig  wäre.  Alao  j/—  axY—  b  —  Y — ab, 
und  Y—  ax~  "j/—  h  - — -  j/—  ah,  etc.  Auch  Y—  ^  >^  V~  "  = 
und  Y—  «  X  —  V—  d  =  +  ö,  etc."  Diese  widersprüchlichen  Angaben 
werden  nicht  weiter  erklärt  oder  angewandt.  Überhaupt  ist  die  Ent- 
wicklung fundamentaler  Begriffe  bei  Emerson  sehr  mangelhaft. 

In  Huttons  Mathematical  and  Philosophical  Dictionary, 
London  1796,  wird  im  Artikel  „Imaginary"  hervorgehoben,  daß  man 
Ober  die  Arithmetik  imaginärer  Größen  noch  keine  Ubemnstimmung 


')  Phil,  Trans.,  Vol.  68  for  the  jear  1778,  Pt.  1,  p.  S 
l'rans,,  1801,  S.  8ii, 
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erreicht  habe,  Eiiler  schreibe  in  seiner  Algebra  (Y—  3)  =  —  3, 
setze  aber  Y~  1  "  Y~  4  —  Vi  =  2.  Wie  könne  die  Gleichheit  oder 
Ungleichheit   der   Faktoren    die    Zeichen    beeinflu^en?     Er    schreibe 

auch     ■  — ■_  =  ^— ^^  =  Y—  1,  woraus  ]/—  l  ■  "j/—  I  =  1/+  1  zu  ziehen 

sei.  "Über  die  Behauptung  von  Emerson,  daß  das  Produkt  imagi- 
närer Größen  selbst  imaginär  sein  müsse,  bemerkt  Hutton,  daß 
die  Schriftsteller  in  ihren  Ansichten  hierüber  ziemlieh  gleich  geteilt 
seien. 

Imaginäre  Zahlen  werden  in  der  Geschichte  der  Gleiehungs- 
theorie  sehr  oft  auftreten.  Auch  spielen  sie  in  der  Diskussion  über 
Logarithmen  von  negativen  Zahlen  eine  hervorragende  Rolle. 

Wir  lassen  nun  einige  Einzeluntersuchungen  folgen. 

Die  Zerlegung  eines  Bruches  in  Partialbrüche  wird  von  Nicolaus 
Fuß  in  seinen  Meditationes  circa  resolutionem  fractionis 
x'"j{x  —  a){x  —  b)(x  —  c)(x  —  d)  etc.  in  frsctionea  simplices,  ubi 
simul  demonstratio  insignis  theorematis  arithmetici  occur- 
rit')  durch  einen  von  dem  Verfahren  Elllers  in  seinen  lustitutiones 
calculi    integralis    verschiedenen   Vorgang    ausgeführt.     Fuß  setzt 

(I),  (x^'Kx  —  a)(x  —  t)(etc.)  ^  a/x  ~  a  +  ß/x  ~h  -\ ,  multipliziert 

nun  mit  {x  —  a)  und  nimmt  x  =  a,  woraus  «  ^a'^l(a  —  6)(«  — c)(ete.) 
hervorgeht.  Die  gleiche  Methode  ergibt  die  Werte  von  ß,  y,  .  ■ 
Multipliziert  man  beide  Seiten  von  (I)  mit  x,  und  setzt  x  =  oo,  hat. 
man  1  —  cc  -\-  ß  -\-  •  ■  -,  wenn  m  -f  1  ^^^  Anzahl  Faktoren  n  gleich 
ist;  wenn  aber  Wi  +  1  <  «  ist,  ergibt  sieh  0  =  a  -f  /3  -f  ■  -  ■  Letztere 
Formeln  enthalten  den  im  Titel  augedeuteten  arithmetischen  Satz. 

Eine  neue  Br uch Vereinfachungsmethode  wurde  von  Euler  in  der 
Abhandlung  Nova  methodus  fractiones  quasconque  rationales 
in  fractiones  simplices  resolvendi^)  auseinandergesetzt.  Wir 
wählen  das  einfache  Beispiel  eines  Bruches  ^,  dessen  Nenner  den  Faktor 
(5  —  üY  hat.     Man  setze  ^  =  «  +  ta  und  gebe  dem  Bruch  die  Form 

A  +  B,ä+C<a'+--        1  1  /      ,     a        ,  2    ,  X 

B^fc^^r-D^+TT.  -.-^.(^  +  ß<^  +  y<»'  +  --  -), 

woraus  sich  c  =  ^r ,  ß  =  jy  ~  n's ' '  "  ergibt.  Die  Methode  ist  auch 
auf  transzendente  Funktionen  anwendbar.  In  der  Behandlung  des 
Bruches  -r— *^ *-    werden,    im    Laufe    der    Aoalysis,    imaginäre 


LCad.  BCient.  imp.  Petr.  pro  anno  1777,  pars  prior.  Petropoli  1778, 
')  Ebenda.  1780,  pars  prior.  Petropoli  1783,  p.  32—46. 
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Winkel  eingeführt,  die  Ton  der  Unerschrockeiiheit,  mit  welcher  Eiiler 
imaginäre  Größen  zu  gebrauchen  gewöhnt  war,  Zeugnis  geben. 

Einen  Satz  über  Mittelwerte  teilt  Johann  Nikolaus  Teteua 
(1736—1807),  Professor  in  Kiel,  in  einer  Schrift,  Beweis  eines 
Lehrsatzes  von  dem  Mittelpunkte  der  Coefficienten  in  den 
Polynomien^)  mit.  Er  sei  darauf  bei  der  Berechnung  von  Leib- 
renten   gekommen.     Hat   man    P  —  a  -\-  bx  -\-  cx^  -|-  .  .  . .  -(-  tx'^    und 

li{a  +  b  +  c-\ \rt)  =  6-h2c  +  3£iH \-mt,      auch     77  =  « 

-}-ßx  +  y3:'  +  ---  TiC",  wo  v{(i+ß  +  ---  +  r)  =  ß  +  2r  +  ---+nT, 
dann  hat  man  in  Fn  =  Ä  +  Bx  +  ---  +  Taf",  ((i  +  v){Ä  +  }}+■■■  i-T) 
=  B  +  2  <7  +  ■  ■  ■  mnT.  Dann  folgen  Betrachtungen  über  das  Dureh- 
achnittsglied. 

Burja*)  schlägt  für  den  Elementaninterricht  eine  Methode  zur 
Logarithmenberechnung  vor,  welche  direkter  sei  als  die  älteren 
Methoden  und  geringere  Kenntnisse  voraussetze  als  die  Reihen- 
methode. Sie  besteht  in  der  sukzessiven  Ausziehung  der  Quadrat- 
wurzel von  10,  der  5.  Wurzel  dieser  Quadratwurnel,  der  Quadrat- 
wurzel des  letzten  Resultats  usw.,  um  dadurch  die  Zahlen  zu  finden, 
deren  Logarithmen  0,5,  0,1,  0,05,  0,01,  0,005  usw.  sind.  Durch  Kom- 
bination dieser  Resultate  kann  irgend  ein  Logarithmus  im  Briggseben 
Systeme  gefunden  werden.  In  einer  anderen  Schrift,  Essai  d'un 
nonvel  algorithme  des  logarithmes^)  schlägt  er  den  Logaritbmus- 
kalkül  als  eine  den  sechs  primitiven  Operationen  der  Arithmetik 
(Addition,  Subtraktion,  Multiplikation,  Division,  Potenzierung,  Wurzel- 
ausziehung)  anzureihende  Operation  vor,  und  bezeichnet  mit  -v-  =  m 
eine  Zahl  a,  deren  Logarithmus,  zur  Basis  h,  m  ist. 

Christian  Kramp  (1760 — 1826)  entwickelt  in  einer  Abhand- 
lung, Fractionum  Wallisiauarum  Analysis*),  einen  Kalkül  für 
die  Berechnung  der  Werte  von  Brüchen  wie  der  von  Wallis  ge- 
brauchte Ausdruck  von  — .  Kramp  schreibt  a(a -{-  v)(a  -]- 2v)  ■  -  ■ 
{a  -\-  nv  —  v)  so  a""',  wo  tc  an  dieser  Stelle  nur  als  Separatioiis- 
zeichen  dient.     Er   erhält  «"""'   :   (a  +  nv)'""''  =  a""''   :-  (a  +  mv)'""' 

und,     wenn      a-\-nv=b,     a'"""  -.-■b"'"''  =  a  ''         :- (a  +  mv)  •' 
Nimmt  man  h  —  a  =  d  und  ni  unendlich  groß,    dann  wird  a(a-\-v) 

(ß -|- 2 j»)  etc.   in   inf.-^(fl+ (f)(rt  +  rf-j-v)  etc.  in  inf.  =  «'       :   [aov)'\ 


')  Leipziger  Magazio  für  r.  n.  a.  Math.  (Hindeuburg),  1787,  S,  55—62, 
^  N.  M^moires  do  l'acad,  roy.  des  aciences,  178G— 1787,  Berlin  1792,  p.  433—178. 
')  Ebenda,  1788  et  1780,  Berlin  1793,  p.  300—325.  ')  Nora  Acad,  Elcet. 

Mognntinae  scient.  utiliura,  anu.  1797—1799,  Erfurti  1799,  p,  257—392. 
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NuM  wird  a"""'  in  die  Keihe  entwickelt  «""(l  -i- Aa~ ^v -\- jBa~^ v^  + 
etc.,  wo  A~m{m+  1)  -  (m  —  r)^2(m  +  l),  2£^{m—l)(m  +  l} 
=  Ä(m  —  1) -^2{m  +  1  — -^,  etc,  oder,  wenu  diese  divergiert,  in 
die  Reihe  ü'(l  +  J.«  +  Bu^  +  ■■■)>  ^o  u  =  v  ^  {a  -j-  nv)  und 
U  ==  a""*  (a  +  nv)""  :  (a  +  mI')"''^  Auf  den  Bruch  y~^~3~^~5~'7 
etc.  angewandt,  wird  dessen  Wert  2^"  "  2^1"  herechnet.  Wenn 
man  in 

Bmm«_m     1-m     1+».    B-m    g+m 

rin-TT.  -  -,r  ■  r^™  ■  1+-«  ■  2  - ».  ■  2  +  «  «^*^- 

für  K,  - —  «,  und  fUr  M,  -: —  m  schreibt,  hat  man  einen  ähnlichen 
Bruch,  der,  för  »*==«•,  einen  Äuedruck  für  tan  mre  liefert,  welcher 
Kramp  neu  zu  sein  glaubt,  da  dem  berühmten  Pfaff,  in  seinem  Werk 
Beiträge  zur  Summationslehre,  die  Herleitimg  einer  solchen 
Form  nicht  gelungen  sei. 

Wichtige  Untersuchungen  wurden  von  Waring  in  England  vor- 
genommen. 

Edward  Waring  (1734 — 1798)^)  wurde  bei  Shrewsbury  ge- 
boren, ging  1753  auf  das  Magdalen  College  in  Cambridge,  wo  er  1757 
promovierte  und  „senior  wrangler"  ward.  Er  wurde  1760,  bevor  er 
durch  Erlangung  der  Magisterwürde  sich  qualifiziert  hatte,  zum 
Lucasi  an  Professor  der  Mathematik  in  Cambridge  erwählt.  Francis 
Maseres  war  sein  Rivalkandidat.  Wegen  seiner  Jugend  fand  Warings 
Kandidatur  Opposition.  Um  seine  Fähigkeiten  zu  zeigen,  sandte  er 
vor  der  Wahl  das  erste  Kapitel  seiner  Miseellanea  Analytica 
herum,  welches  von  William  Samuel  Powell  wegen  einiger  unbe- 
deutender Fehler  angegrifPen  wurde.  Es  erschienen  mehrere  Streit- 
schriften. Waring  wurde  in  diesem  Streite  von  seinem  Freunde,  John 
Wilson  vom  Peterhouse  College,  unterstützt.  Seine  Miseellanea 
analytica  de  aequationibus  algebraicis  et  curvarum  proprie- 
tatibus  wurde  1762  zu  Cambridge  veröffentlicht,  seine  Meditationes 
algobraicae  1770,  seine  Proprietatis  algehraicarum  curvarum 
1772,  seine  Meditationes  analyticae  1776.  Diese  Werke  ent- 
halten viel  Neues,  sind  aber  in  der  Darstellungsmethode  sehr  mangel- 
haft. Er  soll  in  Cambridge  keine  Vorlesungen  gehalten  haben.  Seine 
tiefen  Untersuchungen  waren  zur  Mitteilung  durch  Vorlesungen  nicht 
geeignet,  sagt  Dr.  Parr.  Waring  soll  gestanden  haben,  daß  er  in 
England,  außer  in  Cambridge,  von  niemandem  je  gehört  habe,  der 
seine  Schriften  gelesen  und  verstanden  habe.    Mit  Mathematikern  des 


')  Dictionary  Nat,  Biog.  (L  Stephen). 
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Festlandes  scheint  er  wenig  in  Briefwechsel  gewesen  zu  sein.  Im 
Jahre  1782  bemerkte  er,  daß  er  1763  ein  Exemplar  seiner  Miscel- 
lanea  an  L.  Euler,  und  1770  Exemplare  seiner  Meditationes 
algebraicae  an  D'Alembert,  Bezout,  Montuela,  Euler,  La- 
grangG  und  Frisi  geschickt  habe.  Aber  nurErisi  habe  den  Empfang 
des  Werkes  bestätigt^),  in  seinen  Schriften  erwähnte  aber  La- 
grange 1771  die  Verdienste  Warings.  Die  Meditationes  alge- 
braicae  seien  ein  „ouvrage  rempli  d'exeellentesrechevches"^).  Waring 
wurde  1763  als  Mitglied  der  Royal  Society  of  London  aufgenommen, 
aber  schon  1757  schickte  er,  wie  er  selber  erzählt^),  einige  Unter- 
suchungen ein,  welche  er  zur  Zeit  seiner  Kandidatur  1759  drucken 
ließ.  Unter  diesen  soU  eine  Methode,  die  Anzahl  imaginärer  Wurzeln 
in  der  Quartic  und  Quintie  und  in  3;"  +  Ax""  +  B  =  0  zu  finden,  ge- 
wesen sein*).  Es  ist  wahrscheinlich  letztere  Mitteilung,  welche  1764 
von  der  Royal  Society  gedruckt  wurde*).  Ohne  Beweis  fahrt  er  dort 
Sätze  über  die  Anzahl  komplexer  Wurzeln  der  Gleichungen 
^  -|-  qa^  ~rx  -\-  s  =^  0,  x^  -{-  qx^  —  rx^  +  sx  —  t  =  0  a,n.  Ist  in  der 
Quartic  der  Ausdruck  256s»  -  128§*s'  -1-  {lUr^q  +  16(^)s  -  27 
r*  —  ir^q"  negativ,  so  existieren  zwei  imaginäre  Wurzeln;  ist  dieser 
Ausdruck  positiv,  und  entweder  —3  oder  q^~4s  negativ,  dann  sind 
alle  Wurzeln  imaginär;  verschwindet  dieser  Ausdruck,  und  ist  ent- 
weder —  q  oder  q^  —  4s  negativ,  so  sind  die  zwei  ungleichen  Wurzeln 
imaginär.  Ahnliche,  aber  viel  weitläufigere  Ausdrücke  sind  für  die 
Quintic  angegeben^).  Waring  war  der  erste,  eiu  solches  Kriterium 
für  die  Quintic  abzuleiten.  Dieses  ist  durch  eine  von  ihm  erfundene 
Transformation  erzielt  worden,  wodurch  eine  GletLhung  deduziert  wird, 
deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  Wurzeldiffeienzen  der  vorgelegten 
Gleichung  sind,  um  dadurch  notwendige,  sowie  auch  hinreichende  Be- 
dingungen für  das  Vorhandensein  imaginärer  Wurzeln  zu  erhalten. 
In  den  Miscellanea  analytica,  1762,  8.  17,  werden  die  drei  ersten 
Glieder  der  allgemeinen  transformierten  Gleichung  ohne  Ableitung  an- 
gegeben. Wenn  die  Zeichen  derselben  beständig  abwechseln,  habe 
die  vorgelegte  Gleichung  keine  imaginären  Wurzeln.  Dieses  berühmte 
Verfahren  hat  später  Lagrange  unabhängig  ausgearbeitet.  In  seinen 
nachfolgenden  Werken  hat  er  aber  Warings  Priorität  angezeigt^. 
Waring   fängt  in    den   Miscellanea    analytica   mit   der  Ab- 

')  Meditationes  algebraicae,  Ed.  tertia.  1782,  p.  XXI.  *)  Lagrange, 

OeuvieB,  T.m,  p.  370.  ')  Med.  alg.  1782,  p.  XXVIU.  ')  Phil.  Trans.  (London), 
Vol.  77,  1787,  p.  71.  Vgl,  Med.  a!g,  1783,  p.  91,  ^)  PhiJ,  Trans,,  Vol.  63.  For 
the  jear  1763,  London  1764,  p.  294—298,  «)  Abgedruckt  in  Med,  alg.  1782, 

p.  85,  und  in  Lagiange,  De  la  rösol.  des  equat.  num.  Note  III.  ')  De  la 

rÖBoluüon  des  ^qaations  numöriciueB,  Paria,  An  VI,  Note  III. 
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leitung  seiner  Formel  für  die  Potenzaummen  der  Wurzeln  an.  Sie 
unterscheidet  sich  von  den  Newtonschen  dadurch,  daß  statt  durch 
rekurrierende  Darstellung  eine  Summe  s„  durch  Sunamen  niedrigeren 
Girjides,  s„_i,  ^„„sj  ■  ■  •)  zu  berechnen,  sie  die  Summe  gana  unabhäoigig 
von  früheren  Ergebnissen  darstellt.  Auch  führt  Waring  eine  Formel 
für  die  Darstellung  eines  Koeffizienten  der  Gleichung  durch  die 
Potenzsummen  Sj,  S^, . . .  an.  Gleichfalls  als  Waringsche  Formeln 
bekannt  sind  diejenigen^),  mittels  welcher  man  beliebige  ganze  sym- 
metrische Funktionen  mit  Gliedern  a,"  ß'' y' S*  e'  usw.  direkt  als  Funk- 
tionen der  Gleich ungsko effizienten  ausdrücken  kann.  Er  skizziert 
dann  das  Verfahren,  mittels  symmetrischer  Funktionen  eine  Gleichung 
zu  finden,  deren  Wurzeln  irgend  eine  gegebene  Relation  zu  den 
Wurzeln    einer  oder  mehrerer  gegebenen  Gleichungen  haben.     Durch 

die  Annahme  v  =  x"    könne    man    dasselbe    zur    Wegscbaffung    von 

Radikaien  x"  anwenden.  Um  imaginäre  Wurzeln  einer  Gleichung 
a:^"  — _pa!*"~^  +  ja:^""* —- ra;^""*  +  etc.  —  0  zu  entdecken,  gibt  er 
ohne  Nachweis  die  Regel  S.  18;  Man  eliminiere  v  aus  den  zwei  Glei- 
chungen 2nv^'"-'^  —  (2m  —  l)pü^"~*  -[-  (2»  —  2)21)^"-'  —  etc.  =  0 
und  v^"  —  pv^""'^ -\- qv^""^  —  eiii.  =  w\  wenn  in  der  resultierenden 
Gleichung  w^"~^~  Pm)^""^-)-  I^w^""*  — etc.  =  0,  F,  Q,  etc.  alle  positiv 
sind,  habe  die  voj^gelegte  Gleichung  keine  reellen  Wurzeln.  Um  die 
Grenzen  von  Wurzeln  zu  bestimmen,  transformiert  er  die  gegebene 
Gleichung  in  eine  andere,  deren  Wurzeln  die  reziproken  Wurzel- 
differenzen l/(«  —  ß),  l/{u  —  y),  l/(a  —  d)f  etc.  der  vorgelegten  Glei- 
chung sind.  Diese  Methode  wurde  später  von  Lagrange  wieder  er- 
funden^). 

Waring  nimmt   Wurzelforraen    wie 

x-^Va  +  Y-^  +Va~y~'b^ 

an,  und  berechnet  durch  Wegschaffung  der  Radikalen  die  entsprechende 
Gleichung.  Mit  einer  solchen  Auflösungsmethode  hatte  Euler  schon 
1732  (Bd.  lU^  S.  574)  experimentiert.  Für  die  Quai-tic  machte  War  i  ng  die 
Annahme')  a:  =  V«  +  V^  +  V?  '^^^  leitet  die  kubische  Gleichung 
zur  Bestimmung  von  k,  ß,  y  ab.  Für  die  Quintic  macht  er  die  ganz 
ähnliche  Voraussetzung*)  x  =^  y^ -\- Yß -\- Yy  +  ]/$  und  läßt  dann 
die  unklare  Bemerkung  folgen:  „Ich  habe  durch  Berechnung  gefunden, 
daß  die  biquadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  a,  ß,  y,  S  sind,  not- 

')  Miao.  analjt,,  p.  8.  ')  Lagrange,  op.  cit.,  Note  III.  ')  Mise, 

analyt.,  p.  45.         ')  Kbenda,  p.  47. 
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wendig  irrationiile  Größen  habe,  und  daß  die  vorgelegte  Öleichung 
dun-h  diese  Methode  nicht  auflösbar  ist"^).  Was  sollen  irrationale 
Größen  hier  bedeuten?  Waren  nach  der  Ansicht  des  Verfassers 
Irrationale  anderer  Natur  als  ßadikale*?  Oder  gründete  er  seinen 
Einwand  gegen  irrationale  Koeffizienten  der  Quartic  auf  die  schein- 
bare Unmöglichkeit  dieselben  zu  berechnen?  Daß  die  Auflösung  von 
Gleichungen  gewfihnüeh  auf  der  Lösung  von  Hilfsgleiehungen  höherer 
Grude  beruht,  davon  hat  sich  Waring  durch  seine  Beispiele  von 
Gleichungen,  welche  vorgelegte  Wurzelformen  haben,  überzeugt'). 

Waring  schlägt  aber  noch  eine  andere  Wurzelform  vor,  welche 
einige  Jahre  später  auch  Euler  und  Bezout  benutzten.  Mit  lako- 
nischer Kürze  sagt  Waring'):  „Aufzulösen  x  —  a^p-\-bYp* 
+  cyy  +  df^*  ...A  Vp"-"-  +  BVp''-^  +  C  Fp"  "^  +  T)  y^\  Man 
rotte  die  irrationalen  Großen  aus  und  erhalte 

X"  —  «><fflD~-f  öC -[-  cB  ^dÄ,  etc.  x"-^  +  etc.  =  0. 
Daraus  kann  man  die  Auflösung  kubischer  Gleichungen   entnehmen." 
Letztere  Lösung  wird  durchgeführt. 

Im  18.  Jahrhundert  beschäftigte  sich  die  Pariser  Akademie  der 
Wissenschaften  dreimal  mit  der  Bestimmung  der  Anzahl  imaginärer 
Gleichungswurzeln.  Das  erstemal  1743,  als  de  Gua  eine  Ab- 
handlung mitteilte;  das  zweitemal,  als  Fontaine  seine  Resultate  vor- 
legte, und  das  drittemal,  als  1772  du  Sejour  seine  Studien  veröfi'ent- 
lichte.  Die  Untersuchungen  von  de  Gua  und  die  erste  Schrift  von 
Fontaine  sind  schon  im  dritten  Band  dieser  Geschichte  besprochen 
worden.  Eine  zweite  Arbeit  des  Fontaine,  L'art  de  resoudre  les 
equations,  wurde  1764  veröffentlicht*).  Es  ist  ein  langer  Aufsatz, 
welcher  die  Methoden  seiner  ersten  Schrift  auch  auf  Gleichungen 
4.  und  5.  Grades  anzuwenden  sucht.  Er  zahlt  für  quartisehe  Glei- 
chungen 617  mögliche  Fälle  auf.  Sein  Verfahren  ist  für  praktische 
Zwecke  ungeeignet  und  von  theoretischer  Seite,  wie  Lagrange*)  her- 
vorgehoben hat,  unbefriedigend. 

In  einer  Abhandlung  De  functionum  algebraicarum  integra- 
rum  factoribus  trinomialibus  realibus  commentatio^)  nimmt 
Franz  Ulrich  Theodor  Aepinus  (1724 — 1802)  die  Wurzelexistenz 
stillschweigend  an  und  zeigt,  daß,   wenn  a; -f- jm  +  m  "j/— 1    ein   Faktor 


')  itan  seile  auch  Meditationes  algebraicae,  nS2,  p.  183,  ly3.  ^)  MJKcel- 
lanea  analjt.,  p.  47.  ")  Ebenda,  p.  44.  ')  Memoires  dounes  ä  l'acad.  roj.  des 
äcieucea,  non  imprimös  daus  leur  temps.  Par  M.  Fontaine,  de  cctte  acadömie, 
Paris  17Ö4,  p.  432— 68H,  =)  De  la  rösol.  des  equat.  nnm.,  Note  VII.  ')  Novi 
Coimn.  acad.  Sc,  imp.  Petropolitanae,  Tom.  Vllt,  1760  et  1761,  Petropoli  1763, 
p.  169—180, 
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TOn  a;"'  +  ax"'"^^  +  ■  ■  ■ ,  es  x  +  m  —  n  Y—  1  ancli  ist.  Dabei  wählt 
er  für  m  +  n}/—  1  die  trigoiiometrisclie  Form  «(eosfl'  -f-  sm<l>y—  1), 
80  daß 

x"  =  a"  (cos  v*  +  sin  v0  Y—  1). 
Durch    Substitution    des   Wertes    Ton    x    ergibt   sich   die   Gleiehung 
P+  Q Y^^  —  0    und    p  ==  ^  =  0,    worauf    daun    folgt,    daß    x  = 
«(cos*- sin*]/-!)    die    Eeiation    P-  QY'^   Hefert  und   des- 
halb eine  Wnrzel  der  vorgelegten  Gleichung  ist. 

In  der  Abhandlung  De  Resolutione  aequationum  euiusvia 
gradus')  macht  L.  Euler  einen  seiner  Abhandlung^)  von  17lä2  ähn- 
lichen Versuch,  die  allgemeine  Auflösung  algebraischer  Gleichungen 
zu  finden.  Wie  vor  dreißig  Jahren,  so  glaubt  er  jetzt  aus  der  Tat- 
sache, daß  eine  quadratische  Gleichung  durch  die  Ausziehung  von 
Quadratwurzeln,  eine  kubische  Gleichung  durch  Ausziehuug  von 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  und  eine  Gleichung  vierten  Grades  durch 
Äusaiehung  biquadratischer  Wurzeln  gelöst  werden  kann,  annehmen 
zu  dürfen,  daß  sich  die  Wurzelform  einer  Gleichung  w'*"  Grades 
durch  Radikale  nicht  höher  als  »'"  Ordnung  ausdrücken  lasse. 
Statt  aber,  wie  1732,  für  eine  solche  (vom  zweiten  Giiede  befreite) 
Gleichung  die  Wurzelform  von  «  —  1   Gliedern 

anzunehmen,  stellt  er  jetzt  einen  allgemeinereir,  gewisse  Schwierig- 
ieiten  der  älteren  Form  vermeidenden  Ausdruck  auf, 

x^w  +  Afi  +  By¥^ i-  QVv"'^^ 

wo  tv  eine  rationale  Zahl  ist,  und  „A,  B,  . . .,  Q  entweder  rationale 
Größen  oder  mindestens  keine  w""  Wurzel  enthalten".  Er  hoffe,  daß 
diese  Form  allen  Anforderungen  genüge,  da  die  übrigen  Wurzeln  da- 
durch bestimmt  sind,  daß  mau  für  "j/d  nacheinander  alle  Werte  von 
y\  Yv  einsetzt.  Die  Voraussetzung,  daß  A,  B,  . . ,,  Q  im  allgemeinen 
algebraische  Zahlen  seien,  ist  in  unserer  Zeit  als  unmöglich  anerkannt. 
Euler  zeigt,  daß  die  Wurzeln  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade 
sich  auf  diese  Weise  ausdrücken  lassen.  Durch  die  Tatsache,  daß 
a,Ile  damals  bekannten,  auflösbaren  Gleichungen  diese  Wnrzel  form 
besaßen,  ist  Euler  von  der  Richtigkeit  seiner  Annahme  überzeugt. 
„Aus  diesen  Gründen",  sagt  er,  „ist  die  neue  Wurzelform  zur  höchsten 
Wahrscheinlichkeit  erhoben."  Bemerkenswert  ist  es  noch,  daß  Eulers 
Form  in  etwas  präziserer  Fasaung  die  Grundlage  des  Abelschen  Be- 

')  N.  Comm.  Petr.,  T.  IX,  pro  annis  1762  et  1763,  p.  70—08.  *)  Diese 

VorleBTingen,  Bd.  Ol,  2.  Aufl.,  S.  B74. 
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weises  der  Unmöglichkeit  {ier  algebraischen  Auflösungen  höherer 
Gleichungen  bildet^).  In  der  Auflösnug  der  vom  zweiten  üKede  be- 
freiteii  biquadratisclien  Gleichung  setzt  Euler  x  =  Äyv-'rByv^ 
-j-  C  yv'  und  findet  dann  die  Gleichung  vierten  Grades,  welche  diese 
Witrzelforra  hat.  Quadriert  man  beide  Seiten  von  x  —  BY^  =  Ayv 
+  C  i/v%  so  erhält  man  x^  -  2 Bx Yv  +  &v  =^  A^Yv  +  2  ÄCv 
+  ChYv  oder  x' +  {I^  -  2 ÄC)v  ^  2 SxY^  +  (A' +  Cv)  ■  Yv. 
Quadriert  man  abermals,  so  erhalt  man  die  rationale  Gleichung 
X*  =  2(B'  +  2AC)vx^  +  4  (A^  +  (Pv)  Bvx  -}-  A*v  -  B^v^  +  C^v"  + 
iAI^Cv^-2Ä*CHK  Wenn  «  =  y- ],  f,  =  -  1,  £  =  -^-1,  dann 
sind  die  drei  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  x  =  Aayv  +  Bbyv^ 
+  CcY^,  X  =  Abfv  +  Bfv^  +  Ch^v^  X  =  AcV~^  -f  Bh^v^  + 
dayv^.  Ist  nun  die  gegebene  Gleichung  «*  =  j4'3:*  +  .B' 3^  + C,  so  kann 
man  die  Werte  von  ^,  7f,  (7,  r  durch  die  Gleichungen  jl'=2(jß*  +  2AC)v, 
/r  =  4 (A,^  +  C^v) Bv,  a  =  iA'  +  C^vfv ~ (Ji"  +  2AC)H^ -^-8AB'Cv' 
bestimmen.  Setzt  man  B  =  1,  so  erhält  man  die  kubische  Gleichung 
für  die  Bestimmung  von  v,  nämlich, 

Die  vier  Wurzeln  gibt  Euler  in  dieser  Form: 

,r  ^Yv  +  ^  '.yB'Vv  +  2A'v  ~  4:v\ 

x  =  Y'v-  -^,.yB'Yv'+2 A'v  ~  4 r^ 
21/r- 


j,.  =  _  |/^  _  ^l/_  B'Yv  +  2  A'v  -  4^!^ 

Euler  wendet  diese  Methode  auf  die  Gleichung  fünften  Grades 
x-'  =  A'x^  +  B'x^  -j-  Cx  +  jy  an.  Die  angenommene  Wurzelform  ist 
nun  X  =  J-Vi;  +  BY^  +C\^v^  -f  Zl^«*.  Das  obige  Verfahren  be- 
folgend, bildet  er  vier  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  Werte 
von  Ä,  B,  C,  D,  V.  Die  Elimination  von  A,  B,  C,  D  führt  er  aber 
nicht  durch.  Er  hütte  eine  Gleichung  des  vierundzwanzigsten  Grades 
in   V   gefunden.     Es    folgen    nun  Bemerkungen,    die  wir  in  deutscher 


')  Vgl.  J.  Pierpout,  „Zur    Ceacbichte    der    GbichuDg    des  V,  Grades    (bis 
18Ö8)"  in  Monatsh.  f,  Math.  u.  I'hjs.,  VI,  Jahrg.,  Wie«  1895,  8.  23, 
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Übersetzung  wiedergeben:  „Wenn  nun  gegenteilig  die  Größen  A,  B, 
G,  D,  sowie  der  Biichstabe  v,  durch  die  Koeffizienten  A',  S,  C,  D' 
bestimmt  werden  könnten,  hätte  man  die  allgemeine  Auflösung  aller 
Gleichungen  fünften  Grades.  Aber  gerade  darin  liegt  die  größte 
Schwierigkeit,  da  kein  Weg  offen  steht,  die  Buchstaben  A,  B,  C,  B, 
von  welchen  zwar  einer  nach  Willkür  angenommen  werden  kann, 
nacheinander  so  an  eliminieren,  daß  eine  Gleichung  mit  einer  ein- 
zigen Unbekannten  v  und  den  gegebenen  Werten  A' BCB'  entstehe, 
die  auch  keine  überflüssigen  Wurzelzeichen  einschließe.  Wir  dürfen 
gewiß  vermuten,  daß,  wenn  diese  Elimination  richtig  durchgeführt 
ist,  man  endlich  eine  Gleichung  vierten  Grades  erhalten  wii'd,  welclie 
den  Wert  von  v  selbst  festsetzt.  Denn  wenn  die  Gleichung  einen 
höheren  Grad  erreichte,  dann  würde  der  Wert  von  v  selbst  Wurzel- 
zeichen   desselben  Grades  enthalten,    was    verstandeawidrig  erscheint." 

Auf  Spezialfälle  übergehend  nimmt  er  1)  C  -=  JD  =  0  an  und  er- 
hält die  auflösbare  Gleichung  x^  =  o  Px^  +  ö  Qx -\- ^p  + '^,  2)  B  = 
(7  ==^  0  an  und  erhält  die  Gleichung  j;^  =  5  Px^  —  5  P''x  +  D,  deren 
Auflösnng  schon  früher  De  Moivre  gezeigt  hatte,  3)  die  Koeffizienten 
A',  B,  ü,  ly  als  gewisse  rationale  Funktionen  fünf  neuer  Größen 
an  und  erhalt  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  bekannt  sind. 

Diese  Abhandlung  wurde  1785  von  Graf  Franz  Schafgotsch^) 
und  1791  von  J.  A.  C.  Michelsen^)  in  das  Deutsch  übersetzt.  Ein 
mühevoller  Versuch  Schaf  gotschs,  die  von  Euler  angedeutete  Resol- 
vente zu  finden,  blieb  ohne  Erfolg. 

Ungefähr  zu  gleicher  Zeit  erschien  eine  andere  hervorrt^ende 
Arbeit,  Sur  Plusieurs  Classes  d'Equations  de  Tousles  Degres, 
qui  admettent  une  Solution  algebrique^,  aus  der  Feder  von 
Etienne  Bezout.  Er  geht  von  der  Idee  aus,  daß  alle  binomischen 
Gleichungen  auflösbar  sind.  Wenn  es  deshalb  möglich  wäre,  alle 
Gleichungen  in  binomische  zu  transformieren,  hätte  man  das  Ziel  er- 
reicht. Er  erklärt  seine  Methode  durch  kubische  Gleichungen  und 
nimmt  dann  das  Studium  derjenigen  n**"  Grades  auf  Es  sei 
^  4-  P^^  -\-  qx  -^  r  ^0  die  vorgelegte  Gleichung.    Man  setze  i/^  -|-  A  = 


und  {x  +  h)  y  =  X  -'i-  a.  Letztere  Glei 
Elimination  von  y  zwischen  den  zwei 
gibt,    die    mit  der  vorgelej 


ehung  wird  so  gewählt,  daß  die 

letzten  eine  kubische  Gleichung 

ichen  wei'den  kann.     Man  erhält 


')  Abh.  d.  BöhmiBch.  Gesellsch.  d.  Wiaa.,  Prag  1785,  S.  177—236,  I.Abteil. 
*)  Theorie  der  Gleich,  aus  den  Schriften  der  Herren  Euler  u.  de  la  Grftuge, 
Berlm  1791.       ')  Histoiie  de  l'Aead.  Boy.  des  Scieuces,  Annee  1762,  Paris  1764, 
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j,   ,.         „r   .                 :ia-\-Shh             Sa'+Sb^h             a^  +  b'h 
aut  diese  Weise  p—     ..,,     j4""   ~iXft"       ''^ 

man    h^     dann    hat    man    p{a -{- b)  —  iiab  =  q    und    p {a^ -\- ab  +  b^') 

—  3ah(a  +  b)  =  3r,  woraus  man  weiter  erhält  a  +  b  =  ^- und 

n6  =  --=.,     .     Es   sind   nun  a  und  &    die  zwei  Wurzeln   der  Glei- 

chunK  a^  —  ^2-—  +  *  ,    -^  =  0.    Man  hat  ietzt  y^  =  —  h  =  ^— „" 
"  p^^Sgj)'-— 3g  ■"  "  p —  36 

und  a;  =  ,  woraus  sich   endlich 

p  —  l    ' 

'^'--\p+\-V    \i^o,-pf{Zh-p)+\  Y'[{?.a~p}iU-pf\ 

ergibt.  Diese  Methode  verfolgend,  sucht  er  nun  die  Bedingungen 
dafür,  daß  die  Gleichung  m'^"  Grades  sich  in  eine  binomische  transfor- 
mieren lasse.  Er  nimmt  y"  -I-  fc  =  0  und  «  =  -J"--  an,  und  eliminiert 
y.  Er  erhält  eine  Gleichung  n'™  Grades  in  x,  worin  er  das  zweite 
Glied  gleich  Null  setzt  und  so  Ä  =  —  erhält.  Alle  Koeffizienten 
der  resultierenden  Gleichung  sind  rationale  Funktionen  von  a  und  b. 
Es  können  deshalb  die  zwei  Koeffizienten  des  dritten  und  vierten 
Gliedes  willkürlieh  angenommen  werden,  wonach  sich  alle  übrigen 
als  Funktionen  dieser  zwei  ausdrücken  lassen.  Dies  sind  die  ge- 
suchten Bedingungen.  In  der  Auflösung  einer  Gleichung  n"™  Grades, 
weiche  diesen  Bedingungen  entspricht,  löse  man  anfangs  eine  quadra- 
tische Gleichung,  deren  Wurzeln  a  und  h  sind.  Dann  können  li,  und 
y  berechnet  werden,  sowie  x.  Die  allgemeine  algebraische  Auflösung 
von  y" -\- li  ^  0  kannte  Bezont  nicht;  er  verfolgte  die  De  Moivre- 
sehe  trigonometrische  B  eh  and  lungs  weise.  Er  untersucht  dann  die 
Gleichungen,  deren  Wurzeln  die  Form  a:  =  f/a"~'ft  +  i/«""*^^  "<8, 
haben,  und  zeigt,  daß  der  irreduktible  Fall,  wo  n  und  b  imaginär 
sind,  für  x  reelle  Werte  gibt. 

Bezout  setzt  seine  Untersuchungen  in  einer  zweiten  Abhand- 
lung, Sur  la  resolution  generale  des  equations  de  tous  les 
degres')  fort.  Unterdessen  ist  ihm  Eulers  Arbeit  von  17G2  bekannt 
geworden.  Sein  jetziges  Verfahren  läßt  sich  aus  seiner  Behandlung 
der  bi quadratischen  Gleichung  ersehen.  Er  setzt  j/*  —  1  =  0  und 
ay^  +  hy^  -{-  cy  +  x  =  0.  Multipliziert  man  letztere  mit  y,  y-,  .  .  ., 
erhält  mau 


')  Hiatoire    de   l'Aoad.  Eoy.  des  Sciences  Aiiiii5e  176fi,   Paria  1768,   p.  53? 
bie  662. 
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ay'^  +  hy^  -\-  cy  -\-  x  =  Q, 

by^  +  cy^  +  ^'f/  +  rt  =  0, 

cy*  -\-  xy^  -H  ay  +  /j  ■=  0, 

xy^  +  «?/  H-  i?/  +  c  =^  0, 

aus  welchen  sicli  durch  Eiiminatioii  von  y^,  y^,  y  eine  Gleichung 
vierten  Grades  in  x  ergibt.  Vergleicht  man  deren  Koeffizienten  mit 
p,  q,  r  in  x*  4-^^;^  -\-  qx  +  r  =  0,  so  hat  man  die  Bestimmungsglei- 
chungen  4ac+2b^  =  —p,  iiHi  +  4bc^  =^  q,  a*  +  c*  —  ?i*  —  2 d^c^ 
+  4a6^e  =  — r.  Sucht  man  nun  a  und  c  zu  berechnen,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  des  24'™  Grades;  sucht  man  aber  zuerst  6,  dann 
hat  man  eine  des  G"""  Grades,  die  als  eine  kubische  angesehen  werden 
tann.     Die  Werte  von  x  erhalten  die  Form 

X  =  —  a  ~  h  ~  c, 

X-=  +  fJ  -h  +  €, 

X  =  + « Y-^  +  b  -c  y~-^, 

x  =  -  aY^^  +  b  +  cy~  1, 

Wenn  der  Exponent  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  wird  ein 
zweites,  etwas  kürzeres  Verfahren  beschrieben.  Die  Bestimtniings- 
gleichungen  för  den  Fall  n  =  b  findet  Bezont  abschreckend,  „Oh- 
schou  ich  diese  letzten  Gleichungen  auf  mehrere  Weisen  verändert 
und  verschiedene  Mittel  zur  Abkürzung  der  Elimination  gefunden 
habe,  bin  ich  doch  noch  nicht  imstande,  die  Schlußresultate  anzu- 
geben,*' Auch  SE^t  er:  „Durch  den  Vergleich  von  Eulers  Abhand- 
lung mit  der  meinigen  sieht  man,  daß,  obschon  beide  Methoden  zu 
den  gleichen  Resultaten  fähren,  wir  voneinander  bedeutend  abweichen 
in  der  Schätzung  des  Grades  der  Gleichung,  auf  welcher  die  Auf- 
lösung der  vorgelegten  Gleichung  beruht.  Dieser  gelehrte  Analyst 
glaubt,  dieser  Grad  sei  immer  niedriger  als  der  der  vorgelegten  Glei- 
chung; ich  glaube  im  Gegenteil,  er  ist  immer  viel  höber,  daß  aber 
die  Gleichung  keine  anderen  Schwierigkeiten  als  jene  aller  niedrigeren 
Grade  umfaßt."  Der  Grad  dieser  Resolventen  sei  w  (w  —  1)  -  -  ■  2  ■  1, 
und  der  Exponent  der  Unbekannten  jedes  Gliedes  sei  ein  Vielfaches 
von  n.  Die  Größen  a,h,c,...  nennt  Bezout  coefficiens  indeter- 
mines,  ohne  eine  Meinung  zu  äußern,  ob  sie  algebraisch  seien. 

Die  Eliminationsmethode,  welche  heutzutage  die  Eulersche  ge- 
nannt   wird,    ist    in'  seiner  Schrift  Nouvelle    methode  d'eliminer 
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les  quantites  inconnues  des  equations')  erklärt.  Er  zeigt  den 
(Gedankengang  zaerst  an  den  speziellen  Gleichungen  z^  -\-  Ps  +  §  =  0 
=  (i(  —  w)  (^  -I-  -1)  und  ^ä  +  ps*  +  gs  +  r  =  0  =  (a  -  w)  {/  +  az  +  i), 
wo  w  die  gemeinsame  Wurzel  nnd  A,  a,  b  unbestimmte  Koeffizienten 
sind.     Daraus  folgen 

(b'  +Pz+Q) (f  +  ,iz  +  h)  =  {/■  +  ps^  +  qz  +  r){z-\-  A), 

und  die  Bestiinmungsgleichungen  F  -\-  a  =  p  -\-  A,  Q  -\-  Pa  +  f*  = 
q  +pA,  Ph  ~\-  Qa  =  qA  +  r,  Qb  =  rÄ,  welche  durch  Elimination 
von  A,  a,  h  das  erwünschte  Resultat  liefern. 

Wilhelm  Otto  Iteitz  (1702—1768),  ein  Lehrer  in  Rotterdam 
und  Middelburg,  veröffentlichte  eine  Schrift^)  Über  die  Auflösung  der 
Quartik,  worin  er  Kunstgriffe  angibt,  um  Fälle  zu  lösen,  wo  durch 
Addition  eines  Trinoms  a^x^-\-2ahx  +  b^  zu  beiden  Seiten,  die  Seiten 
Quadratformen  annehmen  können. 

Bezouts  Untersuchungen  über  die  algebraische  Auflösung  von 
Gleichungen  führten  ihn  zu  dem  Eliminationsproblem,  Er  fand,  daß 
Newtons  Eliminationsmethode,  durch  Aufsuchung  des  größten  ge- 
meinschaftlichen Teilers,  Öfters  fremde  Lösungen  gibt,  daß  das  Ver- 
fahren Yon  Euler  und  Gramer,  durch  symmetrische  Funktionen, 
nur  auf  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  auf  einmal  anwend- 
bar ist.  Im  Falle  mehrerer  Gleichungen  müsse  mau  sie  paarweise 
nehmen  und  die  Endgleichung  sei  höheren  Grades  als  notwendig  ist. 
In  einer  Abhandlung  Sur  le  degre  des  equations  resultantes  de 
1  yanouissement  des  inconnues')  fängt  Bezout  mit  einem 
Ltmma  an  um  die  Resultante  von  »  linearen  Gleichungen  mit  n  Un- 
bekinnten  zu  finden.  Sind  a,  h,  c,  (/,...  die  Koeffizienten  der  ersten 
Gleichung  a,  b',  c',  (f, ,  . .  und  «",  b",  c",  d',  . . .  diejenigen  der  zweiten 
und  diitten  Gleichung  usw.,  dann  bilde  mau  die  Permutationen  ab, 
ba  und  schreibe  ah  —  ha.  Mit  diesen  zwei  und  c  bilde  man  alle 
möglichen  Permutationen  und  beachte  einen  Zeichen  Wechsel,  wenn  c 
111  ab  oder  bu  seine  Stelle  ändert.  Man  hat  ahc  —  ach  +  cah  —  bac 
4-  hca  —  cba.  Auf  gleiche  Weise  verfahre  man  mit  dem  Buchstaben 
d  und  den  übrigen  Koeffizienten  der  ersten  Gleichung.  Setzt  man 
den  letzten  Ausdruck  gleich  Null,  so  hat  man  die  Bedingung,  daß  die 
vorgelegten  Gleichungen  simultan  seien.  Diese  Polynomen  sind 
Determinanten,  die  durch  eine  einfache  Regel  niedergeschrieben 
werden  können,     Bezout  schreitet  dann  zur  Elimination  zweier  Un- 

')  Histoire  de  l'acad.  roj.  des  aciencea,  annee  1764,  Berlin  1766,  p.  91  bis 
1D4.  *)  Verhandelmgen  uitgegeeven  door   de  HoUandsohe  Maatachappye  der 

Weetenschappen,  te  Haailem,  IX  Deels  I!I.  Stuk  I7li7,  8.  1—43.  ')  Histoire 

de  l'acad.  roy.  des  sciences,  an!i^el7üi,  Paris  1767,  p.  288— 3:i8. 
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bekannten  aus  zwei  Gleichungen  m^"  und  m''™  Grades,  indem  er  die 
erste  Gleichung  mit  einem  Polynom  Jf «™'-  ^  +  N^x"''"  ^ -\ multi- 
pliziert und  die  zweite  mit  einem  Polynom  Msf -'■-{-  Nx""-^  -\-  ■■  ■ 
und  die  Produkte  addiert.  Der  Koeffizient  jeder  Potenz  von  x  in 
dieser  Summe  wird  nun  =  0  gesetzt.  Sind  2.  B.  die  vorgelegten 
Gleichungen  Ax^  +  Bx  +  C^O,  A'x^  +  B'x  +  C  =  0,  multipliziert 
man  beziehungsweise  mit  Mx  -(-  N,  M'x  +  N',  und  läßt  die  Koef- 
fizienten von  X  in  der  Summe  der  Produkte  verschwinden,  dann  hat 
man  AM  +  A'M  =  U,  BM  +  BM  +  A^  +  AW^O,  CM  +  GM' 
+  BNi-BN'  =  0^  CN+  CN'  '^O  Mau  darf  hier  den  willkOr- 
lichea  Koeffizienten  M  gleich  i'  setzen,  dann  wird  M  =  ~  A. 
Durch  Elimination  von  N,  IN"  erhalt  man  erneu  Ausdruck,  den  man 
leichter  durch  die  Formeln  obgenannten  Lemmas  niederschreiben 
kann.  Dies  Vei-fehren  läßt  sich,  wie  Bezout  erklärt,  auf  drei  oder 
mehrere  Gleichungen  ausdehnen,  um  die  Operationen  abzukürzen, 
schlägt   er   vor,    daß    man   bei  den  Gleichungen  Ax"'  +  Bx'^~'-  +  ■  ■  ■ 

+  r  =  0,  A'x'^'  +  B'ar'-'^-\ y  =  0,  im   Falle  m  =  m,    die   erste 

nacheinander  mit  A',  A'x  -\-  S,  A!x^  ■{-  Sx  4-  C,  ■  ■  ■,  und  die  zweite 
nacheinander  mit  A,  Ax  ■\-  B,  Ax^  +  Bx  -\-  C,-  ■  •  multipliziere  und 
jedesmal  die  Differenz  der  entsprechenden  Produkte  niederschreibe. 
Man  erhalte  auf  diese  Weise  m  Gleichungen  m  —  1'^"  Grade.9.  Man 
soll  dann  jede  Potenz  von  x  als  eine  Unbekannte  betrachten,  und 
das  Lemma  liefere  die  Bedingung  für  die  simultane  Existenz  dieser 
m  Gleichungen.  Die  Frage,  ob  die  Werte  der  verschiedenen  Potenzen 
von  X  bei  der  Annahme,  daß  sie  verschiedene  Unbekannte  vorstellen, 
miteinander  verträglich  seien,  wird  nicht  berührt.  Das  Endresultat 
erkennt  man  als  eine  symmetrische  Determinante.  Ist  ni  <  m,  dann 
multipliziereniandiezweiteGIeiehunguiitJ.a:™~"'',^a:"'~'"''''^  +  B™~'"',,._ 
und  verfahre  wie  oben.  Der  Grad  der  Resultante  wird  achtsam  unter- 
sucht und  nicht  größer  als  das  Produkt  der  Ordnungsexponenten  der 
zwei  Gleichuugen  gefunden. 

In  der  Schrift  Nova  criteria  radices  aequationum  iraagi- 
narias  dignoscendi^)  erklärt  Euler,  daß  die  damals  aufgestellten 
Kriterien  für  imaginäre  Wurzeln  die  Existenz  solcher  Wurzeln  in 
einer  Gleichung  wie  a^  -f-  Ax^  —  ^x''—2Ax-\-li)?>  =  {x^-^Hx-\'  18). 
{x^  —  4a:  -|-  6)  =  0  nicht  kund  machen.  Clairauts  Algebra  und  die 
Veröffeutüchungen  von  Waring  aus  den  Jahren  1762  und  1764  waren 
ihm  also  nicht  bekannt.  Euler  stellt  drei  Prinzipien  auf:  Erstens, 
sind  alle  Wurzeln  einer  Gleichung  reell,  dann  hat  die  Gleichung, 
deren  Wurzeln   die   Quadrate    derjenigen    der   vorgelegten    Gleichung 

')  N.  Comm.  Petr.,  Tom.  X!II,  pro  anno  ITIiS,  PetropoU  1769,  p.  89—110. 
'■■     '■'■■■'■•  Hosied  byLjOOQlC 


sind,  lauter  positive  Wurzeln,  und  die  Zeichen  ihrer  KoeftiKienten 
wechseln  beständig  ab.  Zweitens,  in  der  Gleichung  x"  —  ax"-^ 
4-  hx"'^  +  -  ■  -  =  0  mit  reellen  Wurzeln  muß  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Wurzeldifferenzen  positiv  sein  und  folglich  «^>— _,fr- 
Drittens,  hat  die  Gleichung  X"  +  ase'^~^  +  bX"~^  +  •  ■  ■  =  0  lauter 
reelle  Wurzeln,  dann  haben  die  zwei  davon  abgeleiteten  Gleichuogeu 
n — 1'^"   Grades  auch  lauter    reelle  Wurzeln:   nx"~'- -j- (n —l)ax"''* 

+  (n  —  2)bx"-''^-\ 0,  ax"-^+2baf-^+3cx'"-^  +  ---  =  0.    Den 

Nachweis  dafür  zieht  er  aua  der  Kurventheorie.  Für  die  erste  be- 
trachtet er  =0,  und  für  die  zweite  setzt  er  erst  x  =  1/z.  Durch 
Wiederholung  der  Operation  fließen  aus  den  zwei  Gleichungen 
n  —  1'''"  Grades  drei  Gleichungen  n  —  2""'  Grades  und  vier  Glei- 
chungen n  —  S'*"  Grades  usw.,  bis  man  endlieh  auf  quadratische  Glei- 
chungen kommt,  deren  Wurzeln  leicht  erkennbar  sind.  Es  ist  zu 
beachten,  daß  von  diesen  drei  Kriterien  keines  hinreichend  ist,  und 
keines  die  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  anzeigt,  im  Falle,  daß  solche 
sich  vorfinden.  Die  zwei  ersten  Prinzipien  findet  man  schon  in 
Newtons  Arithmetica  universalis. 

Das  dritte  Prinzip  Enlers  wird  auch  von  J.  H.  Lambert  in 
seinen  Observations  sur  les  equations  d'un  degre  quelconque^) 
hergestellt.  Um  die  Bedingung  für  die  Existenz  gleicher  Wurzeln 
einer  Gleichung  z^  +  az^  +  bs  +  k  =  0  zu  bestimmen,  findet  Lam- 
bert den  größten  gemeinschaftlichen  Teiler  zwischen  s'^ -\- as^  +  bs 
•j- k  und  'i  z^ -\- 2  a  z -\- h,  und  setzt  den  letzten  Rest  gleich  Null.  In 
einer  zweiten  Abhandlung  des  gleichen  Jahres^)  bemerkt  Lambert, 
daß  Analysten  wenig  Hofihung  hegen,  die  allgemeine  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  zu  erzielen,  weshalb  es  wünschenswert  sei, 
Kunstgriffe  für  die  Auffindung  der  Wurzeln  für  Spezialfälle  zu  ent- 
decken. Er  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  numerischen  Glei- 
chungen. Nach  einem  seiner  Vorschläge  bilde  man  eine  zweite  Glei- 
chung, deren  Wurzeln  die  Summe  je  zweier  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  sind.  Diese  Hilfsgleichung  lasse  sich  öfters  in  rationale 
Faktoren  zerlegen  und  liefere  die  erwünschte  Lösung. 

Francisco  de  Tosehi  a  Fagnano  untersucht  in  einer  Schrift, 
De  infinitarum  aequationum  resolutione,  quarum  radices 
sub  eadem  forma  exhibentur,  qua  radis  cubica,  quae  dici- 
tur    Cardani^)    Gleichungen,    die     mit    x^  -f  ~x  +  -^  -  =  0    oder 


')  HiBtoire  de  l'acad.  roj.  dea  scieuces,  aiinöe  1763,  Berlin  1770,  p.  278  tis 
*)  Ebenda,  S.  392—310.        ')  Nova  Acta  Eruditorum,  1770,  p.  200— 3S7. 
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^+ 2fl^y('~  R^=  0    (wo    2x=^t~  gesetzt    ist!    verwandt    sind. 

Statt  dieser  Gleichung  Ö*™  Gfrades  nehme  man  t^"  ■]-  2a" -'■fy  —  a^" 
=  0,  worin  n  eine  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  negative,  ja 
sogar   eine   irrationale  Zahl   aein    möge.     In  jedem  Falle    habe    man 


Kombination  erhält  er  ■     -_-t^  =  +-  _^?=^.  Dann  durch  Integration 


2a  "  a;  =- ( — y  +  l^y*  +  f*^)"  ~  (j/ +  Vy^  +  a^)"-  Jede  Gleichung, 
die  sich  auf  die  Form  der  obigen  2«**"  Grades  reduzieren  läßt,  zeigt 
Wurzeln  der  Cardanschen  Art.  Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist 
und  man  bei  ^  das  untere  Zeichen  nimmt,  sei  die  Wurzel  durch  Ima- 
ginäres verunstaltet;  ist  aber  n  ungerade,  sei  es  gleichgültig,  welches 
Zeichen    man   nimmt.      Durch   Differentiation    der    Wurzelform    und 

_       _^y_ 

und  Transformation  wird 

2a-'-'y  =  {x^  yi^'+ä'T  -{-x  +  y¥'V'<^)"' 
eine  Gleichung,  die  die  Cardansche  Wurzelform  besitzt.     Indem  man 

filr   X   t 7-   einsetzt,    gelangt    man    zur    ursprüngliehen    Gleichung 

2«'™  Grades.  Dann  folgen  geometrische  Betrachtungen,  aus  welcliea 
hervorgeht,  daß  die  Konstruktion  aller  dieser  Gleichungen  durch  die 
Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  nacli  der  Cotes'schen  Methode  für 
Kubikgleiehungen  erzielt  werden  kann. 

Ein  durch  leichtfaßliehe  Darstellung  für  den  Unterricht  geeig- 
netes Werk  über  Gleichungstheorie  wurde  von  Mako  unter  dem 
Titel  De  arithmeticis,  et  geometricis  aequationum  resolutio- 
nibus  Über  duo  1770  in  Wien  veröffentlicht.  Paul  Mako  de 
Kerek  Gede  (1724?— 1793)  war  ein  ungarischer  Jesuit,  welcher 
durch  seine  Lehrtätigkeit  in  Mathematik  und  Physik  an  der  Theresia- 
nisehen  Akademie  in  Wien  Geschmack  für  die  Mathematik  erweckte. 

Der  Pariser  Astronom  und  Physiker  Ächille  Pierre  Dionis 
du  Sejour('17B4 — 1794)  veröffentlichte^)  einen  Beweis,  daß  'f^  —  px 
-|- g  =  0  für  den  irredulrtiblen  Fall,  Ap^'>21q^,  keine  Wurzel  von 
der  Form  a  +  iy-— 1  haben  kann,  und,  da  D'Atembert  gezeigt 
habe,  daß  alle  imaginären  Wurzeln  diese  Form  annehmen,  müssen 
alle  drei  Wurzeln  reell  sein.  Dieser  Gedanke  wird  in  einer  Abhand- 
lung Pour  determiner  le  nombre  des  racines  reelles  et  des 
racinea  imaginaires  .  . .')  weiter  entwickelt  und  auf  Gleichungen 
dritten   und   vierten    Grades   angewandt.     Er    setzt   voraus,    daß  jede 

')  Histoire  de  l'aoad^inie  rojale  des  Bciencea,  aimije  1768,  Paria  1770, 
p.  207,  208,  ")  Ebenda,  annee  1772,  11.  Partie,  Paris  1776,  p.  377—45«, 
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Wurzel  sich  in  der  Form  a  +  b  ]/—  1  ausdrücken  lasse,  wo  a  reell 
ist,  b  aber  diesmal  entweder  reell  oder  eine  durch  y~  1  nicht  teil- 
bare imaginäre  Größe  ist.  Für  x  substituiert  er  «  +  fe  Y—  1  und 
bildet  aus  dem  Resultate  zwei  Gleichungeu,  wovon  die  eine  aus  den 
mit  dem  Faktor  Y —  1  behafteten  Gliedern  besteht  und  die  andere 
alle  übrigen  Glieder  enthält.  Erhält  nun  a  in  einer  dieser  Glei- 
chungen einen  willkürlichen  Wert,  dann  läßt  sich  der  korrelative  Wert 
von  h  bestimmen.  Setzt  man  diese  Werte  von  a  und  b  in  die 
andere  Gleichung  ein,  so  erhält  man  Ausdrücke  für  die  Bestimmung 
der  Spezialglei chung  desselben  Grades,  welche  x  —  a~  hY—  i  als 
Faktor  enthält.  Stellt  sich  b  als  eine  durch  Y  ~~^  nicht  teilbare 
imaginäre  Größe  heraus,  dann  ist  dieser  Faktor  imaginär,  in  anderen 
^Fällen  ist  er  reell.  Setzt  man  z.  B.  in  der  Gleichung  x^-^-px ^q-=0 
den  Wert  a  -\-  bY—  1  für  ^,  dann  erhält  man  nach  obiger  Anweisung 
die  zwei  Gleichungen  (k)  o'— Safe*  +  a^  + 3  =  0,  (ß)  &^— 3«*--p  =  0. 
Eliminiert  man  6^,  so  wird  (y)  2a(ia^  +  p)  —  q  =  0.  Der  kleinste 
Wert,  den  a^  in  (ß)  annehmen  kann,  ist  0.  Setzt  man  in  (k) 
«  =  0  und  fc  =  +  Yp,  so  wird  q  =  0,  und  x  +  Y—  i>  =  0  ist  ein 
Faktor  der  Gleichung.  Aus  (ß)  zieht  man  0  =  ^1/3»^  +  ^;  für 
Werte  von  p1>  —  'da^  ist  b  also  immer  reell  und  zwei  Wurzeln  der 
Kubik  sind  immer  imaginär;  6  =  0  ist  der  Grenzwert.     Setzt  man  in 

(«)  6  =  0  und  w  =  ±  y~^,  so  wird  4pH27g^  =  0,  iu  welchem  Falle 

x+y  -  =  0.  Nun  kann  b  nicht  reell  sein,  wenn  i/  in  der  Glei- 
chung (1)  3a^+p~y  —  0  nicht  positiv  ist.  Diese  Gleichung,  in 
Verbindung^  mit  (k)  und  {ß),  liefert  4^*  +  27  g^  =  4  ^  (4j/  —  3^)^,  woraus 
zu  ersehen  ist,  daß  die  vorgelegte  Gleichung  nur  dann  imaginäre 
Wurzeln  haben  kann,  wenn  y  positiv,  und  folglich  4p*  -f  27  q^ 
positiv  ist.  Sejour  läßt  eine  ausführliche  Besprechung  der  Quartik 
und  die  geometrische  Deutung  seiner  Resultate  folgen.  Lagraiige 
drückte  sich  über  Sejours  Verfahren  anerkennend  aus^),  möchte 
aber  dasselbe  auf  die  Quintik  übertragen  sehen.  Dies  soll  Sejour 
kurz  vor  seinem  Tode  wirklieh  erzielt  haben;  die  neue  Abhandlung 
sei  aber  verloren  gegangen^). 

Die  Hauptresultate  über  Gleichungen  in   der  Miscellauea  ana- 
lytica,    1762,   wurden   von  Waring   in    etwas  veränderter  Form  in 


')  Lagrauge,  Oeuvres,  T.  XIV,  p,  71.  *)  Michaud,  Biogr.  univ.;  La- 
piace,  „Le^onB  de  matb.  domieeB  ä  Tecole  normale",  Joum.  de  Tccole  poljt 
T,  II,  Paris  1812,  p.  44, 
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den  Meditationes  algebraicae,  1770,  wiedei^geben.  Letzteres 
ist  aber  eia  größeres  Werk  und  enthält  vieles,  was  sich  im  ersten 
nicht  vorfindet  oder  dort  nur  ganz  kurz  angedeutet  ist.  Die  ein- 
schlagenden Neiieruiigeii  finden  sich  aber  alle  schon  im  ersten 
Werke. 

Er  zeigt  unter  anderem  folgende  Methode,  die  Grenzwerte 
von  Wurzeln  festzusetzen:  Hat  (J.)  af~ px'''^-^-  etc.  =  0  die  reellen 
Wurzeln  a,  ßy  y,  etc.,  wo  k  >  |3  >}■>■■  -,  dann  hat  {B)nx''~^  — 
{n  —  l)p x"~^  +  etc.  =  0  die  reellen  Wurzeln  jt,  p,  ts, . . .,  welche  be- 
züglich zwischen  a  und  ß,  ß  und  ;■  etc.  liegen;  auch  liegen  die 
Wurzeln  von  hA  +  mB^O,  wenn  h  und  m  gleiche  Zeichen  haben, 
bezüglich  zwischen  a  und  n,  ß  und  p  etc.;  wenn  aber  h  und  m 
entgegengesetzte  Zeichen  haben,  ist  eine  Wurzel  von  hÄ  -4-  mB  -=  0 
größer  als  a,  während  die  übrigen  bezüglich  zwischen  jr  und  ß,  p 
und  y  etc.  liegen.  Weun  h  und  m  gleichze ichig  sind,  liegt  eine 
Wurzel  von  hÄ-\-mB^O  zwischen  der  kleinsten  positiven  und 
Null,  und  eine  andere  zwischen  der  kleinsten  negativen  und  Null  von 
der  Gleichung  ^1  =  0.  Nun  leitet  ei'  mehrere  Regeln  ab,  welche  an- 
nähernd die  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  einer  Gleichung  angeben'), 
die  aber  wegen  ihrer  komplizierten  Natur  keine  Aufnahme  gefunden 
haben.  Ist  die  vorgelegte  Gleichung^)  af  — pa^"^+  qx""^—  etc.  =  0, 
so  eliminiere  man  x  zwischen  derselben  und  nx""^ —  (»  —  1)^3:""' 
-i-  etc.  =  1!  oder  zwischen  x"  —  px"'''- -\-  etc.  =  u  und  nx"-'-—  (n  —  1) 
px"'^  -\-  etc.  =  0,  und  man  kann  aus  der  Gleichung  v"—  Av"-'-  + 
Bv"'^  ~i-  ■  ■  -  -|-  S  =  0  immer  die  genaue  Anzahl  imaginärer  Wurzeln 
in  einer  Kubik,  Quartik  und  Quintik  entnehmen,  und  in  einer  höheren 
Gleichung  entscheiden,  ob  sich  imagiimre  Wurzeln  vorfinden.  Das 
letzte  Glied  entscheidet  ferner,  ob  die  Anzahl  solcher  Wurzeln  2,  Ü, 
10  etc.  oder  0,  2,  8  etc.  ist.  Um  Descartes'  Zeichenregel  nachzu- 
weisen, wird  hervorgehoben,  daß  bei  Multiplikation  des  Polynoms 
durch  (x  —  a)  die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  um  1  oder  3  oder  5  etc. 
vermehrt  wird.  Die  Diskusaion  komplexer  Wurzeln  nimmt  80  Seiten 
von  Warings  Quarto-Werke  ein. 

Es  wird*)  eine  Methode  vorgeführt,  Annäherungen  zu  imaginären 
Wurzeln  zu  finden.  Ist  a  4-  hY^  i  ein  Näherungswert,  so  kann 
man  größere  Genauigkeit  durch  die  Substitution  von  x  =  a  +  a  + 
{h  -j-  6')  y—  1  in  die  vorgelegte  Gleichung  und  die  Festsetzung  der 
beiden  Werte,  a  und  V,  durch  Auflösung  der  erfolgten  Bestimmungs- 
gleichungen    erlangen.     Dann    wird   ein  Verfahren    skizziert,   um  aus 

')  Meditationea  algeb.,  ed.  tettia,  1702,  p,  68,  Problem  IXff.  ')  Ebenda, 

p.  87,  Problem  XIII,  XIV.        =)  Ebenda,  p.  S68. 
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Inkremetiten  der  Koeffizieateii  die  Inkremente  der  Wurzeln  zu  be- 
rechnen. Endlich  wird  nach  der  Anzeige  in  der  Vorrede^)  „bewiesen, 
daß  jede  Gleichung  reelle  oder  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form 
ß  +  /3  ]/—  1  habe".  Jede  Gleichung^)  x"  —  piK""^  +  etc.  =  0  könne 
in  irgend  eine  andere  a:^— Pa:""^  +  etc.  =  0  durch  beständige  Ad- 
dition von  Größen  --  p'y^'-'  -\-  qcc"-^—  etc.  (wo  p',  q',  .  .  .  möglich 
kleinste  Größen  sind,  so  gewählt,  daß  mehr  ala  zwei  Wurzeln  niemals 
einander  gleich  werden)  transformiert  werden.  Deshalb  müsse  irgend 
eine  Wurzel  der  Gleichung  a;"— Pic''"'^+ ete.  =  0  in  der  Formel 
a  +  ßY—  1  enthalten  sein.  Es  ist  diese  eine  der  Stellen  in  Warings 
Schriften,  so  allgemein  und  kurz  gefeßt,  daß  sie  beinahe  wertlos  sind, 
James  Wood,  ein  Verehrer  Warings,  gesteht,  daß  der  Verfasser 
hier  den  Leser  über  die  Wurzelexistenz  im  Zweifel  lasse.  Uns  scheint 
die  Wui-zelesistenz  stillschweigend  vorausgesetzt;  Waring  wollte 
wahrscheinlich  nur  nachweisen,  daß  sogar  die  sogenannten  unmög- 
lichen Wurzeln  immer  in  der  Form  «  +  }/—  l  ß  enthalten  sind. 

Die  Theorie  der  Gleichungen  wird  nun  von  Lagrange,  dem 
gi'ößten  Mathematiker  des  18,  Jahrhunderts,  mit  einschlagenden  Ab- 
handlungen bereichert.  Wir  halten  einige  Augenblicke  inne,  kurz 
seineu  Lebenslauf  zu  schildern.  Joseph  Louis  Lagrange")  (1736 
bis  1813)  wurde  zu  Turin  am  25.  Januar  geboren.  Sein  Urgroßvater*) 
war  ein  geborener  Pai'iser  imd  war  als  Kavalleriekapitän  im  Dienste 
Königs  Emanuel  U.  nach  Sardinien  gegangen,  der  ihn  durch  Ver- 
heiratung mit  einer  Dame  Conti  an  Turin  fesselte.  Lagranges 
Vater    war    Kriegszahlmeister   und    seine    Mutter    die    Tochter    eines 


')  Ebenda,  p.  XLI.  *)  Kbenda,  p.  272.  '^  Wir  benutEen  folgende 

Schriften;  1)  Nachriclit  von  Lagrange's  Leben  und  Schriften,  vorgelesen  von 
Delambre  am  3,  Januar  1814  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Pftris 
[Mömoires  de  la  classe  des  eciences  matbömatiques  et  phjsiqueB  de  l'insfcitut  de 
France,  annee  1812],  übereetzt  von  A,  L.  Crello  und  gedruckt  in  J.  L.  La- 
grange's  mathematische  Werke,  herausgegeben  von  A.  L.  Grelle,  Erster  Band, 
Berlin  1823.  2)  Pröcia  Hiatorique  sut  la  vie  et  la  mort  de  Joseph-Lonia 
Lagiange,  par  MM.  .f.  J.  Virej  et  Fotel,  Paris  1813.  3)  Intorno  alla  vita 
ed  alle  opere  di  Luigi  Lagrange.  Djaeoiao  letto  nel  E.  Liceo  Galilei  di  Piaa 
dal  Cav.  Angelo  Porti,  Koma  18li9.  4)  Notizen  von  Guyton  Morveaa  in 
A.  L,  Grelle,  op.  cit,  I,  p,  LXIX — LXXI  5)  Einige  Zuaatze  zu  vorstehenden 
Nachrichten  von  Lagrange'a  Leben  von  Ä.  L.  Grelle  in  op.  cit.  I,  p.  XCV  bis 
XCIX.  6)  Joaeph  Bertrand,  Eloge«  Academiques,  nouvelle  aörie,  Paria  1903, 
p,  291—311  (Bstrait  du  Journal  des  SaiantB,  aeptembre  1888).  7)  A.  Harnaok, 
Geech.  d.  K.  Preuß.  Ak.  d.  Wisa  zu  Herim,  1900.  8)  CoEaalia  Elogio  di  L. 
Lagrange  war  uns  nicht  zugänglich  ■■)  Nach  Forti,  op.  cit.  S.  8,  und 

Virey  et  Potel,  op,  cit.  p.  4,  wurde  er  am  30.  Januar  geboren;  nach  Forti 
war  aein  Großvater,  nicht  sein  Urgroßvater,  im  Dienate  Emanuels  II,  von 
Sardinien. 
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reichen  Arztes  zu  Carabiano.  Durch  gewagte  Unternehmungen  verlor 
der  Vater  aein  Vermögen.  Der  junge  Lagrange  interessierte  sich 
anfangs  für  Cicero  xind  Vii^ü;  erst  später  zeigte  sich  Neigung  für 
Mathematik.  Zuerst  studierte  er  die  Geometrie  der  Griechen,  dann 
erregte  eine  Ähhandlung  des  Astronomen  Halley,  worin  die  Vorzüge 
der  Analysis  herrorgehoben  wurden,  in  ihm  großen  Eifer  für  die 
Analjsis.  Er  machte  so  ausgezeichnete  Fortschritte,  daß  er  vor 
seinem  20.  Jahre')  die  3telle  eines  Professors  der  Mathematik  an  der 
Königlichen  Artillerieschule  zu  Turin  bekleiden  konnte.  In  Verbin- 
dung mit  einigen  seiner  Schüler  gründete  er  die  Turiner  Akademie. 
Zu  dieser  Zeit  bearbeitete  er  seine  neuen  Methoden  für  die  Maxima 
und  Minima,  achrieb  über  rücklaufende  Reihen  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. In  der  Abhandlung  über  die  Fortpflanzung  des 
Schalles  behandelte  er  einen  schwierigen  Gegenstand,  au  welchem 
Newton,  Taylor,  Daniel  Bernoulii  und  D'Alembert  gearbeitet 
hatten,  und  trat  gleichsam  als  Schiedsrichter  auf,  der  jedem  zeigte, 
worin  er  in  diesem  Streite  recht  oder  unrecht  hatte.  Lagrangea  Ar- 
beiten veranlaßten  Euler  ihn  in  die  Berliner  Akademie  aufnehmen 
zu  lassen.     Am  2.  Oktober  1759  meldete  Euler  seine  Aufnahme  an. 

Lagrange  sehnte  sich  die  Pariser  Gelehrten,  mit  denen  er  in 
Briefwechsel  war,  persönlich  kennen  zu  lernen.  Er  nahm  eine  Ein- 
ladung Heines  Freundes  Carraccioli  an,  mit  ihm  über  Paris  nach 
London  zu  reisen.  In  Paris  wurde  er  von  D'Alembert,  Clairaut, 
Condorcet,  Fontaine,  Nollet,  Marie  und  anderen  gut  aufgenommen. 
PlötKlieh  erkrankt,  konnte  er  seinem  Freunde  nicht  nach  London 
folgen.  Nach  Turin  zurückgekehrt,  widmete  er  sieh  mit  neuem  Eifer 
der  Mathematik.  Als  Euler  sich  entschied,  Berlin  zu  verlassen,  um 
nach  St.  Petersbni^  zu  gehen,  bot  Friedrich  der  Große  die  Prä- 
sidentenstelle  seiner  Akademie  D'Alembert  an.  D'Alembert  hatt« 
aber  keine  Lust  Paria  zu  verlassen  und  schlug  Friedrich  vor,  La- 
grange an  Eulers  Stelle  zu  setzen.  Diesen  Vorschlag  hatte  schon 
Euler  selbst  gemacht.  Lagrange  wurde  berufen.  Sein  Aufenthalt 
zu  Turin  hatte  ihm  wenig  mehr  gefallen.  Er  fand  dort  niemand,  der 
Mathematik  mit  Erfolg  studierte.  Er  schrieb:  „Je  suis  determine  ä 
me  tirer  d'ici  ä  quelque  pris  que  ce  soit."^) 

Lagrange  nahm  die  Stelle  in  Berlin  am  6.  November  1766  au. 
Während  seines  zwanzigjährigen  Aufenthaltes  in  Berlin  lebte  er  so 
ganz  seiner  Wissenschaft,  daß  ihm  die  Händel  der  Welt  beinahe  un- 
bekannt blieben. 

')  Nach  Virej  im  1.5.,  nach  Delambre  im  16.,  nacb  Foi'ti  im  IH.  Jahre. 
*)  Vide  BoUettJno  di  Bibliografia  e  Storia  delle  Boieru.c  Matematicbe,  Kditore 
Carlo  Clausen,  Torino,  T.  IV,  1901,  p.  4, 
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;  zur  Verlegung  seines  Wohnortes  nach  Paris  waren 
der  Tod  Friedrichs  des  Großen  und  die  Veränderungen,  welche  da- 
nach in  Preußen  stattfanden  oder  befürchtet  wurden.  Mit  der  Be- 
diagungj  daß  er  der  Berhner  Akademie  noch  einige  Memoiren  hefere, 
nahm  er  Abschied  und  kam  1787  in  Paris  an.  Er  wurde  mit  Wohl- 
wollen empfangen  und  ihm  eine  Wohnung  im  LouTre  zugeteilt.  Aber 
¥on  dieser  Zeit  bis  zur  Gründung  der  Polytechnischen  Schule  verlor 
er  den  Geschmack  an  mathematischen  Untersuchungen:  er  war  zer- 
streut und  schwermütig.  Zwei  Jahre  lang  lag  seine  Meca- 
nique  analytique,  1788  von  Legendre  herausgegeben,  ungeöffnet 
auf  seinem  Schreibtische.  Metaphysik,  Medizin,  Botanik,  Chemie  teilten 
sich  in  seine  Muse.  Lavoisiera  Chemie  fand  er  „so  leicht  wie 
Algebra'-. 

Die  Hinrichtung  Lavoisiers  versetzte  ihn  in  große  Trauer. 
„Sie  haben  nur  einen  Augenblick  gebraucht,"  sagte  er  zu  Delambre, 
„um  diesen  Kopf  fallen  zu  machen,  und  hundert  Jahre  vielleicht  werden 
nicht  hinreichen,  einen  ähnlichen  hervorzubringen."  Zu  dieser  Zeit 
sank  das  französische  Papiergeld  im  Werte,  und  Lagrange  geriet  in 
drückenden  Mangel.  Durch  die  Vermittlung  eines  seiner  deutschen 
Freunde  wurde  ihm  aus  Preußen  eine  Pension  von  300  Talern  pro 
Jahr  für  die  ganze  Zeit  seit  seiner  Abreise  von  Berlin  zugeschickt. 
Bei  der  Gründung  der  Normalschule  in  Paris  wurde  er  zum  Lehrer 
eraannt,  die  ephemere  Existenz  derselben  ließ  ihm  aber  kaum  Zeit, 
die  Grundsätze  der  Arithmetik  und  Algebra  vorzutragen.  Es  war  die 
Polytechnische  Schule,  welche  Lagrange  der  Analysis  wiedergab. 

In  der  Unterhaltung  war  er  sanft  und  beinahe  schüchtern.  Seine 
Itede  begann  gewöhnlich  mit  einem  „Ich  weiß  nicht".  Von  den  Ver- 
diensten ariderer  sprach  er  mit  größter  Achtung.  Auf  die  Frage,  wie 
die  Mathematik  am  besten  zu  studieren  sei,  verwies  er  auf  Eulers 
Schriften.  Er  war  zweimal  verheiratet.  In  Berlin  vermählte  er  sich 
mit  seiner  Cousine,  deren  früher  Tod  ihn  tief  betrübte.  In  Paris 
heiratete  er  1794  die  .junge  Tochter  des  Astronomen  Lemonnier, 
die  ihm  ihre  schönsten  Jahre  widmete  und  sein  Leben  versüßte. 

Enler  verfaßte  seine  Abhandlungen  in  Latein,  aber  Lagrange 
benutzte  die  allgemeiner  verständliche  französische  Sprache.  Während 
Euler  mit  naiver  Schaffensfreudigkeit  vmd  großer  Begeisterung  alle 
Teile  der  Mathematik  entwickelte  und  Wichtiges  und  Unwichtiges 
mit  gleicher  Weitläufigkeit  darlegte,  so  daß  seine  Schriften  zu  einem 
kaum  zu  überwältigenden  Umfange  anwuchsen,  schrieb  Lagrange  mit 
größerer  Sorgfalt,  nahm  sich  mehr  Mühe  allgemeine  Gesichtspunkte 
zu  erreichen  und  seine  Resultate  in  knappe  und  elegante  Form  zu 
bringen.      E  u  1  e  r  s    Schriften    lesen    sich   „wie    Novellen" ;    diejenigen 
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Lagranges  sind  mehr  abstrakt,  dringen  tiefer  und  zeigen  größei'e 
Präzision  der  DaratelloDg. 

Lagrange  machte  einen  neuen  Angriff  auf  das  Ehminations- 
problem  in  einer  Schrift,  Sur  l'elimination  des  inconnues  dans 
les  equations^).  Wenn  zwischen  zwei  simultanen  Gleichungen  0^1  + 
^  +  ^,  +  ■  ■  -  und  0  =  l  +  Ax  +  Bx^  +  ■  ■  ■  ^  (1  -  ax){l  -  ßx)  ■  •  ; 
bezüglich  m'™  und  n""  Grades,   x  eliminiert  werden  soll,  ist  es   Itlar, 

daß  das  Produkt   //=  (1  +  ««  +  6ß^H ){l  +  aß  +  bß^-\ )  ■  ■  • 

=-  0  sein  muß.  Der  Logarithmus  dieses  Produktes  //  liefert  « 
Glieder,  log(l  +  «k  +  aa^  +  ■  ■  ■)  "i"  ^^'^■i  wovon  jedes  in  eine  Reihe 
entwickelt  wird.  Dann  zieht  er  die  Theorie  der  symmetrischen 
Funktionen  zu  Hilfe   nnd   erhält   eine   Reihe  77=1  —  qD  +  *— ■■-, 

welche  77  als  eine  Funktion  von  a,  h,  c,  .  . .  und  A,  Ji,  (\ . .  .  aus- 
drückt. Die  Gleichung  Fl  =  0  hat  kein  Glied,  worin  die  a,  i,  c  -  .  . 
zusammen  die  Dimension  m,  und  die  A,  Ji,  C,  .  .  .  zusammen  die 
Dimension  n  übersteigen.  Das  Verfahren  ist  schwerfiiUig  und  hat 
keine  weite  Annahme  gefunden. 

Die  bedeutendste  Abhandlung  über  Gleichungstheorie  des  IS.  Jahr- 
hunderts ist  wohl  die  Arbeit  von  Lagrange,  Reflexione  sur  la 
resolution  algebrique  des  equations''),  demi  darin,  wie  in  keiner 
anderen,  werden  allgemeine  Gesichtspunkte  erreicht  und  die  Grund- 
lagen der  Methoden  gelegt,  auf  welche  später  Ruffini,  Abel  und 
Galois  weiter  bauten.  Er  fängt  mit  der  kubischen  Gleichung  au 
und  zeigt,  daß  ihre  Lösung  von  einer  Resolventen-Gleichuug  sechsten 
Grades  abhängt,  die  er  reduite  derjenigen  dritten  Grades  nennt. 
Sind  a,  b,  c  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung,  y  eine  Wurzel 
der  reduite  und  a,  ß  die  imaginären  Werte  von  y—  1,  so  hat  man 
Sy  =  a -{•  ab -\- ßc.  Da  der  Wert  des  y  nicht  direkt  von  a,  h.  e. 
sondern  von  den  Koeffizienten  der  kubischen  Gleichung  abhängt,  in 
denen  die  drei  Wurzeln  gleichförmig  eintreten,  so  ist  klar,  daß  man 
in  dem  Ausdruck  für  By  die  drei  Größen  a,  b,  c  willkürlich  ver- 
tauschen kann,  wodurch  man  sechs  verschiedene  Werte  für  Zy  erhält. 
Wenn  nun  Aa  -[-  Bb  -\-  Cc  einen  Wert  von  y  darstellt,  worin  A,  B, 
G  von  a,  b,  c  unabhängig  sind,  so  kann  man  a,  b,  c  auf  alle  mögliche 
Weisen  vertauschen  und  so  die  sechs  Wurzeln  und  endlich  die  Be- 
solvente  selbst   herleiten.     Er  erklärt  die  Tschirnhausensche  Auf- 

')  Möiaoirea  de  l'acad.  roy.  des  sciences,  annöe  1769,  t.  25,  Berlin  1771, 
p.  303— 320  =  Oeuvres,  T.  Ili,  p,  141— 154.  *)  N.  mümoireB  de  l'acad.  roy. 

des  sciences,  annee  1770,  Berlin  1772,  p.  134—215;  ann^e  1771,  Berlin  1773, 
p,  138— 254  =  Oeuvres,   T.  III,  p.  205— i21. 
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lösuugsmethode  und  zeigt,  daß  diese,  sowie  alle  imderen,  die  Auf- 
findung  von  liesolventeii,  deren  Wurzeln  entweder  x' -\- x"  a -\- x'"  a^ 
oder  (x' -i- x" a -i- af" a^)^  sind  und  deren  Grad  entweder  der  sechste 
oder  der  zweite  ist,  erfordern. 

In  diesen  Unter suchungen  hatte  Lagrange  Gelegenheit,  die  Kri- 
terien abzuleiten,  damit  zwei  Gleichungen  mehr  als  eine  Wurzel  mit- 
einander gemein  haben.  Sind  P  =  0,  $  =  0  die  zwei  Gleichungen, 
nehme  man  F  —  y  und  schaffe  x  aus  beiden  Gleichungen  weg.  Man 
bekommt  j/™  +  ay"""'  -|-  . . .  -\-  py^  -\-  qy  -{-  r  =- 0.  Da  nun  r  =  0  sein 
muß,  damit  P  ^=  0  und  ^  ==  0  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben, 
so  wird  zu  zwei  gemeinschaftlichen  Wurzein  r  =- 0,  j»  "^  0,  und  zu 
dreien  ^=^0,  ,-l  =  0  und  ,^,  =  0,  et«,  erfordert,  wo  t  das  letzte 
Glied  der  einen  von  den   gegebenen  Gleichungen  ist. 

Zur  Gleichung  vierten  Grades  schreitend,  bespricht  Lagrange 
die  Methoden  von  Ferrari,  Descartes,  Tschirnhausen,  Euler, 
Bezout  und  zeigt  den  Zusammenhang  und  die  gegenseitige  Abhängig- 
keit derselben.  Er  gibt  die  a  priori  Grunde  an,  warum  einige  da- 
von auf  Resolveuten  dritten,  andere  auf  solche  sechsten  Grades  führen, 
die  aber  zum  dritten  erniedrigt  werden  können.  Die  Wurzeln  dieser 
Resolventen  sind  Funktionen  der  Größen  x',  x" ,  x",  x^,  solcher  Art, 
daß,  wenn  alle  möglichen  Permutationen  der  vier  Großen  stattfinden, 
nur  drei  verschiedene  Werte  eutspringen,  wie  bei  x'x"  -|-  x"'x'-^,  oder 
sechs  Werte,  von  denen  je  zwei  entgegengesetzte  Zeichen  aber 
gleichen  absoluten  Wert  haben,  wie  bei  x' -j- x" — x"  —  x^^,  oder 
auch  sechs  Werte,  die  in  drei  solche  Paare  verteilt  werden  können, 
daß,  wenn  man  die  Summe  oder  das  Produkt  der  Werte  jedes  Paares 
bildet,  diese  drei  Summen  oder  drei  Produkte,  bei  ii^eud  einer  Per- 
mutation der  x',  x",  x'",  x^'^  immer  unverändert  bleiben.  Auf  der 
Existenz  solcher  Funktionen  ruht  die  allgemeine  Auflösung  hiquadra- 
ti scher  Gleichungen. 

Lagrange  kennt  zwei  Methoden,  durch  deren  Hilfe  man  viel- 
leicht die  allgemeine  Auflösung  der  quintiachen  Gleichung  erwarten 
dürfe:  die  Tschirnhausensche  Methode  und  diejenige  von  Euler 
und  Bezout.  Diese  ergeben  eine  allgemeine  und  einheitliche  Lösung 
der  kubischen  und  biquadratiachen  Gleichungen,  erfordern  aber  bei  der 
Quintik  die  Lösung  einer  Gleichung  des  24""  Grades,  die  gewiß  nicht 
auf  einen  niedrigeren  als  den  5""  Grad  reduziert  werden  kann. 
Lagrange  sucht  a  priori  die  Tragweite  dieser  Methoden  zu  er- 
mitteln.    Um  die  Gleichung 

X"  -\-  mx''-'^ -\-  nx''~'^ -\- ps^'~^+  •  .  .  =  0 
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Dach  Tschirnliansen  zu  lösen,  setzt  man  x'' +  fxi''-^  +  gxi^~'^ -^  ■  ■  ■ 
•f  j/  =  0,  worin  f,  g,  .  .  .    HnbeBtinimie   Koeffizienten  siud,  und  erhiilt 

y>'^- Ay-^+ By^-^+Cif-^i 0,   wo   A,  B,  C, .  .  .   rationale, 

ganze  Funktionen  von  f,g,...  sind.  Man  darf  Ä  ^  B  =  C  =  ---'=^  0 
setzen,  soiJaßy+  V~().  Istji  zuBan3niengesetzfcuiid=-i'ro,  so  erhält  man 
im  allgemeinen   eine  Resolvente    des   Grades 


»■(*■  + 1)  (»^  ■ 

Wenn  n  prim  ist,  ist  sie  des  Grades  1  .  2  .  3  -  ■  ■  (/i.  —  1),  kann  aber 
immer  in  1  .  2  .  3  ■  ■  -  (^  —  2)  Gleichungen  ft  —  1*™  Grades,  mit  Hilfe 
einer  Gleichung  1  .  2  .  3  -  ■  ■  ((i  —  2)'™  Grades,  zeriegl  werden,  Fflr 
(t  =  b  ist  der  Grad  letzterer  Gleichung  6;  für  [1  =  1  ist  er  120. 
Wie  hoch  aber  auch  der  Grad  1  .  2  .  3  ■  ■  -  {/i  —  2)  sein  mag,  bietet 
ihre  Lösung  keine  Schwierigkeiten  dar,  die  man  nicht  zugleich  in 
der  vorgelegten  Gleichung  n"""  Grades  findet,  denn  die  /i—  2-Wui'2eln 
sind  bekannte  Funktionen  der  ji  Wurzeln  x',  sf',  x'"  .  .  .,  und  deshalb 
nicht  unabhängig  voneinander,  sondern  durch  |/i  —  2  —/*  Beziehungen 
miteinander  verbunden.  Eesolventen  der  gleichen  Grade  ergeben  sich 
im  allgemeinen  aus  Eulers  und  Bezouts  Methoden,  Eine  zweite 
Auflösungsmethode  von  Bezout  wird  untersucht.  Dieselbe  liefert 
für  die  Gleichung  6'^"  Grades  eine  Resolvente  des  10*""*  Grades,  die, 
Bezouts  Vermutung  zuwider,  nicht  in  zwei  Gleichungen  zerlegt 
werden  kann. 

Mit  diesen  kurzgefaßten  Auseinanderaetzungen  des  dritten  Teiis 
der  Lagrangeschen  Schrift  schreiten  wir  zum  letzten  Teil,  wo  er 
zeigt,  da£  alle  bekannten  Auf  löaungsmeth öden  sich  auf  das  gleiche 
aligemeine  Prinzip  reduzieren  lassen.  Dieses  besteht  darin,  Funktionen 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  zu  finden,  solcherart,  daß 
1)  die  Gleichung  oder  Gleichungen,  von  denen  diese  Funktionen  die 
Wurzeln  sind,  von  niedrigerem  Grade  als  dem  der  vorgelegten  sind, 
oder  wenigstens  in  solche  zerlegt  werden  können,  2)  man  die  ge- 
suchten Wurzeln  auf  bequeme  Weise  herleiten  kann.  Die  Auf- 
lösungskunst besteht  also  in  der  Entdeckung  solcher  Punktionen,  Ist 
es  möglich,  für  ft  >  4  solche  Funktionen  zu  finden?  Dies  sei  im 
allgemeinen  sehr  schwer  zu  beantworten.  Für  »  <  5  sei  x'  -\-  yx" 
+  y^x"  -j-  -.-  +  y^'-''-x^'>  die  allgemeine  Form  der  einfachsten  Funktion 
der  Wurzeln  x',  x",  . .  .,  wo  j/  eine  imaginäre  jt**  Einheitswurzel  ist. 
Da  für  «  5  5  diese  Funktion  nicht  zum  Ziele  führt,  müsse  die  Aut- 
lösung durch  neue  Funktionen  erfolgen,  wenn  sie  überhaupt  möglieh 
sei.  Bisher  habe  er  solche  Funktionen  nur  a  posteriori  gesucht, 
nun  wolle  er  zeigen,  wie  rationale  Funktionen  a  priori  zu  finden 
seien. 

Sind    {§  95)    x,  x",  x",  ...    die  Wurzeln    der   vorgelegten    Glei- 
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ehung,  /'  ratioDalt  i'uüktiüneu  dieser  Wur/;eln,  und  nimmt  inau  im  ail- 
gemeinen  das  Produkt  von  so  vielen  Fattoren 

(-/■l(r.-Ki")(x"')  («")...], 


uls  Versetzuiif^en   unter  den  Wur/.ein  x',  x",  .  .  .  mögiich  sind,  iiäm- 
lich  0)  =  Ift  Faktoren,  so  ist   jt  die  ÄnzaM  Wurzeln  toji  einer  irredu- 

■/iblen    Gleichung    &  =  f"  —  MV"-'^  +  Nt"'-^ ■  =  0,    wo    M    die 

Summe  aller  Funktionen,  N  die  Summe  aller  Produkte  je  zweier 
Funktionen  elc.  darstellt.  Es  folgt,  daß  M,  N, . . ,  rationale  F'unktinnen 
der  Koeffizienten  sind,  welche,  wie  schon  Gramer  und  Waring  gezeigt 
hatten,  direkt  berechnet  werden  können.  Wenn  nicht  jede  Permutatiou 
ungleichförmige  Funktionen  liefert,  und  man  gleiche  Funktionen  aus- 
■schließt,  stellt  sich  @  ^  0  von  niederem  Grade  heraus.  Es  ergibt 
sich  das  Resultat  (i^  99),  daß  1)  alle  gleichartigen  Funktionen  von 
y,  x" ,  .  . .  (nämlich  Funktionen  von  denselben  Wurzeln,  die  bei  einer 
gewissen  Peruiutation  sich  gleichzeitig  andern  oder  sich  nicht  ändei^n) 
durch  Gleichungen  von  gleichem  Grade  bestimmt  sind;  2)  daß 
tlieser  Grad  der  Anzahl  verschiedener  Werte  der  Funktion  gleich  ist 
imd  immer  ijt  oder  ein  Teiler  von  (i  ist,  3)  daß  diese  Funktionen  be- 
rechnet werden  können.  Eine  solche  Funktion  kann  rational  durch 
eine  gleichartige  Funktion  ausgedruckt  werden.  Hat  man  zwei 
rationsle  Funktionen,  _*/  und  (,  solcher  Art,  daß  sieh  Hür  jede  Wurzel- 
permutatiou  verändert,  welche  zugleich  in  y  eine  Variation  hervor- 
bringt, dann  läßt  sich  y  rational  durch  t  und  den  Koeffizienten  der 
vorgelegten  Gleichung  ausdrücken.  Lagrange  erkennt  diesen  Lehr- 
satz als  einen  der  wichtigsten  in  der  Gieichungstheorie  (§  100). 
<U  Jahre  später  erhielt  dieser  Satz  eine  allgemeinere  Formulierung 
durch  Evariste  Galois.  Die  Eigenschaften  dieser  rationalen  Funk- 
tionen werden  durch  die  Komhinationsreehnung  („calcul  des  combi- 
naisons")  untersucht.  Man  findet  darin  die  Keime  der  großen  Sub- 
stitutionstheorie. Lagrange  sagt  (§  109):  „Dies  sind,  wenn  ich 
nicht  irre,  die  wahren  Gründe  von  der  Auflösung  der  Gleichungen, 
und  der  eigentliche  Weg,  welcher  uns  dahin  führen  kann."  In  der 
Vorrede  des  dritten  Abschnitts  sagt  er:  „Aus  diesen  Betrachtungen 
erhellet,  daß  es  äußerst  zweifelhaft  ist,  ob  die  Methoden,  von  welchen 
wir  geredet  haben,  zu  einer  vollständigen  Auflösung  der  Gleichungen 
vom  fünften  Grade,  und  noch  viel  mehr  der  höheren  Grade  führeu 
.neu," 
Kurz  nach  Lagranges  Abhandlung  erschien  eine  andere  wich- 

'iusTüv-,  Osachlchte  dei  Miithemstik  IV.  S 
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tige  Arbeit,  Memoire  sur  la  reaolution  des  equations^) 
von  Alesandre  Theophile  Vandermonde  (1735 — 1796)^,  einem 
Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  und  seit  1782 
Direktor  des  Conserv^atoire  pour  les  arts-et-metiera.  Die  Unter- 
suchungen von  War  ing,  Lagrange,  Marguerie  (S.  118),  Condoruet 
wurden  ihm  erst  nach  der  Einreichong  seines  Memoires  bekannt, 
Vandermonde  hebt  hervor,  daß  die  wesentliche  Bedingung  für  die 
allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  daria  bestehe,  eine  Funktion 
der  Summe  der  Wurzeln,  der  Summe  der  Produkte  je  zweier  ihrer 
Wurzeln,  der  Summe  der  Produkte  je  dreier  ihrer  Wurzeln  etc.  zu 
finden,  die  gegen  irgendwelche  Wurzel  indifferent  sei.  Diese  Unter- 
suchung zerfalle  in  drei  Teile:  1)  eine  Funktion  der  Wurzeln  zu 
finden,  die  solchen  dieser  Wurzeln,  die  man  wünscht,  gleich  sei, 
2)  dieser  Funktion  eine  Form  zu  geben,  daß  sie  auch  der  Vertau- 
schung der  Wurzeln  unter  sich  indifferent  sei,  3)  darin  die  Werte 
der  Summe  der  Wurzeln,  der  Summe  der  Produkte  je  zweier  ihrer 
Wurzeln  etc.  einzusetzen.  Er  fängt  mit  3)  an  und  berechnet  Tafeln,  die 
die  Werte  symmetrischer  Funktionen,  durch  die  Gleichungskoeffizienten 
ausgedrückt,   angeben.     Eine   Funktion   der   in   1)   verlangten   Art   ist 

■^-  [a  +  h  +  c  +  etc,  +  f  (»"-f-  r\b~+r~^c  +  --  ■)" 
+  Via  +  r.'b  +  r^h' +'■'■'■)"+■  ■  ■  +  V(a  +  r,"-'i +!;''- 'c +'■")"], 

die  a,  i  oder  c  etc.  indifferent  gleich  ist,  wo  a,  b,  c,  .  .  .  die  Wurzeln 
der  gegebenen  GEleichung  und  1,  r^,  r^,  r^,  .  .  .  die  w*™  Einheits- 
wurzeln sind.     Ist  «  =  3,  hat  man 

«■  =■  3  [(«  +  ^  +  c)  +  (t  -H  r^h  +  r,c)  +  (a  +  r,%  +  j-jV)], 

c^l.[(a  +  b  +  c)+r,{a  +  r,  h  +  r^c)  +  r,»  («  +  r,^h  +  r,'c)] . 

Femer  (a  +  »*,Ä  +  r^c)'  =  a'  +  6^+  c'+  6aic  -f-  3r^(a^b  +  Vc  +  c*«) 
+  3»-g  (a^e  -f  &'«  H-  c^h),  weicher  Ausdruck  nun  leicht  als  eine  Funktion 
der  Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung  ausgedrückt  werden  kann. 
Desgleichen  für  (a  +■  r^^b  -f-  r^^c)^.  Auf  diese  Weise  folgt  nun  die 
Auflösung.  Vandernaonde  sucht  nun  seine  Methode  auf  die  Quintic 
und  höhere  Gleichungen  anzuwenden.     Hier   stößt   er  auf  Schwierig- 

')  Histoire  de  l'acad.  roy.  des  sciencea,  annee  1771,   Paiia  1774,  p.  365  bis 
416.  ')  über  Vandermondes  Toraamen  sehe  man  H.  Simon  in  Zeitschr. 

f.  Math.  u.  Pliysik,  41.  Jahrg.,  Hiat.-Lit.  Abth, 
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keiten,  die  obige  Bedingung  2)  zu  erföUen.  Er  schließt,  daß  die 
Auflösung  der  Quintic  sieh  auf  die  einer  Gleichung  sechsten  Grades 
stütze,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  derjenigen  der  vor- 
gelegten Gleichung  seien.  Für  die  Gleichung  sechsten  Grades  ent- 
deckt er  Resolventen  10.  und  15.  Grades,  Man  substituiere  in  den 
letzten  die  obgenannten  Funktionen.  Wenn  diese  Gleichungen  sich 
dünn  nicht  auf  solche  vierten  oder  niedrigeren  Grades  reduzieren 
lassen,  suche  man  die  Kesolventen  der  Gleichungen  10.  und  15.  Grades 
auf  etc.  Sei  die  allgemeine  Quintic  Überhaupt  lösbar,  dann  komme 
man  endlich  zum  Ziele.  Für  die  Quintic  entdeckte  er  auch  eine 
Resolvente  fünften  Grades.  Er  hat  keine  der  angeführten  Resolventen 
wirklich  berechnet.  Er  ist  der  erste,  der  eine  algebraische  Lösung 
für  3^*'  ^  1  =  0  angab. 

In  der  Vandermondeschen,  some  in  einigen  Teilen  der  voran- 
gehenden Lagrangeschen  Abhandlung  findet  man  eine  Auflösungs- 
methode, welche  den  Namen  Kombinationemethode  erhalten  hat^). 
Die  älteren  Verfahrungsarten  von  Tartaglia,  Tschirnhausen, 
Waring,  Bezout  werden  zum  Unterschiede  Suhstitutionsmethoden 
genannt.  Auch  Lagrange  hat  diese  gebraucht.  In  ersterer  werden 
a  priori  eine  oder  mehrere  einfache  Kombinationen  der  Wurzeln  an- 
genommen und  Resolventen  zur  Bestimmung  dieser  Kombinationen 
abgeleitet.  Vandermondes  Annahme  dient  als  Beispiel.  In  der 
Substitutionsmethode  substituiert  man  für  x  eine  Funktion  von  einer 
oder  mehreren  neuen  Unbekannten,  die  zu  Resolventen  mit  möglichst 
einfachen  Wurzelformen  führen.  Als  Beispiel  solcher  Funktionen 
fähren  wir  die  Wurzelformen  von  Euler,  Waring,  Bezout  und 
Lagrange  und  die  Cardansche  Annahme  für  kubische  Gleichungen, 
X  =  y  +  z,  oder  die  Tschirnhansensche,  y  —  a  -\-l)x  -\-  cx^,  an. 

Die  Newtonache  Formel  für  die  Potenzsummen  der  Wurzeln 
wird. von  Kästner  in  einer  1757  verfaßten,  aber  erst  1771  gedruckten 
Schrift*)  nach  der  Methode  der  vollständigen  Induktion  bewiesen.  Die 
unvollständige  Induktion  sei  in  der  Mathematik  zu  meiden.  Auch  in 
seinen  Anfangsgründen  der  Algebra,  §  316,  klagt  Kästner,  daß 
viele  Schriftsteller  Gesetze  allgemein  annehmen,  welche  nur  bei  be- 
sonderen Fällen  als  richtig  erwiesen  sind,  wie  z.  B.  beim  binomischen 
Lehrsatz.  Es  werde  berichtet,  „Reyneau  habe  Harriots  Lehrsatz 
aus  seiner  Analyse  demontree  weggelassen,  weil  er  die  Regeln  der 
Algebra  demonstriren  wollte",  „Ich  hatte  eben  so  viel  Eifer  die 
Regeln  zu   demonstriren,    als  Reyneau   kajin   gehabt  haben,   und   in 


')  L,  Matthieasen,  op.  cit.,  p.  288,  789.     ')  Dissertationes  math.  et  phjs. 
fiaaa  soc.  reg.  seient.  Öottingrensi  anaia  1706—1786  etc.,  AJtenburgi  1771,  p,  1—8. 
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(1er  Tliat  wäre  es  eine  Schande  für  einen  Deutschen,  wenn  er  da  nicht 
demoiiatriren  wollte,  wo  selbst  ein  Franzose  dieses  uiiteniimmt."  Die 
Franzosen  seien  von  der  Euklidischen  Beweisschärfe  abgewichen,  um 
Leuten  das  Stndium  der  Mathematik  zu  erleichtern. 

An  eine  Arbeit  von  Gabriele  Manfredi  anknüpfend,  gab 
Gianfraneesco  Malfatti  in  einem  bedeutenden  Artikel,  De  aequa- 
tionibuB  quadrato-cubicis  disquiaitio  analytica')  die  Lösungen 
quadratischer,  kubischer  und  bi quadratischer  Gleichungen,  und  über- 
trägt dann  seine  Methode  auf  Gleichungen  fünften  Gfrades,  Der 
Arbeiten  von  Waring  und  Bezout  tut  er  keine  Erwähnung, 
Wie  Euler  und  Bezout  nimmt  er  als  Wurzelform  der  Gleichung 
af'  —  ^ax^  +  bh'x^  +  bcx  +  rf  =  0 

x  +  m  Vr  +  P  Vf  +  2  VP  4-  n  \/f  =  0, 

wo  /=  1  genommen  wird,  und  erhält 

x^  —  Ö{mn  +  pg)x^  +  b(iii^q  -f-  »V  +  '"i*^  +  Kg^)a;^ 

—  5(mV  +  n^q  +  mq^ -\-  np^  ~  m^n^  -{-  mnpq  ~  p^q^)x  -f-  m^ -\-  «^ 

+  ]'^  +  q^  +  ö  {mn  —  pq)(nip^  +  w^^  —  m^q  —  n^p)  =  0. 

Malfatti  setzt  mn  =  y,  pq  =  ii,  m^q  +  «V  =  *■?  *^P^  +  ^i^  =^  '■ 
Zur  weiteren  Abkürzung  schreiben  wir  m^p  +■  n^q  =  v  und  mg* 
+  np^  =  w.      Malfatti   erhält    nun    tiv  ^rt~  yw,    vw  ^  r^u  +  Py 

—  in^y^,  und  aus  diesen  letzten  2uv  =  rt  +  s,  2yw  =  rt  ~  s,  wo 
s  =  yr*f  —  ir^u^y  —  it^uy^  -f-  IGu^y^.  Dann  wird  vr  =  (ra*  +  '*')" 
+  1/"^,  wt  ^  (p^ -\- q^)y -i- u^r.  Durch  Elimination  von  v  und  w 
folgen     2u^{m^  +  n^)--{rt  +  s)r  —  2tuy^    und     2y^(y  +  q^)  =  rt^ 

—  2ru'y  —  ts.  Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  der  vorgelegten 
und  der  derivierton  Gleichung  hat  man 


y  +  u  =  a,     r  +  f  = 
—  rt(y  +  w)  +  (M-y)i 


+  y^-  uy  +  u^  ■- 


r*ty'  +  rt'«'  —  2  ty'u  —  2  rytt*  -("  (''?/' " 


■+5(!,-u)(t-r). 


Die  dritte  Relation  gibt  s(u~y)  =^  rt(f/ -{- u)~2uy^-{'2u^y^~2ti^y 
+  2  cuy.     Setzt   man  hierin  t  =  h  —  r   und  quadriert,    so   erhält  man 


')  Atti    deir    Äccadcmia    delle   Science    di    Siena   detta    de'    Fisio-critici, 
110  1771,  T.  IV,  p.  129—184. 
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r*  —  2br^  +  (2y'^  -  fn  -  yu^  +  2u^  -  cy  —  cu  +  h^)r^ 
+  (— 3&j/'+4&y^M— 26jM^—  ÖM^+  icy  +  bcu)r  +  y^u  —  ß»/*«^  +  II  y^ii^ 

and,    für  s   seineo  Wert    in   der   vierten  Bestimmungsgleichuag  ein- 
setzend, 

{y  +  u)r^~{by~2hu)r"- 
+  (2»/*  -  12!/ä((  +  22i/V^  ~  V2yu^  +  2m*  -f-  h^u  -  cy^  -  cu")  f  -  by^ 

—  Gby"ti  —  lliy^u^  -\-  ßhyu^  —  bu^  +  bcu^  —  dy^ti  +  dyu^  =  0. 
Eliminieren     wir    mm    r,    sagt    Malfatti,    so    werden    wir   die   hing 
ersehnte    Resolvente    erhalten.      Er     schveilit     2.TMy  =  s  +  5rt^  — 
nud  setzt  die  Reaolvente  in  die  Form 

1    ^         [-      /■>     a  4  e=    ,        19    ,    j   A    ,    (1,1    9   0        560    ,    ,    1.55     ,„ 

3^  —  5  2  hirrc  —         +  ffl^''  +  tiaj  +  2U(X''c'  — Sf  (^   +  -^««"c 

+  56*+  15«^bd  +  *^J.c[;+  Jn(;^j'+(«-  ^  f(^--J  c). 

+  QOb'cd^  -  mOa^bcd  +  5Q0aHc'd  -  löObc^d  -  >iOa^b^d 
+  (330(i6*crf-  1086^rf  +  400ttV-640aV  +  256c^ 
+  lOOa'öV  -  720a6V  -  135fcV)  =  0. 

Man  wird  gewiß  zugestehen,  daß  Malfatti  seine  Fjliminatioji 
sehr  süharfsiunig  durchgeführt  hat.  Vor  ihm  hatte  niemand  dieses 
Ziel  erreicht.  Da  die  öleichungen  des  2.,  3.,  4,  und  5.  Grades  Re- 
solventen  des  0.,  1.,  3.,  6.  örades  besitzen,  spricht  Malfatti  die  Ver- 
mutung aus,  daß  eine  Gleichung  n  +  2'*''  Grades  eine  Resolvente 
„-  (rt*  + »)"°  Grades  lieaäße.  Er  Jtußerte  aber  diese  Ansicht  mit 
Schüchternheit,  besonders  da  Euler  den  Resolventengrad  niedriger 
als  den  Gleichungsgrad  zu  stellen  schien.  Da  Malfatti  seine  Re- 
solyente  sechsten  Grades  nicht  allgemein  lösen  kann,  suciit  er  Spezial- 
fälle aufzulösen.  Er  ei^kennt  das  Vorhandensein  rationaler  Faktoren 
der  Resoivente  als  genügende  Bedingung,  und  findet  nicht  nur  alle 
vor  ihm  als  auflösbar  bekannten  Fülle,  sondern  auch  noch  neue  Fälle. 

In  der  Tat  entdeckt  er  alle  auflösbaren  Fülle,  deun  es  ist  von 
E.  Luther^)  gezeigt  worden,  daß  die  hinreichenden  Bedingungen  auch 
zugleich  notwendig  sind^). 

')  Grelle.  Bd.  34.  =)  Vgl.  J.  Pievpont,  loc.  cit.,  S.  3«;  auch  Francesco 
Brioachi,  „Swl'a  nBolvente  di  Malfatti  .  .  ."  in  Memorie  ilel  reali:  iatituto 
iombardo  di  scienze,  lettere  ed  arti,  Vol.  0,  terzo  della  serie  seconda,  p.  21T  bi? 
323,  224— 2iT. 
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In  einer  Abhandlung,  Sur  les  equationa  resolues  par  M.  de 
Moivre^)  behandelt  de  Castillon  die  früher  von  Euler  und 
Bezout  besprochene   De   Moivresche   Gleichung 

. = ..  -  «.-'Vp+'-^h-^vi''  -  "!"--;^<"  -'\'-'Vi- 

die   ,  _  rk+VÄ'^-Z^n- - rC'~m)  ,^  „„„,1  t,t.     De 

Moivre  gab  keinen  Beweis;  Euler  verifizierte  die  Lösung  fflr 
«  ^  ö.  Castillon  beobachtet  das  Bildungsgesetz  der  Glieder  dieser 
Gleichungen,  mit  Hilfe  dessen  das  Resultat  der  Substitutionen  viel 
leichter  gefunden  wird,  und  bespricht  die  irreduktiblen  Fälle. 

Im  Jahre  1773  erschien  ein  Memoire  sur  la  resolution  des 
equations  en  general,  et  particulierement  sur  i'equation  du 
5^  degre^  von  Jean-Jacques  de  Marguerie  (1742 — 1779),  einem 
jungen,  aus  Mondeville  bei  Caen  gebürtigen  SchifFsIeutnant.  Auf 
einer  Fahrt  nach  Rußland  machte  er  die  Bekanntschaft  von  L.  Euler. 
Er  beteiligte  sich  am  nord amerikanischen  Freiheitskampf  und  starb 
in  einer  Seeschlacht  der  Franzosen  gegen  die  Engländer.  Seine 
mathematischen  Schriften  sind  uns  nur  durch  die  Angaben  von  La- 
grange und  seinem  Biographen^)  bekannt.  Lagrange  pries  die  Talente 
des  jungen  Mannes*)  und  schrieb  an  ihn^):  „Ihre  Methode  die  Re- 
solventen gl  eichung  irgendwelchen  Grades  zu  finden  gefällt  mir.  Sie 
hat  den  Vorzug  diese  Gleichung  in  der  einfachsten  Form  zu  liefern . . . 
Ich  bewundere,  wie  Sie  durch  geeignete  Substitutionen  Mittel  ge- 
funden haben,  den  Eliminationskalkül  zu  vereinfachen  und  besonders, 
wie  Sie  sich  von  nutzlosen  Faktoren  befreien,  die  den  Grad  der  End- 
gleichnng  viel  höher  machen  als  er  sein  sollte.  Ich  glaube  Sie  sind 
der  erste,  welcher  das  Resultat  der  Elimination  für  den  5.  Grad  ge- 
geben hat." 

In  seinen  R^flexions  sur  la  forme  des  racines  des 
equations  determinees,  la  reduction  et  la  Solution  de  ces 
^quations^)  gibt  Le  Marquis  de  Condorcet  allgemeine  Über- 
legungen, die  er  bei  der  Durchsicht  der  Arbeiten  von  Euler,  Bezout, 

')  Nouveaux  memoires  de  l'acad,  roy  des  sciences  et  belles- lettre b,  aonee 
1771,  Berlin  1778,  p.  254—272.  *)  Memoiiea  de  Ucdd.  roj.  de  marine,  T.  1, 

Brest  1778,  p.  1.  ")  Proaper  Levot  in  Bugrapbie  universelle  (Micliaad), 

N.  td.  ')  Lagrange,  Oeuvres,  T  XI\    p    17    Brief  an  Condorcet  vom 

24.  Febr.  1774.  ')  Ebenda,  p.  270.  'j  Mölangea  de  Phil,  et  de  Math,  de  la 
Soc.  Eoj.  de  Turin,  pour  les  auu^es  1770—1773,  Classe  Math.,  p.  1—7. 
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Wariiig,  de  Marguerie,  Lagraiige  und  Vandermonde  machte. 
Er  geht  von  der  unsicherea  Annahme  aus,  daß  die  Wurzehi  einer 
Gleichung  »"""  Grades  ganze  algebraische  Funktionen  ihrer 
Koeffizienten  sein  müssen  und  keine  Radikale  höherer  als  «'"  Ord- 
nung zulassen.  Er  nimmt  dann  die  ältere  Eulersche  Wurzelform 
X  =  yÄ  ~\-  yji  -\-  yC  -;-■-■  an,  bespricht  den  Grad  und  die  Reduk- 
tibilität  der  Gleichung  für  die  Bestimmung  von  A  und  zieht  den 
Schluß,  „daß  die  Methode  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  2.,  3,, 
4.  Grades  sich^  auf  höhere  Grade  ausdehnen  lasse  und  daß  die  Schwie- 
rigkeit, welche  von  der  Hohe  der  Gleichung  oder  der  Wurzelform 
entspringt,  nur  die  ungeheure  Komplikation  der  Berechnung  betreffe, 
welche  dann  die  Auflösung  der  Aufgabe  erfordere;  daß  man  aber 
immer  zur  gesuchten  Lösung  gelange".  Condorcet  veröffentlicht  im 
gleichen  Baude^)  Nouvelles  recherches,  worin  er  seine  Ideen 
weiter  entwickelt  und  sie  soweit  modifiziert,  daß  er  die  Existenz  un- 
lösbarer Gleichungen  nicht  als  unmöglich,  wohl  aber  als  unwahr- 
scheinlich erklärt.  Wenn  eine  Gleichung  keine  allgemeine  und  end- 
liche Wurzelform  besitze,  werde  man  dieses  dadurch  herausfinden,  daß 
man  in  den  von  ihm  vorgeschlagenen  Operationen  auf  eine  andere 
Gleichung  w*™  Grades  geführt  werde,  die  keine  rationalen  Divisoren 
enthalte,  wenn  n  eine  Primzahl  i.st;  oder  wenn  n  nicht  prim  ist, 
daß  man  auf  eine  Gleichung  komme  nicht  niedrigeren  Grades  als 
(w  —  2)  (w  —  3)  . . .  3  .  2  .  1.  Diese  Ideen  werden  von  ihm  auch  im 
Artikel  „Equations  Determinees"  in  der  Encyclopedie  methodique 
(Mathematiqnes)  erklärt. 

In  der  Abhaudlung  Sur  la  forme  des  racines  iraaginaires 
des  liquations'^)  gibt  Lagrange  einen  Beweis  des  Satzes,  daß  jede 
imaginäre  Wurzel  einer  Gleichung  auf  die  Form  A  -j-  Sy~  1  ge- 
bracht werden  kann. .  Nachdem  er  D'AIemberts  auf  der  Kurven- 
theorie beruhenden  Nachweis  (1746),  Eulers  Nachweis  (1749)  und 
de  Foncenex'  (1759),  über  welchen  im  XXI.  Abschnitte  be- 
richtet werden  wird,  kurz  besprochen  und  ihre  Schwächen  aufge- 
deckt hat,  schreitet  er  zur  Ausfüllung  der  Lücken  in  Euters  Be- 
weise. Lagrange  nimmt  im  allgemeinen  die  Wurzelexistenz  ohne 
Beweis  au.  Auch  wird  als  bewiesen  vorausgesetzt,  daß  jede  Gleichung 
von  ungeradem  Grade  und  mit  reellen  Koeffizienten  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel  habe.  Er  erklärt,  daß  das  Eulersche  Verfahren,  um 
eine  Funktion  f{x)  vom  Grade  2  ni,  m  >  1,   in  zwei    reelle  Faktoren 

^)  Mejanges  de  Phil,  et  de  Math,  de  la  8oc,  Roy.  de  Turin,  poiir  les  anndes 
1770—1778,  Classe  Math.,  p,  236-264.  *)  N.  mdmoires  de  l'acad.  roy.  des 

Bciencea,  annöe  1772,  Berlin  IT74,  p.  222—258  =  Lagrange,  Oeuvres,  T.  HI, 
p.  *79— 516, 
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zu  zerlegen,  niclit.  immer  zum  Ziele  führt,  da  dasselbe  auf 
Formeln  f'flr  die  Bestiimnung  der  Koeffizienten  führt,  die  in  gewissen 
Fällen  »nbestimmt,  -^,  sind.  Es  gelingt  Lagrange,  diesen  Einwurf 
gegen  die  Methode  Enlers  und  de  Foncenex'  zu  beseitigen,  indem 
er  hier  seine  in  den  Reflexiona  eur  la  rösolution  des  equations, 
Sektion  IV,  n.  100,  entwickelte  Permutationstheorie  anwendet,  welche 
den  Wert  einer  rationalen  Funktion  //  der  Wurzeln  zu  berechnen 
lehrt,  sobald  man  den  Wert  einer  anderen  Funktion  t  kennt,  solcher- 
art, daß  (  für  alle  Pennutationen  sich  ändert,  wofür  sich  y  ändert, 
Gauß  äußerte  sich  anerkennend  über  diese  Arbeit.  Der  große  La- 
grange  habe  die  Sache  „so  tief  durchforscht,  daß  nichts  Weiteres  zu 
wünschen  bleibt;  abgesehen  davon,  daß  vielleicht  bei  seiner  voraus- 
gehenden Behandlang  der  Eliminationstheorie,  auf  welche  sich  dif 
geaammte  Untersuchung  stützt,  einige  7, wei feihafte  Punkte  zurück- 
bleiben"^). 

De  Foncenex'  Beweis  wird  von  Louis  Bertrand  in  Schutz 
genommen^).  Bertrand  behauptet,  daß  das  Verfahren  des  Verfassers 
nur  in  sehr  seltenen  Fällen  mißlinge.  In  diesen  könne  man  eine 
Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  Wurzeln  der  vorgelegteu 
Gleichung  seien,  als  Hilfagleichnng  ableiten,  welche  zum  Ziele  führe. 
Diese  Aussage  wird  nur  für  die  Quartic  bewiesen.  Wenn  Lagrange& 
Einwurf  gegen  x*  —  Ax'^  -|-  Bx^  —  Cx  +  D  -^0  gelte,  gelte  er  gegen 
^  ~  (A' -  2B)3^'  +  (]?-  2AC  +  2 D)x^ -  {C' -  2BD)x  +  D'  =  i) 
nicht.  Da  nun  die  Quadratwurzeln  einer  Größe  «  +  &]/—!  von  der 
gleichen  Form  wie  dieselbe  sind,  sei  der  Satz  für  die  Quartic  bewiesen. 
Auch  bei  Bertrand  wird   die  Wurzelexistenz   ohne  weiteres  voraus- 


In  einer  Schrift,  Sur  des  irrationnellea  de  differens  ordres 
avec  une  appHcation  au  cercle^),  entwickelt  Vandermonde  eine 
neue  Darstellungsweise  der  Irrationalen,  indem  er  eine  Verallgemeine- 
rung des  Sjmhoh  p"  ~  p  .p  .  p  . .  .  (w  Faktoren)  annimmt,  worin  die 
zweiten  statt  der  ersten  Differenzen  der  Paktoren  Null  sind.  Er 
schreibt  [p]"  ^p(p  —  l)  (p  —  2) .  .  .  (li  ~  n  +  l)  und  entwickelt  die 
Operations  regeln  dafür.     Er  findet 

[p  +  m  +  nflpY"  =  [p  +  m+  »flp]-'"  =  1  +  \mf[o]-'{nY\p\-^ 
-{-[mf[o]-^nr\p\-'+---, 

')  C,  F.  Gauß,  „Neuer  Beweis  des  Satzes .  .  ",  g  12  in  Ostwaldg  Klaasiker, 
Nr.  14.  *)  h.  Bertrand,  O^veloppement  aoiiyea«  de  la  partie  äementaire  dea 
mathÖTnatiques,  T.  11,  ä  Geneve,  1778,  p.  499.  ')  Hietoire  de  l'acadömie  royale 
mniSe  1772,  Premiere  Partie,  Paria  1775,  p.  tH'l— 4<18. 
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wo  [pl^'"  =  1  ;  [iJ  +  w*]'"  ^^>  "^•^  nimmt  ohne  weiteres  an,  daß  diese 
Äusdrilclie  sicti  für  Brachwerte  von  m  nnd  n  bewähren.  Tn  der 
Formel  [s]"[j)]""-  [«  +  ''Tb  +  'T" ■b>]~'[iy''b>  +  'V'll  -  oY' 
läßt  er  r  unendlich  werden  und  erhält  dadurch  das  unendliche  Produkt 

i9j"W-"  -  [?]--[?]-"  ■  \p  +  «]--  r«  -  «]-" 

-  (p  +  «  +  1)  (?  -  «  +  1)  (l.  +  •  +  2)  (g  -  »  +  2) . .  . 

:(y  +  l)(}+l)(;)  +  2){, +  2)... 
Die  Anwendung  seiner  Besultate  auf  den  Kreis  ergibt  die  Ausdrücke 

\-\Xt\-W-\^^'^:.  ^^r,-^{\t  üieirratio- 
iialen  Formen  zweiter  Ordnung  [g]"  fp]~ "  lassen  sich,  wie  gezeigt  wird,  öfters 
auf  rationale  Zahlen  oder  auf  einfachere  irrationale  Größen  reduzieren. 

'''■^\\i\r'k\''  -\'  [^'[-^r*^^'^-  Kriterien  der  ver- 
schiedeneii  Irrati onalitätsarten  werden  aber  nicht  entwickelt. 

In  den  Nova  acta  eruditorum  gibt  Fagnano  eine  Demon- 
stratio theorematis  Sfcudeniani  pro  reductione  aequationum, 
qnae  radicea  habent  aequalea').  Der  Satz  heißt:  Wenn  die  Glieder 
einer  Gleichung,  deren  m  Wurzeln  einander  gleich  sind,  mit  den 
Gliedern  irgendwelcher  arithmetischen  Progresssion  je  multipliziert 
werden,  behält  die  neue  Gleichung  m  —  1  der  gleichen  Wurzeln  bei. 
FagnaDO  beweist  zuerst  den  Satz  für  Gleichungen  mit  lauter  gleichen 
AVurzeln.  Werden  die  Glieder  von  {x  -|-  «■)"  =  0  mit  den  entsprechen- 
den Gliedern  von  p,  i'  +  ?,  p  +  2i/, .  . .  multipliziert,  erhält  man 
(i)[a;  +  a]  +  «5a)(a:  +  a)"~^  =  0.      Dieses    Resultat    wird    nun    auf 

(ö  +  Ca;  +  3.^ -\ ) (a;  -|-  et)"  =  6 (^  -i-  «)" -\-  cx{x  -\-  a)" ■■■  angewandt^ 

wo  die  Glieder  von  &{«  +  df,  cx{x  +  a)",  ■  ■  ■  mit  den  entsprechenden 
Gliedern  von  je  j),  ^  +  y, . . .,  ^  +  9,  ^  +  2^, . . .,  multipliziert  werden. 

Nunfolgt  die  Abhandlung  Van  dermondes,  Memoire  sur  l'elimi- 
nation^),  worin  er  fttr  w  Gleichungen  ersten  Grades  eine  Eliminations- 
forrael  von  sehr  gedrängter  Form  entwickelt  und  seine  Schreibart  auf 
Elimination  zwischen  zwei  Gleichungen  höherer  Grade  anwendet;  sie  ist 
eine  für  die  Determinantentheorie  besonders  wichtige  Schrift.  Vander- 
monde    erfindet   eine  Bezeichnung,   welche   mit   der  später  von  Syl- 


')  Nova  acta  eruditorum,  ]77ö,  p.  1—11.  „Studeniani"  sollte  „HudeDiani" 
heißen.  Man  findet  Hudde''  Natz  vn  i.er  Ausgabe  der  Deacartessehen  Schrift 
Geometria  ä  Renato  des  CirtPS  Amsterdam  1659  (welche  auch  Arbeiten  von 
Hudde  und  anderen  niederlBndiBchen  Mathematikern  enthält),  S.  435. 
**  Histoire  de  l'acad.  voy.  den  acieueeB  ann  e  1772,  II,  Partie,  Paris  177Ü,  p.  51« 
bia  .-.32,      Vgl,   Thomas  Muir    of    tit     S   1.5^33. 
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Tester  aufgestellten  umbral  notation  wesenfclicli  Übereinstimmt, 
Koeffizienten  werden  wie  früher  bei  Letbniz  durch  zwei  Buchstaben 
(oder  Zahlen)  dargestellt,  deren  einer  die  Gleichung,  worin  der  Koef- 
fizient vorkommt,  uöd  der  andere  den  Ort  desselben  in  der  Gleichung 
bezeichnet.  Was  Leibniz  durch  12  oder  1^  bezeichnete,  wird  von 
Vandermonde       geschrieben.     Femer  schreibt  Vandermonde 

oft         ab        h     a' 

a\b]c         a       b\c~  ^  h       e'a   ^  c       a\'b' 

a\b\c  ,d        a     'ircd        b     'e    dja  ^  c      d\a\b        d      a  .Je 

Diese  Ausdröcke  enthalten  die  Definition  einer  Funktionenklasse  und 
deren  Rekursionsgesetz,  die  mit  der  von  Bezout  gebrauchten  De- 
finition identisch  ist.  Werden  die  Unbekannten  x,  y,  s  aus  drei 
Gleichungen  .  ^'  +  „»/  +  «  —  Ü  (r  —  1,2,  ^1)  eliminiert,  so  stellt  i-i-ö-k 
das  Resultat  dar.  Vandermonde  erklärt,  daß,  statt  der  unteren 
Buchstaben  a,  h,  c,  .  .  .,  man  die  oberen  a,  ß,  y, . .  .  permutieren  könne, 
ohne  das  Endresultat  zu  ändern,  daß  die  Anzahl  Glieder  der  Anzahl 
Permutationen  von  a,  h,  c,  . .  .  gleich  sei,  wovon  die  Hälfte  negative 
Zeichen  haben.  Wir  illustrieren  durch  ",  ?  —  —  ^---  den  von  ihm 
für  spezielle  Fälle  verifizierten,  aber  allgemein  auf  zwei  von  ihm  un- 
bewiesenen Hilf sa ätzen  gegründeten  Lehrsatz,  daß  die  Permutation 
von  zwei  Buchstaben  im  gleichen  Alphabet  einen  Zeichen  Wechsel, 
sonst  aber  keine  Änderung  hervorbringt.  Daraus  zieht  er  den 
Schluß,  daß  j  f  i  g -|-"-— '  =  0,  wenn  zwei  Buchstaben  im  gleichen 
Alphabet  einander  gleich  sind.  Davon  wird  nun  die  Regel  für  die 
Auflösung  simultaner  Lineargleichungen  abgeleitet.     Wenn 


Die  Schreibweise  für  den  allgemeinen  Fall    von  n  Gleichungen   wird 

angegeben.   Bei  der  Elimination  zwischen  zwei  Gleichungen  m^"  Gradea, 

«™  +  „a:"*"^-!-  etc,  =  0,     x'^  +     af-^  etc.  =0,  führt  er  die  weiteren 

ALI-,  — n,-     Ü--         1|2  13,    12       — .-r-ö      4?"        1132 

Abkürzungen     a\o     tur    — S-i- =     ■     +       ,     ao\ap     lur        ■,■     ■, 
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T     ■  ,  -     -  . ,  etc.  ein,  woraus  sich  Tranaformationsformeln  dieser  Art 

a\a  ■  b\ß  =  ab\«ß  ~  aß]ab  ergeben.  Die  Eliminanten  für  die 
Fälle  m  =  2,  3,  4  werden  niedergeschrieben.     Für  M  =  3  erhält  er 

Bei  der  Ableitung  einer  ähnlicben  Form  der  Eliminante  für  den  Fall 
M  —  b  stößt  er  auf  Schwierigkeiten,  die  sieh  in  der  Reduktion  der 
Eliminante  auf  die  kleinste  Anzahl  Glieder  zeigen.  Nachdem  der  Aus- 
druck so  weit  entwickelt  ist,  daß  derselbe  in  Faktoren  der  Form 
a\h  umgesetzt  ist,  sucht  Vandermonde  Vereinfachungen  durch  eine 
Formel  des  Fontaine,  welche  in  Vandermondes  Schreibweise 

a  b  ■  c-d  ~  a'.c  ■  b ,d  -\-  a  d  •  Tfc"  =  0 

lautet,  zu  erzielen,  ohne  aber  das  Ziel  völlig  zu  erreichen.  Das  End- 
resultat sollte  auf  120  Glieder  reduziert  werden,  bevor  es  in  die  Form, 
welche  denen  für  die  Fälle  m  =  2,  3,  4  analog  ist,  gesetzt  werden 
kann.  Vandermonde  erhält  124  Glieder  und  bemerkt,  daß,  nach 
einer  persönlichen  Mitteilung,  de  Gua  durch  ein  anderes  Verfahren 
auf  die  gleiche  Anzahl  gestoßen  sei. 

Im  gleichen  Bande  findet  man  eine  Abhandlung  von  Laplace^), 
Recherches  sur  le  calcul  integral  et  sur  le  Systeme  du 
raonde,  worin  die  Determinantentheorie  berührt  wird.  Der  Name 
reanltant  wii-d  hier  zum  erstenmal  für  das  Resultat  der  Elimination 
hei  n  linearen  homogenen  Gleichungen  gebraucht.  Er  schreibt  dafür 
das  Symbol  (^a.^ö.'c).  Der  Lehrsatz  über  den  Zeichen  Wechsel,  dnrch 
die  Transpositioa  zweier  Buchstaben  hervorgerufen,  wird  hier  auf 
befriedigendere  Weise  als  bei  Vandermonde  bewiesen.  Simultane 
lineare  Gleichungen  werden  nach  dem  jetzt  gebräuchlichen  Verfahren 
gelöst.  Um  die  Berechnung  der  Resultante  zu  vereinfachen,  führt  er 
eine  Methode  ein,  die  wir  in  SpeziRlfÜlIen  schon  bei  Vandermonde 
vorfanden,  und  die  nun  als  die  Laplaeescbe  Entwicklung  von  Determi- 
nanten bekannt  ist.  Die  Regel  für  diese  Entwicklung  wird  aber  nicht 
in  einer  Form  ausgesprochen,  daß  sie  auf  andere  Fälle  leicht  an- 
gewendet werden  könnte. 

Beiläufige,  isolierte  Resultate  Über  Determinanten  hat  Lagrange 


')  Hist.  de  l'acad.  roy.  des  sciences,  annee  1772,  3'  pt.,  Paris  1776,  p.  (267 
bis  376),  294—304.     Vgl.  T.  Muir,  op.  cit.,  p.  23—33. 
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in  zwei  Abhandlungen  des  Jahres  1773  gegeben.  In  der  ersten, 
Nouvelle  Solution  du  probleme  du  mouvement  de  rotationetc/) 
sind  fünf  Identitäten,  die  wir  jetat  als  Beispiele  der  Multiplikation 
und  Addition  von  Determinanten  anseben.  Ändere  Identitäten  fl]i- 
den  sich  in  der  zweiten  Abhandlung,  Solutions  analytiques  de 
quelques  problemes  sur  les  pyramides  triangulaires^). 

Von  einer  Mitteilung  Condorcets  angeregt,  untersuchte  Euler 
in  einem  Artikel  De  formulis  exponentialibus  replieatis^)  die 
Grenzwei-te  der  Zahlen  a,  ß,  y, . .  .,  wo  ß  =  f",  y  =  r'*, .  . .  Damit 
diese  Größen  nicht  ins  Unendliche  wachsen,  muß  ein  Glied,  welches 
die  Grenze  berührt  hat  (attif^erit),   dem   nächstfolgenden   gleich    sein. 

d.  h.  (■'"  =  m,  oder  ;■  —  w".    Wenn  log  ra  =  1,  erreicht  r  sein  Maximum 

e'  =1,4447...  Ist  1  <)■<(?'■,  gibt  es  zwei  Größen  *  und  V, 
welche  die  Bedingungen  **  =  <!>,  »■'''  =  V  erfüllen.    Setzt  man  V  =  ytt>, 

dann  wird  t^^^pP"',   V  =iDP~^.     Man  kiinn  also   ;;  beliebig  wählen 

und  die  zugehörigen  Werte  von  *,  V,  r  finden.  Wenn  r  >  e' ,  können 
nur  imaginäre  Zahlen  die  Bedingung  f"  =  o  erfüllen.  Der  Fall  r  <  1 
wird  auch  untersucht. 

In  einem  Artikel,  Observations  on  the  limits  of  algebraical 
equations;  and  a  general  demonstration  of  Des  Cartes's 
Rule...*)  hebt  laaac  Milner  {1750—1820),  „fellow"  an  QneenV 
College  in  Cambridge,  hervor,  daß  der  Satz  in  Maclaurins  Algebra, 
demzufolge  die  Wurzeln  der  Gleichung  (B) 

{l  -H  Hm)a;"—  (i  +  {»  —  11  m)px"-'^+  (1+  {■».  —  •2]m)qx"-^ =  0 

als  Grenzen  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichung  (A)  x''-\-px"~^ 
+  qx"~^  -_...  =  0  liegen,  nicht  aUgemein  richtig  sei,  Z.  B.  die  Wur- 
zeln 2  +  "|/l3  von  j^—  4,7;  —  9  =>  0  liegen  nicht  zwischen  den  Wur- 
zeln 3  und  —  1  der  Gleichung  ,i,'^  -  2  a:  —  3  =  0.  Der  Satz  gelt^- 
nur,  wenn  alle  Wurzeln  gleiche  Zeichen  haben,  was  Maclaurin  nicht 
deutlich  hervorgehoben  habe^).  Milner  habe  1775  auch  Warini^ 
mitgeteilt,  daß  der  Maclaurinsche  Satz,  daß  die  Wurzeln  von  (C) 
nx"~^—  (n  —  l)p^~^ -i-  (n  —  2)qx'"'''  —  ■  ■■=--0  Grenzen  der  Wurzeln 
TOn(A)  seien,  einerEinschränkung  bedürfe,  da  es  möglich  sei, daß  keine  der 
Wurzeln  von  (C)  zwischen  der  kleinsten  positiven  und  der  größten  nega- 

')  N.  m<Sm.  de  l'acad.  loy.  des  sdencca,  anuee  1773,  Berlin  1775,  p,  8Ö  lii' 
iaO  =  Lagrange,  Oeuvres,  T.  HI.  p.  .^79— 616.  *)  Ebenda,  p.  14U— 176  — 

Oeuvrea  T,  III.  p.  601—692.    Vgl.  T.  Muir,  op.  cit.  p.  SH-il.         =)  Act»  aca<l. 
sdent.  imp,  Petropolitanae,  pro  anno  1777,  Parg  1,  PetropoJi  1778,  p.  38  —60. 
*)  Philös,  Trans.,  Vol.  68,  for  the  year  1778.  London  1779,  p,  ;(8()— 388,     ^)  Vide 
Maclaurin  in  Phil.  Trans.  ^London)  Vol,  36,  auch  seine  Algebra,  Art,  44,4^5—50. 
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tiven  WiirzL'i  von  (A)  liegoti.  Deiiu  setze  man  diese  zwei  Wurzeln 
in  (C)  ein,  eo  möge  das  Polynom  (0)  Werte  gleichen  Zeichens  er- 
halten, weshalb  keine  Wurzel  von  (C)  zwischen  den  zwei  Wuraehi 
von  (A)  liegen  würde.  Daß  ein  solcher  Fall  wirklieh  eintreten  kann, 
ist  natürlich  nicht  bewiesen. 

Milner  gibt  folgenden  Beweis  der  Deseartesschen  Zeichen- 
regel. Sind  alle  Wurzeln  von  (D)  l  -{•  mx  +  nx^  +■■■  +  *"  =  0  reell, 
dann  sind  diejenigen  von  (E)  m  -{-  '2nx  +  ■  ■  ■  naf~^=^  0  Grenzen  der 
AVurzeln  von  (D).  Es  sind  deshalb  nicht  weniger  +-WurzGln  in  (D) 
als  in  (E),  denn  da  jede  Wurzel  von  (E)  zwischen  verschiedenen 
Wurzeln  von  (ü)  liegt,  kann  die  Anzahl  positiver  Wurzeln  nicht 
kleiner  sein.  Sind  /  und  m  beide  positiv,  muß  die  Anzahl  -[--Wur- 
zeln in  (D)  und  (E)  gerade  sein,  und  die  Anzahl  in  (D)  kann  also 
die  in  (E)  nicht  durch  die  Einheit  übersteigen.  (D)  hat  aber  eine 
Wurzel  mehr  als  (E),  welche  gewiß  —  sein  muß.  Ahnlieh  behandelt 
er  den  Fall,  wo  /  und  m  beide  negative,  und  den  Fall,  wo  diese 
entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

In  der  Abhandlung  Sur  la  deter mination  du  nombre  des 
racines  imaginairee  dans  les  equatious  literales^)  entwickelt 
Lagrange  anfangs  die  bekannten  Kriteria  für  die  Bestimmung  der 
Natur  der  Wurzeln  von  x' —  Bx -{- C  =  0;  alle  Wurzeln  sind  reeU, 
wenn  4If>27C*;  zwei  sind  einander  gleich,  wenn  4B'- 27(7  =  0; 
zwei  Wurzeln  sind  imaginär,  wenn  4^<27f7.  Zu  Gleichungen 
k"*"  Grades  übergehend,  bemerkt  Lagrange,  daß  Newton  und  au- 
dere  Forseher  Bedingungen  für  die  Existenz  lauter  reeller  Wurzeln 
aufgestellt  haben,  die  nicht  hinreichend  seien.  Der  Grund  dafür  liege 
darin,  daß  diese  Bedingungen  nicht  durch  die  direkte  Betrachtung  der 
reellen  und  imaginären  Wurzeln  abgeleitet  wurden,  sondern  bloß 
ans  gewissen  Bedingungen,  welche  befriedigt  sein  müssen,  wenn  alle 
Wurzeln  reell  sind.  Wenn  die  Wurzeln  reell  air.d,  muß  z.  B.  die 
Summe  der  Quadrate  aller  Wurzeln,  oder  der  Quadrate  ihrer  Diffe- 
renzen, positiv  seinj  man  darf  aber  nicht  schließen,  daß  eine  positive 
Summe  das  Vorhandensein  lauter  reeller  Wurzeln  nachweist.  La- 
grange hebt  nun  hervor,  daß  man  die  Frage,  ob  es  imagii^re 
Wurzeln  gibt  oder  nicht,  sicherlich  dadurch  beantworten  kann,  daß 
man  ermittelt,  ob  die  linke  Seite  der  Gleichung  durch  einen  oder 
mehrere  Faktoren  x^  —  ax  +  b,  wo  i  >  ,  teilbar  ist  oder  nicht.  In 
demjenigen  Divisionsrest,  welcher  keine  höheren  Potenzen  von  x  als 
die  erste  enthält,  setze  man  den  Koeffizienten  von  x,  sowie  auch  den 

')  Kouveanx  mömoites  de  l'aead.  roy.  des  Bcieucee,  annee  1777,  Berlin  1779, 
i:  111—139;  Lagrange,  Oeuvres,  T.  IV,  p,  343—374, 
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von  X  freien  Teil  gleich  Nall.  Man  erhält  auf  diese  Weise  zwei 
Gleichungen,  und  eine  dritte  durch  die  Annahme  —  b  =  u,  aus 
welchen  man  die  unbestimmten  Größen  a  und  h  eliminieren  soll. 
Die  Größe  w  stellt  sich  hier  als  das  Quadrat  der  Halbdiffereiiz  irgend 
eines  Wurzelpaares  der  vorgelegten  Gleichung  heraus.  lat  letztere 
»*""  Grades,  muß  erstere  — ~~ —  Grades  sein.  Wenn  nun  in  der 
Endgleichnng  u  negative  Werte  hat,  sind  in  der  vorgelegten  Glei- 
chung imaginäie  Wurzeln  vorhanden,  sonst  nicht.  Ob  u  negative 
Werte  habe  oder  nicht,  lasse  sich  durch  Descartes'  Zeichenregel 
entscheiden.  Gibt  es  in  der  Reihe  der  Koeffizienten  lauter  Zeichen- 
wechsel, so  hat  die  vorgelegte  Gleichung  keine  imaginären  Wurzeln; 
sind  Zeichenfolgen  vorhanden,  dann  sind  imaginäre  Wurzeln  gewiß 
vorhanden.  Lagrango  erklärt,  daß  die  Anzahl  von  imnginären 
Wurzelpaaren  nicht  größer  als  die  Anzahl  Zeichenfolgen  sei,  weahalb 
man  wisse,  daß  sich  imaginäre  Wurzelpaare  vorfinden,  nicht  aber 
deren  Anzahl.  Um  diese  Anzahl  näher  au  untersuchen,  berechne  man 
eine  zweite  transformierte  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadrate 
der  Halbdifferenzen  zwischen  der  Summe  zweier  Wurveln  und  zweier 
anderer  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind.  Hat  diese  neue 
Gleichung  keine  negative  Wurzel,  dann  hat  die  vorgelegte  Gleichung 
nur  zwei  imaginäre  Wurzeln.  Daß  eine  negative  Wurzel  wenigstens 
vier   imaginäre  Wurzeln   der   vorgelegten  Gleichung  andeuten  würde, 

ersieht   man    aus    dem   Ausdrucke   f-^-i — 1     für   die  Wurzeln 

der  transformierten  Gleichnng.  Sind  a  und  h,  c  und  d  zwei  konjugierte 
imaginäre  Wurzelpaare,  so  muß  obiger  Ausdruck  einen  negativen  Wert 
annehmen.  Um  herauszufinden,  ob  nicht  mehr  als  vier  imaginäre 
Wurzeln  existieren,  bilde  mau  eine  dritte  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Quadrate  der  Differenzen  zwischen  der  Summe  von  drei  Wurzeln 
und  der  Summe  dreier  anderer  Wurzeln  sind.  Hat  diese  dritte  Glei- 
chnng eine  negative  Wurzel,  dann  besitzt  die  vorgelegte  Gleichung 
wenigstens  sechs  imaginäre  Wurzeln.  Wenn  notwendig,  könne  man 
noch  weitere  Transformationen  unternehmen.  Lagrange  bemerkt, 
daß  ihm  kein  allgemeines  Kriterium  zur  Bestimmung  der  Anzahl 
negativer  Wurzeln  einer  Gleichung  bekannt  sei.  Diese  Methode  für 
die  Bestimmung  der  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  führt  immer  zum 
Ziele.  Sie  ist  der  Glanzpunkt  der  Resultate,  welche  man  im  18.  Jahr- 
hundert über  diesen  Gegenstand  erreicht  hat. 

Endlich  leitet  Lagrange  noch  die  Beziehungen  zwischen  den 
Koeffizienten  einer  Quartic,  welche  die  Natur  ihrer  Wurzeln  bestim- 
men,  ab,    und   bemerkt,   daß  schon  früher  Waring  in  seinen  Medi- 
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tationes  algebraicae  diese  Resultate  mitgeteilt  habe,  ohne  aber 
den  Nacbweis  dafür  zu  veröffentlichen. 

Das  1779  zu  Paris  erschienene  Werk  Theorie  generale  des 
equations  algebriques  von  Beaout  zeichnet  sich  aus  durch  das, 
was  es  enthält,  sowie  durch  das,  was  es  wegläßt.  Von  der  algebraischen 
Auflösung  von  Gleichungen  f{x)  =  0  verschiedener  Grade,  oder  der 
Auflösung  durch  Annähening,  oder  der  Transformation  von  f{x)~{) 
in  eine  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  oder  Koeffizienten  bestimmte 
Beziehungen  zu  denen  der  vorgelegten  Gleichung  haben,  davon  wird 
nichts  gesagt.  Das  ganze  Werk  ist  dem  Eliminationsprohlem  ge- 
widmet. Die  Elimination  ohne  Einführung  fremder  Faktoren  hatten 
Euler  und  Bezout  bisher  nur  für  zwei  Gleichungen  höheren  Grades 
mit  zwei  Unbekannten  erzielt.  Um  für  den  allgemeinen  Fall  fremde 
Lösungen  zu  vermeiden,  erkannte  Beaout  schon  früher^;,  „daß  nicht 
eine  allmähliche,  sondern  nur  eine  gleichzeitige  Elimination  von  {m  —  1) 
der  m  Variablen  zum  richtigen  Grade  der  Endgleichung  oder  der 
Ehminante  führen  könne".  Diese  Sache  wird  nun  weiter  entwickelt. 
Nach  einer  Einleitung  über  Differenzenrechnung  folgt  die  allgemeine 
Theorie  von  Gleichungen  irgendwelchen  Grades  und  mit  njehreren 
Unbekannten.  Ein  vollständiges  Polynom  des  Grades  T  mit  n  Un- 
bekannten wird  durch  (m  . .  .  «)^  bezeichnet;  dessen  Gliederzahl,  durch 
N{u...n)^  symbolisiert,  ergibt  sich  gleich  \T  -\-  n  Ln\T.  Bezout 
leitet  einen  Ausdruck  ab  für  die  Berechung  der  Anzahl  derjenigen 
Glieder  in  diesem  Polynom,  welche  durch  keine  der  Größen  tiy,x'>,y'',z'' 
teilbar  sind,  und  wird  durch  denselben  zum  Lehrsatz  geführt:  Der 
Grad  der  Endgieichung,  welche  aus  einer  Anzahl  n  von  vollständigen 
Gleichungen  irgendwelcher  Grade  mit  n  Unbekannten  hervorgeht, 
ist  dem  Produkte  der  Grade  der  vorgelegten  Gleichungen  gleich. 
Nur  für  den  Spezialfall  von  zwei  Gleichungen  war  dieser  Satz  früher 
bekannt.  Im  Falle  unvollständiger  Polynome  mag  der  Grad  des  End- 
resultats niedriger  sein.  Bezout  unterwirft  dieselben  einer  ein- 
gehenden Untersuchung.  Im  zweiten  Teile  des  Werkes  wird  die  Eli- 
mination selbst  durchgeführt.  Ohne  Nachweis  gibt  er  zur  Berech- 
nung der  Unbekannten  von  linearen  Gleichungen  eine  scheinbar  will- 
kürliche Regel,  welche  gleichgültig  auf  literale  und  numerische,  all- 
gemeine und  spezielle  Gleichungen  anwendbar  ist.  Wir  erläutern  sie 
an  einem  Beispiele  aus  § 200.  Sind  afx  +  b'y -Vc's  +  df^d  (i  =  0,  1,  2), 
nehme  man  stillschweigend  (  als  Unbekannte  der  absoluten  Glieder 
an.  Man  hat  dann  a^x  +  h'y  -\-  ds  +  d't  =  0.  Im  Produkte  xi/gt 
setze  man  nacheinander  bezüglich  a,  h,  c,  d  an  die  Stelle  von  x,  y,  ß,  t. 

')  CoTiis  de  math.  ä  Tusage  des  Gardea  du  Pnvillon,  1764/69,  p.  209,  Vgl. 
Encyklopädie  der  math.  Wiaa.,  Bd.  I,  S.  261. 
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Mau  erhält,  nach  einem  Zeichen  Wechsel  für  jede  ungeiadi  \  ertauschung, 
die  erste  Linie,  aygt  ^Vxzt -Y  cxyt  ~  ({xyr  In  dieser  ersten 
Linie  setze  man  ahn  lieh  er  weise,  nacheinander,  bezugliih  a',  h',  c,  d' 
statt  a;  y,  s,  t.  Man  erhält  die  zweite  Linie.  Datm  setze  man  be- 
zügÜph  a",  l",  c",  d"  statt  x,  y,  z,  t,  uud  man  erhalt  die  dritte  Linie. 
Der  Wert  von  x  ergibt  sich  dann  durch  Division  des  Koeffizienten 
von  X  mit  dem  des  Koeffizienten  von  #;  d.  h. 

.,.  =  _  ; {ic  -  b'c) it  -  (bd^  -  h'ii) c"  +  (cd'  ~  cd) V 1 

:  [{nb'  —  ah)c'  ~  (ac  —  a'c)b"  +  [hc  —  h'c)a"]. 

ÄhaÜches  für  y  und  z.  Warum  mit  xyst  angefangen  wird,  und 
was  dieses  Produkt  eigentlic-h  bedeutet,  wird  nicht  erklärt.  Man  sieht, 
(laß  bier  De tei-miuanten ausdrücke  vorkommen  und  daß  die  Methode 
auch  7.ut  K e SU Itantenbe Stimmung  dient.  Die  Regel  wird  an  Beispielen 
angewendet,  wo  einige  Koeffizienten  Null  sind,  oder  eine  Linie  ver- 
schwindet, oder  eine  der  Unbekannten  in  der  letzten  Linie  wegbleibt. 
BeKOut  gibt  auch  eine  bessere  Regel,  die  Laplacesche  Entwicklung 
niederzuschreiben '). 

Bezout  geht  dinn  zu  Gleichungss^'itemeu  höherer  Grade  über 
und  bewirkt  die  Elimination  nach  emei  Methode  \<.a  unbestimmten 
Koeffizienten.  Jede  der  voi^elegten  Gleithun^en  wird  mit  einem  un- 
bestimmten Polynom  multiphzieit  «o  daß  m  der  bumme  dieser  Pro- 
dukte alle  Uubekinnten  mit  Ausnahme  einer  einzigen  verschwinden. 
Durch  eine  Konstanten  abzahlung  und  die  Auflösung  von  linearen 
Gleichungen  lehrt  er  Polynome  dieser  Art  zu  finden.  Das  Werk 
wurde  von  Lagrange^}  und  Laplace^)  sehr  hoch  geschätzt.  La- 
grange  sagte:  ,je  le  mets  dans  le  petit  nombre  de  ceus  qui  sont 
veritablement  utiles  aux  progres  des  sciences".  Und  doch  scheinen 
Bezouts  Resultate  teilweise  in  Vergessenheit  geraten  zu  sein,  denn 
Jacobi  und  Minding  leiteten  solche  über  ein  halbes  Jahrhundert 
später  von  neuem  ab,  ohne  Bezout  als  Vorgänger  zu  nennen*). 

Bezouts  Eliminationsi-egel  für  lineare  Gleichungen  wurde  von 
C.  F.  Hindenburg  in  seiner  Vorrede  zu  einem  Werke  von  C.  F. 
Rüdiger,  Specimen  analyticum  de  lineis  curvis  etc.,  Leipzig 
1784,  ins  Lateinische  übersetzt.  Hindenbnrg  selbst  gab  eine  Regel, 
welche  zugleich  die  Gliederbildung  und  die  Zeichenordnung  in  Deter- 
minanten lieferte^). 

■)  Vgl.  T.  MuJr,  oj).  cit.,  p,  41— 5Ü.  *)  Oeuvres,  T.  XIV,  p,  270:  Brief  bd 
Bezout,  12.  Juli  1779.  ')  Ebenda,  p,  80:  Brief  au  Lagiange.  *)  A.  Brill 
und  M.  Noether,  Jaiiiesb.  d.  Deutsch.  Math,  Ver.,  3.  Bd„  1892-1893,  S.  143 
bis  147.        ")  T,  Muir,  op,  cit,,  p.  63— 5S, 
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Vor  dem  Abachiusse  unserer  Angaben  über  Determinanten  be- 
merken wir  noch,  daß  in  den  Schriften  von  Vandermonde  und 
Fran9oi8  Marie  Riebe  de  Prony^)  (1755  — 1839)  die  ersten 
Spuren  von  Alternanten  vorkommen^). 

Der  Mathematiker  und  Astronom  John  Hellins  (?  — 1827), 
1779 — 1783  Pfarrer  zu  Conatantine  in  Cornwall,  sehlug  eine  Methode 
zur  Berechnung  von  zwei  gleichen  Wurzeln  vor,  _  welche  für  die 
kubische  Gleichung  so  lautet^):  Wenn  x^—2^ä^  +  qx~-r^0  zwei  gleiche 
Wurzeln  hat,  finde  mau  durch  Division  den  gemeinschaftlichen  Faktor 
zwischen  dieser  Gleichung  und  Sa:^  —  2px  -{-  q  ^0.  Man  erhält  da- 
durch x  =  (^q  —  9r):{2p^-Gq}.  Hat  nun  x"  +  6ä^- S2x  +  36  =  0 
zwei  gleiche  Wurzeln?  Man  findet  {jjq  —  9r):(2j)^  —  6g)  =  2,  Dieser 
Wert,  X  —  2,  genügt  der  vorgelegten  Gleichung  und  muß  also  die 
doppelte  Wurzel  sein.  Diese  Methode  wird  auf  die  Quartic  und 
Quintic  angewendet. 

Ungefähr  zu  gleicher  Zeit  wurden  Studien  über  Gleichungen 
auf  den  schwedischen  Universitäten  zu  Upsala  und  Lund  vor- 
genommen; in  Upsala  von  Maliet,  iu  Lund  von  Bring.  Fried- 
rich Mallet  (1728 — 1797)  stammte  von  einer  Familie,  die  aus 
Frankreich  nach  Schweden  auswanderte.  Nachdem  er  einige  Jah]-t' 
in  England,  Frankreich  und  den  Niederlanden  zugebracht  hatte,  wurde 
er  1757  Assistent  für  Astronomie  und  später  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  Upsala.  Zwischen  1777  und  1784  hat  er 
vier  Schriften  über  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  geschrieben. 
Drei  sind  von  Matthieasen  angeführt^);  eine  vierte,  De  Aequatioue 
biquadratica  (Resp.  J.  Norderling)  erschien  in  Upsala  1782  und 
ist  geschichtlichen  Inhalts.  Er  eröffnete  einen  neuen  Gesichtspunkt 
durch  sein  Verfahren,  die  Unbekannte  zu  variieren  und  die  Xoef- 
fizienten  der  erhaltenen  Gleichung  gewissen  Bedingungen  zu  unter- 
werfen. Bei  x^  -f  Ax^  -{•  B'j?  +  Cx  -^  D  =  0  setzt  er^)  ^  -  «/  +  F. 
und  erhält  i/ +  ah f +  {&!?■}- AE -\- B)y- +  a}fiy +  h^  =  0,  wo 
h"-  ^  E'-  ^  AF?  ^  BW  ■>!-  CE  -\-  D,  ab  =  4:E+A,  ah^='iE^+ 3AE' 
-f  2  BE  -j-  C.     Daraus  folgt  die  kubische  Gleichung 

(A"  -  iAB  +  HC) E"  +  (A^B  +  2AC  -  i^  +  IQD)  I? 

+  {A^C+  SAV~  4:SC)E+  A'D  -  C«  =  0 

für  die  Bestimmung  des  E.    Es  sind  dann  a,  h,  c¥  =  GE^  +  3AE  -f-  J! 

')  Joum,  de  l'öc,  poiyt.  I,  p.  264,  265.  ^  T.  Mnir,  „The  Theory  of  Alter- 
nants  in  the  Historical  Oriiet  etc."  in  Proceed.  loy.  Soc.  of  Edinburgh,  Toi.  23, 
1899—1901,  p.  93,  94.  «)  Phü.  Trans.  1782  London,  p.  417—426.  ')  Mat- 
thieasen, op.  dt.  S.  340,  438,  545,  621,  977.  ')  Nov.  Act.  Soc.  Scient.  et 
Litt,  ups.,  Voi.  III,  p.  25S,  auch  De  aequatione  biquadratica,  Upsala  1782, 
p.  16,  17. 

Oaktob,  Qeuhlchle  ficr  Mathetnatili  IV.  9 


y  Google 


bekannt.  Die  erhaltene  Gleichung  ist  nach  Saundersone  Methode 
leicht  zu  losen,  denn 

.'/'  +  ahjf  +  ch^f  +  a¥y  -^  h*  =  i)  =  {f  +  ely  +  l^)  ■  {f  +  fby  +  a*), 

wo  e-irf^a,  p  — /"— V'«^"- 4c +~8. 

De  aequatione,  cujus  radices  sunt  hinaram  datae  aequa- 
tionis  radicum  aiimraae^)  ist  eine  Untersuchung  von  Sebastiane» 
Canterzani  (1734—1819),  Professor  der  Mathematik  in  Bologna 
und  Verfasser  mehrerer  Lehrbücher  und  Abhandlungen.  Er  war 
auch  Sekretär  des  Instituts  von  Bologna.  Er  hebt  hervor,  daß 
Waring  in  seinen  Meditationes  algebraicae  die  Herleitung  einer 
Gleichung  beeprochen  habe,  deren  Wurzeln  irgend  eine  algebraische 
Funktion  der  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  seien,  daß  aber  die 
Bestimmung  der  Glieder  einer  allgem einen  Gleichung  n^"  Grades 
nicht  leicht  sei.  Lagraoge  habe  17G7  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Differenz  je  zweier  der  vorgelegten  Gleichung  sind,  hergeleitet. 
Nun  soll  die  Summe  je  zweier  Wurzeln  in  Betracht  kommen.  Die 
Methode  ist  hier  nur  sehr  kurz  erklärt.  Sind  a',  n",  a",  .  .  .  die 
Koeffizienten  der  voi^elegten  Gleichung  jk'™  Grades  und  Ä',  A", 
A'",  .  .  .   diejenigen  der  gesuchten      -    ^  -  Grades,  dann  sei 

.1«'  =  ^(a'A'--^  +  a'A"--  +  ■  ■  ■  a'-'-'A")  +  (m  -  2''-')n¥, 

wo  in  der  durch  ^  angedeuteten  Summe  m  die  Variable  ist.  Obschon 
im  nächsten  Bande  die  Sache  weiter  auseinandergesetzt  wird,  ist  sie 
doch  nicht  mit  genügender  Klarheit  dargestellt. 

Ein  sorgfältig  verfaßtes  Werk,  betitelt  Analysis  aequationum, 
Dublin  1784,  erschien  aus  der  Feder  von  William  Haies  (1747  bis 
1831),  Tutor  zu  Trinity  College,  Dublin,  und  Professor  der  orienta- 
lischen Sprachen  an  der  dortigen  Universität.  Es  ist  reich  an  Lite- 
raturangabeo.  Lagrange  soll  an  den  Autor  aus  Berlin  ein  Lobschreiben 
gerichtet  haben  ^). 

Unter  den  wichtigen  Ergebnissen,  welche  während  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  in  der  Gleichungstheorie  hervorgebracht 
wurden,  muß  man  auch  eine  kleine  Schrift  des  oben  angeführten 
schwedischen  Mathematikers  Bring  nennen.  Während  75  Jahre 
blieb  dieselbe  den  Mathematikern  unbekannt;  die  Resultate  derselben 
wurden   von   dem   englischen   Mathematiker   Jerrard  1834   neu   ent- 

')  De  Bonouteusi  äcientiaium  et  Aitium  Institute  atqne  Academia  Com- 
itientarii,  T.  VI,  Bononiae  1783,  Oumm,  p,  107.  ^  Dictionary  of  Nationdl  Bio- 
giaphy  (Stephen  und  Lee). 
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deckt.  Sie  betrifft  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung 
5.  Grades  in  die  Form  y^  -{-  Gy  +  S  =•  0  und  erschien  unter  dem 
Titel  B.  cum  D.  Meletemata  quaedam  mathematica  circa 
transformationem  aequationum  algebraicarum,  quae  ...  in 
Kegia  Academia  Carolina  praeside  D.  Erland  Sam.  Bring, 
Hist.  Profess,  Reg.  &  Ord.  publice  eruditorum  examin i 
modeste  subjicit  Sven  Gustaf  Sommeliua  . . .  1786,  Lundae. 
Man  konnte  diesem  Titel  zufolge  veranlaßt  sein,  Sommelius  für  den 
Verfasser  zu  halten,  besonders  da  auch  die  Dedikation  seine  Namens- 
unterscbrift  trägt,  und  er  darin  von  diesen  seinen  Erstlingsfrüchten 
(„primitias")  redet.  Auf  eine  Anfrage  des  Hrn.  Felis  Klein  teilt 
aber  Hr.  Bäcklund  in  Lund  mit,  „daß  dies  jedenfalls  unzu- 
treffend sein  würde,  indem  die  Promotionsschriften  dama!s  durch- 
gängig von  den  Vorsitzenden  des  Examens  verfaßt  wurden  und  den 
Examinanden  nur  als  Substrat  der  Disputation  dienten".^) 

Schon  früher  hatten  C.  Hill  (1861)  aus  Lund  und  Ebbe  Sam. 
Bring,  ein  Neffe  unseres  Bring  (ungefähr  1824),  diese  Dissertation 
ihm  zugesehriehen.  Ja  schon  1798  enthält  der  Titel  einer  Tegman- 
sehen  Dissertation  den  Ausdruck  „methodus  Bringiana".  Auch  muß 
bemerkt  werden,  daß  Bring  sich  viel  mit  Gleichungen  beschäftigte, 
während  der  siebzehnjährige  Sommelius  sieh  später  nicht  wieder 
mit  mathematischen  Studien  abgab  und  1790  eine  Promotionaschrift 
historischen  Inhalts  verteidigte.  Die  Verdienste  von  Erland  Samuel 
Bring  wurden  1861  von  Hrn.  C.  Hill  in  Lund  ausführlieh  gewürdigt, 
der  die  Arbeit  mit  eigenen  Bemerkungen  begleitete^).  Es  ist  merk- 
würdig, daß  die  Bringsche  Arbeit  nicht  früher  allgemein  bekannt 
wurde,  denn,  wie  schon  bemerkt,  erschien  1798  eine  Dissertation  mit 
Brings  Namen  im  Titel.  Femer  hob  Brings  Neffe  ungefähr 
1824,  bei  der  Inauguration  des  Physikers  J.  C.  Hill  in  Lund,  den 
großen  Wert  seiner  Gleiehungsunter suchungen  scharf  hervor  und 
1837  wurden  Auszüge  dieser  Mitteilungen  in  einem  wohlbekannten 
schwedischen  biographischen  Lexikon  gedruckt^).  Erland  Samuel 
Bring  (1736 — 1798)  studierte  in  Lund  Rechtswissenschaft,  wurde 
1762  Dozent,  später  Professor  Historiarum  und  1790  Rektor  der 
Akademie.  Mathematik  war  für  ihn  ein  Lieblingsstudium,  aber  nur 
wenige  seiner  Arbeiten  wurden  veröffentlicht.     In  der  Bibliothek  der 


')  F.  Klein,  Yorles.  ü.  d.  ftosaeder,  Leipzig  1884,  S.  143.  *)  öfvereigt 

al'  Kongl,  Vetenskapa-AkftdemieDs  Pöthandlingat  1861,  Stockholm  1862,  p.  317 
big  365.  Ein  Auszug  von  Brings  Schrift  mit  Bemerkungen  erschien  in  Grunerts 
Archiv,  Bd.  41,  1864,  S.  106— IIT;  Bd.  40,  1863,  P.  5.5;  auch  in  Quarterly  ,Toum 
of  Mathemiitios,  Vol.  VI,  1864,  p.  38—47.  ')  Biogiaphisk  Lexikon  öfver 

NamnkuBdige  Svenska  m&n  Tredje  Bandet,  Upsala  1837,  p.  83—84. 
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UniTersität  in  Lund  aiod  acht  handechriftliclie  Bände  seiner  mathe- 
matischen Abhandlungen  und  Kommentarien  zu  Eni  er,  Wolf, 
Palmquiat,  Hospital  und  anderen.  Er  schrieb  über  Algebra,  Gteo- 
inetrie,  Differentialreelinung,  Gleichungen,  Theorie  der  homogenen 
Funktionen,  Chronologie  und  Ästronoraie'). 

In  seiner  Dissertation  wendet  Bring  die  Tschirnhansensche 
Transformation  an.  Er  fängt  mit  der  quadratischen  Grleichung 
£^  +  nie  +  w  =  0  an,  setzt  z  =  y  —  n,  dann  —  2a  +  )n  =  0  zur  Be- 
stimmung   des    «    und    erhält    ;'/^  ■= -r w-      Durch    ein    ähnliches 

Verfahren  wird  die  kubische  in  eine  binomische  Gleichung  transfor- 
miert. Daim  folgt  eine  interessante  Diskussion  der  Quartic,  s*  +  «r^ 
+  j>s  -(-  3  =-  0.  Durch  Hilfsgleichungen  zweiten  Grades  0^  -\-  hs  -\-  a 
-|-  y  =  0  wird  diese  auf  die  Form  y*  +  Alf  +  i?  =  0  gebracht.  Um, 
wenn  möglich,  alle  dazwischenliegenden  Glieder  der  vorgelegten 
Quartic  zu  beseitigen,  nimmt  er  z'*  -\-  C£^  -\-  is  -^  a  -{-  y  =  0  an,  eli- 
miniert g  und  setzt  die  Koeffizienten  y",  y^,  y  gleich  Null.  Die  Eli- 
mination von  h  führt  ihn  zu  einer  Gleichung  sechsten  Grades  in  c. 
Ohne  diese  Sache  weiter  aufzuklären  schreitet  er  zur  Quintie. 

Um  die  Quintie  s" -^  pz^ -\- qs -\- r  =-0  von  dem  Gliede  2*  zu 
befreien,  nimmt  Bring  ^*  +  dz^  +  c^*  +  6^  +  »  -f-  )/  =  0  an  und  eh- 
miniert  3.  In  der  neuen  Quintie  y^  -{-  By^  +  Ey^  -f  Fy^  -[-■■■==  0 
setzt  er  I>  =  0,  E=0,  F^O.  Von  13  =  0  erhält  er  a  =  {3prf  + 45):5, 
dessen  Wert  er  in  ^  =  0  und  F  =  0  setzt.  Versucht  man  nun  h,  c 
oder  d  zu  eliminieren,  so  bekommt  man  eine  Gleichung  sechsten 
Grades.  Dieses  vermeidet  Bring  aber  durch  die  Annahmen  ö  =  «(? 
-\-  £  und  c  =  d  -\-  y.  Die  Gleichung  E  =  0  nimmt  nun  die  Form 
einer  Quadratic  in  d  an  deren  drei  Koeffizienten  er  gleich  Null  setzt. 
Das  VeiBchwinden  des  ersten  Koeffizienten  liefert  ihm  durch  Auf- 
lösung einer  Gleichung  ersten  Grades  den  Wert  von  k,  dasjenige  des 
zweiten  Koeffizienten  gibt  ihm  £  als  eine  lineare  Funktion  von  y, 
dasjenige  des  dritten  Gliedes  bringt  ihm  y  durch  Auflösung  einer 
Quadratic,  als  eine  Funktion  von  p,  q,  r.  Setzt  man  nun  in  J^  =  0 
für  o,  6,  c  die  Werte  (3pd  -f  iq) :  5,  ad  ■}-  ^,  d  -\-  y  ein,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  in  d,  die  nicht  höheren  als  dritten  Grades  sein  kann. 
Auf  diese  Weise  transformiert  Bring  die  allgemeine  Quintie  in  die 
Form  y^  -(-  Gy  -{-  H  ^  0,  ohne  aber  in  seiner  Dissertation  zu  zeigen, 
ob  eine  weitere  Änderung  zur  Binomialform  y^  +  X  =  0  unmöglich 
wäre*).  Diesen  bedeutenden  Leistungen  sind  in  Schweden  keine 
1  Untersuchungen  gefolgt,  außer  zwei  Dissertationen  der  Jahre 

')  ßiographisk  Lexicon  etc.,  S.  Si.  ')  Eine  Kritik  der  Bedeutung  von 

Dgs  Trattsformation  findet  man  in  F.  Klein,  op.  cit.  8. 143, 144,  207—309,  241. 
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1798  und  1799  von  Tegman,  Regula  Cardaui  et  methodus 
Bringiana  radices  inveniendi  cubicas  inter  se  collatae,  und 
De  aeqüatioiie  biquadratica,  worin  die  Gleichungen  dritten  und 
vierten  Grades  etwas  eingehender  behandelt  werden,  als  bei  Bring  der 
Fall  war^).  Pehr  Tegman  (1757—1810)  war  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  zu  Lnnd^)- 

J.  H.  Lambert  sagt  in  einem  Aufsatze  Über  die  Verwand- 
lung und  Auflösung  der  Gleichungen'),  daß  Waring  einen  dem 
seinigen  ganz  ähnlichen  Versuch  gemacht  habe,  die  Sache  aber  so 
sehr  abstrakt  vornehme,  daß  er  die  Vorteile,  welche  besondere  Falle 
darbieten,  gar  nicht  sehen  konnte.  Lambert  bestimmt  die  Grenzen, 
in  welchen  alle  Wurzeln  einer  Quartic  entweder  unmöglich  oder  reell 
sind.  Die  Auflösung  einer  solchen  Quartic  hängt  von  einer  kubischen 
Gleichung  mit  lauter  reellen  Wurzeln  ab,  die  sich  auf  die  Dreiteilung 
eines  Kreisbogens  reduzieren  läßt.  Eine  bequeme  AuflÖsungsform 
wird  augegeben.  Auch  behandelt  er  die  Aufgabe,  aus  zwei  Glei- 
chungen 0  =  !■'"  — ««"'"^  4- -- ■,  0  ^y"  —  Kx"~^  -\-  ■  ■  ■.  ohne  diese 
vorerst  aufzulösen,  eine  dritte  Gleichung  0  =  £■'■  —  As''~^  +  •  ■  ■  her- 
zuleiten, so  daß  s  =  X  -\-  y  ist. 

Sebastiane  Canterzani  sucht  in  einer  Schrift  Delhi  riduci- 
bilitä  di  ogni  quantitä  immaginaria  algebrica  alla  forma 
^dr-^y'"!*)  emen  für  elementare  Lehrbücher  geeigneten  Beweis 
darzulegen.  Es  ist  dem  Verfasser  aber  nicht  gelungen,  den  Beweis 
dieses  schweren  Satzes  von  Übelständen  verschiedener  Arten  zu  be- 
freien. 

In  einer  Schrift,  Von  der  cubischen  und  biquadratischen 
Gleichungen  bejahten,  verneinten  und  unmöglichen  Wur- 
zeln^),  gibt  Gustaf  Adolph  Leijonmark  (1734—1815),  Bergrat 
beim  schwedischen  Bergkollegium,  eine  weitläufige  Erklärung  von 
Konstruktionen,  um  die  Natur  von  kubischen  und  quartischen  Glei- 
chungen geometrisch  zu  bestimmen.  In  späteren  Artikeln  untersucht 
er  quartische  Gleichungen,  die  sich  in  zwei  quadratische  Faktoren 
zerlegen  lassen  und  quintische  Gleichungen,  die  sich  in  quadratische 
und  kubische  Faktoren  zerlegen  lassen^). 

In  einem  Artikel  On  finding  the  values  of  algebraical  quan- 

')  0.  Hill,  loc.  cit.  S.  Sl'J.  =)  J.  C,  Pof,'Reiidotff,  Handworterb    / 

■Öeach.  d.  esact.  Wias,,  Bd.  II,  Leipzig  1863,  S.  1074.  ")  Beytraf«e  z  (gebrauche 
d.  Math,  u.  deren  Anwend.     Zweytet  Thei],  Berlin  1770,  S.  184— 24"»  *)  Me 

morie  di  Matematica  e  Fisica  della  Societa  Italiana,  Tomo  II  Pt  II,  p  720  bis 
731,  =)  Neue  Abhandl,  d,  K.  Schw.  Akad.  d.  Wisa.  für  das  Jahr  1785,  au» 

dem  ÖchwediBchen  libers,  von  A.  G.  Kästner,  Leipzig  1786  S  3— lo,  nebst 
fünf  Fortsetzungen.         ")  Ebenda,  Bd   0,  1788;  Bd.  16,  1795. 
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tities  bj  coiiverging  serieses,  and  demonstrating  and  ei- 
tending  propositions  given  by  Pappus  and  othera^)  betrachtet 
Edward  Waring  den  Ausdruck 

y-  {±V±Ä±  'y±  B  ±  V±C±  etc.). 
Sind  ß  ■\-  ik,  et'  -j-  iX',  ...  F -{-  ^i  respektive  Wurzelu  von  3^4- 1  =0, 
.r-^+l^O,  ...a-'-Tl  =  0    (Waring   schreibt   -\/-\    statt   /),    und 

±'P  —  ±A''a±B"'ü±_---,  ±q'=±A''  l±B^X  ±---,  dann  wird 
obiger  Ausdruck,  wo  P  statt  ±  P  und  l'  >  Q. 


(p +•■«)"' 


*(= 


-±'-i 


behandelt.    Der  Bruch  a 


in    welchem    Falle   X    und   M   konvergieren.     Sodann    ist    [T  +  iJ) 

-  (+  jt  +  jJ(f)  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Größe.     Er  nimmt  femer 

—  V  statt  +  P,  hernach  P  <  §,  P  =  +  ^.  Die  Wurzeln  von 
a^  4:  1  =  0  könne  man  algebraisch  finden,  wenn  fe  <  11  (Vander- 
mondes  Auflösung  von  a:^'  —  1  =  0  von  1774  war  ihm  also  nicht 
bekannt),  oder  wenn  6  =  2' ■  3'' . . .  1(F'  wo  1,1' ...Iß  ganze  Zahlen  sind. 

Auflösbare  Gleichungen  höheren  Grades  werden  von  Euler  in 
der  1776  eingereichten  Schrift  Innumerae  aequationum  formae, 
ex  Omnibus  ordinibus,  quarum    resolutio   eshiberi   potest^ 

.(.l/---«):(l-f:"),wo-|7|..™. 

schjedene  Werte  annimmt,  ist  Wurzel  der  Gleichung  L  J~  j  =  "  , 
welche  in  entwickelter  Form 

3"  =  w  «Ol -_^I3:""^  -|-  K    abi-    __t  )a^       +  ■  ■  • 

wird,  wenn  n",  n'",  . .  .  den  zweiten,  dritten  etc.  Koeffizienten  eines  zur 
jjten  Potenz  erhobenen  Binoms  andeutet.  Es  ist  auffallend,  daß  iu 
dieser  Abhandlung  gar  kein  Hinweis  anf  die  Arbeiten  von  Bezout, 
Lagrange  und  Malfatti  vorkommt,  Seine  jetzigen  Ansichten 
über  die  allgemeine  Lösbarkeit  von  Gleichungen  stimmen  mit  denen, 
die  er  1732  und  1762  geäußert  hatte,  ganz  überein.     Obiges  Resultat 

>)  Phil.  Trans.  Tol.   77.  for  the  year  1787,  Pt.  I,  London  1787,  p,  71—83. 
*)  Nora  acta  acad.  scient.  tmp.  Petropolitanae,  T.  VI,  ad  annum  1788.    Petco- 
poli   1790,  p.  25—35. 
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wird  von  ihm  als  eine  Bestätignng  seiner  früheren  Mutmaßung,   daß 
eine   Gleichung  x"  ~  px""^ -i- qx"~^ -{•  ■  ■  ■    die   Wurzelform   ä' = -i/« 

■j-Yß  +  ■  ■  ■  besitze,  wo  a,  ß,  .  .  .  Wurzeln   einer  Resolvente  m  —  l'^" 
6rade3  darstellen,  angesehen. 

In    der   Abhandlung    De    radieibus    aequationis    infinitae 


Euler,  daß   für    w  =  1,   x--  ±~,  ±^^ ;   fiir   m  =  2,   ,r  =  +  n-, 

^;  2m,  .  . .;  für  »  =  3,  X  =  ±^  23t,  ±^  An,  .  .  .  Während  in  diesen 
Fällen  eine  unendliche  Anzahl  reeller  Wuraeln  ■  existiert,  sind  für 
n  =  4  alle  Wurzeln  imaginär,  weil  die  Summe  —-, —  der  unend- 
lichen Reihe  für  keine  reellen  Werte  von  x  verschwinden  kiinii. 
Euler  schließt  nun  ohne  Beweis,  daß  höhere  ganzzahlige  Werte  von 
«  ebenfalls  nur  imaginäre  Wurzeln  besitzen.  Ist  n  <  :>  und  ein 
Bruch,  so  gibt  Daniel  Bernoullis  Methode  der  rekurrierenden  Reihen 
Näherungswerte.  Setzt  man  w  ^  -^j  ..  ,  ,  ,  dann  wird  der  kleinste 
Wert  von  x  bezw.  0.909,  0.687,  0,572,  Die  verschiedenen  Wurzeln, 
welche  sich  für  Bruchwerte  von  n  oder  für  ganzzahlige  Werte  von 
« >  3  ergeben,  lassen  sich  nicht  auf  einfache  Weise  durch  %  aus- 
drücken. 

Wir  erwähnen  hier  ein  uns  nicht  zugiingliches Werk,  Opuscules 
matheraatiques  eontenant  de  nouvelles  theories  pour  la 
reaoiution  des  equations  de  deux,  trois  et  quatre  degres 
(Leyde  et  Paris  1794)  von  Louis  Bourguet  (1678—1742),  welcher 
in  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  Professor  der  Philosophie  und 
Mathematik  in  Neuenbürg  war^). 

In  einem  Büchlein  über  Analytische  Entdeckungen  in  der 
Verwandlungs-  und  AnfUisungskunst  der  höheren  Glei- 
chungen von  Hulbe,  Berlin  und  Stralsund  1794,  werden,  wie  der 
Autor  sich  ausdrückt,  „weitere  Gesiehtslinien  gezogen".  Adam  Ehre- 
gott Leberecht  Hulbe  (1768  —  ?)  wurde  zu  Berlin  geboren  und 
bekleidete  dort  gegen  Ende  des  Jahrhunderts  die  Stelle  eines  könig- 
lichen Lotterieaekretärs.  Sein  wertvolles  Werkehen  wurde  von 
Kästner,  dem  es  zugeeignet  ist,  erwähnt;  sonst  blieb  es  lange  un- 
bekannt*). Er  zeigt  wie  man  eine  Gleichung  nach  x  in  eine  anden; 
nach  y  durch  die  Annahme  )/  =-  xf  transformieren  kann.    M'^enn  man 


')  Nova    acta    acad.  äclent.    imp.    Petropolitanae,    T.  IX,    ad    nnn 
Pettopoli  ns5,  p.  19—40.  *)  Michaud,  Biogr.  ttniT.  ')  Allgen 

graphie,  Art.  von  S.  Günther. 
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also  die  aJlgemeiiie  kubische  Gleichung  y'-'  +  xy^  -(-  Ry  — '--  =  0  in 
die  Gleichung  z^  +  {2R- 3^)z^ -\- {r^  ^ '^'^z  -  ~^^Q  verwandelt, 
worin  z  =  if,  und  man  setzt  2R  —  :<?=  ^-,  W  +  --^  •=  ''  ^  -  und 
eliminiert  R  mittels  der  zwei  letzten  Gleichungen,  so  erhalt  man  die  allge- 
meine quartische  Gleichung  3;*  +  qx'  -\-rx-{-s  =  Q.  Folglich  erhält  man 
auch  umgekehrt  durch  Auflösung  der  kuhischen  Gleichung  von  z  die 
Wurzeln  dieser  quartischen  Gleichung').  Hulbe  lehrt  auch  Glei- 
chungen mit  ganzen  und  gebrochenen  Exponenten,  wenn  diese  Ex- 
ponenten auch  nicht  alle  positiv  sind,  in  Gleichungen  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  zu  verwandeln,  sowie  aus  der  Summe  der  Potenzen 
mit  ganzen  positiven  Exponenten  der  Wurzeln,  die  Summen  der 
Potenzen  mit  ganzen  positiven  und  negativen  Exponenten  der  Pro- 
dukte von  gleich  vielen  ihrer  Wurzeln  zu  finden,  wodurch  jede  Gleichung 
in  eine  andere  verwandelt  werden  kann,  worin  die  Wurzeln  den  Pro- 
dukten von  gleich  vielen  Wurzeln  dieser  Gleichung,  zu  Potenzen  mit 
ganzen  positiven  oder  negativen  Exponenten  erhoben,  gleich  sind. 

TJm  die  Wegschaffung  der  Wurzelgrößen  aus  den  Glei- 
chungen zu  erzielen,  gibt  C.  G,  Fischer,  Professor  am  Kölnischen 
Gymnasium,  drei  Methoden*).  Soll  nach  der  ersten  eine  Gleichung 
in  eine  andere,  deren  Exponenten  sämtlich  z.  B.  dreimal  so  groß  sind, 
verwandelt  werden,  so  bringe  man  die  Gleichung  auf  die  Form  — a=  hx 
-\-  cx^,  wo  n,  b,  c  entweder  gar  keine,  oder  bloß  solche  Potenzen  von 
X  enthalten,  deren  Exponenten  durch  3  teilbar  sind.  Man  erhält 
dann  —  n*  =  f-^a:^  +  36^cx*  +  36c^it^  +  f'a;^,  —  aaj?  ^  v.hx^ -\- «.cy^. 
Das  willkürlich  angenommene  a  läßt  sieh  nun  so  bestimmen,  daß  in 
der  Summe  der  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Glieder,  welche  x^  und 
3-^  enthalten,  Null  werden;  also  a~  —  ^hc,  und  man  hat  das  Resultat 
0  =  0'  +  ^^^  +  c^J'"  —  Sflfc«.  In  der  zweiten  Methode,  wenn  die  ge- 
gebene Gleichung  .r^  -|-  as""'^  .f. . .  .  =  0  und  die  gesuchte 

3f"  +  J.«*--- ')" -{ —  0 

ist,  dividiere  man  letztere  durch  erstere  bis  im  Quotienten  ein  Glied 
vorkommt,  das  kein  x  mehr  hat,  dann  rauß  der  rgliedrige  Rest, 
Glied  für  Glied,  Null  sein.  Man  hat  also  r  Gleichungen  für  die 
Bestimmung  der  ;•  Größen  A,  S,  .  .  .  Die  dritte  Methode  ist  tri- 
gonometrisch. 

In   einem    Aufsätze,  De    inventione  divisorum^)   werden  von 

i)Hulbe,  S.  l35.Vgl,Matthie9son,Grunda.d.Ant.&Mod.Alg  d. Litt. Gleich., 
S.  331,  433,  568-  »)  Archiv  d.  r.  n.  a.  Mathem.  (Hindenburg),  S.  Bd.,  1798, 
8.  180— -195,  426—440.  =)  Nova  acta  acient  imp.  Petropolitanae,  T,  XI,  ad 

aniiiim  1793.    Petropoli   1798,  p.  172—182. 
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dem  Astronomen  Friedrich  Theodor  v.  Schubert  (1758—1825) 
aus  Helmstedt  die  Regeln  in  Newtons  Ärithmetica  universalis 
fttr  die  Auffindung  linearer  und  quadratischer  Faktoren  eines  Polynoms 
I'Xcc)  =  Auf"  +  ßx^-^  -[_...  angegeben  und  auch  euie  allgemeine 
Regel,  um  rationale  Faktoren  fOE)  =  ax" -i- hx"~^  +  •  ■  ■  höheren 
Grades  aufzufinden,  abgeleitet.  Diese  Arbeit  schehit  von  Mathe- 
matikern übersehen  worden  zu  sein,  denn  noch  1882  äußerte  Krön  eeker 
das  Bedürfnis  einer  allgemeinen  Zerlegungsmethode^).  Schubert 
gründet  sein  Verfahren  auf  folgendes  durch  inathematische  Induktion 
bewiesene  Lemma:  Gibt  man  dem  a;  in  X  =  x"  nacheinander  die  In- 
kremente  1,  2,  3,  .  .  .,  so  ist  die  m*^  Differenz  z/"X  =  1  .  2  .  iS  .  . .  n. 
Für  jeden  ganzzahligen  Wert  x^  von  x  ist  der  Wert  von  F(x^)  ein 
ganzes  Vielfaches  des  Wertes  von  fix^).  Man  trage  nun  für  x  nach- 
einander die  Werte  ...  2,  1,  0,  —  1,  —  2  .  .  .  ein.  Für  jeden  der- 
selben zerlege  man  den  Zahlenwert  von  F(^x)  in  seine  ganzzahligen 
Teiler.  Wenn  man  jeden  dieser  Teiler  für  irgendeinen  Wert  von  x,  von  ax" 
abzieht,  muß,  wenn  ein  Faktor  f(x)  überhaupt  vorhanden  ist,  unter 
den  verschiedenen  Resten  der  Wert  von  ax"  —  fix)  sich  vorfinden. 
Wenn  man  jetzt  in  der  Berechnung  von 

,  1{a^  -  fix)),  .  .  .  J'-^{ax"  -  fix)) 
für  die  oben  angedeuteten  Werte  von  x  alle  möglichen  Kombinationen 
von  Minuenden  und  Subtrahenden  macht,  wird  es  möglich  sein,  für 
J"~^(ax"  —  f(.rt)  Werte  zu  erhalten,  die  eine  arithmetische  Reihe 
bilden.  Ist  dieses  nicht  möglich,  so  kann  F{x)  nicht  in  Faktoren  zer- 
legt werden.  Im  Verfahren  Kroneckers  werden  statt  der  Differenzen- 
methode Interpolationsformeln  gebraucht.  Sonst  sind  die  zwei 
Methoden  ganz  ähnlich. 

Einen  interessanten  Versuch  nachzuweisen,  daß  Gleichungen  von 
geradem  Grade  in  lauter  reelle  trinomische  Faktoren  zerlegt  werden 
können,  machte  Laplace  1795  in  seinen  Vorlesungen  auf  der 
Normalschule  *J.  Die  Wurzelexistena  wird  stillschweigend  voraus- 
gesetzt. Ist  der  Grad  der  vorgelegten  Gleichung  2'^,  und  S  eine 
imgerade  Zahl,  und  sind  a,  b,  c,  ,  .  .  die  Wurzeln,  so  soll  man  eine 
neue  Gleichung  vom  Grade  2'-'S{2'S—  l)  bilden,  deren  Wurzeln 
*(  +  i  -(-  mal)   sind,    wo    »i  verschiedene  bestimmte  Werte    annehmen 

')  Journal  f.  r   u.  a.  Mathematik,  Bd.  92,  S.  III.  ')  Seances  des  ecolBB 

normales,  an  III  (1791—1795)  =  Journal  de  l'epole  poljteelmique  7.  et  8.  cahiers, 
T.  II,  1812,  p,  56,  57.  Vgl.  G.  Lotia,  II  teorema  fundamentale  della  teoria 
dello  equazioni  algebriche,  Eivista  di  matematica,  1891,  p.  186—243;  G-.  Loria, 
Eaame  di  alcnne  ricerche  concementi  l'esisteiiKa  di  radici  nelle  equazioni  alge- 
bri(^he,  Bibliotlieca  mathematka  1891,  p.  9^i-  11-*. 
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darf'.  Wenn  i  =  1,  so  ist  ihr  Grad  ungerade  und  sie  hat  wenigstens 
«ine  reelle  Wurzel,  welchen  Wert  m  auch  haben  möge.  Es  kann 
aber  m  beliebig  viele  Werte  annehmen,  weshalb  es  beliebig  viele 
Gleichungen  letztgenannten  Grades  gibt,  weicht  je  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel  von  dem  Typus  a  +  h  +  mal  haben.  Unter  diesen 
Gleichungen  sind  gewiß  zwei,  welche  dasselbe  Wurzelpaar  enthalten 
und  reelle  Werte  für  a  -{-  b  -{-  mal  liefern.  Sind  diese  reellen  Werte 
a  -\-i  +  mab  und  o  +  6  +  in  ah,  dann  sind  a  -j-  h  und  ah  auch  reell, 
sowie  der  Trinom  x^  —  (a -\- b)  x -\- ah,  welcher  ein  Faktor  der  vor- 
gelegten Gleichung  ist.  Wenn  i  —  2,  so  hat  eine  Gleichung  des  Grades 
2*~^S',  wie  eben  gezeigt  worden,  einen  quadratischen  Faktor.  Es 
gibt  beliebig  viele  Faktoren  des  Typus  «  -[-  6  -f  mai,  welche  Werte 
von  der  Form  e  -}-  g}/—  1  annehmen,  woraus  geschlossen  wird,  daß 
a -i- b  und  ab  gleichfalls  diese  Form  haben,  und  daß  die  vorgelegte 
Gleichung  einen  reellen  quartischen  Faktor  enthält.  Für  i  >  2  ist 
das  Verfahren  ähnlich. 

In  einer  Schrift,  On  the  roots  of  equations^)  gibt  James 
Wood  (1760—1839),  damals  Fellow  in  St.  John's  College,  ein  ein- 
flußreicher Mann  auf  der  Cambridge  Universität,  einen  Beweis,  daß 
eine  Gleichung  w""  Grades  «  Wurzeln  von  der  Form  a  +  y±:  h  be- 
sitze. Der  Fulersche  Beweis  dieses  Satzes  sei  nicht  allgemein, 
während  Warings  Auseinandersetzungen  zu  kurz  und  schwer  ver- 
sländlich seien.  Wood  demonstriert  den  Satz,  daß  zwei  Wurzeln 
einer  Gleichung  Sm'™  Grades  durch  die  Lösung  einer  Gleichung 
in(2m  —  1)'"'  Grades  gefunden  werden  können.  Wenn  möglich,  seien 
if  +  w  und  0  —  V  zwei  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  Man  er- 
hält durch  Substitution  dieser  Werte  und  Addition  und  Subtraktion 
der  erlangten  Ausdrucke  zwei  Gleichungen,  die  sich  durch  y  =  v^  in 
y""  -\-  by"'~^  +  .  .  .  =  0  und  Ay"^-^  -|-  By'^~^  -j-  . . .  =.  O  reduzieren. 
Letztere  haben  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  y  +  Z,  wo  Z  eine 
Funktion  von  s  und  bekannten  Größen  ist.  Diesen  Faktor  findet  er 
nach  der  bekannten  Divisionsmethode,  indem  er  den  von  y  freien 
Best  gleich  Null  setzt.  Dieser  Rest  ist  mfS»/  — 1)'™  Grades  in  z. 
Existiert  nun  ein  Wert  von  z,  dann  existieren  auch  Z  und  der  ge- 
meinschaftliche Faktor  y  +  Z,  sowie  zwei  Wurzeln  z  +  Y  +  Z  der 
vorgelegten  Gleichung.  Nach  dieser  Vorbereitung  nimmt  Wood  an, 
daß  jede  Gleichung  ungeraden  Grades  wenigstens  eine  reelle  Wurzel 
habe,  und  deshalb  auf  eine  Sm"™  Grades  erniedrigt  werden  könne. 
Ist   m   eine   ungerade   Zahl,    so    ist    es   auch  m  (2  m  —  1),  weshalb  z 

')  Phil.  Trans,   Vül.  88,  for  the  yoar  1798,  London  17ii8,  p.  aM— 377. 
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lind  v^  reell  sein  können.  Die  vorgelegte  Gleichung  2*»"'"  Grades 
hat  demnach  den  reellen  quadratischen  Faktor  3?  —  2sx  +  b^  ~  v^  =  0. 
Wenn  m  gerade  und  ungerade  sind,  dann  liat  die  Hilfsgleichung 
in  if,  wie  eben  bewiesen,  zwei  reelle  Wurzeln  oder  zwei  von  der 
Form  a  +  "[/—  Ib;  v^  hat  die  Form  c  ±^  dY—  1.  Daraus  zieht  er  die 
Folgerung,  daß  die  vorgelegt«  Gleichung  einen  quartischen  Faktor 
x*  +  px'^  +  qx^  -{-  rx  -i-  s  ~  0  mit  reellen  Koeffizienten  besitzt,  welcher 
in  zwei  reelle  quadratische  Faktoren  zerteilbar  ist  und  deshalb  Wur- 
zeln von  der  Form  a  ±  Y—  \h  besitzt.  Man  fahre  so  fort  für  die 
Falle,   wo  oder       ,  .  .  .     ungerade     ganze    Zahlen    sind,      Wood 

macht  von  den  verwandten  Arbeiten  von  Fonconex  und  Lagrange 
keine  Erwähnung.  Gegen  den  Beweis  von  Wood  und  auch  gegen 
diejenigen  von  Euler,  Foncenex,  Lagrange  und  Laplace  gilt 
der  Einwurf,  daß  dieselben  nicht  zum  Ziele  führen  ohne  die  Wnrzeln, 
deren  Existenz  zu  beweisen  ist,  vorher  auf  irgendwelche  Weise  vor- 
zuführen. Was  die  Mathematiker  des  18.  Jahrhunderts  hauptsäehlieli 
im  Auge  hatten,  war  der  Nachweis,  daß  alle  Wurzeln  von  Gleichungen 
mit  rationalen  Koeffizienten  entweder  reelle  Größen  oder  Größen 
vom  Typus  a  -\-  by—  1  seien. 

Zakarias  Nordmark  (1751—1828),  Professor  der  Physik  zu 
üpsala,  veröfi'entlichte  eine  Schrift  Espressio  uniuscujusque 
radicis  aequationis  cubieae  in  casu  irreduetibili,  ope  trium 
radicum  e  casu  reductibili  simul  adhibitarum*),  worin  er 
X  =  (yp  -\-  Y<[  +  y  »"}  setzt  und  die  Koeffizienten  der  kubischen 
tHeichung,  welche  diese  Wurzel  hat,  den  Koeffizienten  der  vorgelegtn 
Kubik  x^  —  3gx  —  2h  =  {)  bezw.  gleich  setzt.  Danach  erhält  er 
«ine  Gleichung,  deren  Wurzeln  p,  q,  r  sind  und  die  für  den  irreduk- 
tiblen  Fall  (ß^  >  h^)  der  vorgelegten  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel 
hat  und  deshalb  durch  Del  Ferros  Formel  numerisch  lösbar  ist. 
Es  kann  also  jede  Wnrzel  von  3:'  —  Bgx  —  2  7t  ^  0,  für  den  Fall 
^^  >  7;^,  durch  dj-ei  Wurzelgrößeii  einer  reduktiblen  Kubik  ausgedrückt 
werden.  Diese  Untersuchung  muß  denen  von  besonderem  Interesse 
gewesen  sein,  die  mit  D'Alembert  glaubten,  der  irreduktible  Fall  ent- 
Bpriiige  aus  den  imschicHichen  Annahmen  in  der  Del  Ferroschen 
Auflösung.  Nordmarks  neuer  Angriff  des  Problems  mußte  aber 
doch  den  Glauben  au  die  Unmöglichkeit,  imaginäre  Ausdrücke  zu 
vermeiden,  bedeutend  stärken. 

Die  1799  veröfl"entlichtä  Teoria  generale  delle  equazioni 
von  Paolo  Raffini  ist  die  erste  von  mehreren  wichtigen   Schriften 

')  Nova  Act»  E«g.  Soc.  Seien.  Upaalicusin,  Toi,  VI,  1799,  p.  203—21(1, 
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Ruffinis  über  die  UnlÖsbarkeit  der  Quintic  und  gehört  deshalb  einer 
späteren  Zeitperiode  an.  Nach  Poggendorff  und  Matthiessen 
wurde  das  eben  zitierte  Werk  1798  gedruckt.  Alle  Exemplare,  die 
wir  gesehen  haben,  tragen  aber  die  Jahreszahl  179!)^). 

Zu  Berechnungsmethodeii  der  Wurzeln  durch  Annäherung  über- 
gehend, fangen  wir  mit  einer  Schrift,  Observationes  variae  in 
mathesin  puram^),  von  J.  H.  Lambert  an,  welche  die  Oleichui^s- 
theorie  berührt.  Formeln  für  die  Berechnung  von  Summen  der 
Warzelpotenzen  imd  der  Wurzeln  selbst  werden  hergeleitet.  In 
0  =-  a;"'  —  ^43;""^  +  Bx""-^  —  ■  ■  ■  —  Ix  +  K  setze  man  für  x  nach- 
einander die  Wurzeln  a,  ß,  y, .  ■  -,  dann  wird  durch  Addition  dieser 
Ausdrücke  (}•"'  =  j1 /»■"'**'  —  B jr™~^  +  ■  ■  ■  +  I fr  ~  niK,  wo  /)"" 
lue  Summe  der  w»"^"  Potenzen  der  Wurzeln  bezeichnet  und  m  nach- 
einander die  Zahlen  1,  2,  3, .  .  .  vorstellen  kann.  Um  Lamberts 
Näherungsmethode  zu  kennzeichnen,  setze  man  in  0  —  a  —  ix  -{-  cx^ 
—  ■■■■{- px'",  X  =  k-\-  p  und  verwerfe  alle  Glieder,  die  f/^,  y^,  ■  ■ .  ent- 

,    ,,  j       V  7    ,  o  — cfc'  +  SÄfc' (m  — l)j>it"' 

halten,    wodurch    man    x  =  k  ■+■  u  ^^  —  -      --— , 

'  ■'         b  —  2ck  +  3dfc' «ipfc™'"' 

erhält.  Wenn  k  irgend  eine  Zahl  ist,  gebe  diese  Formel  eine  Zahl, 
welche  ein  Näherungswert  für  die  dem  k  naehstliegentle  Wurzel  sei. 
Sind  alle  Wurzeln  positiv,  dann  setze  man  —  k  gleich  dem  Koef- 
fizienten von  x"'~',  und  man  erhalte  einen  Näherungswert  für  dip 
größte  Wurzel,  während  J  =  0  einen  für  die  kleinste  liefert. 

Lambert  erwähnt  noch  eine  zweite  Näherungsmethode  als  eine 
sehr  natürlicbe  imd  einfache.  Es  sei  x^  •{- px  —  r/,  dann  ist  q'>l>x, 
x<q:p,  x^  <<f  -.j^,  x^  +  px  <,  q^ :  p^  -{-  px  >  q,  x  >  </  :  p  —  q^  :  p", 
x^  >  q^ : p^  —  '2 q' :  p*  +  g*  : p'^f  s^  +  px  ^  q^ : p^  —  2  q^ :  p"  +  c[*^ :  p^ 
■^  px  <i  q,  x  -C  q  :  p  —  ^  •  p^  -\-  '2  <f  :  p^  ~  P^  \  p'' ,  etc.  Auf  diese  Weise 
erhält  er  obere  und  untere  Grenzen  für  x  in  der  quadratischen  und 
auch  in  der  allgemeineren  Gleichung  ax"  +  hx^  ~  rl,  welche  sich  auf 
die  Form  x"^ -^  px  =  q  reduzieren  läßt.  Für  x"' -\- px  =  q  schließt 
er  dann,  daß 

X  =  1/  :p  —  g'"  :  yi"'  +  ^  -f-  DKI'"*"'^  .jfm  +  t  __  gi>m     ^ip'i"i-'-Qtc.r 

eine  Reihe,  die  konvergiere,  wenn  (m  ~  ly'-'p"'  >  m"'q"'~l.  Alao 
konvergiere  diese  Reihe  für  den  irreduktiblen  Fall  von  x^+px  =  q. 
Nun  läßt  Lambert  die  Bemerkung  folgen:  „Qui  ctmus  praeciae  illum 
complecitur,  qui  hactenus  nullo  modo  perfecte  solvi  potuit.  V.  Cel. 
Clairaut,    Elem,  Algebr.  P.  V.  §  8",   woraus   zu   ersehen    ist,    daß 

')  Man  sehe  auch  R.  Bortolotti,  „Paolo  Buffini",  Ananaxio  della  K.  uni- 
Tersifc'i  di  Modena  1902—1903,  p.  12;  Caiteggio  in  Mem.  d.  Soc,  ital,  d.  ScienKe, 
S.  3%  T.  XIV,  1906,  *)  .\cta  Helvetica,  Baeileae,  Vol.  III,  1768,  p.  128—168. 
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Lambert  1758  zwischen  einer  algebraischen  Auflösung  und  solcher 
durch  Näherungsmethoden  noch  keine  scharfe  Grenze  zog.  Obige  Reihe 
für  die  Wurzeln  trinoniischer  Gleichungen  führt  den  Namen  Lamberts, 

Im  Jahre  1759  TCröffentlichte  Johann  Andreas  t.  Segner 
einen  Methodus  simplex  et  universalis,  omnes  omuiuni 
aequationum  radices  detegendi^),  welcher  die  Kurve  der  Glei- 
chung graphisch  zu  erhalten  lehrt.  Soll  z.  B.  die  Kurve  der  kubischen 
Gleichung  Äz^  +  Jiz^  +  Cs  +  D  ^  n  gefunden  werden,  dann  ziehi; 
man  FO,  TS,  EQ  auf  MN  senk- 
recht, wo  0^=1  und  OS-'Z. 
Die  Koefüzienten  /*,  C,  B,  A  der 
Gleichung  sind  durch  die  Strecken 
OD,  DC,  CB,  BA  dargestellt. 
Man  ziehe  Aa  j|  MN,  dann  ziehe 
man  Ba,  und  durch  den  neuen 
Punkt  h  pc  II  MN.  Durch  (Je  er- 
hält man  den  Punkt  d  und 
qe  jl  3IN.  Auf  ähnliche  Weise 
erhält  man  die  Linie  De  und  den  j 
Punkt  f.  Es  ist  nun  fS  =  y  und 
/ein  Punkt  der  Kurve;  denn  durch 
die  Betrachtung  ähnlicher  Dreiecke  i-'g  ' 

findet  man  leicht  pC  =  Az  +  B,  ql)  ^  As^  +  Bz -^  C,  fS^As'^ 
+  Bz^  -\-  Cz  +  TX  Für  jeden  neuen  Wert  von  z  oder  OS  erhält 
maa  einen  neuen  Punkt  der  Kurve.  Wo  diese  Kurve  die  Linie  MN 
schneidet,  hat  man  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  Az^  +  Bs^  +  C^ 
+  Z>  =  0;  wo  sie  eine  Minimum- Ordinate  zeigt,  ohne  an  dieser  Stelle 
die  Linie  MN  zu  erreichen,  wird  eine  imaginäre  Wurzel  angezeigt, 
ohne  jedoch  deren  Wert  anzudeuten.  Es  wäre  wünschenswert,  sagt 
Segner,  solche  Kurven  mechanisch  beschreiben  zu  können.  Die  Er- 
findung eines  solchen  Verfahrens  seheine  ihm  aber  so  schwer,  daß  er 
«8  nicht  versucht  habe. 

Die  numerische  Auflösung  der  Gleichungen  ist  ein  Gebiet,  wofür 
Lagrange  sich  sein  Leben  lang  interessierte.  Seine  erste  Arbeit 
darüber  führt  den  Titel  Sur  la  resolution  des  equations  nume- 
riques^).  Den  Satz  für  die  Bestimmung  des  ganzzahligen  Näherungs- 
wertes einer  Wurzel,  daß  zwischen  p  und  q  wenigstens  eine  reelle 
Wurzel  einer  Gleichung  f(x)  =  0  liegt,  wenn  f{p)  und  f(q)  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben,  beweist  er  ohne  den  damals  üblichen  Hinweis 

')  NoTi  Comm.  Acad.  Scient.  Imp.  Petropolitanae,  T.  Yll,  pro  annia  1758 
et  1759,  p.  all— 226.  ')  Memoires  de  l'acad.  roy.  des  acieücea,  mnee  1767, 

Berlia  1769,  p.  Sil— 352  =  Lagrange,  Oeuvres,  T.  2,  p.  539-57fi. 
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auf  die  Kurventheorie,  indem  er  in  dem  Ausdruck  {x  —  a)(x  —  ß)--- 
■=0  (a,  ß, . . .  Wurzeln),  x  ~  p,  dann  x  =  q  setzt  und  die  zwei  Er- 
gebnisse Ter  gleicht.  Substituiert  man  für  «  die  Glieder  der  Pro- 
gression 0,  D,  2D, . .  ,,  wo  7)  kleiner  als  die  kleinste  Wurzeldifferenz 
sein  muß,  ao  ist  man  imstande  die  Lage  aller  reellen  Wurzeln  zu 
bestimmen.  Das  Schwierigste  ist,  den  Wert  von  D  zu  berechnen. 
Lagrange  bat  dafür  drei  Methoden  angegeben;  eine  1767,  eine- 
andere 1795,  die  dritte  1798.  Die  erste  stützt  sich  auf  die  Gleichung, 
deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  von  f(x}  =  0  sind. 
Von  dieser  Hilfsgleichung  leitet  er  die  Anzahl  von  imagiiüren  Wurzeln, 
ah.  Man  wird  sich  erinnern,  daß  schon  früher  Waring  diese  wichtige 
Hilfsgleichung  abgeleitet  hatte;  Lag  ränge  s  Exposition  ist  aber 
viel  eleganter.  Warings  Schriften  waren  Lagrange  1767  noch 
nicht  bekannt. 

Gleiche  Wurzeln  werden  durch  die  Diviaionsoperation  zur  Ent- 
deckung des  größten  gemeinschaftlichen  Teilers  von  f(x)  und  /'(a:) 
bestimmt.  Allgemeine  charakteristische  Beziehungen  zwischen  den 
Koeffizienten  von /(a;)  —  0  für  den  Fall,  daß  fl^x)  und  f  {^)  einen 
gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  oder  f(x)  eine  vorgeecliriebene 
Anzahl  mehrfacher  Wurzeln  besitzt,  werden  von  Lagrange  weder 
hier  noch  in  späteren  Schriften  entwickelt.  Hätte  er  sein  beliebtes 
Werkzeug,  die  symmetrischen  Funktionen,  auf  die  Vervollkommnung 
der  Theorie  der  mehrfachen  Wurzeln  angewandt,  so  wäre  er  nach 
der  Ansicht  Sylvesters^)  auf  einem  Ruckwege  sehr  wahrscheinlich 
auf  die  Entdeckung  des  Stiirmschen  Satzes  gekommen.  Die  Be- 
rechnung der  negativen  Wurzeln  in  der  Gleichung  für  die  Quadrate 
der  Wurzeldifferenzen  liefert  Lagrange  die  Werte  ß,  welche  in  den 
imaginären  Wurzeln  cc  +  iß  der  vot^elegten  Gleichung  erscheinen. 
um  a  zu  finden,  setzt  er  in  die  vorgelegte  Gleichung  x  ^  a  ^iß,  und 
erhält  durch  Trennung  der  reellen  und  imaginären  Glieder  zwei  Glei- 
chungen, die  für  denselben  Wert  von  ß  einen  gemeinschaftlichen 
Teiler  haben.  Setzt  man  denselben  gleich  STulI,  so  kann  man  a  berechnen. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  Lagrauge  die  Kettenbrüche  mit 
Vorliebe  als  ein  Mittel  zur  Wurzelberechnung  von  bestimmten,  sowie 
unbestimmten  Gleichungen  angewandt  hat.  Für  eratere  beschreibt  er 
eine  ganz  neue  Näherungwmethode.  Ist  p  der  erste  Näherungswert 
einer  Wurzel  a  von  f(x)  =  0,  setze  mau  x  =  p  -\-  ,  dann  in  der 
resultierenden  Gleichung  /'(y)  =  0,  «/ =  9  +  ,  ferner  in  /(^)  =  0, 
ü  =  r  -| —    usw.      Es    ergibt   sich    daraus    ein    Kettenbrueh   für   den 


')  Philoäophical  Magazine,   Vol.  IH,  1841,  p.  2i9. 
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Wert  von  x,  welcher  alternierend  zwei  Arten  von  Näherungsbröcliea 
des  X  liefert.  Die  Werte  der  einen  Art  sind  alle  >  «,  die  der  anderen 
Art  sind  alle  <  k.  Die  Eigenschaften  dieser  Ausdrücke  werden  mit 
Meisterhand  entwickelt.  Bei  einer  rationalen  Wurzel  wird  der  Ketten- 
bruch endlich  und  liefert  den  genauen  Wert  derselben.  Bei  einer 
irrationalen  Wurzel  kennt  man  bei  jeder  einzelnen  Annäherung  die 
Größe  des  Fehlers,  was  bei  der  Newtonschen  Methode  bekanntlich 
nicht  der  Fall  ist. 

Tjm  diese  Schrift  zn  er^nzen  und  seine  Methode  zu  vereinfachen, 
schrieb  Lagrange  Additions  au  memoire  sur  la  resolution 
des  equations  numeriques^).  Die  Gleichung  der  quadrierten 
Wurzeldiiferenzen  wird  vollständiger  besprochen.  In  derselben  kann 
die  Anzahl  imaginärer  Wurzelpaare  die  Anzahl  Zeichenfolgen  nicht 
übersteigen.  Durch  bloße  Besichtigung  der  Zeichen  kann  man  ent- 
scheiden, ob  die  Anzahl  reeller  Wurzeln  eine  der  Zahlen  1,  4,  5,  8, 
9,  12,  IB, . . .,  oder  ob  sie  eine  von  2,  3,  6,  7,  10,  11, .  ,  .  ist.  Dieses 
genügt,  die  ganze  Anzahl  von  reellen  und  von  imaginären  Wurzeln 
in  allen  Fällen  zu  entscheiden,  wo  der  Gleichungsgrad  nicht  höher 
als  ö  ist,  und  wo  für  höhere  Grade  man  im  voraus  weiß,  daß  nicht 
mehr  als  4  imaginäre  Wurzeln  vorkommen. 

Es  folgen  Anwendungen  auf  die  vier  ersten  Grade.  Bei  der 
Kettenbruchent  Wicklung  der  numerischen  Wurzeln  wird  hervor- 
gehoben, daß  auch  ein  unendlicher  Kettenbruch  den  genauen  Wurzel- 
wert liefert,  wenn  nur  dieser  Bruch  periodisch  ist.  Daß  jeder  perio- 
dische Kettenbruch  auf  eine  quadratische  Gleichung  zurückgeführt 
werden  kann,  war  längst  bekannt;  der  inverse  Satz  wird  aber  hier 
zum  erstenmal  demonstriert.  Den  Spezialfall,  x^  =  c,  hatte  Euler 
früher*}  ohne  Nachweis  angeführt,  wo  Yi^  zu  einem  periodischen 
Kettenbruch  entwickelt  wurde. 

Obschou  die  Naherungsmethode  von  Lagrauge  theoretisch  vor- 
trefflich ist  und  vor  ülteren  Methoden  den  Vorteil  besitzt,  immer 
mit  Sicherheit  zum  Ziele  zu  führen,  so  daß  Lagrange,  mit  Recht  be- 
haupten konnte,  „eette  methode  ne  laisse,  ce  me  semble,  rien  ä 
desirer",  besaß  sie  für  praktische  Zwecke  geringen  Vorted,  denn  die 
Wurzel  wird  in  der  Form  eines  Kettenbi-nchs  ausgedrückt  und  die 
Berechnung  derselben  ist  mühsam. 

Ein  Werk,  Traite  de  la  resolution  des  equations  en 
general,  von  -T.  liajm.  Mourraille  in  Marseille  1768  herausgegeben, 
behandelt  hauptsäcUich  die  Auflösung  von  Gleichungen  durch  An- 
säherung.     Während    vierzehn  Jahren,    bis    1782,    war  Mourraille 

')  Mömoirea  de  Vacad.  roy.  des  scienees,  annöe  1768,  T.  2i,  Berlin  1770. 
p.  111-^160  =  Oenvrea,  T.  2,  p.  581—652.         *)  K  Comm.  Pete.  XI,  1765. 
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Sekretär  de  la  classe  des  sciencea  der  Akademie  von  Maj-seJüe. 
Zur  Zeit  der  Revolution  wurde  er  zum  BQrgermeister  der  Stadt  er- 
nannt und  später  verachiedeiier  Verbrechen  angekla^*).  Sein  Werk 
über  Gleichungen  ist  eigentümlich.  Von  zu  großem  Umfange  und 
für  den  Anfänger  zu  abstrafet  in  der  Behandlungs weise  scheucht  ea  den 
Fachmann  durch  die  Unbündigkeit  vieler  seiner  Beweise  zurück. 
Dennoch  ist  es  nicht  ganz  ohne  Verdienst.  Außer  einer  Rezension 
im  Journal  des  S^avans  in  Amsterdam,  März  1769,  haben  wir  gar 
keine  Äußerungen  darüber  finden  können.  Unter  Mathematikern 
blieben  das  Werk  und  der  Name  des  Autors  ganz  unbekannt.  Der 
Verfasser  gesteht,  daß  er  sich  keine  Mühe  gegeben  habe,  sich  über  die 
Literatur  seines  Faches  zu  orientieren.  Nur  eoglisehe  Schriftsteller 
vor  Waring  und  der  Franzose  Reynau  werden  von  ihm  genannt. 
Newtons  Annäherungsmethode  ist  der  Hauptgegenstand  seines 
Werkes  und  wird  von  ihm  nicht  analytisch,  sondern  aus  den  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Kurven  entwickelt.  Auf  diese  Weise  sei 
es  ihm  möglich  geworden,  die  Mängel  der  Newtonachen  Methode 
zu  heben.  Er  verhütet  das  Mißlingen  der  Operation  dadurch,  daß  er 
erst  die  Kurve  beschreibt  und  dann  den  ersten  Annäherungswert  A 
der  Wurzel  a  so  wählt,  daß  die  Kurve  für  die  Strecke  3;  =  «  bis 
X  ■=  A  gegen  die  JC-Äehse  konvex  ist.  Man  wird  beachten,  daß  auch 
andere  Mathematiker  dieser  Zeit  zur  Geometrie  und  dem  Kurven - 
zeichnen  Zuflucht  nehmen,  um  die  analytischen  Mängel  ihrer  Nähe- 
rangsmethoden zu  ersetzen. 

Angeregt  durch  Segners  Aufsatz  aus  dem  Jahre  1759  ver- 
öffentlichte John  Rowniug*),  ein  „fellow"  von  Magdalenen  College 
in  Cambridge  und  später  Pfarrer  an  diesem  College'),  einen  Artikel, 
Directions  for  making  a  Maehine  for  finding  the  Boots  of 
Equations  universally,  with  the  Manner  of  using  it.*)  Wenn 
die  verschiedenen  Linien  in  Segners  Figur  (S.  141)  durch  Lineale  mit 
Rinnen  dai^estellt  werden,  uud  FO,  BQ,  Aa,  Ba,  sowie  die  Punkte 
A,B,C,D  unbeweglich  gemacht  werden,  während  ^c  und  q<-  sich 
nur  MN  parallel  bewegen  können,  und  Cc,  De  beweglich  sind,  dann 
kann  man  die  Linie  ST  parallel  nach  rechts  oder  links  stoßen,  ohne 
die  Konstruktion  der  Figur  zu  vernichten.  Wenn  nun  TS  eine  Lage 
annimmt,  wo  fs  —  0,  dann  ist  OS  eine  reelle  Wurzel,  die  negativ 
ist,  wenn  OS  nach  links  weist.  Rowning  gibt  eine  Abbildung 
seiner  interessanten  Maschine. 


')  A.  Falire,  Histoire  de  Marseille  T,  IT,  Marseille  et  Paris  1829,  p.  ioa, 
482,  49G,  499.  ')   1701?  — 1771.  »)  Dictionary   of  National   Biii}?rapby. 

")  Phüos.  Trans.  Vol.  60,  foi  the  yoar  1770,  p.  340—256. 
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In  einer  Unter suchimg,  Observationes  circa  ratlices  iiecjua- 
tionum^},  leitet  L.  Euler  eine  Reihe  ab,  welche  die  größte  Wurzel 
einer  Gleichung  1=  -  + --  ausdrückt,  und  erhält  dann  durch  In- 
duktion die  entsprechende  Reihe  für  1  =      H Er  schreitet  nun 

zu  quadrinomischen  und  endlieh  zu  allgemein eii  Gleichungen  und 
zeigt,  daß  nicht  nur  irgend  ein  Wurzelwert,  sondern  auch  irgend  i'iue 
Potenz  eines  solchen  durch  Reihen  dargestellt  werden  kann. 

In  der  Abhandlung,  Observations  aualytiques^),  erzählt 
Lambert,  daß  er  seine  1758  in  den  Acta  Helvetica  gedruckte  Be- 
handlung von  trinonaischen  Gleichungen  bei  seiner  Ankunft  in  Berlin, 
1764,  Euler  und  später  auch  Lagrange  mitteilte,  worauf  Euler 
diese  Resultate  auf  quadrinomische  Gleichungen  0  =  x'"  +  ax'" 
+  bstP  +  c  übertrug  und  Lagrange  auch  die  allgemeinere  Gleichung 
a  —  x -i- tp(x)  =  0  (wo  ip{x)  irgend  eine  Funktion  ist)  untersuchte^). 
Dieses  Thema  führt  nun  Lambert  weiter  fort.  In  einer  Gleichung 
fiy)  '^  t'i^fil)  ^'o'l  ^  oder  ii^end  eine  Funktion  von  x  oder  von  .'*-■ 
und  y  mittels  der  Differentialrechnung  in  Reihenentwicklung  durch 
y  bestimmt  werden. 

In  der  ersten  von  den  zwei  1776  eingemehten  Abhandlungen '  i 
spricht  Euler  anerkennend  von  der  Lambertschen  Reihenentwick- 
lung der  Wurzelwerte  einer  trinomischen  Gleichung.  Die  zwei  Ab- 
handlungen stehen  in  enger  Verbindung  mit  der  letzten  von  uns  an- 
geführten Eulersehen  Schrift  Observationes  circa  radice^ 
aequationum.  Hier  wie  dort  sollen  nicht  nur  die  Wurzeln  selbst, 
sondern  auch  irgendwelche  Potenzen  derselben  durch  Reihen  dar- 
gestellt werden;  die  Reihenentwicklung  sucht  er  nun  zu  verein- 
fachen und  zu  präzisieren  und  von  allejn  Mysterium  zu  befreien.  Dif 
Schriften  von  Lagrange  über  Auflösung  der  Gleichungen  durch 
Reihen  erwähnt  Enler  nicht. 

In  dein  Aufsatze  Eulers,  Nova  ratio  quautitates  irratio- 
nales prosirae  exprimendi,^)  werden  rasch  konvergierende  Reihen 

'1  '-  6    - 

entwickelt,     um     Irrationalgrößen    W"  =  (ffl'' +  &)■■  =  »"(1  +    ^)'     zu 


')  N.  Comin.  Petr.  T.  XV  pro  anno  1770.  Petropoli  1771,  p.  51-71. 
*)  N.  niömoires  ile  l'afiail.  roj.  des  scienoes,  aunee  1770,  Berlin  1772,  p.  225—214. 
^  Man  aehe  „Souvelle  methode  pour  rßfloudre  les  equations  litteralea  par  lu 
mojen  des  seriea".  Memoires  de  Berlin  t.  24,  1770  ■=  Lagrange,  Oearrea 
t.  III,  p.  5—73  und  „Sur  lo  pvoblame  de  Kepler"  ebenda,  t.  25,  1771  =  Oeuvre« 
t  m,  p.  lU— 138.  ')  JJ",  Acta  Petr.  IV,   1786,   p,  00—73,  p.  74-9Ö. 

'■)  N,  Uomiii.  Petr.  T.  XVIII  pro  anno  1773.    Petropoli  1774,  p.  130—170. 

Cabtob,  OoBoliichtc  riet  MuhPioBtik  IV.  10 
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berechneu.      Wenn     die    Binomialentwicklung    von     (1  +  a:)"    durch 
\  —  ax  multipliziert  wird,  erhält  man 

(1  +X]"  ^{\^Ax  +  J3x'>^---):(\  -ax). 
Sützt  man  nun  A  =  0,  wird  ß  =  «  und  der  Näherungswert  =  f-_ 
Hetzt  man  .statt  dessen  li=^0,  wird  a=  ,,  und  der  Xäherungs- 
wert  ==  .,^J---^,T^  "sw-  Euler  verfährt  auf  ähnliche  Weise,  indem 
er  statt  1  —  ccx  den  Nenner  1  —  ax  -\-  ßx^  und  später  noch  irgend 
rin  Polynom  nimmt.  Die  Bniuchbarkcit  der  errungenen  Formeln 
wird  durch  Aufgaben  in  der  Wurzel-,  Logarithmen-  und  Exponential- 
herechnung  erläutert. 

In  einer  Abhandlung,  Methodus  generalis  investigandi  radices 
oranium  aequationum  per  approximationem^),  die  Euler  schon 
1776  einreichte,  soll  eine  Wurzeln  der  Gleichuug  2=0  berechnet  werden. 
Setzt  man  für  z  den  Näherungswert  v  ein,  so  erhält  man  einen  Aus- 
druck Z  ~  V,  wo  V  eine  bekannte  Funktion  von  v  ist,  welche  für 
V  =  s  verschwindet.  Umgekehrt  ist  v  eine  Funktion  von  V,  also 
etwü  c^r-.r.  Nun  ist  F:  {V  +  n)  ^  v  +  ap  +  a^'q +  ■■•,  wo 
}>  ==  -pp,  n  -=-  ,-,,,,  •  ■  ■  Wenn  a  =  —  V.  so  erhält  man  die  Reihe 
2=r--pV+  „  gF^  -  ■  ■  ■,  welche  in  der  Berechnung  von  Wurzeln 
anwendbar  ist.  Die  Konvergenz  der  Keihe  wird  nicht  untersucht. 
Ein  Nachteil  der  Methode  besteht  darin,  daß  man  nicht  weiß,  welchen 
(irad  der  Genauigkeit  man  erreicht  hat. 

In  den  Riflessioni  sul  iletodo  di  risolver  Teciuazioni 
numeriehe  proposto  dal  Sig.  De-la-Grange^)  hebt  der  Padre 
Stanislao  Canovai  (1740 — 1811)  hervor,  daß  die  Hauptteile  der 
Lagrangeschen  Theorie  schon  früher  von  Waring  und  anderen 
entwickelt  worden  imd  versucht  dann  eine  einfachere  Entwicklung 
dieser  Theorie  zu  geben. 

Lagrange  schrieb  1777  an  Lorgna,^)  daß  seine  Untersitchung 
über  die  numerische  Auflösung  der  Gleichungen  aus  den  Jahren  1767 
imd  1768  von  Mathematikern  größere  Aufmerksamkeit  verdiene  als 
sie  wirklich  erhalten  habe.  Nach  der  Veröffentlichung  .seiner  Schrift 
De  la  resolution  des  equations  numöriques  de  tous  les 
(legres,  Paris,   im  VI  (1798),   schickte  Lagrange   ein  Exemplar  an 

■)  N.  Acta  Petr.  T.  VI,  ad  ano.  1788,  I'etropoli  1790,  p.  16—24.  *)  Atti 
lieir  accademia  delle  scienze  di  Siena  detta  de'  Fisio-Critici,  Tomo  VTl,  1794. 
1>,  29—46,  =)  Lagrange,  Oeuvres  T.  X)V,  p.  253. 
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Pietro  Paoli  mit  der  Bemerkungr  „Es  enthält  meine  alten  Memoireu 
über  tue  Auflösung  numerischer  Gleichungen,  . . .  mit  mehreren  Noten 
über  diese  Memoiren,  sowie  auch  über  andere  Punkte  der  Gleichungs- 
fcheorie.  Ich  fügte  jene  Noten  bei,  um  die  Aufmerksamkeit  von  Mathe- 
matikern auf  diesen  wichtigen  Gegenstand  der  Analyse  ku  richten, 
welchen  sie  beinahe  verlassen  zu  haben  scheinen."^)  Die  zwei  ersten 
Noten  enthalten  Verbesseningen  in  den  Beweisen  der  Fundamental- 
sätze,  1)  daß  zwischen  a  und  h,  wo  f{a)  =  +  und  f{h)  =  — . 
wenigstens  eine  reelle  Wurzel  liegt,  (2)  daß,  wenn  eine  reelle  Wurzel 
/.wischen  a  und  h  liegt,  f{a)  und  f{b)  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.  Einen  ähnliehen  Zweck  hat  Note  III,  worin  er  die  Gleichung 
der  Wurzeldifferenzen  behandelt.  Hier  werden  die  Arbeiten  von 
Waring  erwähnt  und  daraus  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
quadrierten  Wurzeldifferenzen  der  Quintik  sind,  entnommen.  Lagrange 
selber  hatte  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  nie  berechnet.  E^ 
wird  dann  in  Note  IV  das  Problem  weiter  untersucht,  eine  Zahl  D 
zu  finden,  die  kleiner  als  die  kleinste  Wurzeldifferenz  ist.  Die  erste 
Berechnungs weise  von  D  wurde  von  ihm  1767  erklart;  die  zweite 
wurde  1795  in  Vorlesungen  auf  der  Normalschule  vorgetragen.^)  Die 
dritte  ist  eine  Modifikation  der  zweiten  und  nicht  ganz  so  schwer- 
fällig. Die  Annlherungsmethoden  von  Newton  und  Raphson 
wei'den  in  Note  V  kritisch  untersucht.  Es  stellt  sich  heraus,  daß 
Newtons  Methode  mit  Sicherheit  nur  zur  Berechnimg  der  größten 
oder  kleinsten  reellen  Wurzeln  derjenigen  Gleichungen  dient,  in 
welchen  der  reelle  Teil  ti  jeder  imaginären  Wurzel  u  -{-  iß  zwischen 
der  größten  und  der  kleinsten  reellen  Wurzel  liegt.  Zunächst  werden 
die  Annäherung  durch  rekurrente  ßeihen  und  die  Fontainesehe 
Auflösungsmethode  untersucht.  Er  zeigt,  daß  Fontaines  Verfahren 
selbst  für  Gleichungen  niedrigen  (z.  B.  dritten)  Grades  nicht  immer 
zum  Ziele  führt.  Es  folgen  dann  Noten  mit  historischen  Angaben 
über  Wurzelgrenzen,  die  Reellität  der  Wurzeln  und  die  Möglichkeit, 
alle  imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung  in  der  Form  01  +  "j/  —  1  i 
auszudrücken.  Note  X  betrifft  die  Zerlegung  eines  Polynoms  in  ■ 
reelle  Faktoren,  Note  XI  weitere  Approsimationsformüln  zur  Berech- 
nung der  Wurzelwerte.  Die  letzte  Note  behandelt  Transformationen, 
welche  Gleichungen  liefern,  in  denen  alle  x  enthaltende  Glieder 
einerlei  Zeichen  haben  und  das  absolute  Glied  das  entgegengesetzte 
Zeichen  besitzt. 


')  Memorie  della  regia  aocad,  di  scienze  in  Modena,  Serie  III.  T,  I,  189*^. 
P-  lO'.l.  ')  Seances   des  ecolee  normales,   T,  »,  ji.  46l>  —  H.  Hiedeiiaüllfi-, 

"p.  cit,,  \>.  90—97. 
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Eine  geometrische  Methode,  die  Wurzeln  von  Gleichungen  zu 
bestimmen,  wird  voa  Teodoro  Bonati  (1724—1820),  einem  in 
Ferrara  gebürtigen  italienischen  Arzte,  beschrieben^).  Die  Natur  und 
Ijage  der  Wurzeln  soll  durch  die  Gleichungskurve  bestiramt  werden. 
Um  diese  zu  zeichneu,  wird  die  Gleichung  anfangs  durch  Trans- 
formation von  dem  vorletzten  Gliede  befreit.  Hat  man  z.  B. 
.r^  ^5ax* -^  bcx^  —  bhx^ -\- i  =  0  und  setzt  man  j  -  ==■  0,  so  hat 
man  auch  a^  =  0  und  man  hat  auf  der  T-Ächse  einen  Maximum-  oder 
Minimumpunkt  der  Kurve,  welcher  zur  bequemeren  Zeichnung  der 
Kurve  dient.  Die  übrigen  solcher  Punkte  werden  durch  Verschiebung 
der   Z-Ächse  nach  rechts  oder  links  gefanden.  ^) 

Unter  den  Spezialuntersuchungen  über  Gieichuugstheorie  bringen 
wir  in  erster  Linie  die  Diskussion  über  den  irreduktiblen  Fall  in  der 
Lösung  von  Kubikgleichungen.  Zahlreiche  Schriften  über  diesen 
Gegenstand  wurden  verfaßt,  besonders  in  Italien.  Obschou  keine 
neuen  Resultate  gewonnen  wurden,  war  die  Diskussion  doch  nicht 
ohne  Erfolg,  »denn  viele  Mathematiker  überzeugten  sich  allmählich 
von  den  Vorteilen,  welche  imaginäre  Größen  in  der  Gleichungstheorie 
gewähren.  Lagrange  schrieb  an  Lorgna  1777  aus  Berhn:^)  „Als 
einen  der  wichtigsten  Schritte,  welche  die  Analyse  in  letzter  Zeit 
f^enommen  hat,  erachte  ich,  daß  sie  durch  imaginäre  Größen  nicht 
länger  in  Verlegenheit  gesetzt  wird,  und  daß  dieselben  der  Rechnung 
unterzogen  werden,  eben  wie  reelle  Größen." 

Allgemeine  Gesichtspunkte  werden  nicht  ohne  Mühe  erreicht. 
Als  Beispiel  dient  die  Äußerung,  die  in  dieser  Zeit  gelegentlich  ge- 
macht wurde,  daß  die  Algebra  keine  allgemeine  Auflösung  kubischer 
Gleichungen  kenne*). 

Ein  bloßer  formaler  Ausdruck,  wie  die  Del  Perrosche  Formel 
für  den  irreduktiblen  Fall,  welcher  numerische  Wurzelwerte  zu  be- 
rechnen nicht  gestattete,  wurde  nicht  selten  von  algebraischen 
Lösimgen  ausgeschlossen,  Blassiere  ist  der  Ansicht,  daß,  obsehon 
eine  allgemeine  Lösung  von  z^-^qx  +  r^O  nicht  möglich  sei,  er 
die  Möglichkeit  einer  allgemeinen  Losung  von  x^  -\-px^  +  qx  +  r  =  0 
doch  nicht  leugnen  möchte. 

')  Meroorie  di  Matematica  e  Fiaica  della  Societä  Italiana,  Tomo  VIII,  Pt,  I, 
Modena  1799,  p,  231—272,  ")  Abhandlungen  von  P.  franchini  und 

T.  Y.  de  Calueo  ia  Mömoirea  de  l'acad,  de  Turin,  annee  1792  a.  1800,  T.  VI, 
werden  hier  ausgelassen,  weil  erat  1800  gedruckt.  °)  Lagrange,  Oeuvres, 

T.  XIV",  p.  201,  ')  7..  B,  Paoli  Frisii  operam  tomus  primus  algebram  et 

geometriam  analyticam  confinens,  Mediolani  1782,  p.  2G9,  und  ,1.  J,  Blaasiüre  in 
Terhandel.  uitgegeeven  door  de  HolIandBche  Maatschappje  <l&r  Weetcnach,  tp 
Haarlem,  Vtll.  Deels  [,  Stuk,  1765,  8.  197—230. 
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Ein  schon  früher  erwähntes  Werk  von  Francis  Maseres,  be- 
titelt A  dissertation  on  the  use  of  the  negative  sign  in 
iilgebra  . , .  ahowing  how  quaJratic  and  cubic  equations 
may  he  explained,  without  the  consideration  of  negative 
roots,  erschien  1758  in  London.  Negative  Wurzeln  verwerfend,  be- 
hauptet Maseres,  die  Gleichung  x^  —  xp  =  r  habe  nur  eine  Wnrzel. 
Bei  der  Gleichung  x^  +  pofl  +  <ix  =^  r  bespricht  er  die  sieben  Fällf, 
die  man  erhält,  wenn  nicht  mehr  als  zwei  Glieder  auf  der  ünireii 
Seite  das  —Zeichen  erhalten  und  zählt  die  Anzahl  Wurzeln  jeden 
Falles  auf.  Er  teilt  die  kubischen  Gleichungen  in  solche  erster, 
zweiter  und  dritter  Art,  je  nachdem  kein  Glied,  das  dritte  oder  das 
zweite  Glied  fehlt.  Er  zeigt,  wie  die  übrigen  auf  solche  dritter  Art 
transformiert  werden  können  und  erklärt  die  Auflösung  jeden  Falles. 
Alles  ist  mit  langweihger  Weitläufigkeit  auseinandergesetzt.  Die 
große  Anzahl  spezieller  Fälle,  welche  seine  Auffassung  der  Algebra 
erfordert,  bezeugt,  wie  sehr  bequem  und  zeitersparend  negative  Größen 
wirklich  sind,  indem  sie  alle  Fälle  in  einen  einzigen  einschließen. 
Maseres  ist  aber  gewissenhaft.  Die  Möglichkeit  einer  solchen 
Algebra  sieht  er  nicht  ein  und  er  zieht  die  Logik  der  Einfachheit 
vor,  so  lange  er  nicht  beide  gleichzeitig  haben  kann.     Der  irreduk- 

tihle  Fall  für  i/^  —  cy  =  (?,  wo  «! <     -'    ,  hänge  in  seiner  Auflösuiig 

"von  c*/ —  ^^  =  (Z  ab.  Letztere  Gleichung  habe  zwei  Wurzeln,  die 
man  durch  Dreiteilung  eines  Kreisbogens  erhalten  könne.  Wenn 
.1;^  —  px^  +  qx  =^r  Wurzeln  hat,  setze  man  x  =  ^  ~  y  und  finde  die 
kleinste  durch  Auflösung  von  (/'  —  cij  =  d,  wo  (?>  V-  >  <^  =  »  "~'/) 
d  =  5=  —r.  Die  zwei  übrigen  erhalte  man  diirch  die  Berech- 
nung der  zwei  Wurzeln  von  cy  —  ij'^  =  d  und  x  ■^  '^  +  y. 

In  den  Artikeln  in  Diderots  Encyciopedie  über  den  irreduk- 
tiblen  Fall^)  erklärt  D'Alembert,  daß  die  Cardansche  Formel  nicht 
bloß  eine  Wurzel,  wie  gewisse  Mathematikei  (z  B.  Clairaut)  be- 
haupten, sondern  gleichzeitig  alle  drei  darstellen.  Der  Übelstand 
beim  irreduktiblen  Fall  bestehp  dann,  daß  mau  (  =  j/  +  ^  setze,  wo 
y  und  s  unbestimmt  sind,  und  d-inn  zuglenh  -  Sj/s  =  ^  annehme, 
wodurch  y  und  s  imaginär  weiden  Diest  Annahme  sei  nicht  nötig 
und  werde  gemacht,  nur  um  die  Werte  von  y  und  s  leichter  abzu- 
leiten.    Es  sei  aber  sehr  schwierig,  wenn  nicht  unmöglich,  diese  An 

')  Man  sehe  auch  die  Encyciopedie  m^thodique  (mathöniati(|uea),  Pari^ 
]"84,  kit.  „Cas  irreductible". 
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nähme  durcli  eine  bessere  zu  ersetzen.  Daß  das  Del  Ferroscbe  Ver- 
fahren schon  von  Anfang  falsch  sei,  behaupten  auch  Frisius')  und 
Francesco  Domenico  Michelotti^).  Der  Aufsatz  Sur  l'ex- 
jiression  de  certaines  quantites  imaginaii-es')  von  D'Alem- 
hert  dient  als  Ergänzung  seiner  Artikel  in  Diderots  Encyclopedie. 
Er  hebt  unter  anderem  hervor,  daß  aus  (l  +  hY  —  1)'"  =  (1  —  A]/  —  i)'" 
man  nicht  schließen  dürfe  1  -(-  Ä  "[Z  —  1  =  1  —  A  j/  —  1 ,  wo  /'  nicht 
Null  sei.  In  dieser  paradoxen  Gleichung  nimmt  er  Ä  =  tanJ-  = 
tan  (@  +  2»)3r  an  und,  um  die  Gleichung  cos  niA  +  sin  mÄ  ■}/  —  l 
=  cos  mÄ  —  s'm  »lA  ■  ]/  —  1  oder  sin  «i  j1  =  —  sin  w  A  zu  befriedigen, 
soll  mA  —  -;^{iXf  wo  fi  eine  ganze  Zahl  ist,  weshalb  )h(0  +  2«^  = +  ,« 
ist  und  die  Werte  von  m  festgesetzt  sind. 

Ein  vielsagender  Kommentar  über  den  Scharfblick  gewisser  Ver- 
fasser von  Schriften,  sowie  der  Herausgeber  der  Nova  acta  erudi- 
torum  sind  zwei  anonjme  Artikel^),  worin  gezeigt  werden  soll,  daß 
k'ubische  Gleichungen,  die  drei  reelle  Wurzeln  haben 

fwie  x^—  5x^  +  63^  —  2  =  0), 
zugleich  noch  drei  imaginäre  Wurzeln  besitzen  mögen. 

Jean-Fran^ois-Mauro-Melehior  Salvemini  de  Oastillon 
(1709 — 1791),  aus  Toskana  gebürtig,  tut  einen  reaktionären  Schritt 
in  der  Erklärung^),  daß  die  Del  Ferrosche  Formel  nur  auf  arith- 
metische Gleichungen  Bezug  habe;  Gleichungen,  die  sich  auf  geo- 
metrische Aufgaben  beziehen,  lassen  sieh  durch  geometrische  Kon- 
struktion leicht  erledigen.  Viele  Algebristen  trauen  der  Algebra 
blindlings.  Für  das  Problem,  zwei  Zahlen  zu  finden,  dereu  jede  das 
Quadrat  der  anderen  sei  und  deren  Summe  dem  Kubus  einer  vojt 
ihnen  gleich  sei,  liefere  die  Algebra  Ausdi-iicke,  obschon  der  gesunde 
Menschenverstand  die  Unmöglichkeit  derselben  leicht  erblicke.  Diese 
Bemerkung  wurde  durch  die  Äußerung  Lagranges  hervorgerufen, 
daß  —  —  y — 3  da,s  Quadrat  von  —  „  -H  q  V  —  3  sei;  La- 
granges Autorität  hatte  bei  Castillon  weniger  Gewicht  als  bei 
anderen  Mathematikern,  weil  letzterer  ein  Mitbewerber  für  die  Stelle 
als  Nachfolger  von  Euler  an  der  Berliner  Akademie  gewesen  war 
und  zu  Lagrange  in  gespannten  Beziehungen  stand^). 


')  Atti  deli'  accademia  delle  scieaze  di  Siena  detta  de'  Fisio-Critici,  T.  IV, 
1771,  p.  20—21.  *)  Antologia  Homan»  T.  IV,  J778,  p.  300—303.  ")  Opua- 
cules  mathömatiquea  T.  V,  Pt.  I,  p.  183—315.  ')  Amii  1775,  p.  60—84, 

104—116.       ')  N.  memoiiefi  de  l'acad.  roy.  dee  sciencea,  annöe  178a,  Berlin  1786, 
p.  244—365.         *)  Lagrange,  Oeuvres,  T.  XIII,  p.  78,  89,  203,  205, 
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Die  Entwicklung  des  Cardanseheii  Ausdruckes,  wie  mau  tillge- 
ineiö  zu  sagen  pflegte,  in  Reihen,  von  Nicole  schon  1738  vor- 
geschlagen, wurde  später  von  mehreren  angeraten.  Maseres  ver- 
üffentlichte  A  method  of  extendiag  Cardan's  ruie  for  aolving 
one  ease  of  ;i  cubick  equation  of  this  form  a^^»  —  $x  =- r,  to 
the  other  case  of  the  same  equation,  which  it  is  not  natu- 
rally  fitted  to  solve,  and  wbich  is  therefore  often  called 
the  irreducible  ease^),  worin  die  Entwicklung  der  Wurzel  wer  to 
durch  die  Binomialformel  in  Reihen  gegeben  wird. 

Kästner  äußerte  sich  1794  so:  „Sonderbar  ist,  daß  man  iu 
Italien  noch  in  neueren  Zeiten  sich  mit  dieser  Untersuchung  viel  zu 
tnn  gemacht  hat."  Er  selber  habe  seine  Betrachtungen  in  dem  1757 
herausgegebenen  Progi'amm  Formulam  Cardani  aequationum 
cnbicarum  vadices  omnes  tenere  eet.  vorgetragen. 

Schriften  von  den  Italienern  Frisi  und  Michelotti  habeu  wir 
schon  angeführt.     Francesco  Maria  Zanotti  (1092 — 1777)  zeigt^), 

daß,  wenn  >■  +  f  =  f  2  +  V"  -  B,  dann  sei  iiucli  r  -  i  =  "^^  -  ]/  -  B, 
wodurch  leicht  zu  ersehen  sei,  wie  der  Cardansche  Ausdruck  für 
die  Wurzeln  im  irreduktiblen  Fall  reell  sein  kann,  .\hnliche  Nach- 
weise tindet  man  bei  mehreren  Mathematikern. 

In  einem  Aufsatze,  De  casu  irrediictibili  tertii  gradus  et 
Seriebus  infiuitis,  Verona  1776  (?)'),  gibt  Antonio  Maria 
Lorgna*)  (1735 — 1796)  von  der  Militärschule  zu  Verona  eine  Aus- 
einandersetzung der  Reihenentwicklung  von  den  Cardanschen 
Warzelausdrücken  und  der  Zurückfiihrung  von  der  Summation  dieser 
Reihen  auf  die  Integralrechnung.  In  einem  Briefe  an  ihn  gibt 
Lagrange^)  eine  Berichtigung  betreffs  einer  Elimination.  Malfatti 
kritisierte  die  Reihenljehandlung. 

In  einem  Aufsatze  des  Jahres  178:^,  DelT  Irreducibilitä 
della  Formula  Cardanica  a  forma  finita,  algehraica,  e 
libera  da  aspetto  inimagiuario*),  sucht  Lorgna  einen  kürzeren 
Beweis  als  den  des  -lahres  1776  vorzuführen.  Er  zeigt,  daß  die 
Cardansche  Formel  für  den  irreduktiblen  Fall  der  Gleichunjr 
x^  —  pT  -■  q  =  0   nicht  gleich  x +  yv   oder  Yv  oder  xyv  oder  einer 


■;  Phil.  Ti-ans.  Vol.  6H  fot  the  jear  1778,  It.  [I,  London  1779,  p.  !I02-U4;i, 
*)  De  ßouoniensi  Soientiarum  et  Artium  InBtitnto  atque  Academia  Commentarii 
Tomi  Qainti  Para  Prima,  1767,  p.  145—151.  ')  Über  das  Datum  aehe  man 

Bullettino  Boncompagni,  T.  VI,  Koma  1873,   p.  101  ff.  *j  Man  sehe 

Bullettino  Boncompagni,  T.  X,  p.  1 — 74.  ")  Lagrange,  Oeuvres,  T.  XIV, 

p.  261.  ")  Memorie  di  Matemaiicft  e  Fiaica  della  sodetii  Italiana,  Tomo  1, 

Verona  1782,  p.  707— 74U. 
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gröBereu  endlichen  Anzahl  solcher  reeUen  Glieder  sein  kann,  wo  x 
und  V  rational  angenommen  werden  und  Gleichungen  mit  rationalen 
Wur/.eln  aus  geschlossen  sind.  In  der  Anwendung  dieser  Ergebnisse 
kommt  aber  ein  unheilbarer  Fehlschluß  vor.  Diese  Abhandlung 
wurde  der  Akademie  zu  Padua,  die  1781  eine  Preisfrage  über  den 
irreduktibleo  Fall  gestellt  hatte,  eingereicht.  Durch  den  Einfluß  eines 
der  Schiedsrichter,  Nicolai,  wurde  der  Preis  vorenthalten^). 

In  Paulli  l'risii  operum  tomus  primus,  1782,  wird  im 
10.  Kapitel  der  irreduktible  Fall  eingehend  besprochen.  Im  folgenden 
Jahre  erschien  in  Padua  eine  Abhandlung  Deila  possibilitä  della 
reale  soluzione  analitica  del  caao  irreducibile  von  Lorgnas 
Gegner  Giambatista  Nicolai  (1726—1795),  Lehrer  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  zu  Padua.  Durch  Operationen,  die  nicht 
;i[ie  mit  ]/— 1 -]/— 1  =  —  1  im  Einklang  sind,  leitet  Nicolai  die 
Paradoxie  ab  (1  +  1/r^) : (1  -  ]/l^  ^  (1  - 1/1  -  g) :  (1  +  yT^ä). 
Durch  ähnliche  Fehlschlüsse  ergibt  sich  ihm  das  Resultat,  daß  der 
irreduktible  Fall  von  imaginären  Größen  befreit  werden  kann^). 

Dieser  Aufsatz  entflammte  einen  langen  Streit.  Sebastiano 
Canterzani  schrieb  drei  Aufsätze,  um  heterodoxe  Ideen  dieser  Art 
zu  widerlegen^. 

Petronio  Maria  Caldani  {1735—1808),  Professor  zu  Bologna, 
schrieb  einen  Brief  an  Padre  Jaequier,  worin  er  Nicolais  Fehl- 
schluß im  Beweise,  daß 

(1  +yr~-  q) :  (1  ~yi  -■ «)  -  (i  -  yi  ^ «)  .•  (i  +  yi-  «> 

sei,  hervorhebt.  Nicolai  schreibe  —y^^- iy~- 1 -j- q  =  —  y^l  —  tj , 
anstatt  -(-y^l  — g*).  Es  erschienen  noch  mehrere  Streitschriften  über 
diesen  Gegenstand  in  italienischen  Journalen,  welche  die  Frage,  ob 
das  Produkt  von  }/—  1  ■  y—i  positiv  oder  negativ  sein  soll, 
diskutieren^). 

Es  erschienen  auch  Abhandlungen  von  den  ßrüdeni  Vincenao 
und  Giordano  Riccati^). 

Eine  klare  Diskussion  des  irreduktiblen  Falles  gab  Lagrange') 
in  seineu  Vorlesungen   des  Jahres   1795.     Er   hebt   hervor,   daß   das 

')  Bullettino  Boncompagni,  T.  VI,  1873,  p.  132,  123.  ^j  Näheres  auch 

in  De  atudiia  philosophiciH  et  mathematicis,  Matriti  1789,  vou  Juan  Andres, 
p.  153—101.  ä)  Man  sehe  Antologin  Romana,  Tomo  XIV,  1788,  p.  IH.  ')  Anto- 
logia  Romana,  Tomo  X,  1784,  p.  3S — 37.  ')  Antologia  Romana,  Tomo  X, 

p  ei— 62  313—317,  401—406;  Tomo  SI,  p.  33—46,  49-54,  57-62.  Gioroaie 
de   onfim  d  ItaUa  1783,  num.  43;  1784,  num,  13.  '^)  Nuovo  Giomale, 

Modena   T   24,  p.  170—205;  T.  38,  p.  256.  *)  SeanceB  des  ecolea  normales, 

in  in    'S   Vorlesung  --=-  H.  NiedermViller,  op.  cit.,  p.  48—6!). 
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in     der    Cardaiisclien    Wurzelt'orm     von    der    Annahme 
X  =  y  -{-  s  unabhängig  sei. 

Als  Einzehintersuchung  über  Gleichungea  ist  noch  anzuführen 
eine  Schrift,  De  aequationibus  indefinitis,  deque  raethodo 
indeterminatarum^),  von  Gregorio  Fontana,  über  die  Aufgabe 
in  Eulers  Anleitung  zur  Algebra^,  eine  reelle  Wurzel  der 
Gleichung  mit  unendlichen  Exponenten  x''—x''~'  —  a;*-^  — --  — 1  =  0 
zu  finden.  Man  schreibe  die  Gleichung  x""  -\-  (1  --  x"")  :  (;e  —  1)  =  0 
oder  3:"  +  ^^  2.r*  +  1  =  0,  oder  x  —  2  +—^  ^  0  und  es  sei  dann 
klar,  daß  x  =  2  sei.  Die  Lösung  der  Gleichung  1  -\-  2x  -{-  Sx^  -{-... 
+  (»  +  1)3!"  =  0  hänge  von  der  Losung  der  Tiinomialgleichung 
'n  +  1)*"+^  —  (w  +  2)«™+^  +1  =  0  ab,  wie  aus  der  Division 
1  :  (1  —  xy  zu  ersehen  sei. 


Zahlentheorie. 

Am  Anfange  unserer  Zeitperiode  ist  L,  Buler  noch  immer  der 
einzige  hervorragende  Mathematiker,  welcher  sich  mit  der  Zahlen- 
theorie beschäftigte.  Die  ei-ste  seiner  hierher  gehörigen  Sehiiften 
gibt  die  Auflösni^  der  simultanen  Gleichungen  x  +  i/  -{-  ^  =  u^^ 
cy  -{-  xg  -\-yz  ^  v^,  xys  =  w^^^)  Euler  bemerkt,  daß  er  an  der 
Auflösung  dieses  Problems  beinahe  veraweifelte,  so  viel  Mühe  habe 
ihm  dieselbe  gekostet.  Wie  wir  bald  sehen  werden,  hat  er  später 
diese  Aufgabe  auf  vier  Zahlen  %,  y,  s,  s  ausgedehnt  und  noch  andere 
bedeutend  schwierigere  unbestimmte  Gleichungen  dieser  Art  gelöst. 
Die  kleinsten  voji  Null  verschiedenen  ganzen  Zahlenwerte  für  x,  y,  s 
im  gegenwärtigen  Problem  sind 

X  = 1633780814400,     y  =  25278219822S,     z  =  3474741058973. 
Wenn  diese  durch  2315449-  dividiert  werden,  erhält  man  Bruchwerte 
von  X,  y,  s. 

Im  gleichen  Bande  kehrt  Euler  in  der  Schrift  Theoremata 
arithmetica  nova  methodo  demoustrata*)  zum  Studium  der 
Potenzreste  zurück,  die  er  schon  ein  Vierteljahrhundert  früher  bei 
Betrachtungen  Ober  den  Eermatsehen  Satz  untersucht  hatte.  Er 
erforscht    die   dnrch  Division    der  sukzessiven   Glieder  arithmetischer 


')    Atti    deir    accademia    delle    scienze    di    Siena,    T.    VI,    p.  184—19]. 

^)  2.  Ti.,   1.  Ahseh..  Kap.  16,  §  239.  ■')  N,  Comm.  Petr,  VIII,  1760—1)1, 

p.  64—73  =  Comm.  Arith.  I,  p.  239.  *)  N.  Comm.  Pete.  VIIT,  17fiO— 61, 

V-  74—104   -'-  Oomm.  Arith.  !,  |i.  274, 
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und  geometrieelier  Reihen  erhaltenen  Reate,  und  erhält  den  -wohl- 
bekannten Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  prim  zu  einer 
gegebenen  Zahl  und  nicht  größer  als  dieselbe  sind.  Ist  die  gegebene 
Zahl  das  Produkt  dreier  ungleichen  Primzahlen  p,  q,  r,  dann  ist  diese 
Anzahl  =  (/i  —  l){q  —  1)(»'  —  1).  Dieser  Ausdruck,  dessen  Verallge- 
meinerung Euler  andeutet,  wird  Öfters  die  „Eulersche  Funktion" 
genannt.  Am  Ende  der  Schrift  findet  er  folgende  Erweiterung  des 
von  ihm  in  früheren  Jahren  schon  zweimal  bewiesenen  Eermatschen 
Lehrsatzes;  Wenn  JV  prim  zu  x  ist  und  h  die  Anzahl  der  Zahlen 
bezeichnet,  die  prim  zu  JT  und  nicht  größer  als  'E  sind,  so  ist  af  —  1 
ijumer  durch    'N  teilbar. 

In  einer  dritten  Arbeit  über  Zahlentheorie  in  diesem  Bande,  nämlich 
Supplement  um  quorundam  theorematum  arithmeticorum, 
quae  in  nonnullis  demonstrattonibus  supponuutur')  sind  die 
Eigenschatten  ganzer  Zahlen  von  der  Form  «^  +  ^h^  entwickelt  und 
<iaf  das  Problem  angewandt,  drei  Kubikzatlen  zu  finden,  deren 
Kumme  eine  Kubikzahl  ist,  sowie  auf  die  Vervollständigung  seines 
Beweise'^  des  berühmten  Fermatschen  UnmÖgliehkeitssatzes  ül)er 
r"  -|-  y"  =  z",  für  den  Fall  »  =  3.  Man  wird  sich  erinnern,  daß 
schon  zweiundzwanzig  Jahre  früher  Euler,  für  A^w  Fall  «  =  4,  den 
UumÖgliehkettsheweia  geliefert  hatte.     (Bd.  IIP,  S.  G13.) 

Im  Aufsatze  De  resolutione  formularum  quadratieaTum 
indeterminatarum  pev  numeros  integros^)  wird  die  Auffindung 
rationaler  oder  ganz  zahl  iger  Werte  von  x  und  y  der  Gtleicliung 
ax^  -{-  ßx  -\-  y  ■-=  ^^  betrachtet,  ohne  daß  allgemeine  Gesichtspunkte 
erreicht  würden.  Großes  Gewicht  legt  Euier  auf  fo^^enden  Satz: 
Wenn  die  Gleichung  ccx^ -\- }>  =- 1/^  für  x  =  a  und  ij  =  b,  und  die 
Gleichung  ax^  +  1  =  ij^  für  x  =  c,  y  =  d  erfüllt  sind,  dann  sind 
X  =  1}C  ±_ad  und  //  =  hd  ±_  aac  Lösungen  von  ««*  +  J*?  =  ])'■  Wäre 
Euler  die  Zahlentheorie  der  Inder  zugänglich  gewesen,  wurde  ei- 
diesen  schönen  Satz  schon  in  den  Arbeiten  Ton  Bhaskara  gefunden 
haben  ^). 

In  seiner  Schrift  De  numeris  primis  valde  magnis*)  ver- 
gleicht er  die  Auffindung  des  Gesetzes  der  Verteilung  der  Primzahlen 
mit  dem  Problem  der  Quadratur  des  Kreises:  beide  gehen  über  unsere 
Fassungskraft.  Daß  die  Fermatsche  Formel  2^" -H  1  immer  Prim- 
zahlen   darstelle,    hatte    Euler    in    seinem    allerersten    1732 — 33    er- 

'■)  N.  Comm.  Petr.  Vm,  1760  et  1761,  p.  106—128  =  Comm.  Arith.  1, 
p.  287.  ')  N.  Comm.  Petr,  IX,  1762—63,  p,  3—39  =  Comm.  Arith.  I, 

1).  297.  ^  H.  Hankel,  Gesch.  d.  Math,  in  Alterth.  u.  Mittelait.,  Leipzig  1814. 
8.  200.  ')  N.  Comm.  Petr.  IX,  1762—03,  p.  99— lf>3  =  Comm.  Arith.  i, 
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acLienenen  Aufsatz^  Über  Zablentheorie^)  widerlagt.  Nun  /.eigt  er, 
daß  es  keine  algebraische  Funktion  X'=  cc  +  ßx -\- yx"  +  ■■■  gehe, 
welche  nur  Primzahlen  darstelle:  denn,  wenn  x  =  a  und 
A^E  K  +  ßa  '\-  ya^  +  ■  ■  •,  erhält  man  im  Falle  x  —  nÄ  +  «  für  ^ 
einen  Wert,  der  durch  A  teilbar  ist.  Die  Schrift  endet  mit  mehreren 
Tabellen.  Die  erste  entlüLlt  alle  Primzahlen  nicht  größer  als  19t'7 
und  von  der  Form  4«  +  1 ,  jede  als  die  Summe  zweier  Quadrate  aus- 
gedrückt, sowie  die  Werte  von  a,  welche  das  Binom  a*  -j-  1  durch 
fliese  Zahl  teilbar  macht.  Drei  andere  Tabellen  folgen.  Diese  zeigen, 
welches  fleißige  empirische  Studium  Euler  der  Zahlentheorie  widmete 
und  wie  es  Euler  möglich  wurde,  viele  Lehrsätze  durch  bloße  An- 
«eliauung  zu  entdecken. 

Um  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  leichter  darzustellen  und, 
im  besonderen,  um  Gesetze  zu  entdecken,  welche  die  Auffindung; 
irgend  eines  Näherungswertes  ohne  die  Berechnung  aller  voran- 
gehenden gestatten,  schuf  Euler  in  einer  Schrift,.  Specimen 
algorithmi  singularis^),  einen  eigenen  Algorithmus  und  dazu 
passende  Rechuuugsregeln,  welcher  er  sich  in  einer  drei  Jahre  später 
gedruckten  wichtigen  zahientheo  retischen  Schrift,  De  usu  novi 
algorithmi,  bediente'')     Ein  Kettenbruch  «  +  i-nrr  ^^''^  durch  das 

Symbol      7j~\       dai^estellt;     ein    unendlicher    Kettenbrueh     durch 

(b  ' ^dl"' ^  tcV '  ^^"  ^*'  ^'^^  ^'^'  ^' ^' ^!^)  =  ^  (*i h ^> *^)  +  {"r h  <'■)>  ^i'ich 
{a,l,c,d,e)  =  (e,d,c,b,a).  Da  nun  {a,b,c,d)  (b,c,d,e)  -{b,c,d)(a,b,c,d,et 
=  {a,b,c,d)e(b,c,d)  +  (a,h,c,d,e){h,c)  —  (b,c,d)e(a,b,c,ä)--{h,c,ä){a,b,c) 

{{a,h,c)(b,c,d)-(b,c)la,b,c,d)]^±l,  weil  («) (6)  - 1  (a,  J)  =  - 1 

ißt,  läßt  sich  der  Nachweis  führen,  daß  die  sukzessiven  Näherungs- 
brflehe  sich  dem  wahren  Werte  des  Kettenbruchs  mehr  und  mehr 
.lih™.  Denn  „an  h.l  a_(^__ ^i^,  ^J^ 'jf^  =  +  ,„ J, , «»-. 
Zieht  man  letztere  Gleichungen  zusammen,  so  hat  man  die  Entwiefcluug 
des  Kettenbruchs  in  einer  Reihe.  Euler  erhält  durch  Induktion 
Formeln  dieser  Art  (a,  i,  c,  d)  (e,  f,g,h)~  (a,  b,  c,  d,  e,  /)  (?,  Ä)  1  -= 
-  ia,h,c)if,g,h),  {a,b,c,d,e){c,d,e,f,g,h)  -  {a,b,c,d,e,f,g,h){c,d,e)  - 
+  i'i)(ß,h)  und  lehrt  derartige  Formehi   in    beliebiger  Anzahl  hiuzu- 


')  Comm.  Pete.,  VI.,  na-2— 33,  p.    103   =  Comm.  Arith.  I,  p.  1;    IJaDtor, 
Bd.  111',  S.  611.  ^  N.  Comm.  Petr.  IX,   pro  anniB  1762  et  1763.     Petropoli 

nU,    p.    53—69.      VergL    S.  Günther,    Näheiungswetthe    von    Ketteobrüchen. 
Erlangen  1872,  S.  1—10.  ^  Ebenda,  T.  XI,  pro  anno  1766,  Petropoli  1767, 

P.  28. 
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schreiben."  Er  wendet  seinen  neuen  Algorithmus  auf  die  Bestimmung 
der  Differenz  zweier  beliebiger  Näheningawerte  an.  Wie  Günther 
hervorgehoben  hat^),  bedient  sich  Euler  „zur  Zerlegung  seiner 
Symbole  eines  Verfahrens,  welches  ganz  dem  Zerfällen  einer  Deter- 
minante in  ihre  Unterdetenninanten  entspricht". 

Wichtiger  ist  Eulers  nächste  Arbeit,  De  usu  novi  aigorithmi 
in  problemate  Pelliano  solvendo*),  welche  eine  neue  Auflösung 
der  Fermatsehen  Gleichung  x^  —  Dp^  =^  1  (irrtümlich  die  Feilsche 
Gleichung  genannt)  gibt.  Diese  berühmte  Gleichung,  zuerst  Ton  den 
Griechen  betrachtet,  dann  von  den  Indern  aufgelöst  und  wieder  von 
neuem  durch  Fermat,  Brouncker,  Wallis  entwickelt,  wird  in  der 
zweiten  Hälfte  des  ■achtzehnten  Jahrhunderts  von  Euler  und 
Lagrauge  weiteren  Untersuchungen  unterworfen^).  Nachdem  in  dem 
gegenwärtigen  Artikel  Euler  gezeigt  hat,  daß  die  Auflösung  nicht 
nur  der  Gleichung  Ix^  +  mit  +  «  =  j^,  sondern  auch  der  allgemeineren 
Gleichung  zweiten  Grades  Aj:^  +  -IBj:)/  +  Cy  +  2Dx  +  2Ey  +  F=  0, 
wo  IP  >  AO  angenommen  wird,  von  der  Auflösung  der  Gleichung 
der  Form  p^  =  Iq^  -\-  1  (l  positive  ganze  Zahl)  abhänge  und  dadurch 
die  Wichtigkeit  der  letzten  Gleichung  betont  hat,  erklärt  er,  wie  di& 
Auflösung  von  ji'  =  ^g^  +  1  durch  die  Entwicklung  von  Y  l  in  einen 
Kettenhruch  liedeutend  erleichtert  werden  könne.  Ohne  Beweis  nimmt 
er  an,  daß,  wenn      >  l/i ,  der  Bruch        eine  Annäherung  zum  irratio- 

nalen  Werte  y7  liefere,  die  nicht  fiberstiegen  werden  kann,  ohne 
größere  ganze  Zahlen  für  p  und  q  in  Anwendung  zu  bringen.  Er 
erkläi-t  die  Kettenbruchentwicklung  zuerst  an  numerischen  Beispielen, 
dann  im  allgemeinen  wie  folgt: 


>'^-''+M^ 


*  +  !_ 

d  -\-  etc. 


wo  die  Indizes  a,  i,  c,  d  ete.  [so  neimt  Euler  die  Teilnenner]  durch 
sukzessive   Operationen    gefunden    werden.      Wenn    /S  =  u  -|-  -    und 

V  =  A,  dann  wird  x-^* — \,  ='     ^     ,    wo   a  =  z  —  J\      De.   nun 


')  S.  Günther,  op.  cit,  S,  ö'J.  ')  N.  Coinm.  Petr.  XI,  1765,  p.  28-66 

^  Comm.  Arith.  I,  p.  316,  ')  Man  lese  H.  Konen,  Gesch,  d.  öleichuog 

—  Du'^l,  leipÄJg  1901, 
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«  die  größte  ganze  Zahl  in  -       oder ist,  hat  man  a^ 

Setzt  man  zweitens  x  =  a  -{-     ,  dann  wird,  da  z  =  a  -\-  A- , 

3        1  -i^^aA  —  a'-a  ß        ' 

WO  B=  na  —  Ä  und  ß  ^  1  -\-  a{A  —  B).     Weil   l>   die  größte   ganze 
in  »/  enthaltene  Zahl  ist,   hat  man  ^  ^  -         ■      Setzt    man   drittens 

y  ■=  6  +  -     imd   fährt   in   ähnlicher   Weise   fort,    so   erhält    itian   die 
folgende  Tabelle  von  Euler: 


Capisitur 

tum  veio 

eritciue 

1.  A-v 

„  _  2  _  /l'  _  2  _  ,.' 

»<"+'' 

IL  B-aa-Ä 

f-'-f  ^l  +  alA-B) 

"<r 

m.  c-jn  -B 

r-'"/  --  +  HB-C) 

'-<^'' 

IV.  D-rc-c 

S-'~"'  -lt  +  e(C-I>) 

,,<-+/ 

V.  E-Sd-ll 

i-'—/'-r  +  d(i>-E) 

„<■■+'■■ 

Wenn  in  der  letzten  Kolumne  die  Brüche  in  Wirklichkeit  ganze 
Zahlen  vorstellen,  dann  soll  das  Zeichen  <  durch  ~  ersetzt  werden. 
Da,  A  ^  V  und  a  ^  "  —  j  so  hat  man  jß=n«  —  jI^ü,  /3>1, 
fe<2tj.  Folglich  ist  auch  C  =-  bß  —  B^  v  etc.  Durch  die  Indizes 
a,h,c,d  etc.  erhält  man  also  die  ganzen  Zahlen  A,  ß,  C,  D  etc., 
welche  alle  ^v  sind,  sowie  die  ganzen  Zahlen  c,  ß,  y,  d  etc.,  welche 
alle  >  1  sind.  Aus  der  letzten  Kolumne  ersieht  man  nun,  daß  jeder 
Index  o,  b,  c,  d  etc.  ^  2v  sein  muß.  Euler  erklärt,  daß,  nachdem 
der  Index  2v  erreicht  wird,  die  Werte  a,  b,  c,  d  etc.  sieh  wiederholen 
und  die  Entwicklung  von  neuem  beginnt.  Er  gibt  aber  keinen 
Beweis,  daß  der  Index  2»  notwendig  existiert.  Er  zeigt  an  Bei- 
spielen, daß  die  Indizes  n,  h,  c,  d  etc.  und  die  Zahlen  a,  ß,  y,  d  etc. 
sich  periodisch  wiederholen.  Nur  für  die  Form  z  =  n^  +  l  und 
sieben  andere  ähnliche  Formen  werden  allgemeine  Werte  für  die 
Indizes  und  für  die  griechischen  Buchstaben  angegeben. 
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Um  nun  j)  =  Ylq^  +  1  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen,  werden  aus 

den  Indizes  Näheningsbrüche         na(^h  dem  in  folgenden  zwei  Reihen 

ersichtlichen  Gesetze  entwickelt: 

Indizes    v.      n.  b,  c,  ■  ■-       m.       n. 

j;       1        -■        ut  +  1        ,,ih -i-jyjvj- 1>  M       y        "'^+  ^' 

y        0-       1-  a       '  ab+l~'       "'         P>        Q'        ««+>" 

Dann  wird  ein  abgekürzter  Algorithmus  für   '      eingeführt    ivie   folgt: 

etc., 

wo  (r,o}  =  (T(^ü)  +  l;  {v,a,h)^b{v,a)  +  {v);  iv,a,b,c)  =  c(v,a,h')-\-{v,a) 
(a)  =  «H-0;     (ß,fi)-6(a)  +  l;     («,ft,c)  =  c(«,fc)  +  («). 

Euler  teilt  ferner  mit,   daß   er  folgende  Transformationen  bewiesen 

habe: 

(v,a,h,c,ii,e)  =  V  {a,b,c,d,e)  +  ib,c,d,e) 
fr, a, h, c, d, e)  =  {v, d) {b, c, d,e)  -\-  v (c, d, e) 
(v,a,b,c,d,e)  =  {v,a,b)(c,d,e)  +  (v,a){d,e) 
(v,a,b,c,d,e)  -  {v.a,b,c){d.e) -\-  {v,a,b)(e). 

Durch  diese  Pormeln  kann  man  sich  die  Berechnung  beinahe  der 
Hälfte  der  Näherun gsbr flehe  ersparen.  Sind  nämlich  v,a,b,c,c,b,a,2v 
die  Indizes  einer  Periode  und  nimmt  man  mit  Euier  als  bewiesen 
iin,  daß  ((J,  6,c)  =  (c,&,ö)  und  bezeichnet  die  Näherungsbrüche  durch 
■'^iM>  ^s/Psi  ■■■•  ^JVs}  ^^  ^JVi  ="  ö  ^^*'  ^*^  erhält  man  3i^='X,jj^-\-Xiy^^. 

y^='ia,b)  =«•  (h,n).  Man  braucht  Xf,,x^  und  y^-,y-,  gar  nicht  zu  be- 
rechnen^). 


Eb  wird  nun  gezeigt,  daß 
(  x=  1 


■  dann  x-  =  sy'^  -\-  1, 


')  H.  Koneti,  a.  a,  0,,  S.  66,  hebt  hervor,  diiB  diese  abgekürzte  Methüll«' 
1  G.  W.  Teniici-  ;friigiiUHiu  Mci-Belrarg  l»41j  unabhiinj^ig  ausgearbeitet  iin'i 
1  einigen  Schrittatelletn  ihm  ziigesohriebcn  worden  ist. 


wenn 

1  </-o 

ix~{,) 

" 

1  </  -  (1) 

(  x-Co) 

1  11  -  1») 
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dann  .r^  =  siß 


I  i:  =  1 »,  a,  b) 
wenn 

I  «/  =  («,  6,  c)  I 

(  X  =  (i'j a,h,c,d)   )  ,  g 

I  .,-(«,S,c,<i)       j      "     «'-'»■-> 
etc. 

Wird  nun  einer  der  Buchstaben  ß,ä  etc.  =  1,  so  hat  man  eine  Auflösung 
der  Gleichung  x^  -—  «</*  -=  1.  Aber  keiner  dieser  Buchataben  kann 
t-  1  werden,  wenn  nicht  zugleich  der  entsprechende  Index  2v  wird. 
Wenn  deshalb  ii^end  eine  Periode,  die  wir  in  der  Anordnung  der 
Indizes  finden,  den  Wert  2i>  enthält  und  wir  x  und  y  den  Näherungs- 
werten, welche  der  ersten  Periode  entsprechen,  gleichstellen,  erhalten 
wir  x^  —  ^y^  4-  1  unter  der  Bedingung,  daß  die  Anzahl  der  Indizes  in 
einer  Periode  gerade  ist,  und  x^  =  zy^  —  \,  wenn  diese  Anzahl  un- 
gerade ist.  Im  ersteren  Falle  haben  wir  direkt  die  gesuchte  Lösung; 
im  letzteren  Falle  soll  man  entweder  zwei  Perioden  weiter  gehen,  wo 
der  Index  2  t)  gerade  ist  und  fflr  r  und  y  die  Näherungswerte  in  der 
dritten  Periode  wählen,  oder  man  soU  p  =  2x^  -\-  1  und  q  =  2xy 
setzen.  Dieses  Verfahren  liefert  auf  bequeme  Weise  die  kleinsten 
Lösungen  von  x^  —  zy^  =  1.  Da  aber  nirgends  bewiesen  ist,  daß  der 
Index  2v  notwendig  vorkommt,  ist  man  nicht  sicher,  daß  die  Gleichung 
außer  a:  —  1  und  y  =  0  wirklich  Lösungen  hat.  Der  englische  Zahlen- 
theoretiker H.  J.  S.  Smith  drückt  sich  über  diese  Abhandlung  so 
aus:  „Euler  beobachtete,  daß  notwendigerweise  ein  Näherungswert 
von  y^  ist,  weshalb  es  genügt,  um  die  Zahlen  j'  und  r/  zu  erhalten, 
yz  in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln.  Es  ist  aber  sonderbar,  daß 
ihm  die  Notwendigkeit  nie  eingefallen  ist,  zur  Vervollständigung  der 
Theorie  zu  beweisen,  daß  die  Gleichung  auch  immer  auflösbar  sei 
und  daß  durch  die  Entwicklung  von  Yz  alle  Lösungen  gegeben 
seien.  Sein  Memoir  enthält  alle  für  den  Beweis  nötigen  Elemente; 
tiier  aber,  wie  in  anderen  Stellen,  ist  Euler  mit  einer  Induktion  ohne 
strengen  Beweis  zufrieden"'). 

Dieser  Aufsatz  Eulers  enthält  zwei  Tafeln.  Die  erste  gibt  die 
Entwicklung  alier  Zahlen  unter  121,  mit  Ausnahme  der  Quadrat- 
zahlen,   in   Kettenbrüchen    an;    die    zweite    enthält   für   jeden    nicht 

')  H.  J.  S.  Smith,  Britieh  Xs<r,.  Report  ISOI,  p.  Blä  =  Colli'L'ted  works. 
^'ol.  I,  Oxford  1894,  |..  192. 
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quadratischen  Wert  von  s  zwischen  1  vmd  100  den  kleinsten  Wert 
von   X  und  y,    welcher  eine  Lösung   der  Gleichung  :i?  —  sy^  =  1    ist. 

In  dem  Aufsätze  Quomodo  numeri  pvaeinagni  sint  explo- 
randi,  utruni  sint  primi,  nee  ue^)  fährt  Euler  mit  der  Betrach- 
tung der  Primzahlen  fort  und  entwickelt  Methoden  zur  Entscheidung, 
ob  eine  Zahl  von  der  Form  4«  +  1  prim  ist  oder  nicht. 

Wie  früher  (Bd.  IIP,  S.  617,  618,  719—721)  klar  gemacht  wurde, 
verdankt  man  Euler  die  ersten  Arbeiten  über  analytische  Zahlen- 
theorie.  Dieser  Gegenstand  wird  nun  in  der  Abhandlung  De  par- 
titione  numeroruiu  in  partes  tarn  numero  quam  specii' 
datas^)  fortgesetzt.  Aus  seinen  Ergebnissen  heben  wir  nur  hervor, 
daß  er  mit  Hilfe  der  erzeugenden  Funktion  1/(1  —  3:''j/")(l  —  :c*^i''} 
(1  —  'jf'>jy'){\  —  X'y^')  etc.  und  der  erzeugten  Reihe  1  +  Äx'-if- 
+  Bx-y  +  Cx"if  +  etc.  die  Folgerung  zieht,  daß,  wenn  darin  ein 
Glied  J^ix^y"  vorkommt,  es  N  Lösungen  der  simultanen  Gleichungen 
ap  +  bq  -\-  er  etc.  =  n,  ccp  +  ßq  +  yr  etc.  =  v  gibt,  wenn  aber  dieses 
Glied  fehlt,  keine  positiven  ganzzahligen  Werte  für  p,  q,  r  ete.  existieren. 
Die  Entscheidung  über  die  Anzahl  Lösungen  solcher  Gleichungen  ist 
somit  auf  das  Studium  der  Koeffizienten  JV^  von  j.'"y'  zurückgeführt. 
Euier  bemerkt,  daß  vormals  Lösungen  durch  die  regula  virginura*) 
erhalten  wurden. 

In  einer  Abhandlung,  Observationes  variae  in  mathesin 
puram*},  teilt  J.  H.  Lambert  unter  anderem  Sätze  über  rekurrierende 
Dezimalbrüche  mit.  Er  beweist,  daß  bei  teilerfremden  Zahlen  eine 
Division  mit  einer  Primzahl,  außer  2  oder  5,  stets  einen  periodischen 
Dezimalbruch  liefert,  und  daß  alle  periodischen  Dezimalbrüche  aus 
rationalen  Brüchen  entspringen,  weshalb  keine  irrationale  Große  durch 
einen  periodischen  Bruch  dargestellt  werden  kann.  In  seinen 
Adnotata  quaedam  de  numeris  eorumque  anatomia'')  setzt  er 
diese  Studien  fort,  gibt  einen  Beweis  des  schon  früher  von  Leibniz 
und  Euler  bewiesenen  Fermatschen  Satzes  und  zieht  daraus  weitere 
Resultate.  Ist  a  eine  Primzahl,  aber  nicht  =  2  oder  5,  dann  stellt 
(lO""'-— 1)  :  «  eine  ganze  Zahl  dar;  ist  (10™ — i) :  a  eine  ganze  Zahl, 
dann  ist  entweder  m  durch  a  —  1  oder  a— 1  durch  m  teilbar; 
weshalb  g  nicht  prim  sein   kann,   im  Falte    daß        einen  Bruch  mit 


')  N.  Uomm.  Petr.  XIH,  nB8,  p.  67—88  --  Comui.  Arith.  I,  p.  37U. 
1  N.  Comm.  Petr,  XIV,  I,  1769,  p.  108—187  =  Comiu.  Arith.  1,  p.  391. 
*)  Bflgula  »irgiaum  =  regula  toeois  ==  teguia  potatorum.  Man  sehe 
Chr.  Peschecka  Deatliche  Erklärung  derer  Kaufmann-  und  öconomischen 
Rechnungen  etc.,  Builisain  175'J,  S.  440.  ■')  Acta  Helvetica,  Vot.  TII,  Basiki^i' 
1768,  p.  128—168,         ')  Nova  Acta  Eruditoruin,  Lipaiae  lT(i9,  p.  107-128, 
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mzahUger  Periode  liefei-t  und  ,v  —  1  durch  m  nicht  teilbar  ist. 
Lambert  z.ieht  auch  die  Folgerung,  dfiß,  wenn  ff  —  1  Periodenzahlen 
vorliegen  und  g  ungerade  ist,  g  prim  sein  muß.  Setzt  man  a~2m  -]-  1, 
so  ist  (10""+  1)  :  a  eine  ganze  Zahl  g  und  (lÜ^""—  1)  :  a  =  10"'q  ~  q. 
Ist  m  nicht  prim,  so  kann  man  es  durch  einen  gewissen  seiner  Faktoren 
ersetzen.  Nimmt  man  a  —  13  und  m  =  3,  so  wird  (10^+l):l;t 
=  77,77000-77^76923,  weshalb  ^^^ -)),  07R923,  076923  etc. 
Wenn  a  nicht  prim   ist  und         die    Periodenzahl    2?«     gibt,     dann 

haben  a  und  10"'  +  1  einen  geineiiisamen  Faktor.  Es  folgen  dann 
einige  ähnliche  aber  längere  Sätze,  die  zur  Entscheidung,  ob  eine  Zahl 
prim  sei  oder  nicht,  Anwendung  finden  können.  Mehrere  derselben 
sind  nicht  nur  auf  Dezimalbrüche,  sondern  gleichzeitig  auf  Brüche 
anderer  Systeme  anwendbar.  Die  Auffindung  der  Teiler  einer  Zahl 
wird  von  Lambert  auch  in  einem  Briefe  an  Oberreit  besprochen^). 

Soweit  ist  Euler  der  einzige  große  Mathematiker  des  18.  Jahr- 
hunderts, der  sich  eingehend  mit  der  Zahlentheorie  beschäftigt  hat. 
Nun  erscheint  die  erste  Arbeit  von  Lagrange  auf  diesem  Gebiete. 

Am  20.  Septeiuber  1768  vollendete  er  in  Berlin  seine  Abhand- 
lung Solution  d'un  probleme  d'arithmetique^).  Darin  wird 
zum  erstenmal  ein  strenger  Beweis  von  der  Lösbarkeit  der  Gleichung 
x^  —  ay^  =  1  gegeben.  Er  kannte  zu  dieser  Zeit  die  Arbeiten  von 
Wallis  über  dieses  Problem,  aber  nicht  diejenigen  Eulers.  Um  zu 
zeigen,  daß  die  Gleichung  immer  ganzzahlig  lösbar  ist,  entwickelt  er 
]/«  in  einen  unendhchen  Kettenbruch 

y'a  ->i+       '-  j      , 

^■+."+^- 

wo  q,  i/,  q"  •■  ■  ganzzahlig  und  positiv  sind  und  erhäit  die  Näherungs- 

,    ,.   ,         1      m      M     m        M'       m"       M"  .  nr         '       ,    . 

brüche    -,       ,       ,      ,,      -, ,      .r,     -^7, ,  ■■■,  worin  »(«  =  j,  JH  =3  m-{- 1, 

m   =  q"M-\-  m,  ■  •  -.     n  =  1,     N  =  q'n,     n   =  q'N  -^  n,  ■  ■  ■     und 

^J)  >Va> *"J^'J ,  r  =  0, 1, 2, . . .  Er  zeigt,  daß  J/(^l^ -  « A^O^  =  ^r) ^ „ 

zahliger  Werte  Z,  Z',  Z",  . . .  nur  eine  endliche  Anzahl  untereinander 
verschiedener  Zahlen   darstellen.     Auch  hat  man  wM^  —  «w^*  =  s**"*, 

')  J.  H.  Lamberts  Deutscher  gtlehrter  Briefwechsel  Bd.  II,  Beriiii  1782, 
S.  378— ;«2;  Bd.  V,  17ÖÖ,  S.  323— ;i26.  *)  Miacellanea  Taurioeiisia,  tüme  IT, 

1766—17611  =  Oeuvres  de  Lagcangr,  tome  I,  Paris  1867.  p.  671—731, 
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wo  äI'J  <  0  und  —  Ä^''*  <  ~  -y  +  1,  so  daß  s,  «',  z^,  ...  eine  unendliche 

Anzahl  gaiizzahljger,  negativer  Zahlen  sind,  wovon  wie  oben  die 
Anzahl  verschiedener  Werte  endlich  ist.  Es  gibt  also  unendlich  viele 
Zahlen  o^,  «',...  und  y,y',...,  welche  die  Gleichung  a:*  —  ai/' —  iJ 
befriedigen,  wo  M  irgend  ein  Wert  if''''  oder  ^  ist.  An  dieser  Stelle 
untersuchte  nun  Euler  die  Werte  Z'-''\  ^'''>;  Lagrange  schlägt  aber 
einen  andereu  Weg  ein  und  benutzt  das  schon  den  Indem  bekannte 
Lemma:  Das  Produkt  von  x^  —  ay^  und  x'^  —  ap'^  ist  {xx'-±_ayy'Y 
—  a  {xy  +  yx'y.     Man  hat  also 

{A),  l^  =  (xx  ±  ayy'Y  —  a{xy'  ±  yx'f, 
anch 

(B).  Ja  (!,--/)-(«/  + 9»')  (xj/'-yO- 
Ist  nun  R  prim,  so  muß  nach  (S)  entweder  xy'  ■\-  yx'  oder  xy'  —  yx' 
durch  li  teilbar  aein;  es  sei  xy'  +  yx'  =qlt,  danu  gibt  (J.), 

B?  =  (xx'  +  ayy'y  —  a^If, 

und  xx  +  ayy'  ist  durch  R  teilbar.  Wenn  xx'  +  ayy  ^  pR,  so  er- 
folgt sogleich  l^p^  —  nq^.  Für  den  Spezialfall,  R  prim,  ist  also 
die  Lösbarkeit  erwiesen.  Dieses  ist  aber  nur  ein  kleiner  Teil  der 
Untersuchung  für  den  Fall,  daß  R  und  a  teilerfremd  sind.  Gemein- 
teilige  Werte  von  R  und  a  sind  einer  besonderen  Diskussion  unter- 
worfen. Die  zwei  Fälle  bieten  bedeutende  Schwierigkeiten  dar;  der 
Beweis,  daß  x-  —  ay^  =  1  (wo  a  keine  Quadratzahl  ist)  lösbar  ist, 
wird  aber  allgemein  erzwungen.  Zu  gleicher  Zeit  ist  das  Verfahren, 
■eine  Lösung  zu  finden,  angedeutet. 

Der  zweite  Schritt  besteht  darin,   aus  der  kleinsten  Lösung  von 
x^  —  aif  ^  1  alle  anderen  abzuleiten.    Ist  j),  g"  ein  Wertpaar,  so  wird 

1  =  (^^  -  aif)'"  ^{p^  Vß«)'"  (p  -  Vm'r  =  {x-V  -^ay)  {x  -  l/oj/), 
und 

^_.(i'+3y«)'"+(i'-3V"r 


Setzt  man  nun  h<  =  1,  2,  3, . . .,  so  hat  man  eine  unendliche  Anzahl 
Lösungen.  Es  folgt  der  Beweis,  daß,  wenn  p  und  g  die  feleinsteo 
Lösungen  sind,  m  ^  2  die  nächst  größeren  liefert  usw.,  so  daß  in 
obigen  Ausdrücken  für  x  und  y  alle  Lösungen  eingeschlossen  sind. 
Der  dritte  Schritt  ist  der  Beweis,  daß  alle  Werte  von  x  und  */, 
welche    der    Gleichung    x^  —  ay^  =  1    genügen,    unter    den    Zahlen 


y  Google 


Zahlentheorie.  163 

M,  M',  . .  .  und  iV',  N',  ...  zu  finden  sind,  daß  also  -  immer  einer 
der  Ksilieruiigsbrüelie  ist.  Es  wird  nätalich  gezeigt,  daß  die  Annahme 
MM<i)<il/('"+^l,  iV<'-l<3<  JV!'-+i)  auf  einen  Widerspruch  führt. 
Daraus  stammt  eine  zweite  Lösungsmethode,  der  zufolge  man  die 
Nähernngsbrüche  für  y»  berechnet  und  nacheinander  die  Zahler  für 
X  und  die  Nenner  für  y  setzt.  Eine  unendliche  Anzahl  dieser  Zähler 
und  Xenner  werden  der  Gleichung  ay'  —  ai/  =  1  genügen. 

Lagrange  ließ  seiner  am  20.  September  1768  vollendeten 
Lösung  der  Gleichung  x^  —  ay^  =  1  bald  eine  noch  wichtigere  Schrift 
folgen.  Schon  am  24.  November  gleichen  Jahres  legte  ei-  der  Ber- 
liner Akademie  die  neue  Abhandlung  Sur  la  Solution  des  pro- 
blemes  indetermines  du  secoud  degre')  vor.  Es  wird  hier  die 
unbestimmte  Gleichung  A  =  u^  ~  B^,  die  obige  als  Spezialfall  ein- 
schließt, gelöst.  Aus  der  Einleitung  geht  hervor,  daß  nun  Lagrange 
die  zwei  Abhandlungen  Enlers  über  diese  Sache  in  den  Petersburger 
Kommentarien  der  Jahre  1738  und  1764  gelesen  hatte,  aber  Eulers 
De  usu  novi  algorithrai  des  Jahres  1765  noch  immer  nicht  kannte. 
Lagrange  betont  die  Wichtigkeit  der  Gleichung  A  =  u^  —  St'',  in- 
dem er  zeigt,  daß  jede  Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbe- 
kannten auf  diese  Form  reduziert  werden  kann.  Er  liefert  zuerst  die 
Auflösung  dieser  Gleichung,  wenn  u  und  (  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen  sein  können,  dann  die  wichtigere  Auflösung,  wenn  w  und  t 
ganze  Zahlen  sein  sollen.  In  der  letzteren  Auflösung  wird  zuerst 
bemerkt,  daß,  wenn  A  einen  quadratischen  Faktor  p^  hat,  man 
'*  =  QP^  i  =  Q<1>  A  =  ^a  setzen  kann,  wodurch  die  vorgelegte 
Gleichung  in  die  Form  a  =p^  —  B^  übergeht,  wo  p  und  q  teuer- 
fremd  sind.  Wenn  man  alle  möglichen  teilerfremden  Werte  von 
p  und  g  in  a  =  p^  —  B(f  findet,  so  kann  man  daraus  mittels 
M  =  pp,  t  =  Qq  alle  überhaupt  vorhandenen  Lösungen  von  A  =  u' 
—  Bf  herleiten.  Es  sei  also  die  Gleichung  A=p^  —  B^  vorgelegt, 
in  der  p  und  q  ganze  teilerfrenide  Zahlen  sein  sollen.  Man  hat  zwei 
Fälle,  B  positiv  und  B  negativ.  Für  den  Fall  B  positiv  und  zugleich 
-1  >  yB,  multipliziere  man  A=^  p^  —  B^  mit  A-^^  =  p^'  —  ^iii  *^<' 
-^9i  "i'iS  =  ±  1  und  (t^^pPi^Bqq^  angenommen  wird.  Man  er- 
hält AAj  =  a^  —  B.  Nun  sei  der  in  der  Kettenbruchentwicklung 
von         dem        unmittelbar  vorausgehende  Näher ungsbrueb,  dann  wiid 


')  Mem.   de  Tacadeuiie   rüj.  des  s 
bis  310  =  T,agi-aiige,  Oeuvres,  Tome  II,  Paris  ISGö,  i 
Ausgabe,  Oatwalds  Klasailier  Nr.  146,  Leipzig  1904. 
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Pi  =  lip±:  m,  ^1  =  l^q  ±  »,  wo  ft  irgend  welche  ganze  Zahl  sein  kann. 

Es  folgt  K  =  ft  (p^  ~  Bq^)  +  {pni  —  Bqn)  =  (tA  ±  a,  wenn  a  s  mp 
~- liqn  ist.  Man  kann  k  < -;  machen,  und  es  wird  ^<-t-.  Ea 
nrnß  dann  a.^  —  B  dnrch  Ä  teilbar  sein  und  einen  Quotienten  von  der 
Form  pj^  ~  Bq^^  liefern,  sonst  ist  die  voi^elegte  Gleichung  unlöshnr. 
Gibt  es  dagegen  eine  solche  Zahl,  so  hat  man  eine  neue  Gleichung 
A^=^  P-^  —  Bq^'  aufzulösen,  wo  A^-CA  ist.  Ist  letztere  Gleichung 
lösbar,  so  kann  man  aus  den  bekannten  Werten  von  Pj  und  g^  die 
Werte  tou  p  und  q  durch  die  Gleichungen  «  =-  pp^  —  Bqqi  und 
i'5i~Pi'/  =  ±l  bestimmen.  Sind  p  und  q  ganze  Zahlen,  dann 
ist  die  vorgelegte  Gleichung  lösbar;  sonst  nicht.  Um  alle  Lösungen 
zu  erhalten,  muß  man  alle  Zahlen  cc  aufsuchen,  die  <  sind,  und 
«*  —  B  durch  A  teilbar  machen.  Auch  muß  jede  der  entstehenden 
Gleichungen  A-i  =  p^  —  Bq^  einzeln  untersucht  werden.  Es  wird 
dann  erklart,  wie  man  aus  einem  den  Bedingungen  genügenden  Werte 
von  ß  alle  anderen  bestimmen  kann.  Es  stellt  sich  heraus,  wenn 
die  Anzahl  teilerfremder  Faktoren  von  A,  die  Primzahlen  oder  Prim- 
zahlpotenzen sind,  gleich  n  ist,  daß  die  Anzahl  der  Werte  von  « 
gleich  0  oder  gleich  2"-^  ist.  Unter  Faktoren  mit  gemeinsamen 
Teilern  braucht  man  nur  solche  zu  nehmen,  deren  größter  gemein- 
schaftlicher Teiler  2  ist.  Es  wird  ferner  die  Gleichung  Aj^  =-  p^  —  Bq^ 
genau  so  behandelt,  wie  es  bei  A  =p^  —  Ulf  der  Fall  war.  Ihre 
Lösung  wird  auf  A^  =  p^  —  Bq^  zurückgeführt,  letztere  auf  A^  =  p^ 

—  Bq^  etc.  Kann  man  nun  irgend  eine  dieser  Gleichungen  lösen, 
etwa  j4„  =  j),^  —  BqJ,  so  kann  man  zu  Werten  p  und  q  aufsteigen, 
welche  die  vorgelegte  Gleichung  lösen.  Es  wird  dann  die  Gleichung 
-^B  ""  P^  ~~  ^^n  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen,  worin 
die  Kettenhrüche  wieder  eine  hervorragende  Rolle  spielen,  und  alles 
darauf  zuspitzt,  ein  Glied  einer  Reihe  E,  E^,  ...  zu  finden,  das  gleich 
eins  wird.  Es  ergibt  sich  endlich,  daß  A  —  p^  —  Bq^  bei  positivem 
B,  wenn  sie  überhaupt  lösbar  ist,  eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen 
hat.  Der  Fall,  wo  B  negativ  ist,  wird  leichter  gefunden.  Die  ganze 
Abhandlung  ist  die  erste  vollständige  und  strenge  Auflösung  von  un- 
bestimmten Gleichungen  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  durch 
ganze  Zahlen.  Wie  schon  bemerkt,  tritt  die  von  Lagrange  in  seiner 
ersten    zahlen  theoretischen    Abhandlung   gelöste    Gleichung   +  1  =  r* 

—  ßs'^,  hier  als  ein  Spezialfall  auf  Lagrange  sagt  nun  darüber: 
„Die  eben  gegebene  Methode  ist  direkter  und  einfacher;  zudem  hat 
sie  noch  den  Vorzug,  zu  zeigen,  daß  die  gegebene  Gleichuug  für  jedes 
B  lösbar  ist.  Dies  konnte  ich  damals  nur  auf  einem  ziemlich  großen 
Umwege    dartun."      Am    Schlüsse    der   Abhandlung    wird    auch    die 
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Fermatsche  Unmöglichkeit  »■"  +  s"'—  q",  «  >  2  berührt,  ohne  jedoch 
zu  den  Euierachen  Ergebnissen  etwas  beizutragen. 

Lagrange  verfaßte  1770  eine  dritte  Schrift  über  die  Auflösung 
von  unbestimmteu  Gleichungen,  betitelt  NouveHe  niethode  pour 
resoudre  les  problemes  iudetermines  en  nombres  entiers^} 
worin  er  Methoden  entwickelt,  welche  auf  Gleichungen  höherer  Grade 
anwendbar  sind  und  die  Behandlung  der  Gleichung  zweiten  Grades, 
die  er  in  zwei  früheren  Abhandlungen  auseinandersetzte,  bedeutend 
vereinfiichen.  Die  Theorie  der  Kettenbrüche,  wie  er  sie  in  dem 
Memoire  sur  la  resolution  des  equations  numericmes  und  in 
den  Additions  dazu  entwickelt  hatte,  findet  hier  Anwendung.     Die 

Transformation   von   A  =  Bi"  +  Cr-'^u  +  Df-^ii^  -\ \-  Ku",  wo 

alle  Koeffizienten  ganze  Zahlen  und  A  und  m  teilerfremd  sind,  in  die 
Gleichung  1  =  Pii"  +  Q''i''~^y  .(-...  Yt/"  wird  durch  die  Annahme 
t  =  ud  —  Ay  (6  und  y  ganzzahlig)  erzielt.  Die  Bereclmung  von  $, 
erfolgt  durch  die  von  ihm  schon  früher  angewandte  Difi'erenzmethode*). 
Sind  n  und  y  m  der  transformierten  Gleichung  ganze  Zahlen,  so 
müssen  P,  Q, .  .  .  V,  sowie  tt  und  y  selbst,  teilerfremd  sein.  Man  setze 
X  =  und  es  wird  Fx"  -\-  Qx"~^  +  ■  ■  •  +  V  =  y~ "  ^  z.  Wenn  3  =  0, 
so  drücke  man  eine  positive  Wurzel  a  mit  Hiife  zweier  Reihen  von 
Koüvei^enzwerten  aiis,  welche  die  Kettenbruchent Wicklung  liefert 
In  der  ersten  Reihe  sind  alle  Bruchwerte  größer,  in  der  zweiten  Reihe 
alle  kleiner  als  die  entsprechende  Wurzel  a.  Ea  folgt  danu  der 
Nachweis,  daß  unter  den  Brüchen  der  einen  oder  dei  andtren  Reihe 
sieh  der  Bruch  vorfindet,  und  daß  man  auf  diest  Wei^t  alle  ganz 
zahligen  Werte  von  m  und  y  aufsuchen  kann.  Die  Operation  welche 
den  Kettenbruch  für  die  Berechnimg  von  a  hervorbimgt,  liefeit  al'io 
zu  gleicher  Zeit  die  Zahlen  m  und  y.  Die  Auflösungen  bestimmter 
und  unbestimmter  Gleichungen  können  demnach  duich  dis  gleiche 
Werkzeug,  die  Kettenbrüche,  erledigt  werden.  Nachdem  die  Einzel 
heiten  ausgearbeitet  sind,  sehreitet  Lagrange  zur  Anwendung  semer 
Ergebnisse  auf  im  bestimmte  Gleichungen  des  ersten  und  zweiten 
Grades.  Seine  jetzige  Methode  der  Auflösung  von  1  ■=  (  —  Ah* 
nennt  er  „tres-simple  et  tres-elegante",  seine  frühere  ,a  la  vente  uii 
pen  longiie  et  compliqu^e". 

Lagrauge  gesteht,  daß  seine  arithmetischen  Abhandlungen  ihm 
viel   Mühe    gekostet  hätten.      Am    15.  August    1768    schreibt   er   au 

')  Möm.  de  Tacad.  xoj.  des  acienceB,  tonleXXlV,  annee  1768,  Berlin  1770. 
p.  181— 250  =  Lagrange,  Oeuvres,  tome  U,  p.  665—726.  •)  Memoire  war  la 
rcBolution  dea  «ciuat.  niim,,  3Colic  du  no.  13, 
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D'Alembert^):  „Ich  versichere  Ihnen,  daß  ich  viel  mehr  Schwierig- 
keiten gefunden  habe,  als  ich  vermutet  hätte.  Hier  ist  z.  B.  eine, 
welche  ich  nicht  ohne  große  Anetrengung  habe  überwinden  können: 
Es  sei  irgend  eine  ganze,  positive,  nicht-quadratische  Zahl  n  gegeben, 
eine  ganze  Quadratzahl  3;'  zu  finden,  so  daß  nx'  +  1  ein  Quadrat 
wird.  Dieses  Problem  ist  von  großer  Wichtigkeit  in  der  Theorie  von 
Quadratzahlen,  die  der  Hauptgegenstand  der  diophantischen  Analyais 
ist."     In  späteren  Briefen  drückt  er  sich  ähnlich  ana^). 

Es  ist  ein  merkwürdiger  Umstand,  daß  L.  Euler  und  La- 
grange in  der  Theorie  der  unbestimmten  Gleichungen  einander  wenig 
beeinflußten.  Wie  schon  bemerkt,  kannte  Lagrange  die  wichtigste 
Arbeit  Eulers  nicht.  Als  Lagrange  seine  Schriften  veröffenthchte, 
war  Euler  blind.  Am  9./20.  März  1770  schrieb  er  an  Lagrange^): 
„Ich  ließ  mir  alle  Operationen  vorleaen,  die  Sie  über  die  Formel 
1  =jP'  —  13  j*  vorgenommen,  und  ich  bin  von  ihrer  Richtigkeit  völlig 
überzeugt;  da  ich  aber  nicht  selber  lesen  und  acbreiben  kann,  muß 
ich  Ihnen  gestehen,  daß  meine  Einbildungskraft  nicht  die  Gmndlage 
aller  Ihrer  Ableitungen  hat  fassen  und  die  Bedeutung  aller  Buchstabe», 
ilie  Sie  eingeführt  haben,  nicht  im  Gedächtnis  hat  halten  können," 
So  fuhr  Euler  mit  seinen  eigenen  Untersuchungen  fort,  ohne  die 
Arbeiten  Lagrangee  genau  zu  kennen.  Am  30.  September  1771 
sehrieb  Lagrange  an  Condorcet*):  „Sie  sind,  glaube  ich,  der  Einzige, 
der  mir  diese  Ehre  ei-wieaen  hat"  (seine  Arbeiten  zu  lesen). 

Die  unbestimmte  Analytik  wird  im  zweiten  Teile  von  L.  Euler.=; 
Anleitung  zur  Algebra,  1770,  behandelt.  Die  Popularität  dieses 
Werkes  unter  Fachmännern  ist  hauptsächlich  diesem  zweiten  Teile 
anzuschreiben*).  Eulers  Interesse  scheint  sich  in  der  Zahlentheorie 
konzentriert  zu  haben,  denn  er  widmet  derselben  322  Seiten,  während 
alle  anderen  Zweige  der  Algebra  nur  560  Seiten  erhalten.  Euler 
fängt  mit  sehr  einfachen,  beinahe  kindlichen  Beispielen  von  unbe- 
stimmten Aufgaben  an.  Im  2.  Kapitel  werden  Fragen  angeführt,  die 
in  gemeinen  Kechenbüchem  damaliger  Zeit  nach  der  „Regel-Ooeci" 
aufgelöst  wurden.  Z.  B.,  ,,30  Personen,  Männer,  Weiber  und  Kinder, 
verzehren  in  einem  Wirths-Hauss  50  Bthl.  Daran  zahlt  ein  Mann 
3  Rthl.,  ein  Weib  2  Kthl.  und  ein  Kind  1  Bthl.,  wie  viel  Personen 
sind  von  jeder  Gattung  gewesen?"  Im  4.  und  5.  Kapitel  löst  Euler 
die  Gleichung  a  -|-  fix  -j-  cx^  =  j/^.    In  der  Behandlung  von  ax^  +  &  = )/°, 

')  Lagrange,  Oeuvrea,  T.  13,  p.  11(S.  *)  Ebenda,  T.  la,  p.  ViX,  301. 

")  Ebenda,  Tome  14,  p.  219.  ')  Ebenda,  'f.  14,  p.  4.  ^)  Lagrange 

Bchrieb  am  36.  Äuguet  1770  an  D'Alembert;  „Elle  ne  contient  rien  d'intetessant 
qu'un  Traite  sur  les  questions  de  Diopbante,  qui  eet,  ä  la  verite,  excellent"  (La- 
grange, Oeuvres,  T,  18,  p,  181,  191). 
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im  ().  Kapitel,  ist  er  von  Litgranges  Uuterdiichuugen  Jiic.hfc  beein- 
flußt worden  und  die  Auflösung  ist  unvollständig.  Es  „ist  unum- 
gänglich nötig",  sagt  Euler,  „daß  man  scton  einen  Fall  in  ganzen 
Zahlen  wisse  oder  errathen  habe".  Merkwürdig  ist  es,  daß  er  im 
nächsten  Kapitel  für  die  Fermatscbe  Gleichung  an^  +  1  =  ni^  nicht 
seine  eigene,  in  seiner  Schrift  De  usu  novi  algorithmi  1765  ent- 
wickelte Methode,  sondern  die  Auflösungsraethode  von  Wallis  dar- 
stellt.    Die  drei  folgenden  Kapitel  enthalten  Lösungen  von 

a  +  bx  +  ex-  +  dx^  ^  2/^  a-\-bx  +  i'x^  +  d.r-  -f  rx*  ==  y\ 
a  -{-  hx  +  C3^  +  dx"'  =--  y"'. 
Im  13.  Kapitel  wird  bewiesen,  daß  weder  die  Summe,  noch  die  Diffe- 
renz zweier  Biquadraten  jemals  eine  Quadrataahl  werden  könne.  Die 
Unmöglichkeit  dieser  Ferniatschen  Satze  und  mehrerer  ähnlicher 
diophanti scher  Ausdrücke  wird  dadurch  nachgewiesen,  „daß  wann 
auch  in  den  größten  Zahlen  solche  Werthe  für  ,r  und  y  vorhanden 
wären,  aus  denselben  auch  in  kleinern  Zahlen  eben  dergleichen 
Werthe  geschlossen  werden  könnten,  und  aus  diesen  ferner  in  noch 
kleinem  usf.,  da  nun  aber  in  kleinen  Zahlen  keine  solche  Werthe 
vorbanden  sind  ...  so  kann  mann  sicher  scbließen.  daß  auch  in  großem 
.  .  .  keine  solche  AVerthe  von  x  und  y  vorhanden  seyn  können".  Im 
15.  Kapitel  wird  die  Fermatscbe  Unmöglichkeit  ,r* -F  ?;^  =  ^*  nach- 
gewiesen. 

Der  gegenwärtige  Zeitpunkt  (um  1770)  ist  in  der  unbestimmten 
sowohl  als  in  der  bestimmten  Gleicbungstheorie  durch  große  schöp- 
ferische Tätigkeit  gekennzeichnet.  Während  Euler  und  Lagrange 
die  schon  besprochenen  Arbeiten  hervorbrachten,  war  auch  Waring 
in  England  tätig.  In  seinen  Meditationes  algebraicae^  1770, 
werden  einige  neue  zahlentheoretisehe  Sätze  angegeben.  Ohne  Beweis 
gibt  er  folgende  Theoreme  an^):  „Jede  ganze  Zahl  ist  entweder  eine 
Kubikzahl  oder  die  Summe  von  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  oder  9  Kubikzahlen^); 
entweder  eine  Biquadrate,  oder  die  Summe  von  2,  3  etc.  oder  19  Bi- 
quadraten." Der  Beweis  hiervon  Mßt  noch  immer  auf  sieh  warten.  An 
anderer  Stelle  schreibt  Waring  ohne  Nachweis  hin^):  „Jede  gerade 
Zahl  ist  die  Summe  zweier  Primzahlen,  und  jede  ungerade  Zahl  ist 
eine  Primzahl  oder  die  Summe  von  drei  Primzahlen."  Der  Satz  über 
gerade  Zahlen  ist  allgemein  als  der  „Goldbachsche  Erfahrungssatz" 
bekannt,  wurde  aber  zuerst  von  Waring  gedruckt.    Goldbach*)  teilte 

^)  Medit.  algebraicaü,  3,  Ed.  1782,  p.  ;)49.  ^  Vgl.  C.  G,  J.  Jaeobi,  des. 
Werke,  Bd.  Vi,  S.  323—^54.  »)  Medit.  algebraioae,  3.  Ed.  1782,  p.  a7!i. 

')  Corresp.  math,  (Fuß)  I,  p.  127,  I3f>.  Vgl.  Nouvelles  Annales,  T.  18,  1859; 
Bull,  de  Bibl.,  D'HiBt.  p.  2. 


y  Google 


168  Abschnitt  XX. 

ihn  1742  Euler  brieflieh  mit  (Bd.  UI,  -J.  Aufl.,  S.  610},  die 
Korrespondenz  wurde  aber  erst  1843  veröffentlicht.  An  gleicher 
Stelle*)  fuhrt  Waring  ohne  Beweis  noch  andere  Lehrsätze  über  Prim- 
zahlen an:  Bilden  drei  Primzahlen  eine  arithmetische  Progreasioii, 
dann  ist  ihre  Differenz  durch  6  teilbar,  wenn  nicht  3  eine  der  drei 
Primzahlen  ist.  Ein  ähnlicher  Satz  lautet:  Sind  fünf  Primzahlen  in 
arithmetischer  Progression,  dann  ist  die  Differenz  durch  30  teilbar, 
wenn  nicht  5  ein  Glied  der  Progresaion  ist.  Und  im  allgemeinen: 
Es  haben  3,  5,  7,  11,  13  oder  17  etc.  Primzahlen  in  arithmetischer 
Progression  Diffei-enzen,  die  bezüglich  durch  1-2-3,  1  -  2  ■  3  ■  5, 
1-2-3-5.7,  l-2-3-5-7.il,  1  ■  2  ■  3  ■  5  •  7  ■  11  -  13,  oder 
1 -2-3 -5- 7  -  11  -  13- 17,  etc.  teilbar  sind,  wenn  nicht  bezüglich 
3,  Ö,  7,  11,  13  oder  17  etc.  ein  Glied  der  Progression  ist. 

Der  berühmteste  der  neuen  Sätze,  die  Waring  anführt,   ist  fol- 
gender'): „Ist  n  eine  Primzahl,  dann  wird 

1  X  2  X  ,S  X  4  ...  (n  —  2)  X  (m  —  1)  -|-  1 

eine  ganze  Zahl".  Er  fügt  dann  hinzu:  „Diese  sehr  elegante  Eigen- 
schaft von  Primzahlen  hat  der  ausgezeichnete,  in  mathematischen 
Sachen  weit  bewanderte  Joannes  Wilson  Armiger  entdeckt  .  .  .  - 
Der  Nachweis  von  Sätzen  dieser  Art  wird  deshalb  sehr  schwer  sein, 
weil  keine  Notation  erfunden  ist,  welche  Primzahlen  ausdrückt."  Im  Werke 
von  Waring  erscheint  also  der  berühmte  Wilsonsche  Satz  ohne  Demon- 
stration'). Sir  John  Wilson*)  (1741—1793)  wurde  in  Westmoreland 
f^eboren,  besuchte  Peterhouse  College  in  Cambridge  und  hatte  schon 
iils  Student  den  Ruf,  auf  der  Universität  nächst  Waring  der  beste 
.Vlgebraist  zu  sein.  Im  Jahre  1761  war  er  „senior  wrangler".  Eine 
Zeitlang  war  er  Tutor  der  Mathematik,  dann  widmete  er  sieh  der 
Itechtswissenschaft.  Er  wurde  1786  zum  Ritter  ernannt.  Waring 
führt  ihn  in  seinen  Werken  Öfters  an.  In  seinen  Meditationes 
analyticae  nennt  er  ihn  seinen  einstmaligen  Beschützer,  und  als 
den  Mann,  von  dem  er  in  seinen  mathematischen  Untersuchungen  den 
größten  Beistand  erhalten  habe. 

Der  Artikel  Demonstration  d'un  theoreme  d'arithmetique'') 

')  Medit.  algebr.,  3.  Ed.,  p.  37H.  Ebenla    1"  0    p   21Ö    3   Ed     p    shO 

■■)  Eine  Angabe  Ton  W.  W.  R.  Ball  (Matliematics  at  (  ambndge  1689  p  102) 
derzufolge  Waring  den  Satz  vor  1770  in  einer  Antwjit  lut  eine  Kritik  der 
.Miscellanea  analytica  gedniokt  haben  soli  leruht  aut  einen  Irrtum  »le  mir 
flert  Ball  brieflich  mitteilt.  *)  Dictioaary  ot  National  Bugraphy     D. 

Morgan,  A  Budget  of  Paradoxes,  London  187  J  p  132  Houvplle  coirespondanpe 
raathematique  2,  1876,  p,  110—114,  32—34;  Bibliotheca  mathematiea,  3.  Folge, 
Hd.  3.  p.  412,  und  Bd.  4,  1903,  p.  'Jl.  ')  N.  Memoires  de  Tacad.  roj.  dp? 
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enthält  den  Lagrangeseheii  Beweis  des  von  Diopbant  an  einigen 
Stellen  stillschweigend  vorausgesetzten  und  von  Sachet  zuerst  aus- 
gesprocheneu Satzes,  daß  jede  Zahl  als  Summe  von  vier  oder  weniger 
Quadraten  dargestellt  werden  kann.  Sich  auf  einige  Resultate  Enler» 
stützend,  zeigt  Lagrange,  daß,  wenn  die  Summe  von  vier  Quadraten 
durch  eine  Primzahl  größer  als  die  Quadratwurzel  dieser  Summe  teil- 
bar ist,  diese  Primzahl  selbst  die  Summe  von  vier  Quadraten  ist. 
Eine  oder  zwei  der  Quadrate  im  Dividend  dürfen  auch  Null  sein. 
Dann  wird  bewiesen,  daß  p  und  q  so  gewählt  werden  können,  daß 
p^  +  ?^  +  1  durch  irgend  eine  vorgelegte  Primzahl  teilbar  wird.  Da- 
durch ist  der  Bachetsche  Satz  für  Primzahlen  sicher  gestellt.  Aus 
<iem  Eulerschcn  Theorem,  daß  das  Produkt  von  zwei  oder  mehreren 
Zahlen,  deren  jede  die  Summe  von  vier  Quadraten  ist,  selbst  die 
Summe  von  vier  Quadraten  ist,  kann  dieses  Ei^ebnis  leicht  auf  jede 
zusammengesetzte  Zahl  ausgedehnt  werden. 

Eine  interessante  Leistung  ist  die  Demonstration  d'un 
theorome  nouveau  concernant  les  nombres  premiers^}, 
worin  Lagrange  zwei  Beweise  des  von  Waring  veröffentlichten 
und  von  seinem  Freunde  John  Wilson  entdeckten  Lehrsatzes  über 
Primzahlen  gibt.  Der  erste  Nachweis  beruht  auf  Eigenschaften  der 
Koeffizienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  in 

=  x''  +  (ii  +  Ä')se"-'  +  {iiA'  +  A") x"-^  -\ h  nA<--~^\ 

Daraus  zieht  Lagrange  auch  einen  Beweis  des  Fermatschen  Satzes. 
In  dem  zweiten  Beweise  wird  umgekehrt  der  Fermatsche  Satz  vor- 
ausgesetzt und  davon  der  Wilsonsche  abgeleitet.  Es  folgen  dann 
die  Beweise  der  zwei  ersten  von  uns  angeführten  Sätze  von  Waring 
über  Primzahlen  in  arithmetischer  Progression. 

Ohne  von  den  Untersuchungen  Lamberts  Kenntnis  zu  haben, 
veröffentlichte  Johann  ßernoulli  III.  (1744—1807)  einen  Aufsatz 
Sur  les  fractions  decimales  periodiques^),  worin  er  nach  einer 
summarischen  "Übersicht  der  Arbeiten  von  Wallis,  Euler  und  John 
Robertson  Bemerkungen  über  die  am  Ende  seines  Aufsatzes  ge- 
druckte Tafel  macht.  Diese  Tafel  enthält  die  Perioden  aller  aus  ^ 
entspringenden  Dezimalbrüche,  wo  D  nacheinander  alle  Primzahlen 
außer  2    und    5    bis    199    vorstellt.     Die    Ziffern    in    einer  P-eriode 

Sciences  de  BerHn,  annee  1770,  lierlin  1772,  p.  lü.-i— 133  =  Lagrange,  Oeuvres, 
Tome  m,  18S9,  p.  139—201. 

^)  N.  Memoirea  de  l'acad.  roy.  des  Hciencea  Berlin,  annee  1771,  Berlin  1773, 
p.  126—137  =Lagtange,  Oeuvres,  Tome  171,  p.  425—438.  ^  Ebenda,  annee 
1771,  Berlin   1773,  p.  273—304. 
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liefert  -    ,  wo  s  ciiP  kkinstt  fran/e  Zahl  ist,   welche   W  ~  l   durch 

D  teilbar  macht  Es  sei  [hm  nicht  gelungen,  dat  Gesetz  für  die  Be- 
stimmung des  h  aufzufinden,  weshalb  seine  Tabelle  wertyoll  sein 
dürfte.  In  der  Fortsetzuuir  derselben  ki>nnte  man  sich  vielleicht 
durch  Anwendung  der  \on  Rallier  des  Ouimes'J  vorgeschlagenen 
Divisionsmethode  Zeit  ersparen,  welche,  Avenn  man  zum  voraus  weiß, 
daß  die  Division  ohne  Rest  herauskommt,  den  Quotienten  durch  eine 
von  rechts  nach  links  fortschreitende  Operation  liefert,  Bernoulli 
beobachtete,  daß,  wenn  bei  der  Division  von  1  mit  7)  einer  der  Reste 
D  -—  1    ist,    dieser   der  Rest    ist.     Dann   folgen    einige   Beobach- 

tungen über  Bräche,  worin  I>  das  Produkt  zweier  Primzahlen  ist. 
Lambert  machte  den  Bernoulli  auf  seine  eigenen  Arbeiten  der 
Jahre  1758  and  1769  über  diese  Sache  aufmerksam,  worauf  Ber- 
noulli in  Ädditions  au  memoire  precedent'j  eine  Übersicht 
derselben  gab  und  sie  mit  einigen  Bemerkungen  Über  die  Fort- 
setzung seiner  Tafeln  begleitete. 

Mit  den  eben  besprochenen  Abhandlungen  eng  verbunden  ist  die 
folgende  von  Johann  Bernoulli  III:  Uecherchea  sur  les  divi- 
seurs  de  quelques  nombres  tres  grauds  compris  dans  la 
somme  de  la  progression  geometrique  1  -f  lO"  +  10^  -|-  10''' 
+  ■  ■  ■  lO'"  =  S.*)  Er  zeigt,  daß  diese  Frage  sich  auf  die  Bestimmung 
der  prinien  Teiler  von  10'  J;  1  reduziert.  Er  stützt  sich  auf  Theoreme 
Eulers*)  und  berechnet  eine  Tabelle,  weiche  die  primen  Teiler  von 
S,  für  die  Werte  1,  2,  .  .  .,  30  von  t  angibt.  Auch  tabelliert  er 
Primzahlen  von  der  Form  16»  4-  1?  bis  auf  die  Primzahl  21601,  so- 
wie Primfaktoren  von  Zahlen  der  Form  «^  +  10  b^.  Diese  Abhand- 
lung wurde  von  Euler  gelesen  und  er  teilte  Bernoulli  brieflich 
Kriteria  mit^),  die  zur  Entscheidung  dienen,  welche  der  Zahlen, 
lO  -_  1  oder  lO'  +  1,  durch  eine  Primzahl  2^+1  teilbar  sei.  Ist 
2p  -|-  1  —  4 «  +  1,  so  braucht  man  nur  die  Teiler  der  drei  Zahlen  n. 
» ^  2,  «  qi  6  zu  betra^rhten.  Wenn  man  bei  diesen  die  zwei  Fak- 
toren 2  oder  5  oder  keine  derselben  findet,  ist  10''  — -  1  teilbar;  findet 
man  aber  nur  den  Faktor  2  oder  den  Faktor  5,  ist  10*"  +  1  teilbar.  Ist 
z.  B.  M  —  13,  2p  -j-  \  ■■=  53,  dann  sind  keine  der  Faktoren  bei  13,  11,  7 

')  Memoires  de  math.  el  phys.,  presentes  ii  Ta^ad.  roj.  des  aciences,  par 
divers  savans,  T.  T,  1708,  p.  550—674.  *)  N.  Memoires  de  l'acad.  roy.  des 

seien,  et  b.  1.,  aimee  1771,  Berlin  1773,  p,  305—317.  ')  Ebenda,  annee  1771, 

Berlin  1773,  p.  318—337.  ')  Comm.  Petr.  T.  XIV,  Theo.  31;  K.  Oomm.  Petr. 

T,  1,  §  38,  T.  Vn,  Theo.  13,  g  57,  T.  VHI,  T,  IX,  §  5  u.  6;  Lagrange  in  einer 
damalfl  noch  un gedruckten  Arbeit.  ")  N.  memoiiea  de  l'acad  loy.  des  sciences, 
annöe  1772,  Berlin  1774,  p.  35,  36  =  Comm.  Arith.  I,  p.  584. 
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vorbaudeii,  und  10^^—  1  ist  durch  53  teilbar.  Euler  bemerkt,  daß 
<liese  Regeln  auf  Prinzipien  beruhen,  deren  Nachweis  noch  maugelt. 
Die  größte  Zahl,  von  der  man  sicher  weiß,  daß  sie  Primzahl  ist,  sei 
die  Fermatsche  Zahl  2^-1  =  2147483647.  Bemerkenwert  sei 
der  Ausdruck  41  —  a^  +  x^,  weil  seine  ersten  40  Zahlen  alle  prim  seien. 

L.  Eulers  Anleitung  zur  Algebra  sollte  in  den  späteren 
Auflagen  drei  große  Kamen  mit  sich  tragen  —  Euler,  Bernoulli, 
Lagrange.  Im  Jahre  1774  erschien  nämlich  zu  Lyon  eine  YOn 
Johann  Bernoulli  III.  besorgte  französische  Übersetzung  mit  Zu- 
sätzen von  Lagrange.  Diese  Zusätze^)  bezieben  sieb  auf  die  un- 
bestimmte oder  diopbantiscbe  Analysis.  Die  methodische  Behand- 
lung dieser  Sache  in  Eulers  Algebra  suchte  er  durch  neue  Zusätze 
zu  vervollständigen.  Lagrange  fängt  mit  Jlettenbrücben  au  und 
sucht  seine  1767  und  1768  in  den  Berliner  Abhandlungen  entwickelte 
Theorie  der  periodischen  Kettenbriiche  den  Mathematikern  bekannt 
zu  machen.  Dann  geht  er  zu  neuen  und  wichtigen  Methoden  zur  Bestim- 
mung der  ganaen  Zahlen  über,  die  Minima  der  unbestimmten  Formen 
mit  zwei  Unbekannten  Blieben.  Die  Auflösung  unbestimmter  Glei- 
chungen zweiten  Grades  wird  vereinfacht,  aber  in  nicht  ganz  so  voll- 
ständiger Form  wie  in  seinen  früheren  Abbandlungeri  dargestellt. 
Betreffs  der  Ferraatschen  Gleichung  p^  =  A<j^  +  1  sagt  er  in  §  VIII: 
„Ich  glaube  mithin  der  erste  zu  sein,  der  eine  vollständig  strenge 
Lösung  gegeben  hat;  man  findet  sie  in  Band  IV  der  Miscellanea 
societatis  taurinensia;  aber  sie  ist  sehr  umständlich  und  sehr  indirekt; 
die  vorstehend  in  Nr.  37  gegebene  ist  den  wahren  Grundsätzen  der 
Frage  gemäß  und  läßt,  wie  mir  scheint,  nichts  zu  wünschen  Übrig." 
Am  Ende  beschreibt  Lagrange  die  Art,  algebraische  Funktionen 
aller  Grade  zu  finden,  die,  miteinander  multipliziert,  stets  ähnliche 
Funktionen  erzeugen.  Diese  Zusätze  trugen  viel  dazu  bei,  La- 
granges Untersuchungen  über  unbestimmte  Analysis  dem  mathe- 
matischen Publikum  genauer  bekannt  zu  machen, 

Lagranges  Zusätze  übten  auf  Euler  geringen  Einfluß.  In 
einem  Briefe  vom  24.  September  {ö.  Oktober)  1773  au  Lagrange-j 
drückt  er  sich  über  dieselben  anerkennend  aus,  schreitet  aber  sogleich 
zur  eingehenden  Besprechung  seiner  eigenen  dioph  an  tischen  Probleme. 
Daß  der  blinde  und  greise  Mathematiker  sich  eine  Lagrangesche 
Strenge  der  Beweise  aneignen  würde,  dürfte  wohl  niemand  erwarten. 
Euler  arbeitete  noch  immer  in  seiner  alten  naiven  Weise.  Sein 
Arbeitsverfahren  in  der  Zahlentheorie   hat   öfters   mit   der  induktiven 

*)  Lagtange,  Oeuvrea,  T.  VII,  Paria  1877,  p.  158.  Deutsche  Überaeta.  von 
H.  Weber  in  Oatwalda  Klasaiker,  Nr.  103,  Leipzig  1898.  'j  Lagrange^ 

Oeuvres,  T,  U,  p.  235. 
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Methode  eines  Charles  Darwin  größere  Ähnlichkeit  als  mit  der 
strengen  Deduktion  eines  Lagrange.  Und  noch  in  seinen  letzten 
Jahren  sollte  er  durch  einfache  Induktion  zur  Entdeckung  eines  der 
größten  Gesetze,  nämlich  des  Reziprozitätsgesetzes,  geführt  werden. 
Wir  erwähnen  nun  sechs  Abhandlungen  L,  Eulera  über  dio- 
phantische  Probleme,  die  mit  großer  Geschicklichkeit  und  Unermüd- 
lichkeit behandelt  werden,  aber  wegen  der  Abwesenheit  allgemeiner 
Methoden  dennoch  geringen  Einfluß  auf  den  Fortschritt  der  Zahlen- 
theorie gehabt  haben.  Die  erste  derselben^)  gibt  die  Auflösung,  in 
rationalen  Werten  von  A  und  B,  der  simultanen  Gleichungen 

AB  +  A  +  Ü^O,     AB  +  A~B^D,     AB-  A  +  B^D, 
AB-  A-^B'^C 

Die  zweite*)  löst  drei  Aufgaben,  deren  eine  die  Auffindung  von  neuii 
rationalen  Zahlen  verlangt,  welche  zwölf  Gleichungen  geniigen.  Die 
zwei  anderen  Aufgaben  sind  gleicher  Natur.  Die  Auflösungen  der- 
selben beruhen  auf  eleganten  Kunstgriffen  in  Koordiuatentransfor- 
mationen.  Die  dritte  Abhandlung')  gibt  die  Auflösung  (1)  der 
simultanen  Gleichungen 

(x'  +  f)  (i?x'  +  xihf)  ^  D.     {x'  -i-  f)  (u'x:-  +  i^f)  =  D, 

(2)  der  Gleichung 

{i^x^  +  u^if)  {u^x^  -t-  thi^'j  =  ij, 

(II)  der  simultanen  Gleichungen 

r-x^  -f  u^y^  ==  G,     thf  -l-  u^x^  =  n. 
Die  vierte  Abhandlung*)  löst  unter  anderem  die  simultanen  Gleichungen 
-^  +  ?/  +  ä'  +  'V  =  □,     xij  +  .rz  -t-  x>i  -I-  ys  -1-  ?/s  +  s.s  =  G, 
xyz  -j-  xys  -\-  X8S,  -f  yss  =  D,     xyss  =  U, 
während  die  fünfte")  die  Gleichung  A*  +  B^  =  C*  +  D*  in  rationalen 
sowie  auch   in  ganzzahligen   Werten  erzielt.     Die  sechste  Schrift  ist 
geometrisch :  Dreiecke  zu  finden,  deren  Seiten  und  Mittellinien  rational 
sind*).     Sind  2n,  26,  2c  die    drei   Seiten    und   f,  g,  h   deren   Mittel- 
linien, dann  fordert  dieses  Pi'oblem  die  Lösung  der  Gleichungen 
2b^  +  2<^-  a^^f^,    2c^  -f  2a'  ~  6*  =  g'-^    2a-  +2l)^~c^  =  h\ 

■      ')  N.  Comm.  Pete,  XV,  1770,  p.  29—50  =  Comm.  Arith.  I,  p.  «4.         ')  N. 
Oomm.  Petr.  XV,  1770,  p,  75—106  =  Comm.  Arith.  I,  p.  427-  ^  K  Conmi. 

Potr.  XX,  1776,  p.  4S  =  Comm.  Arith.  I,  p.  444.  *)  N,  Comm.  Petr.  XVII. 

1772,  p.  24— 63 -- Comm.  Arith.  I,  p.  460,  ')  N.  Comm.  Petr.  XVII,  1772, 

p.  64— 69  =  Comm.  Arith,  I,  p.  473.  ")  N.  Comm.  Pete.  XVIII,  177.S.  p,  171 

=  Comm.  Aritli.  I,  p.  ü07. 
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In  dem  Aufsatze  Demonstrationes  circa  residua  ex  divi- 
sione  poteatatum  per  numeros  primos  resultantia')  entwickelt 
L.  Euler  Lehrsätze  über  die  bei  Division  einer  Progression  1,  a,  o*, 
o*,  . . .  durch  eine  Primzahl  P  erhaltenen  Reste,  und  wird  zur  wich- 
tigen Frage  geführt,  ob  ea  geometrische  Progressionen  gibt,  welche 
eine  vollständige  Reihe  von  Resten  1,  2,  3,  . . .,  P  —  1  liefern.  Die 
Zahlen  a,  welche  dieses  tun,  werden  primitive  Wui-zeln  (radices  primi- 
tivas)  von  P  genannt.  Euler  hat  keinen  strengen  Beweis  von  der 
Existenz  solcher  Zahlen  gegeben,  Ihr  Vorhandensein  voraussetzend, 
gelingt  es  ihm  aber,  ihre  Anzahl  genau  zu  bestimmen.  In  Gaaß' 
Diaquisitiones  arithmeticae,  Art.  56,  wird  Eulers  Existenz- 
beweis angegriffen. 

Der  Eulersche  Aufsatz  Novae  demonstrationes  circa  reso- 
I utionemnumeroriiminquadrata^) wurde  durch deuLagrangeachen. 
Beweis  (1770)  des  Bachetscheu  Satzes  her  voller  ufen.  Euler  war 
weder  mit  seinem  eigenen  früheren  Beweise,  noch  mit  dem  La- 
granges zufrieden.  Letzterer  war  zu  „abstrnaus  et  prolisus".  Des- 
halb wird  dieser  Gegenstand  aufs  neue  bearbeitet.  Die  Darstellung 
von  Zahlen  durch  die  Formen  x^  +  f/^,  x^  +  2»/^,  x^  +  3?/^,  x^  +  i/^ 
-f  s^  +  w^  wird  auf  die  Eigenschaften  von  Divisoren  dieser  Ausdrücke 
gegründet,  und  Euler  zeigt,  daß  das  Produkt  zweier  solcher  ähn- 
lichen Funktionen  eine  ihnen  ähnliche  Funktion  ist. 

Eine  durch  die  Irrationalentheorie  erzielte  Lösung  der  (ileichung^) 
Äx^  +  2Bxy  +  Cy^  -\-  2I)x  +  2  £»/  -f  J^  =  0  darf  ohne  weitere  Er- 
klärungen übergangen  werden,  da  Euler  noch  immer  die  Existenz 
einer  Lösung  voraussetzt.  Die  gleiche  Voraussetzung  wird  von  ihm 
auch  noch  in  einer  <lurch  Kettenbrüche  erlangten  Auflösung  dieser 
Gleichung  gemacht''!. 

In  der  Schrift  Problema  diophanteum  singulare^)  löst 
L.  Euler  die  simultanen  Gleichungen  xy  +  X0  =  □,  xy  +  y$=^0. 
Bald  nachher  beschäftigte  sich  Euler  wieder  mit  Primzahlen  und  be- 
rechnete sich  eine  Tafel  von  Primzahlen  bis  zur  Primzahl 
1001989,  sowie  von  zusammengesetzten  Zahlen  mit  ihren  kleinsten 
Divisoren*'). 

über   die   Zerlegung    von    Zahlen     in    Summanden    haben    auch 

')  N.  Comm.  Pett.  XVm,  1J73,  p.  8.=i— la»  =»  Coinin.  Arith,  i,  p,  516—537, 
')  Acta  Erud.  Lipa.  1773,  p.  193  =  Acta  Petrop,  I,  II,  1775,  p.  48  =  Comm.  Aritb, 
I,  p.  538— .'-.4S-  ')  N.  Comm.  Pctr,  XVni,  1773,  p.  185— 197  =  Coinm,  Aritb,  I. 
p.  549—565,  *)  N.  Comm,  Petr.  XVUI,  1773,  p.  S18— 2«  =  Comm.  Arith,  I, 

p.  670—583,  ")  N.  Comm,  Petr,  XIX,  177-1,  p.  IIS—ISI  =  Comm.  Arith.  11. 

p,  53-63.  «)  N.  Comm.  Petr.  XIX,  1774,  p.  1.S2— 183  =  Comm,  Arith.   H, 

V-  64-91, 
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italienische  Mathematiker  geschrieben.  Deren  Schriften  sind  nns  aber 
nicht  zugänglich.  Major  P,  Ä.  MacMahon"-)  berichtet,  daß  Paoli 
(vor  1800?)  nnd  andere  daran  arbeiteten  ohne  große  Fortschritte  »tt 
machen,  Gianfrancesco  Malfatti  verfaßte  einen  Aufsatz^)  Lotto, 
worin  die  „Soluzion  d'un  prohlema  suUa  partizione  de'  numeri"  ge- 
geben ist,  welcher  von  Italienern  hoch  gepriesen  wird'). 

Nicolas  de  Begnelin  (1714—1789),  Mitglied  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften,  veröffentlichte  Recherches  sur  les 
nombres  triangulaires  relativenieiit  au  theoreme  general  de 
Mr.  Ferniat  concernant  leg  nombres  polygonaus*),  worin  er 
nachweist,  daß  ^  (x^  -f  //)  auf  wenigstens  zwei  Weisen  alle  ganzen 
Zahlen  N  vorstellen    kann,    wahrend   -    (x^  + !/)  +  „  (i/^  +  *)    dieses 

auf  wenigstens  vier  Weisen  nnd  -g-  (*'  "^"  ^)  +  •>  ('J^  +  ^)  +  V"  (■^^  +  ") 
wenigstens  auf  sechs  Weisen  erzielen  kann.  Der  nächste  Teil  des 
Beweises,  daß  auch  die  drei  Dreieckszahlen 

l  {x'  +  .:)  +  Uf  +  !,)  +  -J-U^  +  .-) 

alle  Zahlen  vorstellen  mögen,  ist  aber  nicht  klar  genug  anaeinander- 
gesetzt.  Der  Autor  muß  dieses  selber  gefühlt  haben,  denn  er  be- 
merkt, daß  die  Demonstration  alle  Gewißheit  besitze,  die  eine  „meta- 
physische" Schlußfolgerung  zulasse''). 

Gleiche  Urteile  müssen  wir  über  Beguelins  Ableitung  des 
Bachetschen  Satzes  von  obigem  Fermatsehen  Satze,  und  umgekehrt 
des  obigen  E^ermatschen  Satzes  vom  Bachetschen,  fällen*). 

Beguelin  schlägt  für  die  binäre  Arithmetik  von  Leibniz  einen 
abgekürzten  Algorithmus')  —  einen  exponential  algoritmus  —  vor, 
dessen  Idee  aus  ein  paar  Beispielen  klar  wird.  Die  Zahlen  48  und 
fiO,  die  im  gewöhnlichen  binären  Algorithmus  110000  und  111100 
geschrieben  werden,  werden  im  esponentialen  Algorithmus  durch  4  -  ti 

')  London  Math,   Soc,  Vol.  26,  1898/97,  p.  17.  -)  Prodomo  della  nuova 

eaeiolopedia  italiana,  Siena  1779,  p.  69 — 9».  Ygl,  Bullettino  Boncompagni  IX, 
p,  374,  ')  Bnllettino  Boncompagni  VI,  1873,  p.  12ä.  *)  N.  m^moires  de  l'acad.  roj. 
des  sciencea,  annöe  1773,  Reriln  1775,  p.  203—216.  =)  Einen  früheren  Verancb, 
den  allgemeinen  Feimfttachen  Satz  zu  beweisen,  daß  jede  Zahl  die  önmme  von 
1,  2,  ...  n  n-Eckszahlen  ist,  machte  Beguelin  in  dem  Anfsatae  „Application  du 
principe  de  !a  raison  süffisante  ä  la,  demonstration  d'un  theort'me  de  M.  Permat 
sur  les  nomhres  poljgonaiis,  qui  n'a  point  encore  ete  di'montrö"  in  den  N. 
Memoires  de  l'acad.  roj.  des  aciencea,  annee  1772,  Berlin  1774,  p.  387—113, 
')  Ebenda  ann^e  177*.  Berlin  177fi,  p.  S12-.^69,  =)  Ehenda,  annee  17:-.'.  Berlin 
1774,  p,  2di;—3ry2. 
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und  2  ■  3  ■  4  ,  5  ausgedrückt.  Es  sind  nämlich  100000  =  2*  uad 
10000 -=  2',  Beguelin  leitet  die  Operationsregeln  für  die  neue 
Schreibart  ab.  In  zwei  späteren  Abhandlungen*)  wendet  er  seinen 
Algorithmus  auf  die  Bestimmung  der  Faktoren  von  Zahlen  2"  -f-  ] 
und  4p  +  ^  an,  ohii*^  aber  dadurch  Itedeuteisde  Resultate  zu  er- 
zielen. 

In  einer  Solutiou  particuliere  du  probleine  sur  les 
nomfares  Premiers^)  entwickelt  Beguelin  eine  Methode,  Primzahlen 
von  der  Form  4x^  -\-  1  zu  finden.  Das  Resultat  dieser  Arbeit  ist  dem 
Eulerscben  in  den  Petersburger  Memoiren  der  Jahre  1762/63,  Bd.  IX, 
p,  99 — 153  ähnlich;  die  Methode  ist  aber  ganz  verschieden.  Beguelin 
wählt  als  Grundlage  den  Eulerscheii  Satz,  tlaß  alle  Zahlen,  welche 
nur  ein  einziges  Mal  in  der  Formel  x^  +  y-  enthalten  sind,  wo  x  und 
y  teilerfremd  sind,  entweder  Primzahlen  oder  das  Doppelte  von  Prim- 
zahlen sind.  In  einem  an  Begnelin  gerichteten  Briefe,  datiert:  Mai 
1778  macht  ihn  Euler^)  auf  die  Tatsache  aufmerksam,  daß  die  all- 
gemeinere Formel  nx^  -f-  y^  die  nämliche  Eigenschaft  besitze,  und  bei 
geeigneter  Wahl  des  )*  nur  Primzahlen  liefei'e.  Zur  Wahl  von  » 
diene  folgende  Regel:  Wenn  eine  Zahl  in  der  Form  n  ■{-  y^  enthalten 
ist,  kleiner  als  in  ist  (wo  y  und  w  teilerfremd  sind)  und  entweder 
eine  Primzahl  p  oder  2p  oder  j>*  oder  eine  Potenz  von  2  ist,  dann 
ist  die  Zahl  n,  welche  diesen  Bedingungen  genügt,  eine  geeignete 
Zahl.  Z.  B.  60  ist  eine  solche  Zahl,  denn  60  +  1^  60  +  7^  60  +  11^ 
60+13^  sind  alle  Primzahlen.  Euler  entdeckte  G5  vei^scbiedene 
Zahlen  n,  konnte  aber  keine  finden,  welche  1848  überstieg.  Die 
Form  1848  x^  -j-  y^  ermöglichte  es  ihm  mehrere  große  Primzahlen  (z.  B. 
18518809)  zu  entdecken.  Eine  vollkommenere  Mitteünng  dieser 
Arbeit  wurde  nach  dem  Wunsche  Enlers  von  N.  Fuß  in  einem 
Briefe  vom  19./30.  Juni  1778  an  Beguelin  gemacht*). 

In  einer  Abhandlung  Recharches  d'arithmetiqne^)  untersucht 
Lagrange  die  verschiedenen  Formen,  welche  die  Teiler  einer  ganzen 
Zahl  von  der  Form  Bf  -\-  Ctii  -\-  Du^  annehmen  können.  Es  stellen 
alle  Buchstaben  dieses  Ausdrucks  ganze  Zahlen  dar,  die  auch  negativ 
■^ein  dürfen;  B,  C,  J)  sind  zum  voraus  bestimmte,  t  und  u  unbe- 
stimmte, teilerfremde  Zahlen.  Es  wird  zuerst  bewiesen,  daß  jeder 
Teiler  A  die  Form  A  =  Lh-  +  Msx  -\-  N.c^  hat,  wo  s  und  x  gleich- 
falls teilerfremd  sind,  und  wo  4LN—3P  =  4BD-  C\    Um  dieses 

')  N.  Mdmoirus  de  l'acad.ruj.  des  sciences,  anniSe  1777,  Berlin  1779,  p.  '239 
'iis  2U4,  265—310.  *)  Ebenda,  aunee  1775,  Berlin  1777,  p.  300—322. 

')  Ebenda,  annöe  1776,  Berlin  1779,  p.  3.37—339.         *)  Ebenda,  p.  3i0— 34ti. 
°)  Ebenda,  ann^e  1773,  Berlin  1775,  p.  26.^— 312  =  Lagrange,  Ofiuvres,   T.  III, 
p.  69i!^795. 
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ZU  beweisen,  lasse  man  Aa  =  Bf^ -i-  Ctu  +  Du^.  Ferner  setze  mau 
a  =  }>c,  M  "=  6s,  wo  c  und  s  teilerfremd  sind,  und  es  folgt  ans 
Ahc  —  m^-k-Chts->tI)Vs\  diiß  _ß  =  £6  und  Ac-^  l':f+ Cts  + Dhs^. 
Da  6s  +  ex  irgend  eine  ganze  Zahl  sein  kauu,  schreibe  man  t  =  9« 
-j-  ex  und  eliminiere  (.  Man  ersieht  dann,  daß  Eti^  +  Co  +  D6  durcli 
c  teilbar,  also  =  ic  ist.  Wenn  2Ed  -\-  C  =  Mj  Ec  =  N  genommen 
wird,  erhält  mau  A  ^  Ls^  +  Msx  +  Na;%  sowie  4iJI/  ~  M^  ^  4_BÜ 
—  CP,  und  der  grundlegende  Satz  der  Abhandlung  ist  bewiesen.  Ist 
nun  M  üumeriseh  größer  als  L,  wird  durcli  die  Annahme  s  =  tnx  +  .s' 
eine  neue  Form  A  —  L's'^  +  J^rs'x'  +  N'x'^  abgeleitet,  wo  numerisch 
M'  <M  und  4L' IT  -~  M^  =  4LN-  M-  ist. 

Durch  eine  endliche  Auzahl  von  Wiederholungen  dieser  Operation 
erhält  mau  A  ==  Vy^  +  Qys  +  Rs^,  worin  numerisch  Q  <_P,  §  <  11, 
■iPS-  Q^  =  4BD~C^    und    p    und    j    teilerfremd    sind.      Wenn 

iBD  —  (J^  positiv  ist,  dann  muß  also  ö  <  V    -     ■[     '      ä^'ii;   wenn 

ABI)—  (ß  negativ  ist,  so  muß  (^  ^  1/ -.—        sein.     Durch   diese 

Relationen  sind  die  möglichen  Werte  von  Q  bedeutend  eingeschränkt. 
Überdies  ist  Q  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  (■  gerade  oder  un- 
gerade ist.  Sobald  nun  Q  festgesetzt  ist,  erhält  man  FR  durch  die 
Relation  4  l'H—  Q^  ^  iBD  —  C^,  und  man  kann  irgend  zwei  Fak- 
toren von  FR,  welche  nicht  kleiner  als  Q  sind,  als  Werte  von 
P  und  R  wählen.  Aus  obigem  sieht  man,  daß  die  Bestimmung  von 
P,  Q,  II  nur  von  dem  Werte  ABD  -C^  =  ±K  (K  positiv)  abhängt. 
Bemerkt  man  überdies,  daß  {Bt^  +  Ctu  +  Du^4B  =  (2Bi  +  üu)'- 
-f  (4BJ>  -  C^)u%  so  wird  es  klar,  daß  Teiler  von  Tif  +  Ctu  +Dii^ 
auch  Teiler  der  einfacheren  Formel  x^  +  Ku^  sind.  Betrachtet  man 
fi  +  (fM^  (f*  ii^end  eine  ganze  positive  Zahl)  als  einen  Spezialfall  von 
Bi'^  +  Ctu  +  Dii^,    worin   I?=l,   G  =  0,   D  ^  a,    wo   also   K-=4'i, 

Q  =  +  2q  (q  positiv),  dann  werden  g  ^  1/  ^  ^"^  -i'Jt  =  «  +  9^-  '*** 
nun  PIi=^pr,  wo  jp>2g',  r>35',  dann  ergibt  sieh  p!l^;¥2qys -^rz^ 
als  der  allgemeine  Ausdruck  för  die  Teiler  von  ^  -\-  au^.  Für  a  =  1 
wird  der  Teiler  f/  +  0%  für  a  =  2  wird  er  f  +■  2s%  für  «  =  3  wird 
jeder  an  gerade  Teiler  if^-\-Sz^.  Die  Resultate  für  diese  drei  Werte  von  « 
hatte  früher  Euler  durch  eine  ganz  verschiedene,  auf  höhere  Werte 
von  ffl  nicht  verwendbare  Methode  ausgearbeitet^).  Die  Methode  von 
Lagrange  ist  allgemein  und  wird  von  ihm  bis  auf  a  ~  12  ange- 
wandt.    Bei  der  Ausbeutung  der  Resultate  für  t^  —  au^  ist  das  Vei'- 


')  N,  Comm.  Pütr-,  T,  IV,  VT,  VIII. 
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fahren  von  Lagrange  ganz  ühnlich.  Er  stößt  aber  auf  die  Unbe- 
quemlichkeit, daß  dann  und  wann  sich  scheinbar  mehr  Teilungsformeln 
herausstellen,  als  wirklich  existieren,  daß  also  gewisse  unter  denselben 
einander  äquivalent  sind.  Z.  B.,  wenn  a  =  12,  so  findet  man  die 
Teiler  Viz'  —  y^  und  3j/^  —  4^^.  Letzterer  reduziert  sich  auf  den 
ersteren  durch  die  Substitution  ij  =  4»/  +  /,  s^^  3y'  +  /.  Diese 
Eracheinung  veranlaßt  ihn  zu  einer  TJntersuehung,  und  diese 
führt  zur  Entdeckung  einer  Regel,  wodurch  man  einander  iden- 
tische Formeln  leicht  erkennen  kann.  Auch  konstruiert  er  zwei 
Tafeln,  welche  die  Werte  von  p,  q,  r  der  ungeraden  Divisoren  der 
Zahlen  ^  +  au^  und  t"  —  att^  för  die  sukzessiven  Werte  1,2,  3,. ..,31 
der  Konstanten  a  angeben. 

Diese  große  Untersuchung  Lagranges  wird  in  den  Berliner 
Memoiren  des  Jahres  1775  fortgesetzt^). 

Für  Zahlen  von  der  Form  (  +  «M^  wurde  im  eben  besprocheueu 
Teil  der  Abhandlung  die  allgemeine  Divisorsformel 

abgeleitet.  Im  zweiten  Teil  wird  dieser  Divisor  in  die  einfachere 
Form  4«a  -\-  h  transformiert,  wo  n  irgendwelche  ganze  Zahl  ist, 
a  =^r  +  2^,  und  i  durch  die  Zahlen  p,  q,  r  bestimmt  wird.  Wenn 
X  ein  ungerader  Teiler  ist,  muß  entweder  p  oder  r  ungerade  sein. 
Es  sei  p  ungerade.     Matt  kann  schreiben 

pX={py  +  qzf  +  üß^  =  y'^  +  as^, 

wo  y'  =py  +  qz.  Ist  p  =  Fp'c^,  a  =  f'p'c",  wo  P  und  )■'  teilerfremd 
sein  sollen,  dann  muß  )■'  =  Pr  -f-  q'^p'.  wo  g;  =  S'jp'c,  und  wo  P  und 
p'  teilerfremd  sind,  sowie  auch  P  und  p'r.  Es  muß  also  y'-^p'ca' 
sein,  und  man  erhält  PX  =p'x^  +  r'g^.  Setzt  man  weiter  _p'/ =  a', 
dann  läßt  sich  PX  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  und  s 
auf  die  Form  4 an  -j-  b'  reduzieren,  wo  i'  positiv  oder  negativ  und 
numerisch  <;  2  a'  ist.  Nun  können  in  der  Gfleiehung  eraten  Grades 
FX^Aa'n+h'  die  unbestimmten  g:Lnzen  Zahlen  X  und  n  immer 
berechnet  werden,  und  man  erhält  X  =  4a'«'  +  ccb',  wo  n  irgend  eini' 
ganze  Zahl,  und  a  der  Zähler  des  vorletzten  Näberungsbruches  für 
den  Wert  von  ist.     Wenn  nun  a  =  d c-  =  a,  dann  ist  ■{-  al)  =h 

und  X  hat  die  erwünschte  Form;  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  muß 
man  noch  n  —  nc^  +  y  setzen  {y  <  c*),  und  es  wird 


')  N.  Mt'moircs  de  l'acad,  roj.  des  scic 
bis  3.56  =  Lagrange,  Oeuvres  DI,  y.  759— 

CiBTOB,  Geächichte  der  Mstheroatik  IV. 


!  1776,  Berlin  177T,  p.  323 
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X  =  4«M  +;  ai'  +  4a' y, 

■wo  also  h  =  +  ab'  +  ia'y.  Lagraiige  berechnet  nun  zwei  Tafeln, 
die  für  jeden  Wert  Ton  «  (<  31)  und  von  p  die  passenden  Werte  von 
b  für  Teiler  von  ^  +  air  angeben,  und  zwei  andere  Tafeln, 
welche  die  Werte  von  b  für  Nichtteiler  liefern.  Um  z.  B.  Teiler  von 
10001  zu  finden,  beachte  man,  daß  10001  =  (100?  +  1,  daß  also 
CT  =-  1,  wofür  die  Tafeln  6=1  angeben,  weshalb  jeder  Teiler  die 
Form  4w  +  1  hat.  Es  ist  aber  auch  10001  -=  (101)^  —  2  (10)^.  Für 
n  =  2  liefern  die  Tafeln  6  =  1,  —  1,  weshalb  die  Teiler  eine  der  zwei 
Formen  Hn  +  1  und  8m  —  1  haben  müssen.  Von  den  Primzahlen 
unter  100  genügen  nur  17,  41,  73,  89,  97  diesen  zwei  Bedingungen. 
Durch  Division  ermittelt  man,  daß  73  ein  Teiler  ist.  Die  Abhand- 
lung endet  mit  einer  Untersuchung  über  Primzahlen  von  der  Form 
4na  +  h,  welche  zu  gleichej-  Zeit  die  Form  «(*  +  «i*  annehmen.  Zu 
diesem  Zwecke  braucht  er  sieben  Lemma,  welche,  in  Verbindung 
mit  seinen  Tafeln,  ihm  36  Lehrsätze  über  Primzahlen  von  der  Form 
4k  —  1  und  13  Lehrsätze  über  Primzahieu  von  der  Form  4»  +  1 
einbringen.  Man  findet  hier  den  Nachweis  von  sechs  Fermatsehen. 
Sätzen.  Der  erste  von  diesen  sagt,  daß  alle  Primzahlen  von  der 
Form  4b  +  1  auch  die  Form  y^  +  e'  annehmen.  Vier  andere  Fer- 
matsche  Sätze  betreffen  bzw.  die  Pormeupaare 

6n+  1,  !/^  +  os^;  8w  -[-  i,  y-  +  2z^;  8«  -{-3,  y=  +  2^*; 
8«  -\-l,f~  2t\ 

Für  die  zwei  ersten  Fermatschen  Sätze  hatte  Euler  schon  früher 
Beweise  verÖfi'entUcht.  Vier  andere  Sätze  hatte  Euler  früher  durch 
Induktion  entdeckt^).  Sie  betreffen  bzw.  die  Formen  20«  +  1, 
20k  +  9  und  f  -\-  ÖÄ^;  24»  +  1,  24w  +  7  und  y^  +  Qs^;  24n  +  5, 
24» +11  und  ^n^  +  ds^;  28«  +  1,  28«  +  9,  28» +- 11,  28»  +  15, 
28»  -|-  23,  28»  ■+  25  und  y^  +  ~iz^.  Lagrange  bemerkt,  daß  es  ihm 
nicht  gelungen  sei,  den  Fermatschen  Satz,  daß  das  Doppelte  einer 
Primzahl  8«  —  1  die  Summe  eines  Quadrates  und  das  Doppelte  eines 
Quadrates  sei,  na chzii weisen.  Auch  kündigt  er  den  von  ihm  durch 
Induktion  entdeckten,  aber  noch  unbewiesenen  Satz  an,  daß  alle  Prim- 
zahlen von  der  Form  4«  —  1  die  Summe  einer  Primzahl  von  der 
Form  4n  -j-  1  und  das  Doppelte  einer  Primzahl  dieser  Form  sind. 

Eine  Methode,  die  vollkommenen  Theiler  einer  gegebenen 
Zahl   zu    finden*)    von  Johann  Tessanek   (1728—1788),   Lehrer 


')  K.  memoires  Petr.  VI,  p.  221,  Vltl,  p.  1 
gesellBch.  in  Böhmen,  1.  Bd.,  Prag  1775,  S,  1- 
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der  höheren  Mathematik  an  der  Prager  Hochschule,  enthält  drei 
Regeln,  je  eine  für  Zahlen,  deren  rechtsstehende  Ziffer  1,  3  oder  T 
ist.  Eine  Zahl  ersterer  Art  kann  so  ausgedrückt  werden:  100a  +  10b 
-f  1,  wo  6  die  Zahl  der  Zehner  andeutet.  Ist  sie  keine  Primzahl,  so 
ist  sie  entweder 

=  (100a:  +  10/-  +  1)  (100,3  4-  iOg  +  I)     oder     (lOOa;  +  10/  +  3) 

(lOOic  +  10^  +  7)     oder     (IOO3:  +  10/'+ 9)(1002 +10?  +  9). 

Daher  ist  erstens 

(100n+  lO&-i-l):(100a;-MO/"+  1}=  IOO2  +  10;/ -f  1; 

woraus  man  erhält 

(lOa  +  h  -  lOx  ~  f)  :  (lOOx  +  10/"+  1)  =  10^  +  ^ 
und 

(10a  +  &  -  10^  -  /'  -  lOO^a;  -  lOfg  -  g) :  (lOOrc  +  10/+  1)  ^  10«, 

weshalb  h  —  f  —  g  mit  10  teilbar  sein  muß,  A.'h.h^f-\-g  oder  aber 
6  +  10  =  /  +  (/.     Man  erhält 

ia-x-  106a;  +  IQfx  -bf+f^t  (IOO3;  +  10/+  1)  =  ^ 

oder  ^  +  1.  Wenn  mau  von  der  Quadratwurzel  von  100a  +  106  +  1 
die  zwei  rechtsstehenden  Zahlen  abschneidet,  und  die  übrige  Zahl 
m  nennt,  und  man  100«  +  10/  +  1  kleiner  als  die  Quadratwurzel 
nimmt,  kann  x  nicht  größer  und  z  nicht  kleiner  sein  als  m.  Es 
folgt,  daß  g  +  1  —  w)  und  z  -—  iit  positive  Zahlen  sein  müssen  und 
daß 

{a-~m~x  [100  m  +  10b  +  1]  —  f[10m  +  b-10x~-  f]) 

:  (100a;  +  10/+  1)  =  ^  -  m  oder  z  +  1  -  m. 

Aus  dieser  Hauptformel  erhalt  man  zehn  besondere  Formeln, 
eine  für  jeden  Fall  des  Wertes  von  b.  Auf  ähnliehe  Weise  werden 
die  zwei  anderen  Faktoren  formen  behandelt,  von  denen 

(100a:  +  10/  +  3)  (lOOa:  +  10^  +  7) 

Kwei  Hauptformeln  liefert.  Im  ganzen  hat  man  40  besondere 
Formehl  für  Zahlen,  deren  rechtsstehende  Ziffer  1  ist.  Solche, 
deren  Endziffer  3  oder  7  ist,  werden  nach  der  gleichen  Methode  be- 
handelt. 

Die  1775  gedruckte  Abhandlung^)  über  diophantische  Probleme 

')  N.  Conun.  Potr.  XX,  ITlb,  p.  48— Ö8  =  Comin,  Arith,  I,  p.  444-449. 
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wurden  von  L.  Euler  schon  1771  eing-ereicht.  Es  werden  erstens 
die  simultanen  Gleichungen 

zweitens  (/*a;*  +  u^y^  {a^x^  -i-  t^f')  =  V^,  drittens  die  Gleichungen 
^x^  +  it'y"  =  U^,  i^y^  +  u^x^  -=  V^  aufgelöst.  Ein  ähnliches  Kunst- 
stück ist  die  Resolution  jeder  der  zwei  folgenden  Gleichungen^): 

ajj -1- j^  +  .^  +  i,*  _  2a:y  -  ä  x^s' -  2?/'s' 

+  -ix^v^  +  2yH^  +  2s*r^  =  0, 
^  +  2/*  +  ^*  +  i'*  —  ^x^i/  —  2x^z^  —  23:^11* 

—  '^fz^  -  ty^v^  -  2g^D*  =  0, 
sowie  die  Lösung  der  simultanen  Gleichungen^): 

x^  -\-  y^  -^  s^  =  M*,    x^y^  +  ic*^^  +  y^z^  =  r^. 

Sein  ältester  Sohn  Johann  Albrecht  Euler  (1734—1800), 
schrieb    einen  Kommentar   über    die  Lösung    des    letzten  Problems'). 

In  der  Abhandlung  Sur  quelques  problemes  de  i'analyse 
de  Diophante^)  geht  Lagrange  von  dem  Fermatschen  Problem 
aus,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  finden,  dessen  Hypotenuse,  sowie 
die  Summe  der  Katheten,  Quadratzahlen  sind.  Wenn  also  ji  und  q 
die  Katheten  sind,  sollen  p  -^  1  =  y^,  p^  +  5^  =  ^.  Setzt  man 
j}  —  3  =  ^,  so  erhält  man  jo^  —  2_pg  +  g^  =  «^  =  2a^  —  j/*.  Kennt  man 
also  Lösungen  von  2a:*  —  ^  =  0*,  dann  sind  die  Katheten  durch  die 
Relationen  2_p  =  3/^  -|-  2,  Sg  =  y^  —  s  bestimmt.  Es  können  x  =  13, 
y  =  1,  s  =  239  sein,  woraus  sich  j)  =  120,  g  ==  —  119  ergeben. 
Sollen  aber  ^  und  g  beide  positive  ganze  Zahlen  sein,  dann  versichere 
Permat,  daß  keine  kleineren  Wertsyateme  existieren  als 

X  =  2165017,  y  =  2372159,  3  =  1560590745759, 
i)^  1061652293520,  g  =  4565486027761. 

Um  diese  Äußerung  zu  beweisen  und  um  überhaupt  eine  allgemeine 
Auflösung  der  Gleichung  23:*  —  y*  =  2*  zu  finden,  erfindet  Lagrange 
eine  Methode,  welche  der  berühmten  Permatschen  Methode,  die  Un- 
möglichkeit  von    'X?"  ~  y^  ^  z^    zu    beweisen,    ähnlich    ist.      Permat 

')  Acta  I'etrop.  1JT8,  II,  p.  85— HO,  eingereicht  1780  =  Comin,  Arith.  ü, 
p.  366— 379.  ')Ebeiida,1779,I,p.30— 39,einger,1780  =  Comia.Arith.II.p.457— 461. 
*)  Ebenda,  1770,  Pf.  I,  p.  40— iS.  *)  N".  m^m&ires  de  l'acad.  roj.  des 
annöe  1777,  Berlin  1779,  p.  140—154  =  Lagrange,  Oeuvres  IV,  p.  377- 
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«eigte,  daß  man  aus  der  Voraiissetaung,  daß  ganzzahligo  Werte  von 
jCf  y,  s  existieren,  immer  nachweisen  kann,  daß  es  nocli  kleinere  ganz- 
zahlige Werte  von  x,  ij,  z  gibt,  die  der  Bedingung  a:*  —  y*  —  5^  ge- 
nügen. Durch  Wiederholung  dieser  Operation  kommt  man  auf  kleine 
Werte  von  x,  y,  z  herab,  die  der  Gleichung  genügen  sollten.  Da  in 
Wirklichkeit  es  keine  solche  kleinen  Werte  gibt,  ist  die  Annahme 
der  Lösbarkeit  falsch.  Lagranges  Modifikation  dieses  Kunstgriffes 
ißt  wie  folgt:  Aus  der  Voraussetzung,  daß  es  ganzzahlige  Werte  von 
X  und  xj  gibt  («  >  1,  3/  >  1),  die  der  Bedingung  2.«*  —  y*  =  D  ge- 
nügen, soU  gezeigt  werden,  daß  es  noch  kleinere  Werte  von  x  imd 
\j  gibt,  die  dieser  Bedingung  geniigen.  Es  soll  zu  gleicher  Zeit  eine 
allgemeine  Methode  entwickelt  werden,  um  letztere  Werte  aus  den  ersteren 
abzuleiten.  Wenn  man  nun  für  x  und  ?/  ihre  Minimum- Werte  angibt, 
nämlich  37  =  1,  y  =  \,  kann  man  durch  Wieder  auf  steigen  alle  1 
Werte  in  der  Reihenfolge  ihrer  Größe  berechnen.  Dieses  Progi 
wird  mit  großer  Geschicklichkeit  erfolgreich  durchgeführt.  Erstens 
wird  bewiesen,  daß  die  Auflösung  von  2»;*  —  i/*  =  ^*  sich  auf  die 
Auflösung  von  s*  +  8i*  =  ?('  durch  kleinere  Zahlen  reduziert,  und  daß 
eine  Lösung  letzterer  Gleichung  stets  durch  die  Relationen 

m  und  n  teilerfremd, a;=  ras -|-Bi,  y  =  ms  —  nt  eine  Lösung  der  ersteren 
einbringt.  Zweitens  wird  die  Auflösung  von  s*  +  8^  =-  u^  auf  die  Lösung 
von  der  Gleichung  S^'  —  r*  =  s^  oder  der  Gleichung  5*  —  2r^  =  s* 
reduziert,  so  daß  von  den  Werten  q,  r,  s,  welche  der  einen  oder  der 
anderen  dieser  Gleichungen  genügen,  durch  die  Hilfsgleichung  t  —  qr 
Lösungen  von  s*  -f  8[*  =  w^  abgeleitet  werden  können.  Drittens  wird 
die  Auflösung  von  q*  —  2»**  =  s^  von  der  Lösung  der  Gleichung 
1/  =  ]*■'  +  8^*  abhängig  gemacht,  wo  r  =  'Zpn,  s  =  m*  —  8^*  und  die 
ganzen  Zahlen  n,p  kleiner  sind  als  q,r.  Die  Gleichung  »*4-8p'  =  (/^ 
bat  aber  die  gleiche  Form  wie  s*-t-8(*  =  w^;  folglich  ist  das  Problem 
gelöst.  Diese  Untersuchung  ergibt  also  nicht  nur  die  Lösung  von 
'la^  —  j/*  =  G,   sondern    auch    von   a:*  —  2»/*  =  □  und  j:*  +  8^  =  G. 

Es  wird  nun  gezeigt,  wie  die  Auflösung  aller  Gleichungen  von 
der  Form  ar*  -f-  «^  =  z^,  wo  a  irgend  eine  gegebene  Zahl  ist,  durch 
die  Lösung  einer  gleichförmigen  Gleichung  mit  kleineren  Zahlen- 
werten  erzielt  werden  kann;  es  wird  aber  betont,  daß  die  hier  er- 
klärte Methode  nicht  notwendig  alle  möglichen  Lösungen  liefert. 

In  der  Eulerschen  Abhandlung  De  mirabilibua  proprietati- 
bns  numerorum  pentagonalium')  werden  aus  dem  Ausdrucke 

^)  Acta  Pctr    1780,  I,  p.  50— 75  =  Comm.  Arith.  U,  p.  105—115. 
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(1  ~x}{i  —  x^)  (1  —  x^)  etc.  =  1  —  ,T  —  x^  -i-  x^  +  x^  —  x'^  —  «^''  -|-  etc., 
wo  die  Exponenten  von  x  in  der  Reihe  PentagonalzaUen  von  der  Form 
^"-^^,  d.  L  die  Zahlen  0,  1,  2,  5,  7,  12,  15,  22  etc.  sind,  und  wo 
x"  =  l(n^l,  2,  3,  4  oder  5)  ist,  schwankende  und  divergente  Reihen 
abgeleitet.  Die  Summe  solcher  Reihen  wird  nach  der  damals  noch 
üblichen  formalen  Behandlungsweise  ermittelt.  Euler  schreibt 
1  _1+  1_  14-1  etc. -|-  und  -  P-2^  +  5^-H7^-122-etc.=0. 

Vom  Standpunkte  der  analytischen  Zahlentheorie  betrachtet,  enthält 
diese  Schrift  Ergebnisse,  die  Euler  schon  früher  veröffentlicht 
hatte  ^). 

Die  Anzahl  Zahlen,  welche  kleiner  als  N  und  zugleich  mit  N 
teilerfremd  sind,  wird  von  L,  Euler  in  e^ner  Schrift  des  Jahres^ 
1780  durch  die  Formel  «Jf— -""'^~^^^^~^^i^~  ^^  ausgedrückt,  wo 
N  =  p''q!'r^.  Dies  ist  eine  verallgemeinerte  Form  der  Formeln, 
welche  Euler  1760/61  in  der  Abhandlung  Theoremata  arithmetica 
nova  methodo  demonstrata  bekannt  machte. 

In  dem  Aufsätze  De  inductione  ad  plenam  certitudinem 
evehenda^)  zeigt  L.  Euler,  daß  jede  Zahl  sieh  als  in  vier  Quadrat- 
zahlen und  in  drei  Dreieckszahlen  zerlegbar  erweist,  sobald  man  an- 
nimmt, daß  jede  Zahl  4w  -f  2  in  zwei  Primzahlen  der  Form  4«  -f  1 
zerlegbar  sei.  Letzterer  Satz  wird  durch  Induktion  untersucht  und 
als  Erfahrungssatz  aufgestellt. 

Im  Jahre  1781  wurden  Auszüge  aus  Briefen  Eulers  an  Cou- 
dorcet  veröffentlicht*),  worin  unter  anderem  bewiesen  wird,  daß  die 
8umme  der  Quadrate  der  Koeffizienten  in  der  Binomialentwicklung 
von    (1  +  x)"  dem  Ausdrucke  gleich  ist 

2      6     10    14        4«  — a 

Die  vollständige  Abhandlung  Eulers  erschien  in  St.  Petersburg  unter 
dem  Titel  De  mirabilibus  proprietatibus  unciarum,  quae  in 
evolutione   binomii   ad   potestatem   quamcunque    evecti    oc- 

currunt^V     Diese  Werte  werden  vom  Intesrral     --2*"  / ^^^^^  ab- 

')  Intr.  in  aualjs.  Pt.  IV,  Chap.  16;  N.  Comm.  Petr.  1750/51,  p.  166;  eljeudn, 
1784/55,  V,  p.  59—94;  Corresp.  math.  (Fuß)  H,  p.  467.  *)  Acta  Petr.  IV,  ü, 

1780,  p.  18— 80  =  Comm.  Arith.  U,  ,p.  127—133.  =)  Ebeada,  p.  38— 48  =  Comm. 
Arith.  H,  p.  134 — 139,  *)  Hiatoire  de  l'academie  royale  des  soiencea,  anniSe  1718, 
Paria  1781,  p,  G06.  ")  Acta  Petrop.  pro  anno  1781  pars  prior.  PettopoU  1784, 
l>.  74—111. 
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geleitet.  Euler  betrachtet  auch  Bruchwerte  von  n  mit  dem  Nenner 
2  und  erhält  für  w  =  y  als  Summe  der  uaendiiehen  Reihe  — ,  für 
«^—     ,  eine  unendliche  Zahl.     Euler  schreibt 

und  erhält  mit  Hilfe  der  Integralrechnung  die  Werte  der  Reihe 
l  4-  aa  +  ßß'  +  ■  ■  ■  für  ganze  und  gebrochene  Werte  von  »  und  n'. 
Diese  interessante  Untersuchung  wird  in  der  Schrift  De  iusignibus 
proprietatibus  unciarum  binomii  ad  uncias  quorumvia  poly- 
nomiorum  extensis')  auf  Koeffizienten  von  Polynomen  übergeführt, 
und  die  Resultate  werden  durch  Induktion  abgeleitet. 

Ein  vom  Grafen  Frau/.  Sch'affgotsch  von  Prag  (1743—1809) 
entdecktes  Gesetz,  welches  zur  Fortsetzung  der  bekannten 
Pellischen  Tafeln  dienet^),  wird  am  gleichen  Orte  von  Beguelin 
undvonTessanek  bewiesen.  Schaffgotsch  stand  mit  dem  Astronomen 
BernouUi  in  Berlin  in  Korrespondenz  und  wurde  durch  ihn  und  die 
Schriften  von  Beguelin  und  Lambert  angeregt,  die  Faktorentafeln  zu 
erweitem.  Sobald  er  aber  vernahm,  daß  Hindenburg  in  Leipzig 
sich  mit  dergleichen  beschäftigte,  unterbrach  er  die  vorgenommene 
Arbeit.  Er  veröffentlichte  aber  sein  Gesetz,  wodurch  er  Faktoren- 
tafeln,  die  alle  durch  2,  3,  5  teilbare  Zahlen  ausschließen,  ohne  Be- 
rechnung fortsetzen  konnte.    Eine  solche  Zahlenreihe  ist  von  der  Form 

30)-  -f  1,  30r  +  7,  30j-  +  11,  Wr  +  13,  30r  +  17,  3Üj-  +  19, 
;i0r  +  23,  30-r  +  29, 

wo  r  =  0,  1,  2,  3, . . .  In  einer  Tabelle  gibt  Schaffgotsch  alle 
Primzahlen  von  7— 44S)  und  für  jede  derselben  gibt  er  acht  Zahlen 
zur  Anwendung  seiner  Methode.  Z.  B.  für  die  Primzahl  7  hat  er 
7,  4,  7,  4,  7,  12,  3,  12.  Um  nun  in  obgenannter  Zahlenreihe  alle 
durch  7  teilbare  Zahlen,  die  größer  als  7^  sind,  zu  finden,  nehme  man 
nach  49  die  siebente  (30r  +  17  =  77),  die  nächstfolgende  vierte  (911, 
dann  die  siebente  (119),  die  vierte  (133),  die  siebente  (161),  die  zwölfte 
(203),  die  dritte  (217),  die  zwölfte  (259).  Dann  fange  man  von 
neuem  an  und  nehme  die  siebente  etc.  Noch  zu  bea:chten  ist,  daß 
die  Summe  der  zu  einer  Primzahl  p  gehörigen  Zahlen  immer  Sp  ist. 
Die  Abhandlung''')  Novae  demonstrationes  circa   divisores 

')  Acta  Petrop.  pro  anno   nwi  pars  posterior,  Petropüli  1785,  p.  7G— 89. 
*]  Abb.  einer  Privatgeseilach.  in  Böhmen,  6.  Bd.,  Prag  1782,  S.  354—382.    Man 
sehe  einen  zweiten  Aufsatz  von  ihm  für  das  Jahr  1788,  S.  123—159.  ')  N. 

Acta  Petrop.  I,  1788,  p.  47— 74  =  rnmni.  Arith.  U.  p.  159- 17S. 
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numerorum  formae  x^  +  ny^  ist  eine  von  drei  Schrifteii*)> 
L.  Eulers,  welche  im  18.  Jahrhundert  gedruckt  wurden  und  eine 
bedeutende  Anzahl  Lehrsätze  über  Tnilbarkeit  von  x^  +  ny^  enthalten. 
Den  naturgemäßen  Weg,  KettenbrÖehe  abzuleiten,  sie  nämlich 
aus  trinomischen  Gleichungen  abzuleiten,  hatte  Euler  schon  1739 
angedeutet^.  Er  wird  nun  in  der  Schrift  De  formatione  fractio- 
num  eoutinuarum^)  weiter  geführt.  Die  rekurrierenden  Gleichungen 
fA=gB  +  IC,  f'B  =  g'C  +  h'D,  . . .  ergeben 


-^-!f 


f'B-.C        0  ^    ^     <:     '^"    "T   t"G:D' 


woraus  sich  der  Kettenbruch    „  =  '/  +    .  -,   .„  ^,  leicht     herleiten 

-ß      •'      g  +t  h 

S"  +  etc- 
läBt.     Ist  z.  B.  s  =  x"  (a~  ßx  —  yx^),   so  wird  s  =  0,   wenn   ec  =  ßx 
+  yx'  oder  kx"  =  ßx""^^  +  •yaf'^^,  wo  »  =  1,  2,  3,  .  . .    Für  die  Reihe 
A,  B,  C,  . . .   kann   man   hier    1,  x,  x^,  .  . .    und   statt   f,  g,h,  ...    die 
Zahlen  a,  ß,  y,...  setzen.   Daraus  wird  -  -  =  (3 -f-     -r —  ,  wo 

-ß  +  etc. 
''-^  =  ß +VW+ i'^Y- 

Im  Jahre  1783,  dem  Todesjahre  L.  Eulers,  erschien  in  St.  Peters- 
burg der  erste  Band  seiner  Opuscula  analytica,  wovon  der  zweite 
Band  1785  herausgegeben  wurde.  Diese  zwei  Bände  enthalten  mehrere 
Abhandlungen  über  Zahlentheorie,  die  Euler  ungefähr  zehn  Jahre 
früher  verfaßte.  In  einer  derselben*)  werden  die  Kriteria  für  die 
ganzzahlige  Auflösung  von  fx^  +  gy^  =  hz^  hergeleitet.  Für  vorgelegte 
"Werte  von  f  und  ff  werden  Zahlen  h  gefunden,  wofür  Losungen  der 
Gleichung  möglich  oder  unmöglich  sind.  In  einer  anderen  Schrift^) 
Nova  subsidia  pro  resolutione  formulae  ax^  4-  1  =  y*  wird  ein 
wiederholter  Angriff  auf  die  Fermatsche  Gleichung,  die  er  selber 
und  auch  Lagrange  früher  eingehend  behandelt  hatten,  gemacht. 
Er  stellt  Regeln  auf,  welche  in  der  Konstruktion  von  Tabellen  zur 
Erleichterung  der  Rechnungen  dienen. 

In  der  Abhandlung  Miscellanea  analytica'^),  welche  1773  ver- 
faßt wurde,  gibt  Euler  unter  anderem  einen   Beweis  des  früher  von 

')  Comm,  Petr.  XIV,  1744/46,  p.  151 ;  Opuscula  atialjtica  11,  1785,  p,  275 
=  Comm.  Arith.  I,  p.  3ö.  11,  p.  140.  »)  Ebenda,  T.  XI,  ad  anuum  1739,  Petro- 
poli  1750,  p,  32 — 81.  ')  Acta  acad,  Bcieot.  imp.  Pete,  pro  anno  1779,  pars 

prior,  Petropoli  1782,  p.  3—29.  *)  Opuscula  analytica  I,  p.  211—241  =  Comm. 
Atitlu  I,  p.  656— ÖG9.  ^)  Ebenda,  I,  p.  310— 328  =  Comm,  Arith.  II,  p.  35-43. 
«)  Ebenda,  I,  p,  329—344  =  Comm.  Arith.  H,  p.  44—52. 
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Lagraage  demonaia-ierten  Satzes  von  JoLn  Wilson"^).  Euler 
erzielt  dieses  durch  die  von  ihm  entdeckten  primitiven  Wurzeln.  Ist 
g  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  jj,  so  enthalt  die  Periode  von  g 
alle  Zahlen  \,  2, ''>,... (fi—l).  Es  gehört  mm  g  zu  der  geraden  Zahl 
p  —1,  weshalb 

1  ■  y  • ;}  -  •  •  (j)  -  1 1  +  1 

durch  p  teilbai'  ist. 

Ein  anderer  Aufsatz^)  L.  Eulers  enthält  Beobachtungen  über 
den  Fermatsehen  Polygonalzahlsatz,  welche  auf  der  Entwickinng  der 
Potenzen  der  Reihe  1  +  a;"  +  aV'  -f  ■  ■  -,  wo  a,  ß, .  .  .  Poljgonalzahlen 
sind,  beruhen.  Eine  zu  gleicher  Zeit  veröffentlichte  kleine  Schrift') 
Eiilers  lehrt  die  kleinsten  Werte  von  a,  ß,  y  zu  finden,  die  annähernd 
der  unbestimmten  Gleichung  ersten  Grades  aA  =  +  ßB  -\-  yC  genügen, 
wo  A,  B,  0  gegebene  Zahlen  sind,  die  im  aUgemeinen  auch  irrational 
sein  dürfen. 

In  der  Abhandlung  Speculationes  super  formula   integrali 

/_,        \,,,     1  ubi    simul    egregiae     observationes     cirea 

fractiones  continuas  occurrunt*)  leitet  Euler  durch  Integral- 
rechnung die  Werte  verschiedener  Kettenbrücbe   ab.     Er  erhält  z.  B. 


-9uoc 
7fe— - 


„ein  Ausdruck 


f..  b'j-yb-  —  a'e         .  C  dx 

wo,  für  x=     —'  ,      Ä  =    /    ^,  „      , 

welcher",  wie  er  sagt,  „deshalb  denkwürdiger  ist,  weil  bisher  kein  Weg 
offen  stand,  den  Wert  dieses  Kettenbruchs  a  priori  zu  finden".  Es 
werden  logi,  log      ,  log  in     Kettenbrüche    entwickelt,    sowie 

arctan   ,    ■ 

Wir  verdanken  Euler  die  Entdeckung  eines  fundamentalen  Lehr- 
satzes der  Zahlelltheorie,  des  sogenannten  IleKiprozitätsgesetzes.  Un- 
gefähr 140  Jahre  früher  hatten  die  binomischen  Kongruenzen  zweiten 
Grades  die  Aufmerksamkeit  des  gi-oßen  Mathematikers  Fermat  erregt. 
Ohne  Beweise  anzugeben,   hatte   er  die  Bedingungen,   unter   welchen 


')  Tgl.  Eulers  Brief  an  Lagraage   vom   24.  Sept.   (5.  Okt.)  1773   in   La 
«tauge,  Oeuvrea  XIV,  p.  235,  und  Opora  posthuma  (Euler)  I,  p,  56S. 
*>  Opuscula  analjtica  11,  p.  8  =  Comm.  Ärith.  II,  p.  92—98.     *)  Eteiida,  n,  p.  9 
^Cornm.  Arith.  II,  p.  90—104-  ')  Acta  acad.  scient.  irap.  Petr.  pro  ann 

'^82,  pai^  posterior,  Petropoli  ITHO,  p,  ßi'— «4." 


y  Google 


186  Abschnitt  XX. 

+  1,  +  2,  4^  3,  ö  quadratische  Reste   oder  Nichtreste   von  i 
Primzalilea  sind,  aufgestellt^). 

Euler  untersuflite  in  zwei  Abhandlungen,  die  wahrscheinlicii 
beide  1772  verfaßt  wurden^),  die  Reste,  welche  entstehen,  wenn 
Quadrate  und  höhere  Potenzen  mit  Primzahlen  dividiert  werden.  In 
der  ersten  dieser  zwei  Schriften  drückt  er  das  Gesetz  in  vollendeter 
Form,  aber  ohne  Beweis  aus.  Diese  berühmte  Abhandlung  führt  den 
Titel  Observationes  eirca  divisioiiera  quadratorum  per 
numeroa  primos, 

Kroneeber  macht  die  interessante  Mitteilung'),  daß  Euler  bei- 
nahe 40  Jahre  früher,  in  einer  Abhandlung  aus  den  Jahren  1744  bis 
1746,  als  Resultat  von  Beobaijhtungen  eine  Reihe  von  Lehrsätzen  und 
Beobachtungen  gibt,  welche  im  wesentlichen  das  Reziprozitätsgesetz 
enthalten*).  Natürlich  dürfen  diese  Aussprüche  nicht  als  eine  Ent- 
deckung des  Gesetzes  angesehen  werden. 

Die  entwickelte  und  allgemeine  Auffassung  des  Reziprozitäts- 
gesetzes  wird  von  Euler  in  der  Schrift  des  Jahres  1783  zuerst  in 
vier  Theoremen  aufgestellt,  dann  in  der  neuen  Form  eines  einzigen 
Lehrsatzes  ausgesprochen.  Die  vier  Theoreme  beziehen  sich  auf  die 
Division  der  Quadratzahlen  durch  Primzahlen  und  lauten  wie  folgt^): 

Si  divisor  primus  fuerit  formae  4ns  +  {2x  +  1)^,  existente 
s  numero  primo,  tum  in  residui.s  ocourrent  numeri  -\- s 
et  -s. 

Si  divisor  primus  fuerit  formae  ins  ~  (2  j  +  1)^,  existente 
s  numero  primo,  tum  in  residuis  oceurret  numerus  -j-  s;  at 
—  s  erit  in  non-residuis. 

Si  divisor  primus  fuerit  formae  4ns  — 4s  — 1,  exciudendo 
omnes  valores  in  forma  4ns  ~  (2a:  +  1)*  contentos,  existente 
s  numero  primo,  tum  in  residuis  oceurret  —  s,  at  -\- s  erit 
non-residuum. 

Si  divisor  primus  fuerit  forma  4rts  +  4^;  +  1,  escludendo 
omnes  valores  in  forma  ins  +  {2x  +  1)^  contentos,  existente 
s  numero  primo,  tum  tarn  +s  quam  —  ,s  in  non-residui.'* 
oceurret. 

Euler  läßt   nun   die  Bemerkung   folgen,   daß  ei'  diese  Lehrsätze 

')  Oswald  Baumgart,  Ueber  das  Quadratische  Beciprocitätagesetz,  Leipwp' 
188&,  S.  3.  *)  OpTiacula  analjtic»  I,  p.  64— 84  =  Comm.  Arith.  I.  p,  477—486; 
ebenda,  p.  122— 156  =  Comm.  Aiith.  I,  p.  487—506.  »)  Monatsb.  d.  K.  Akad. 
d.  Wiaa.  zu  Berlin,  1876,  S.  208.  *)  Comm.  Petr.  XIV,  1744,  p.  151  ==  Comm. 

Arith.  I,  p.  35—49.  Das  Eeziprozitätageaetz  hätte  nach  Kronecker  namentlich 
a.uB  Tlieorema  27  nnd  den  Aanotationes  3,  4,  7,  13,  14  und  16  geachloascn 
■weiden  kOnnen.         '}  Comm,  Arith.  I,  p.  484,  485. 
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liinzufUge,  damit  jedermaim,  der  an  Spekulationen  dieser  Art  Ver- 
j^ügen  findet,  ihren  Beweisen  nachspüren  möge,  denn  dadurch  werde 
die  Zahlentheorie  gewiß  wichtige  Erweiterungen  erhalten.  Zum  Schluß 
sagt  er  dann,  daß  die  vier  Sätze  in  folgender  Weise  recht  übersicht- 
lich dargestellt  werden  können: 

Existentes  numero  quocunque  primo,  dividantnr  tantum 
quadrata  imparia  1,  9,  25,  49,  etc.  per  diTisorem  4s,  notentur- 
<(ue  residua,  quae  omnia  erunt  formae  4^  +  1,  quorum  quod- 
Tis  littera  a  indicetur,  reliquoruna  autem  numerorum,  formae 
4^  +  1,  qui  inter  residua  non  oceurrunt,  quilibet  littera  A 
indicetur,  quo  facto  si  fuerit 

divisor  numerus  ,  , 

,  tum  est 

primus  torraae     i 

4«s  +  «  !    +  *'  residuura  et  —  s  residuum, 

+  s  reaiduum  et  —  s  non-residunm, 

+  s  non-residuum  et  —  s  non-residuum, 

-(- s  non-residuum  et  — s  residuum. 

Wenn  wir  hier  den  quadratischen  Charakter  von  —  s  außer  Betraelit 
lassen  und  die  Primzahlen  4«s  +  k  und  4«s  +  j1  durch p  bezeichnen, 
so  ist  es  nicht  schwer,  die  Eulersche  Formulierung  des  Rezipro- 
zität sgeaetzes  mit  der  folgenden  jetzt  üblichen  Form  zu  identifizieren: 
Sind  p  und  a  zwei  positive  Primzahlen,  von  denen  mindestens 
eine  die  Form  4 «  -|-  1  hat,  so  ist  s  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  p,  je  nachdem  p  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  s 
ist;  haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  s  die  Form  4«  +  3,  so  ist  s 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  p  quadratischer 
Nichtrest  oder  Rest  von  s  ist. 

An  die  Arbeit  von  Johann  Beruoulli  III.  des  Jahres  1771  an- 
knüpfend, untersucht  Anton  Felkel  (1750—?)  die  Verwandlung 
der  Bruchperioden  nach  den  Gesetzen  verschiedener 
Zahlensysteme^).  Der  im  Dezimalsysteme  0,076923  ■  ■  ■  =  ,o 
geschriebene  Bruch  heißt  im  Systeme  von  der  Gnindzahl  6  nach 
i'elkeh  0,024340531215  ■  ■  ■ -^  ^,  +  A  +  ^,  +  ^^ -\- . . .  Er  nennt 
eine  Bruchperiode  eines  PrimteilerB  p  eine  vollständige,  wenn  sie 
P—1  Stellen  hat  (wie  bei  ^  =  7),  eine  unvollständige,  wenn  sie 

')  Abb.  d.  Böhmiflchen  GeseÜscli.  d.  Wias,  auf  das  Jahr  1785,  Prag,  S.  lar, 
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weniger  Stellen  hat  (wie  bei  p  =  3),  und  zeigt  unter  anderem  durck 
Beispiele,  daß  unvollständige  Perioden  nacli  verschiedenen  Zahlen- 
systemen verschiedentlich  in  vollständige  und  in  unvollständige  Perioden 
übergehen  können.  Felkel  war  Lehrer  an  der  k.  k.  Normalschule  in 
Wien,  1785  Direktor  von  Schul-  und  Ärmenanstalfcen  in  Böhmen, 
später  Vorsteher  einer  deutschen  Schule  in  Lissabon.  Er  erfand  eine 
gemeine  Rechenmascliine,  und  schrieb  ein  große.s  Tabellenwerk,  wo- 
von die  ersten  Teile  gedruckt  wurden.  Beinahe  die  ganze  Auflage 
wurde  aber  vor  Ausbruch  des  Tiirkenkrieges  1788  zn  Infanterie- 
patronenpapier verwendet'). 

In  den  Ädversaria  analytica  miscellanea  de  fracfcionibus 
continuis^)  setzt  Daniel  BernouUi  den  zu  bestimmenden  Wert 
eines   unendlichen  Kettenbruches        -.  gleich  S,  schreibt  danii 

™  + .  - . 

S  ~         .- ,,  und 

'"  -T  -^ 

S  _  -  '"  +  lA  +  m_' 

wenn  m  positiv  ist. 


wenn  m  negativ  ist.  Merkwürdig  erscheint  ihm  der  Fall  m  =  0; 
welcher  8=1  und  auch  S  =  ~-\  liefert.  Man  müsse  hier  zwischen 
der  absoluten  Null  und  dem  unendlich  Kleinen  unterscheiden.  Erstere 
Anschauang  liefere  -■  letztere  +1.  Für  den  unendlichen  Bruch 
ergibt  sich   die  Summe  +  „  (—  "*  -hl^"*^  +  4»),    wo    man 

nur  für  negative  Werte  von  m  —  _,-  nimmt,  und  nur  für  negative- 
Werte  von  n  —in  schreibt.  Daraus  ersieht  man,  daß  die  Multi- 
plikation der  einzelnen  Zahler  und  Nenner  eines  Kettenbruchea  durch 
eine  Zahl  tn  dessen  Wert  ändert.  Ist  n  negativ  und  numerisch  größer 
als  ,  HO  liefert  die  Formel  eine  imaginäre  Zahl.  Für  m  =  1, 
jj  =  —  l  sind  die  Näherungswerte  —  1,  —  kj  ,  0,  —  1,  —  «> ,  0,  etc., 
die  gegen  keinen  bestimmten  Wert  konvergieren,  weshalb  es  nicht 
.■sonderbar  sei,  daß  die  Formel  imaginäre  Resultate   ergebe.     Das  Be- 

1 

streben,  eine  Darstellung  des  Wertes  des  Kettenbruches  ö  jl  i 

3  +  ..- 

')  Allgemeine  Deutactie  Biographie  VI,  til2  (Cantor).        *)  N,  Comm.  Petr., 
Tom.  XX,  pro  auno  1776,  Pettupoli  1786,  p.  3—23, 
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■zu  finde!!,  hatte  seinen  Ausgang  in  einer  zweiten  Abhandlung,  Dis- 
quisitionea  ulteriores  de  indole  fractionum  continuarum') 
worin  Bernoulli  die  Auffindung  eines  independenten  Gesetzes  für 
die  Bildung  einea  beliebigen  Näherungswertes  im  Auge  hat,  aber  im 
Falle  wiUfeürlieher  ,^dices"       ,       ,  ■  ■  ■  in  dem   atlgemeineu   Ketten- 

bmch  ß  +  6  nicht  weiter  kommt,   als  aus  zwei  nacheinander  fol- 

.^  +  ...  ^ 

genden    Näher uugabrü eben  ^    und   dem   nächsten   Iudex  -i-     den 

hierauf  folgenden  Nüherungsweri  /jo^L'jV/'  ^^  ziehen,  ein  Verfahren, 
welches  er  als  ein  vorzügliches  Kompendium  charakterisiert.  Ohne 
sich  des  Eulersehen  Algorithmus  zn  bedienen,  vervollkommnet  und 
vereinfacht  Bernoulli  die  bisher  angewandten  Darstellungsmethoden 
der  Näherangs  werte.  Er  geht  von  einem  allgemeineren  Kettenbruch 
aus,  als  es  bei  Euler  der  Fall  war. 

In  einer  Schrift,  Arithmetische  Betrachtung^,  bebandelt 
■Johann  Teasanek  die  Gleichung  dn^  +  1  =-  e^,  ohne  aber  die  Ar- 
beiten Lagranges  anzuführen. 

Teasanek  bestimmt  den  Wert  von  n  bei  gewissen  Zahlen  d 
verschiedener  Formen,  und  zeigt,  wie  uuendlicb  viele  Formen  gefunden 
und  bei  diesen  die  Werte  für  n  allgemein  bestimmt  werden  können. 
Er  achreibt  d  =  a^  +  l}  und  findet  e>an,  also  e  =  »K+j>i;  auch 
findet  er  «>^i,  also  n  =Pi-\-  p^.  Dann  betrachtet  er  den  Fall 
^>a,  Pi>Pi,  Pi<^Pi„  «n-i  setzt  p^^Pg+p^,  Ps  —  P3  +  P,- 
Pa<2p3,  etc.     Für  j);  findet  er  einen  allgemeinen  Ausdruck 

(Pi^i^  + !/(«'  +  i>)~phi  +  gi):Si, 

wo  Äj  =  6  —  n,  jtg  ^  d,  ^^  =  2a  —  b  +  1,  und 

\+i.  ^  9i  ~  hf  9i+i  =■  2''/  ^  ^f  +  9i~i- 
Nimmt   man  nun   J/i  =  1    und   p^^^^  =■  0,   dann  wird  p^  =  1  und  man 
kann  ^j.,,  P^_g, , . .,  n  auerechnen.     Z.B.   nimmt  man   (  =  3,   dann 
hat  man 

i>,  =  1,  p,  =  0,  _p,  =  1,  j>,  =  2,  «  =  3,  ^3  =  12a  -  9&  +  4  =  1, 

i  =  3c— 1,  6  =  4c  —  1,  wo  c  irgend  eine  positive  gan^e  Zahl  ist. 
Endlich    folgt     {(3c-l)^  +  4c-l|  3=4- l  =  (9c-l)l      Die    Auf- 

')  N.  Comm.  Petr.,  Tom.  X5.  pro  anno  ITJö,  Petropoli  1786,  p, '24— 47; 
■^gl.  8.  Günther,  op.  cit.,  p.  8—10.  '-)  Abb.  <t,  Böhmiachen  Gesellaeh,  der 

Wiag.  auf  daa  Jahr  178G,  p.  160—171, 
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fassimg  des  soj^enaunten  Pellacbeii  Problems  ist  hier  der  von  La- 
grange und  Enler  ganz  fremd.  Statt  d  als  eine  gegebene  Kon- 
stante zu  betrachten  und  die  dazu  gehörigen  Werte  von  n  und  e  zu 
untersuchen,  werden  hier  verschiedene  Formen  der  Zahl  d  genommen 
und  dazu  passende  Zahlen  n  gefunden. 

Die  Zerfällung  zusammengesetzter  Zahlen  wird  auch  von  G.  S. 
Klüget  zu  Helmstädt  besprochen.     Er  nimmt  das  Produkt 

(30»-  +  OT)(30r  +  n) 

und  untersucht  die  Werte,  die  mn  annehmen  kann^).  An  gleicher 
Stelle  erschien  über  diesen  Gegenstand  eine  Schrift  von  Johann 
Andreas  von  Segner,  die  er  schon  1777  als  eine  Briefbeilage  an 
Hindenburg  versandt  hatte*).  Jede  Zahl,  die  sich  nicht  durch  2 
oder  3  teilen  läßt,  besitzt  die  Form  6«  —  1  oder  6  w  +  I.  Von  diesem 
Lehrsatze  ausgehend,  stellt  Segner  Regeln  für  die  aufzusuchenden 
Faktoren  der  Zahlen,  Wie  C.  F.  Hindenburg  in  seinen  Anmerkungen 
über  diese  Abhandlung^)  sagt,  werden  diese  Regeln  immer  zusammen- 
gesetzter, je  mehr  Teiler  man  von  Anfang  an  ausschließen  will. 

Das  18.  Jahrhundert  brachte  drei  große  Forscher  im  Gfehiete  der 
Zfthlentheorie  hervor,  nämlich  Euler,  Lagrange  und  Legendre. 
Die  erste  Arbeit  Legendres  ist  Recherches  d'analyse  indeter- 
minee*).  Diese  hervorragende  Leistung  betrifft  vier  Probleme  zahlen- 
theoretischen  Inhalts,  wovon  das  erste  die  ganzzahlige  Auflösung  der 
linearen  Gleichung  Ay  =  ax"  -\-  hx'"~^  -f-  cx"~^  +  ■  •  ■  behandelt.  Vom 
Lagrangeschen  Satze^),  daß  x  nicht  mehr  als  n  Werte  annehmen 
kann,  und  vom  Fermatschen  Satze  ausgehend,  zeigt  Legendre  erat, 
wie  man  Ay  =  x"  —  Ji  lösen  kann,  und  wendet  dann  die  so  er- 
haltenen Resultate  auf  die  allgemeine  Gleichung  an.  Im  zweiten 
Problem  wird  die  unbestimmte  Analysis  zur  Zerlegung  eines  Poly- 
noms in  Paktoren  benutzt.  Es  werden  aber  keine  Kriterien  entwickelt, 
welche  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  einer  Zerlegung  dartun. 
Der  dritte  Abschnitt  entwickelt  den  Satz,  daß  ax^  +  hy^  =  cs^,  wo 
a,  bj  c  positiv,  teilerfremd  und  von  quadratischen  Paktoren  frei  sind, 
lösbar  ist,  wenn  drei  ganze  Zahlen  A,  ft,  v  von  der  Art  existieren,  daß 

— - ,  ,      -  ,        ganze    Zahlen    sind.     Der   vierte    Abschnitt 

c      '        a      '        b        " 

behandelt  Primzahlen  und  ist  bei  weitem  der  bedeutendste  dieser  Ab- 
handlung.    Er    enthält   nichts   weniger   als    das   ^roße  Reziprozitäts- 

'}  Leipziger  Magazin  li.  r.  u.  a,.  Mathem.,  1.  Stück,  1T8T,  S.  199^210. 
*)  Ebenda,  S.  317—225.        ')  Ebenda,  S.  226—244.        ')  HiBtoire  de  l'acad.  roy. 
des  HCJences,  aünt'o  IISÖ.  Furh  17«8.  p.  *65— 559.         ')  Bcriiaer  Memoricn  ITBC 
und  1775. 
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gesetz,  welches  zwei  Jahre  früher  in  Eulers  Schriften  sehon  ge- 
druckt war.  Legen  dre  ist  der  zweite  Entdecker  dieses  Satzes.  Ob- 
schon  er  damals  Schriften  Eulers  über  Zahlentheorie  durchmustert 
und  einige  Teile  von  Eulers  Opuscula  analytica  (Bd.  I)  ge- 
lesen hatte,  war  ihm  die  Arbeit  des  Schweizers  über  das  Reziprozitäts- 
gesetz nicht  bekannt.  Später  machte  Gauß  eine  ähnliche  Erfahrung. 
Von  ihm  wurde  der  Satz  zum  drittenmal  entdeckt,  bevor  er  von 
Legendres  Untersuchungen  Kenntnis  hatte.  Eulers  Aufstellung 
des  Satzes  haben  Gauß  und  Legendre  nie  gekannt.  Erst  Kronecker 
hat  die  Mathematiker  aiif  diese  Leistung  aufmerksam  gemacht^). 

In  Legendres  Untersuchung  ist  das  Reziprozitätsgesetz  auch 
bewiesen,   aber   der   Beweis   ist   unvollständig.      In    dem    Ausdrucke 

d  ^    soll  nach  Legendre   angenommen   werden,  daß   alle  Vielfechen 

der  Primzahl  e  verworfen  sind;  dann  hat  man  entweder  (i  '    =  1  oder 

d  '■^  ~  —  1,  wo  d  irgend  eine  ganze  Zahl,  nur  kein  Vielfaches  von  c, 
sein  darf.  Nach  Legendre  seien  yl,  a  Primzahlen  von  der  Form 
4«+  1,  und  Ji,J)  Primzahlen  von  der  Form  4» +  3;  dann  stellt  er^) 
acht  Theoreme  auf,  die  zusammen  das  große  Gesetz  ausmachen.  Die 
Ausdrucks  weise  derselben  ist  aus  den  zwei  ersten  ersichtlich,  nämlich 

I.  Wenn  &  ^  =  1,  dann  folgt  a  ^   —  1. 
IL  Wenn  a  ^   =  —  1,  dann  folgt  b   ^  =  —  1. 

Legendre  faßt  nun  alle  acht  Falle  in  folgendem  Au.isprnch  zu- 
sammen: „c  et  (/  etant  deux  nombres  premiers,  les  espreasions 

<'  "  ,  d  ''  ne  seront  de  differens  signes  que  lorsque  c  st  d 
seront  tous  deux  de  la  forme  4n  —  1;  dans  toue  les  autres 
'■as,  ces  expressions  auront  toujoura  le  memo  signe." 

In  seinem  sinnreichen  Beweise  geht  Legendre  von  der  Gleichung 
Äx^  -f  atf^  =  bz^  ans.  Dieselbe  kann  nicht  durch  ganze  Zahlen  gelöst 
werden,  da  die  linke  Seite  von  der  Form  in  +  l  oder  4»  +  2  und 
die  rechte  Seite  von  der  Form  4»  oder  in  —  1  ist.  Nach  einer 
Methode  von  Lagrange  sollte  diese  Gleichung  aber  stets  lösbar  sein, 

wenn  gleichzeitig  die  drei  Bedingungen  a  ^   h  ''   — 1,^1^    h  ^   =1, 

A  '^   a  ^  =^  —  \  erfüllt  wären.     Wenn  A  ■=  1  ist,  so  sollte  i  ^  =  1, 

')  Monatsb,  d.  K,  Akad.   d.  Wiss.  zu  Berlin,  1876,  S,  267—275.  ')  Loc. 

cit,  S.  516,  517, 
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a  ^  =  —  1  Bein.  Da  dies  aber  unmöglich  ist,  zieht  Legendre  aua 
der  Auiiahme  6  ^  =  1  die  Folgerung  a  ^  ™  1,  und  aus  der  Annalime 
a  *  =  —  1  die  Folgerung  h  ^  ==  —  1.  Soweit  ist  der  Beweis  voll- 
ständig:   auch    zieht  Legendre    den  strengen  Schluß,   daß    i  *  =-  1, 

JJ  *  =  1  nicht  gleichzeitig  bestehen  können.  Wag  den  übrigen  Teil 
des  Beweises  anbelangt,  sagt  Legendre  selbst:  „Dans  cette  demon- 
stration,  iious  avons  suppose  seulement  qu'il  y  avoit  un  nombre  premier 
b  de  la  forme  4m— 1,  qui  pouvoit  diTJser  la  formnle  x^ -{- Äif^." 
Gfauß  hat  den  Legendr eschen  Beweis  einer  eingehenden  Kritik  unter- 
worfen^) und  bat  hervorgehoben^),  daß  zur  Vervollständigung  des- 
selben es  erwiesen  werden  sollte,  daß  zu  einer  jeden  Primzahl  von 
der  Form  4n  +  1  eine  Prinazahl  von  der  Form  4«  -j-  3  gefunden 
werden  kann,  in  Beziehung  auf  welche  jene  quadratischer  Nichtrest 
ist.  Dieses  Postulat  mag  von  dem  Satze  abhängig  gemacht  werden, 
daß  jede  arithmetische  Reihe,  in  welcher  nicht  alle  Glieder  einen  ge- 
meinschaftlichen Faktor  haben,  notwendig  Primzahlen  enthalten  muß, 
Dirichlet  hat  spater  diesen  Satz  bewiesen^). 

Legendre  hat  die  Wichtigkeit  des  Eeziprozitätsgesetzes  völlig 
erkannt  und  mehrere  Sätze  über  Primzahlen  daraus  abgeleitet.  Mit 
demselben  könne  man  alle  Sätze,  die  Euler  durch  Liduktion  auf 
S.  176,  281,  295  usw.  des  ersten  Bandes  der  Opuscula  analytica 
aufgestellt  habe,  beweisen;  man  könne  zeigen,  daß,  wenn  fx^-\-gy^ 
=  kz^  lösbar  ist,  fx^  +  gy^  =  (Ä  -f  fgn)s^  es  auch  ist,  solange 
Qh  -\-  fgn)  prim  bleibt.  Letzterer  Satz  enthält  als  Spezialsatz  einen 
ähnlichen,  von  Euler  durch  Induktion  entdeckten  Satz.  Legendre 
berechnet  vier  Tafeln,  welche  die  verschiedenen  Formen,  die  Teiler 
von  f  -f-  aij^  annehmen  können,  enthalten,  worin  die  Primzahl  a,  be- 
ziehungsweise die  Form  8k  —  3,  8«  -f  1,  8m  -f-  3,  8h  —  1  hat.  Diese 
Tafeln  dienten  nicht  nur  um  viele  schon  bewiesene  Sätze  deutlicher 
hervortreten  zu  lassen,  sondern  auch  nm  neue  Sätze  zu  enthüllen. 
Legendre  nennt  z.  B.  den  von  ihm  durch  Induktion  erhaltenen  Sat/-, 
daß,  wenn  d  =  8  »  —  3,  es  ebenso  viele  Teiler  von  der  Form  4b  —  1 
als  von  der  4n  +  1  gibt,  und  daß  diese  Anzahl  der  Anzahl  verschie- 
dener Zerlegungen  von  a  in  die  Summe  dreier  Quadrate  gleich  ist. 
'A.  B.,  wenn  a  =  109,  so  hat  t^  -\-  au^  zwei  Teiler  von  der  Form 
4«  +  1,   nämlich   i/  +  109.S*,   by^  +  "iye  +  22^*,   und    zwei  ähnliche 

')  Diaq.  Arith.,  Artikel  151,  29B,  297  und  Additanienla.  ')  Additainent»- 
=)  Kummer  in  Math.  Abh.  d.  K.  Äkad.  d.  Wias.  zu  Berlin,  1859,  S.  19,  20. 
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von  der  Form  4w— 1;  es  kanu  nun  109  genau  auf  zwei  Arten, 
10^  +  3*  +  0*,  8^  +  6^  +  3^,  in  die  Summe  dreier  Quadrate  zerlegt 
werdeu.  Einige  Sätze  über  Primzahlen,  welche  Lagrange  in  den 
Berliner  Meniorien  der  Jahre  1773  und  1775  bewiesen  hatte,  werden 
Ton  Legendre  auf  neue  Art  abgeleitet. 

L.  Euler  behandelt  in  einem  Memoir^)  den  früher  von  ihm  und 
Lagrange  untersuchten  Gegenstand  über  ähnliche  Funktionen  und 
Minimalwerte.  Wenn  N  =  a^  -j-  nb^,  soll  erstens  N%  iV,  . . .  durch 
die  gleiche  Form  x^  +  np^  dargestellt  werden,  und  zweitens  sollen 
die  Minimalwerte  von  x  oder  Ton  if  gefunden  werden. 

Eine  andere  Abhandlung^)  L,  Eulers  gibt  die  Fülle  au,  in 
welchen  die  Formel  x*  -\-  Tnx^y'^  +  ?/  ein  Quadrat  ist,  und  fabuliert 
die  ganzzahligen  Werte  von  ft  zwischen  —  100  und  +  100,  und  die 
dazu    gehörigen    Verhältnis  werte    von        ,    welche    Quadrate    liefern. 

Man  hat   z.  B.  A;  =  16,  —  =  ,    und    '   ■     Es  eraibt  sich,  daß  k  nicht 
'    j/  1  12  "  ' 

Ij  3,  4,  5,  6,  9,  . .  .  sein  kann. 

Die  Zahl  1000009,  welche  L.  Euler  in  seiner  De  tabula 
numerorum  primorum  des  Jahres  1774  unter  die  Primzahlen  setzte, 
wird  von  ihm  1771^  in  einem  separaten  Aufsatz*)  untersucht  und  als 
eine  zusammengesetzte  Zahl  mit  dem  kleinsten  Divisor  29S  erkannt. 
Euler  findet  1000009  -  a-^  =  235»,  wo  *' -  -  972  ist,  sowie 
1000009 -1000= +3^  =  972^  +  2351  Daraus  wird  1000^-235» 
=  972=  ~  3«,  1235  ■  765  ^  969  ■  975  und  J,^^^^  =  S  "  iV  ^^  '^* 
also  19=  +  15^  =  293  ein  Divisor  von  1000009. 

In  der  1777  verfaiSten  Schrift  De  novo  genere  quaestionum 
arithmeticarum,  pro  quibus  solvendis  certa  methoduB  ad- 
huc  desideratur')  untersucht  L.  Euler  das  Problem,  alle  ganzen 
Zahlen  N  zu  finden,  so  daß  J.=  +  £=  und  ^1=  +  ^^  ^u  gleicher  Zeit 
Quadratzahlen  vorstellen.     Er  setzt 

A==x^-f,    B^-2xy,    A^  +  NB'^s^ 

und  erhält  N  =-  \z^  —  {x^  ~  i/*)*}  :  Ax^'f,  wo  also  z  so  zu  wählen  ist, 
daß  N  ganzzahlig  wird.  Man  nehme  e  ^  x^  +  ^ax*y^  +  y^  oder 
z  =  3?  -\-  2ax*y^  —  j/*,  woraus 

N  =  {kx^  +  1)  {ay^  +  1)    oder     =  (ax^  -  1)  {ay^  +  1)  +  1 

')  N.  Acta  Petr.  IS.  1791,  p.  8— 18  =  Comm.  Äritt.  II,  p.  174—182. 
■j  Ebenda,  X,  1792,  p.  27— 10  =  Cumm.  Arith.  II,  p.  183—189.  =)  Ebenda, 

p.  6S— 7a  =  Comm.  Arith.  U,  p.  248—248.  ')  Ebenda,  XI,  ad  aui.um  1793, 

p.  78— 93  =  Comm.  Arith.  U,  p.  190-197. 

Ci.iTOB,  GeBchicUfe  du  MBlbemstik  IV.  13 
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wird.'  Erhält  hier  t;  verschiedene  ganzzulilig*;  und  Bruchwerte,  so  er- 
flehen sieh  41  ganze  Zahlen  iV,  die  kleiner  itjs  100  sind.  EuJer  gibt 
nun  an,  daß  es  ihm  nicht  gelungen  sei,  das  Gesetz  zu  entdecken, 
welches  die  Zahlen  K  von  anderen  ganzen  Zahlen  unterecheidet,  auch 
sei  das  Problem  noch  uieht  allgemein  gelost,  alle  Zalüen  N  zu  finden, 
welche  in  den  Formen  W=  {x^  +  l)(t/^+  1)  und  N '=  (**~  l)(j/*—  1), 
TFO  x  und  1/  Integral-  oder  Bruchzahlen  sein  mögen,  enthalten  sind. 
Dies  ist  die  letzte  Abhandlung  von  L.  Euler  über  Zahlentheoric, 
welche  vor  1800  gedruckt  wurde.  In  den  von  uns  Öfters  zitierten 
Leonbardi  Euleri  common tatioues  arithnietieae  collectae 
(P.  H.  Fuß  et  Nicolaus  Fuß,  1849)  werden  im  ganzen  96  Ab- 
handlungen angegeben,  von  denen  33  nach  1799  ei-schienen  und  des- 
halb hier  nicht  besprochen  werden  können.  Weder  der  Verlust 
seines  Gesichts  noch  sein  hohes  Alter  vermochten  Eulers  Arbeits- 
liebe zu  erschöpfen.  Sein  Verepreeheii,  der  Petersburger  Akademie 
so  viele  Abhandlungen  zu  liefern,  daß  sie  auf  zwanzig  Jahre  nach 
seinem  Tode  hinreichen  sollten,  hat  er  gehalten.  Er  starb  1783  und 
1830  erschien  in  den  Petersburger  Meraorien  ein  Aufsatz  von  ihm 
über  die  unbestimmte  Analys 

deconiposer  les  nombres  entiers 
lu  quatre  carrös*)  werden  von 
(1760—1825)  aus  Tübingen  Rech- 
ine ganze  Zahl,  die  keine  Quadratzahl 
ist,  in  die  Summe  von  zwei,  drei  oder  vier  ganzen  Quadratzahlen  zu 
zerlegen.  Dabei  spielen  die  pronischen  Zahlen,  d.  h.  Zahlen  von  der 
Form  m(m -\- 1),  eine  hervorragende  Rolle.  In  einer  Tabelle  werden 
aÜe  pronischen  Zahlen  bis  50850  aufgezahlt. 

Im  Jahre  1798  (an  VI)  veröffentlichte  Legeodre  in  Paris  sein 
berühmtes  Werk  Essai  sur  la  theorie  des  nombres.  Eine  zweite 
Auflage  erschien  1808,  eine  dritte,  mit  dem  Titel  Theorie  des 
nombres,  1830.  Wahrend  der  zweite  Teil  von  Eulers  Algebra, 
mit  den  Lagrangeschen  Zusätzen,  yiele  der  höheren  Resultate  der 
Zahlentheoric  unberührt  läßt,  bringt  Legendre  alles,  was  er  finden 
konnte,  in  seinem  Werke  zusammen.  Seine  eigenen  Untersuchungen 
von  178Ö  sind  hier  in  vollendeter  Form  wiedergegeben.  Ein  ge- 
regeltes Werk  darf  man  es  aber  nicht  nennen.  Es  fehlt  der  leitende 
Faden  allgemeiner  Methoden,  Dessenungeachtet  war  es  hoch  ge- 
schätzt und  während  mehrerer  Dezennien  waren  dieses  und  Grauß' 
Disquisitioues  arithmeticae  die  einzigen  Bücher  über  die  höheren 
Teile    der   Zahlentheorie.     Auf   S.  1,86    fiihrt    er    die    jetzt    als    das 


In    einem    Aufsatze    Di 
non-carres    en    deux,    troi 
Christian  Friedrich  Kau 
nungsregeln    abgeleitet,   um   ei 


')  N.  Acta  Petr.,  ad  anuum  1793,  Petropoli   1798,  bist.  p.  ISä— ISH- 
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„Legeiulreache  Symbol"' bekannte  Bezeiehnuug  \~\   ein,  die  den  Rest 

-{-  1  oder  ~  1  ausdrückt,  den  man  bei  der  Division  von  N  ^  durch 
die  Primzahl  c  erhält.  In  diesem  Werke  wird  zum  erstenmal  der 
Name  „ßeziprozitätsgesetz"  gebraucht.  Er  drückt  nun  „la  loi  de  re- 
ciprocifce"  in  eleganter  Form  so  aus  (S.  214):  „Qaela  que  soient  les 
notobres  premiers  m  et  n,  a'ils  ne  sont  pa.s  tous  deus  de  la  forme 
4^^  —  l,  on  aura  toujoara  (—1  =  |  ),  et  s'ils  sont  tous  deux  de  la 
forme  4,/-  —  1,  on  aura  (     j  =--  i— j,     Ces   deux    eas  generaux   sont 

compris  dans  la  formule  l*^l==(— 1)  *  -  '  ('")  ■  -^^  '^^  ^^" 
gendre  hier  nicht  gelungen,  die  Mängel  im  Beweise  dieees  Satzes, 
den  er  1785  gah,  zu  heben,  obwohl  er  es  möglich  fand,  die  früheren 
unbewiesenen  Voraussetzungen  über  die  Existenz  gewieser  Primzahlen 
einigermaßen  einzusehrUnkeu. 

Im  Rückblick  sieht  man,  daß  durch  die  Untersuchungen  von 
Euler,  Lagrange  und  Legendre  die  Zahlentheorie  energisch  ge- 
fördert wurde.  Diese  Forscher  richteten  ihre  Kräfte  aiif  folgende 
Thematii:  Die  Teilbarkeit  der  Zahlen,  die  Sonderuug  der  Prijnzahlen, 
das  Studium  der  quadratischen  Reste  (welches  in  der  Entdeckung  des 
lleziprozitiitsgesetzes  gipfelte),  die  Betrachtmig  der  höheren  Potenz- 
reste, die  öfters  auf  Gnmd  von  Identitäten  erlangte  Lösung  oder  Auf- 
lösbarkeit verschiedener  unbestimmter  Gleichungen  oder  Gleichungs- 
systeme, die  Zerfällung  von  Zahlen  in  ihi-e  Summanden,  die  Betrachtung 
von  binären,  ternären  und  anderen  quadratischen,  kubischen  oder 
qnartiachen  Formen,  die  DarsteUbarkeit  bestimmter  Zahlen  in  Formen 
dieser  Art  und  die  Auffindung  der  möglichen  Teiler  derselben. 

Unter  den  Einzeluntersuchungen  über  Zahleniheorie  während  des 
Zeitraumes  1759 — 1790  ist  erstlich  eine  interessante  Schrift  von 
Elie  de  Joncourt,  betitelt  De  la  nature  et  des  principaux 
iisages  de  la  plus  simple  espece  de  nombres  trigoiiaux,  n  la 
Haye,  1762,  zu  nennen.  Er  war  Professor  der  Philosophie  und 
l*rediger  zu  Bois-Ie-Duc.  Er  gibt  eine  Tafel  der  Trigonat-  und  der 
entsprechenden  natürlichen  Zahlen,  zeigt  wie  diese  zur  Auffindung 
des  Produktes  zweier  Zahlen  dor  Quadrat-  und  Kubikwurzel  einer 
Zahl  verwendet  werden  kann,  und  bemerkt  an  einer  Stelle,  daß  Log- 
arithmen keine  einfachere  Reehnungsmethode  liefern. 

Albrecht  Euler,  der  älteste  Sohn  Leonhard  Eulers,  ver- 
öffentlichte eine  Schrift,  Beantwortung  einiger  arithmetischen 
Fragen'),  worin   das  Problem    gelöst   wird,   durch   eine   Formel   die 

')  AbLaadl.  d.  Churbajerisch,  Akad.,  Bd.  II,  2,  Teil,  S.  5— 3G,  1704. 
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Anzahl  Ziffern  auszudrileken,  welche  erforderlich  sind,  eine  Zahl  fr 
Ton  einer  größeren  Zahl  a  nach  der  gewöhnlichen  Art  so  oft  ahzu- 
ziehen,  bis  ein  Rest  übrig  bleibt,  welcher  kleiner  als  b  ist.  Dann 
werden  Modifikationen  dieses  Problems  betrachtet,  wie  z.  B.,  a  und  h 
HO  zu  bestimmen,  daß  die  Anzahl  der  erforderlichen  Ziffern  gleich  a  ist. 

In  einem  Aufs  atze,  De  proprietate  numerorum  divisibiüum 
per  11,  in,  1111  etc.^)  setzt  Griannantonio  Andrea  Castelvetri 
(V— 1766)  von  Bologna  frühere  Untersuchungen  fort^)  und  findet  für 
11,  111,  1111,...  Eigenachaften.  welche  denen  von  9  und  3  analog 
sind.  Um  zu  sehen,  ob  83976426643  durch  111  teilbar  sei,  nehme 
man  die  Summe  der  drei ziffer igen  Perioden,  so  643  +  426  -j-  976 
+  83  =  2128,  dann  die  Summe  128  +  2  -  130,  Da  uuu  130:111 
den  liest  19  gibt,  ist  die  vorgelegte  Zahl  durch  111  nicht  teilbar 
und  19  bleibt  bei  der  Division  übrig.  Die  Zahl  rt3297809286  ist 
durch  Uli  teilbar,  denn  9286  +  9780  +  932  =  19998,  9998  +  1 
=  9999,  und  letztere  Summe  ist  durch  Uli  teilbar.  Eine  zweite 
Eigenschaft  erklärt  sich  durch  zwei  Beispiele.  Ob  die  Zahl 
73486529466  durch  111  teilbar  sei,  kann  man  so  ausfinden: 
(J6  +  29  +  86  +  73  =  254,  (4  +  5  +  4)11  =  143,  254  -  143  =  Hl, 
deshalb  ist  die  gegebene  Zahl  durch  111  teübai'.  Die  Zahl 
321490128211  ist  durch  Uli  nicht  teilbar,   denn  211  +012  +  214 

=  437,  (3  +  9  +  8)111=2220,  437-2220= 1783,  -1783  +  1111 

X  2  =  439.  und  439  ist  der  bei  der  Division  erhaltene  Best. 
Castelvetri  bemerkt,  daß  für  die  Zahl  U,  der  „doctissirans  Pater 
G.  H."  diese  Eigenschaft  hergeleitet  habe. 

In  einem  Aufsatze  Methode  pour  resoudre  plusieure  pro- 
Itlemes  indetermines')  löst  De  !a  Bottiere  vier  Aufgaben,  deren 

')  De  Bonoüieasi  Scientiaruin  et  Artium  luatituto  atquc  Acatleinia  Commeutarii, 
T.  V,  Pars  altera,  Bononiae  1767.  p.  108— 13Ü.  =)  In  einer  vor  Anfang  unserer 
Zeitperiode  veiÖfFeiitlichten  Abhandlung  De  quadam  generali  numerorum  pro- 
prietate  (De  Bononiensi  Sciontiarum  et  Artium  Inat  atque  Acad.  Comm.,  T.  IV, 
Bononiae,  1757,  Opuaoula,  p.  242-259;  Commentarii,  p.  113— lU)  zeigt  er,  daß 
die  Eigenschaften  der  einfachen  Zahlen  (d.  h.  der  Ziffern),  die  Ponteneile  in  der 
Hiatoite  de  l'Äcademie  Roy.  dea  Seiencea,  Paris  172H,  gefunden,  und  Fred^ric 
Sanvitaii,  S.  J.,  in  der  Storia  Lettoraria  d'Italia,  T.  VI,  p.  7G1,  bewiesen  habe, 
sich,  auf  alle  ganzen  Zahlen  verallgemeinem  laaaen.  Diese  Arbeiten  veranlaßteu 
Franeiaco  Maria  Zanotti,  die  Zahlen  9  und  3  näher  zu  hetra,iJhten  (De 
Bononiensi  Scientiarum  etc.,  T.  IV,  Commentarii,  p.  lia — 144),  den  Satz  zu  er- 
■weitem:  Si  numerus  quiapiam  multiplex  sit  nunieri  9,  ao  figurae  ejuä  omttem 
in  unara  summam  eonferaatur,  erit  baet  quoque  aumma  multiples  nnmcri  !>, 
und  seine  Besultate,  in  Bezug  auf  9,  auf  die  Ziffer  3  anzuwenden,  'j  Memoiies 
de  math.  et  de  phjs.  präsentes  . .  .  par  divers  aav&ns,  Tome  IV,  Paris  1763,  p.  33 
bia  65. 
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drei  aas  Saundersons  Algebra  enbionimeu  aind  und  auf  der  Auf- 
lösung unbestimmter  Gleichungen  ersten  Grades  beruhen.  In  der 
«raten  sollen  Vielfache  von  zwei  ungleichen  ganzen  Zahlen  a,  l,  deren 
Differenz  eine  Minimalzahl  m  sei,  gefunden  werden.  Die  Minimalzahl 
wird  durch  deJi  Algorithmus  des  größten  gemeinschaftliclien  Divisors 
■gefunden;  dann  wird  ax  —  hi/  =^  +  in  aufgelöst.  Die  zweite  Aufgabe, 
zwei  positive  ganze  Zalilen  zu  finden,  die  dureli  zwei  Divisoren  ä' 
und  tf'  dividiert  die  Reste  r'  und  r"  lassen,  wird  auf  Kalenderfi-ageo, 
betreffend  Sonnen-  und  Mondzykeln,  angewandt. 

Jean  Joseph  Ralüer  des  Onrmes  (1701^1771)  von  Rennes, 
welcher  arithmetische  Artikel  für  die  große  französische  Enzyklopädie 
schrieb  und  Regeln  zum  Aufsuchen  von  Primzahlen  vorschlug'), 
schrieb  auch  einen  Aufsatz^),  worin  er  eine  schnelle  Methode,  n  ganze 
Zahlen  zu  finden,  angibt,  wenn  man  das  Pi-odukt  einer  jeden  mit  der 
Summe  der  übrigen  kennt.     Hat  man  z,  B. 

x{y  +  s)  =  49,  ?/(a;  +  e)  =  45,  2(a:  +  */)  =•  24, 
wo  n  —  ^  ist,  soll  man  die  n  —  1  kleineren  Zahlen  in  Faktoreupaare 
v.erlecen,  so:  für  24,  „,■,„■„■„;  für  45,  ,.■,,■  „■  Nun  suche  man 
diejenigen  Faktorenpaare  aus,  deren  Faktoren  eine  gleiche  Summe 
haben.  Diese  sind  " ,  ^.  Die  kleineren  Faktoren  2  und  5  sind  zwei 
der  gesuchten  Zahlen,  und  die  dritte  ist  14  —  2  ~  5  -=  7.  Man  hat 
also  ic  =  7,  p  =  b,  g  =  2. 

Der  Astronom  Joseph  Stepling  (1710—1778)  führt  Beweise 
einiger  Eigenschaften  des  Neuners*)  an.  Er  zeigt  z.  B.,  daß 
wenn  n  ii-geud  eine  Ziffer  ist,  die  Ziffern  des  Produktes  9w  die  Summe 
ii  haben. 

Im  Jahre  1788  veröffentlichte  A.  G.  Kästner  die  Ijösung  dor 
folgenden  unbestimmten  Aufgabe*):  Drei  Bäuerinnen  {A,  7j*,  (J)  haben 
.je  eine  gegebene,  von  der  andern  unterschiedene  Anzahl  Eier  (a,  h,  c). 
Jede  verkauft  ihre  Eier  auf  zweimal,  das  erstemal  eine  so  teuer  als 
die  andere  (m),  und  so  auch  das  zweitemal  (»).  Am  Ende  hat  eine 
soviel  gelöst  wie  die  andere.  Wieviel  von  ihren  Eiern  hat  jede  das 
erstemal  verkauft  (x  ,(/,  s)?  Und  wie  verhalten  sich  die  Preise  des 
«rsten  xmd  des  zweiten  Verkaufs  ('")?  Man  erhält  die  Gleiehungen 
mx  +  n(a—  x)  =  mp  +  n(l»—  ij)  =  ms  +  n(c  —  z),  wo  a,  h,  c.  x,  ;/,  2, 

')  Memoitei  de  math.  et  lie  jihjs.  ,  ,  .  Tome  V,  1768,  p.  486—499. 
)  Ebenda   Tome  V,  Paris  1768,  p.  479—484.  ')  Abb.  einei  Privatsesellscb. 

in  Böhmen,  1   Bd  ,  Prag  1776,  S.  141—144.  *)  Leipziger  Magazin  f.  d.  r. 

"    BD^eft    Mathematik,  Leipzig  1788,  S.  315  —  2-27. 
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{n  —  x),  [h  —  y),  (c  —  z)  positiv  und  ganzzahlig  sind.  Kästner  leitet 
Ijfleichxmgen  ab,  so  daß  fUr  ii^eiid  eine  Voraussetzimg  för  x  die  zu- 
gehörigen Werte  von  y,  s,  m,  n  durchgezählt  werden  können.  In 
einer  zweiten  Löanngsmethode  braucht  er  die  Symbole  du  und  dx  für 
„Ändei-ungeu  von  endlicher  Größe",  wo  -y-  positiv  oder  negativ  ist, 
je  nachdem  der  Preis  wächst  oder  abnimmt.  Diese  Reehnnngsaufgabe 
ist  eine  Verallgemeinerung  einer  Aufgabe,  die  Johann  Prätorius 
tu  seinem  Abentheuerliehen  Glückstopf  (1669)  löste. 

Ein  andermal  nimmt  Kästner  ein  Esempel  aas  Lilles  Amuse- 
mens  mathematiques,  1749,  wo  ein  Blinder  augenblicklich  das 
Produkt  von  !.)99  ...  (w  -  1  Ziffern)  mit  666  ...(»-  1  Ziffern)  zn 
linden  weiß,  und  leitet  die  Eegel  ab^),  die  das  Produkt  liefert.  Von 
der  rechten  Hand  gegen  die  linke  hat  man  folgende  Ziffern:  4,33... 
(w  —  1  Ziffern),  Ö,  66  .  .  .  («  —  l  Ziffern).  Dann  folgt  die  Regel  für 
irgend  eine  Ziffer  statt  6  und  die  Auflösung  eines  Problems  in  der 
arithmetica  divinatoria. 

In  einer  Jugendarbeit  On  the  resolution  of  indeterminate 
Problems^)  sucht  John  Lestie  (1766 — 1832j  größere  Uniformität 
in  die  Auflösung  unbestimmter  Probleme  einzufiihreo.  Ist  A .  B 
=  ('.!),  m  eine  rationale  Zahl,  und  nimmt  man  in  A.niB  =  C .mD, 
A  =  mD  an,  dann  folgt  mB  =  C.  Dieses  Prinzip  wird  auf  14  Probleme 
angewandt.  Das  13.  heißt:  Eine  Kubikzabl  zu  finden,  die  dem  Pro- 
dukte eines  Quadrats  und  einer  gegebenen  Zahl  gleich  sei.  Man  hat 
X*  =  «]/*  oder  X  .  x^  =  a  .  y^.  Nun  setze  man  x  —  mfi  und  //^  —  mx^. 
Dann  tß  =  ni^a^,  und  y  .  y  =  ma  .  m^a.  Durch  eine  zweite  Annahme 
hat  man  y  —  pmn  und  m^ii—py.  Da  aber  x  =  ma,  so  wird  y  =px 
=  ^— ,  X  ==  a^,  y  =  ap^.  AVenn  nun  a  =  '^,  p  =  2,  dann  ist 
,,■  =  3  (2)2  =  11'     Lind     //  =  3  (2)^  =  lU. 

')  Archiv  A.  r.  u.  aiigew.  llathematik,  1799,  S.  20i— 208.  't  Trans. 

Roy.  Soc,  of  Edinliui^h,  Vol.  11,  Pt.  II,  1790,  p.   193—212, 


Verbeesernngeii. 


S.  ä'ä  Z.  I)  V.  IL.  statt  Loas  le  Saiilnier  lies  SAinv  le  Säur 

S,  48  Z,  5  statt  Ruggero  lies  Ruggiero. 

>^,  49  Z.  10  statt  D'Äbren  lies  D'Abrau. 

S.  53  '£.  14  statt  Bekahn  lies  Reckalm. 

S.  57  Z.  9  Btatt  Ai'ithmetik  lies  Arithmetick. 

8.  öl  Z.  30  statt  Ohauncy  lies  Chauncej. 

S.  62  Z.  10  statt  G.  Tienchant  liei<  J.  Trenchant, 
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Kombinatorik. 

In  den  früheren  Banden  dieser  Vorlesungen  wurde  gezeigt,  daß 
die  Begründung  der  wissenschaftlichen  Kombinatorik  sowie  die  der  kom- 
binatorischen Analysis  für  Leibniz  in  Ansprach  genommen  werden 
muß,  der  seiner  philosophi  sehen  Anlage  gemäß  die  hohe  Bedeutung 
und  die  vielversprechende  Zukunft  dieser  im  Werden  begriffenen 
mathemati sehen  DisKiplinen,  wenn  auch  nicht  scharf  erkannte,  so 
doch  mit  dem  sicheren  Takte  des  Genies  ahnte.  Es  wurden  dann 
die  Fortsehritte  dargelegt,  die  dieser  neue  Zweig  der  Wiseenscbaft  den 
Arbeiten  der  Bernoullis,  eines  Moivre,  eines  Euler  verdankt. 
Nach  diesen  Ergebnissen  kommen  wir  zu  einer  merkwürdigen  Epoche, 
zu  der  der  sogenannten  kombinatorischen  Schule.  Die  aus- 
gesprochene Absicht  der  sie  begründenden  und  fördernden  Männer 
war,  neben  die  gewöhnlichen  Operationen  der  Aiithmetik,  Algebra 
und  Analysis  die  kombinatorischen  Operationen  als  gleichberechtigt 
und  gleichwertig  zu  stellen  und  für  sie  das  Bürgerrecht  zu  erwerben. 
Durch  diese  Erweiterung  der  Hilfsmittel  sollte  sich,  wie  sie  meinten, 
die  Darstellung  vereinfachen  und  das  Forschungsgebiet  vergrößern. 
Diese  Schule  faßte  trotz  ihrer  großen  Ziele  und  Absiebten  nur  in 
Deutschland  Boden  und  trug  auch  hier  nur  bescheidene  Früchte;  von 
großen  Forschem  im  mathematischen  Bereiche  gehörte  ihr  keiner  an. 
Das  erklärt  sich  wohl  daraus,  daß  sie  ganz  in  Formeln  und  in  For- 
malismus aufging.  Zwar  beherrschte  sie  eine  Zeitlang  den  deutschen 
Markt;  aber  das  meiste  von  dem,  was  sie  brachte,  sank  bald  in  eine,  nicht 
immer  ganz  gerechte  Vergessenheit^). 

Der  Begründer  der  kombinatorischen   Schule  war  Karl  Fried- 


')  In  seineiQ,  von  Napoleon  L  veranlaßteil  „Rapport  historiqiie  Bur  les 
progres  des  gciettces  mathömatiques  depuis  1789"  {Paris  1810)  sagt  J.  B.  Joseph 
Dfllambce  Die  kombinatorische  Analjeis  beschäftigt  noeli  immer  Jip  deutithen 
Mathematiker  aber  in  Frankrenh  1  at  Bie  kemp  liunst  erringen  können,  weil  ihr 
'«ebrauch  zu  heachränkt  lat  und  beaondets  weil  sie  auf  die  Zweige  der  Wieaen- 
Bchftft  nicht  anwendbar  erscheint  deren  Förderung  uns  vorziiglich  am 
-Herren  liegt 
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rieh  Hindenburg,  Solm  eines  Kaufmanns  in  Dresden,  am  13.  Juli 
1739  daaelbet  geboren.  Nachdem  er  das  Gymnasium  zu  Freiberg 
in  Saehaeu  abaolviert.  hatte,  studierte  er  in  Leipzig  Medizin,  Physik 
und  Mathematik  und  kam  dann  durch  Gellerts  Vermittlung  als  Er- 
zieher in  das  Haua  eines  Herrn  von  Schönberg,  in  dessen  Sohne 
sich  schon  früh  ausgesprochene  mathematische  Talente  zeigten. 
Ihn  begleitete  Hindenburg  auf  die  Universität  Leipzig,  wo  er  sich 
von  da  ab,  ebenso  wie  später  in  Oöttingen,  mehr  und  mehr  mit 
mathematischen  Studien  beschäftigte.  Dort,  in  Göttiugen  schloß  sich 
Hindenburg  hauptsächlich  an  Abraham  Gotthelf  Kästner  an. 
Im  Juhre  1771  habilitierte  er  sich  in  Leipzig,  ward  dort  1781  außer- 
ordentlicher Professor  der  Philosophie,  1786  ordentlicher  Professor 
der  Physik  und  starb  am  Orte  seiner  Wirksamkeit  am  17.  März  1808. 
In  der  ersten  Zeit  nach  seiner  Ernennung  zum  Professor  der  Physik 
widmete  er  sich  eingehend  dieser  Wissenschaft.  Eine  Arbeit  über 
Wasserpumpen  stammt  aus  dieser  Periode.  Seinen  ersten  mathematischen 
Untersuchungen  entstammt  ein  im  Jahre  1776  verfaßtes  Büchlein: 
„Beschreibung  einer  ganz  neuen  Art,  nach  einem  bekannten  Gesetze 
fortgehende  Zahlen  durch  Abzählen  oder  Abmessen  bequem  und  sicher 
zu  finden".  Sie  kommt  im  wesentlichen  auf  die  Dai-legung  der  Idee 
hinaus,  durch  mechanische  Mittel  (Abzählen  oder  Anlegen  eines 
Winkelmaßes)  das  bekannte  Schema  des  „Siebes  des  Eratosthenes", 
mittels  dessen  die  Polge  der  Primzahlen  hergestellt  wird,  zur  Ab- 
lesung der  Glieder  arithmetischer  Reihen  zu  benutzen.  Hinden- 
burgs  Vorliebe  für  Superlative  in  der  Abschätzung  der  eigenen  Ver- 
dienste kommt  schon  hier  un verhüllt  zum  Ausdruck.  Von  diesen 
„Hindenburgsehen  Zablenbogen"  ist  mehrfach  in  Lamberts  deut- 
schem gelehrten  Briefwechsel  (herausgeg.  von  Joh.  Bernoulli,  Berlin 
1785)  die  Rede,  da  ein  österreichiseher  Mathematiker,  Anton  Felke!, 
der  eine  ähnliche  Erfindung  gemacht  und  bei  der  Berechnung  von 
Faktorentafeln  benutzt  hatte,  sie  Larabert  vorlegte.  Zu  seinen  ersten 
k om b in atori sehen  Arbeiten  kam  Hindenburg  1778;  sie  beziehen  sich 
auf  den  polynomischen  Satz,  oder  wie  die  damalige  Ausdrucks  weise 
lautete,  auf  die  Potenzienmg  des  Infinitinoms. 

Wir  müssen  hier  eine  kleine  Einschiebung  machen. 

Die  Potenzierung  des  Binoms  und  die  Beweise  der  binomischen 
Formel  wurden  früher  bereits  eingehend  besprochen.  Aber  für 
unsere  Zeitperiode  kommen  auch  noch  Beweise  in  Betracht;  von  ihnen 
seien  diejenigen  kombinatorischer  Natur  hier  erwähnt. 

Fr.  Ulr.  Theod.  Aepinus,  1724  zu  Rostock  geboren,  zuerst 
Privatdozent  zu  Rostock,  dann  1755— 17Ö7  Professor  der  Astronomie 
in  Berlin  und  später  in  Petersburg,   zuletzt  in  Dorpat  privatisierend. 
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wo  er  1802  starb,  beweist  den  binomischen  Satz  auf  Grund  folgender 
Beziehungen^):  Ist 

(1  -f  X}"  =  »„  +  \x  +  c,^x^  4-  d„x^  +  c^x*  +  ■  ■  ■, 
so  hat  man,  wie  gezeigt  wird,  für  die  Koeffizienten  die  Relationen 
_    6„ .  fi^_j  *«•''„- 1  ■''«-  a  *«  ■ ''»- 1  ■  ^n-  2  ■  &»-» 

und  daraus  folgen  die  Werte  der  Bin omialko effizienten  nach  Bestim- 
mung von  fc^,  wo  fili-  h^_^_,  =  ö,.  +  6^  =  (r  -f  s)  J,  =•  (r  +  s)  gilt. 

Jan  Hendrik  van  Swinden,  1746  im  Haag  geboren,  zuerst  Pro- 
fessor der  Physik,  dann  zu  Amsterdam  auch  Professor  der  Mathe- 
matik, nahm  1798  an  der  Beratung  über  die  Einführung  des  metrischen 
Maß-  und  Gewichtssystems  teil;  starb  1823  zu  Amsterdam.  Er  benutzt 
zum  Beweise  der  binomischen  Formel  die  Relationen^} 

a„_i  =  <*„,     &„-i  =  *„  —  "„!     c„_i  =  c„  —  h„  +  (T„, 
^n-l  =  <^«  ~  "^n  +  ''i,  "<*«>■•■ 

Auch  Euler  beschäftigte  sich  mehrfach  mit  der  Frage  nach  dem 
Gültigkeitsbereiche  der  Newtonschen  Binomialformel.  Zunächst  im 
Jahre  1774'}, 

Hier  geht  er  von  der  interessanten  Bemerkung  aus,  daß  eine 
Gleichung,  in  der  ein  Parameter  «  vorkommt,  wohl  für  alle  positiven 
Werte  von  «  richtig,  für  die  übrigeo  aber  falsch  sein  könne,  so  daß 
also  die  Richtigkeit  der  binomischen  Formel  für  ganzzahlige  positive 
Exponenten  noch  keiue  weiteren  Schlüsse  auf  ausgedehntere  Gültigkeit 
erlaubt.     ÄIb  Beispiel  gibt  er  die  Gleichung 

„  _  1  - .-   (. -.-) (1^- .•-')  (1 -.•)(! - .."^) (1  -.r ') , 

l_a"T"  1  —  a'  "•"  1  —  a»  '  '^  '  '  '  > 

die  er  fiir  ganzzahlige  positive  n  beweist,  aber  fiir  andere  Werte  von 
H  als  unrichtig  erkennt*).     Aus  diesem  Beispiele  erhellt,  daß  die  für 

')  Not.  Comment.  Petrop.  1760, 1761,  VlII,  p.l6y~180,  ')  Verhaudl.  Maatsch. 
Haarlem  1770,  Xn,p.  334— 35S.  ')  Nov.  Comment.  Petrop.  1774,  XIX,  p.  103— 111. 
')  Hiecmit  im  Zusammenhange  steht  folgende  Stelle  eines  Briefes  von  Euler  an 
Daniel  Bernoulli  vom  16.  Februar  1734  aus  Petersburg  datiert  (BibÜotheca. 
niathematica,  dritte  Folge,  VII,  p.  138;  1906):  „Ich  vermeinte  neulich,  daß  nach- 
folgende Seriea 

--■-  -  W-l^w-lO)        (,„-l)(»i-10)(w-10Q) 
9  990  "''  999000 

(^  -  1)(^  -  1Q)(^  ^  100)(m- 1000) 


9999000000 
,alwo  (!)    die    Auiahl    der  Nullen    im  Numeratore    und    Denominatore    einander 
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ganze  positive  Exponenten  jj  kombinatorisch  sofort  beweisbare  Glei- 
chung 

{i    +   X)      =    1+     ^      +X  ^g  X      +  j.g.g  X      i 

noeb  nicbt  die  Gültigkeit  für  beliebige  Exponenten  n  verbürgt.  Nun 
setzt  Euler 

dann  gilt  also  für  positive  ganze  n  die  Gleichung  [«]  =  (1  +  x)". 
Kombinatorisch  wird  nun  gezeigt,  daß  [«]  -  [m]  =  [»  +  »»]  sei,  und 
daraus  ei^bt  sich  [an]  =  [«]"  für  alle  beliebigen  Werte  von  n  und 
alle  ganzen  positiven  Werte  a.   Ist  nun  \—    vorgelegt,  wo  p  und  q  ganz 

und  positivsind,  so  findet  man  J  ■  ■     =  ■=  [pj  =  (1  +  3^)''  und  also 

1-^-1  ==  (1  4-  x)''.  Ähnlieh  wird  der  Beweis  für  negative  Exponenten 
gebe  feit. 

In  der  zweiten,  auf  den  binomischen  Satz  bezüglichen  Arbeit,  die 
dreizehn  Jahre  später  erschienen  iat*^),  aekt  Euler  voraus,  daß  bei 
beliebigem  Exponenten  n  Entwicklungen  der  Form 

{l+x)''  =  l  +  Ax  +  Bx^  -^Cx^^ , 

(1  +xY+^=\-\-  A'x  +  Ex^-\-ax^+--- 
möglich  seien,  und  daß  für  w  =  0  alle  Koeffizienten  A,  B,  0, .  .  .  ver- 
schwinden.    Dann  leitet  er  die  Rekursionsformeln 

A'-A^l,  B-B=A,  C~0=B,...,  N'^N=M,... 
ab.  Setzt  man  JV=fön,  also  JV  =  a(«-f  1),  so  wird  M  =  a.  Um- 
gekehrt folgt  aus  M  —  a  durch  Integration  der  Fuuktionalgleichung 
N^'  an  -^  c,  wo  c  eine  Konstante  ist;  da  für  n  =  0,  N=  0  sein  muß, 
so  ist  N=  an  die  für  diesen  Fall  allgemeine  Lösung,  Ebenso:  ist 
N=  an{n—  1),  also  N'  =  «»(«+  1) «,  so  ist  M  =  2  an,  und  um- 
gekehrt folgt  aus  M  =  an  allgemein  JV=  y«"(**  ~  1)  usf  Auf 
diese  Weise  wird  das  Gesetz  der  Koeffizienten  festgelegt;  da  der  Än- 
fangskoeftizient  =  1   ist,  so  folgt  die  Newtonscbe  Form. 

Auch  einer  hierher  gehörigen  Arbeit  von  Joh.  Andr.  v.  Segner 

gleich  BJnrf,  im  Übrigen  ist  die  Lex  klar)  den  Logarithmum  communem  ipsius  m 
esprimere,  dann  ist  JWi=l,  so  ist  die  ganbue  Sei'jes  =0,  iat»)=10,  ao  kommt  1. 
ist  m  =  100,  Itotnmt  2,  und  bo  fortan.  Als  ich  nun  darans  den  Log.  9  finden 
wollte,  bekam  ich  eine  Zahl,  welche  weit  z\x  -klein  war,  ohngeacht  diese  Sene? 
sehr  stark  convergirte." 

')  Nov.  Act,  Petrop,  V,  1887,  p.  52. 
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t^),    in   der   die  Binomialform   ohne  Berücksichtigung   der 
Konvergenzfrage  allgemein  bewiesen  werden  soll.     Segner  setzt 


'  +  (f)»+(l)'''  +  (:)''"  +  ' 


wo  n  eine  ganz  beliebige  Größe  bedeutet,  beweist  kombinatorisch  die 
Gleichung  S^-S^^  —  S^^^,  darauf  direkt  iS;  =  1  +  e  und  dann  der 
Reihe  nach  jS„  =  (1  -|-  e)"  für  ganze  positive,  für  gebrochene  positive, 
für  negative  und  endlich  als  Grenzfall  für  irrationale  Zahlen.  Von 
e  sagt  Segner,  er  werde  „im  allgemeinen"  kleiner  als  1  angenommen. 
Man  erkennt  leicht  die  Ähnlichkeit  seiner  Schlüsse  mit  denen  des 
ersten  Euierschen  Beweises. 

Wir  kehren  von  dieser  Einschaltung  zu  unserem  eigentlichen 
Thema  zurück. 

Die  Aufgabe  der  Potenzierung  des  Infinitinoins^)  fordert  die  Be- 
stimmung des  allgemeinen  Gliedes  in  der  Entwicklung  einer  der 
Formen 

{a  +  b  +  C  +  d-i )"■     und     (1  -i-  K«  +  ß^'  +  yz^  +  ■  -  •/", 

deren  zweite  nach  Potenzen  von  s  geordnet  zu  denken  ist.  "Über 
die  Behandlung  dieser  Probleme  durch  Ä.  de  Moivil,  Leibniz, 
Jak.  Bernoulli  wurde  früher  bereits  berichtet.  Die  ernte  darauf 
bezügliche  Untersuchung  Hindenburgs  bezieht  sich  lut  dit,  erste 
dieser  Formen,  die  zweite  Untersuchung  auf  die  letzte,  und  die  dritte 
Veröffentlichung  ist  im  wesentlichen  nur  ein  Abdruck  dei  beiden 
ersten  nebst  einigen  Erweiterungen  und  einer  vor  auf  geschickten,  •sehr 
ausführlichen  Geschichte  des  Problems^;.  Wir  gehen  etwas  uiher  auf 
die  Besprechung  dieser  drei  Arbeiten  ein. 

Durch  die  Benutzung  der  Permutationen  oder  der  Kombinationen 
hatte  man  den  Ausdruck  für  die  Polynom ialkoeffizienten  in 

(« +  j  + .  + . . .)" 

für  jedes  Aggregat  a"Wc'' . . .  ohne  weiteres  aufschreiben  können. 
Aber  diese  Methode  hatte  den  nicht  zu  untersclmtzenden  Nachteil  im 
Gefolge,  daß  die  Gültigkeit  der  Formel  sich  auf  ganze  positive  Ex- 
ponenten  beschränkte.     Um    diesem    Mangel    abzuhelfen,   hatte   eben 

')  Nonv.  Mem.  de  Berlin  1777,  p.  37.  ^  Dieser  Auadruok  stamrot  nach 

Pf  äff,  „Bemerkungen  über  eine  besondere  Art  von  Gleichungen"  (Der  polynomiaclie 
Lehraatz,  p,  150  Anmj  lon  Ernst  Gottiried  Fischer  =)  I  Infinitinomü 

dignitatnm  indeterminaium  legea  ac  formuiae  Gottmg  1778.  11.  Methodua 
nova  et  faciÜB  serierum  lohnitarum  esliibeadi  dignitatPS  esponentie  indeterminati. 
öotting.  1778.  HI  Infinitmomii  dignitatum  en-ponentia  mdcterrainati  iiiBtoria, 
leges  ac  formuiae,  editio  iilunhus  lucis  aiicta  et  passim  emendata.  (Jotting.  1779. 
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jener  junge  Mann,  dessen  wissenschaftliche  Ausbildung  Hindenburg 
leitete,  Karl  Friedrich  von  Schönberg,  den  Versuch  gemacht, 
das  Polynomialtheorera  aus  dem  Binomialtlieorem  herzuleiten,  um 
jenem  den  gleichen  Gültigkeitsbereich  zu  geben,  wie  diesem,  nUmlich 
tien  für  gebrochene  und  für  negative  Exponenten;  weiter  gingen  kaum 
weder  für  das  oine  noch  für  das  andere  Problem  die  Bestrebungen 
jener  Zeit.  Hindenburg  folgte  seinem  Schüler  in  seiner  ersten 
Arbeit  auf  diesem  Wege,  aber  ohne  Neues  oder  Besseres  zu  bieten. 
Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Form 

(1  +  02  +/)«■  +  ■■•)-. 

In  ihr  bringt  Hindenburg  die  Anfänge  seiner  komplizierten  Be- 
zeichnungsweise, die  er  von  nun  an  weiter  entwickelt  und  im  Jahre 
1796  abschließend  einheitlich  vorträgt^).  Wir  wollen  zunächst  auf 
diese  Bezeichnungsart  näher  eingehen. 

Bei  Hindenburg  bedeuten  die  Symbole 

"'%  "'S,  ■%  ■"©,  .  .  . 

oder  in  der  ersten  Zeit  auch  nur 

31,  S,  e,  2),  .  . . 

die  einzelnen  Binomialko effizienten  erster,  zweiter,  dritter,  vierter, ,  . . 
Ordnung  von  m  Elementen,  nämlich 

.«_•!,    ,.!8_»(^-i)_     >E_-t»llliM|:=?),,.. 

Hindenburg  behält  also,  wie  auch  noch  viel  später  L.  Euler^),  die  von 
Leibniz  aus  guten  Gründen  wenigstens  zum  Teil  verlassene  Methode, 
die   alphabetische  Reihenfolge   der  Buchstaben   als  Anordnungs-   und 


^1  H3cli''t  wichtiger  Linfluß  dpr  '  mbioationslehre  auf  die  AnalyBia." 
VI.  Abhandlung  mit  dem  ioUatdndigen  12  Zeilen  langen  Titel  in  dem  Sammel- 
werke Der  polynoniiscbe  Lehrsati  dae  wii,htig8to  Theorem  der  ganzen  Ana- 
lysi'i        HprauBgegebei!  von  (    1    Hindenburg,  Leipzig  1796. 

')  Eu)  er   benutzt   zur   Bezeichnung    der   BinomiftikoelBzieatea    i — |    und 

--  .     Daa  erste  im  Jahre  1778;  die  Abhandlung  erscMen  erst  1806  in  den  Nov. 

Act.  Acad.  Petrop.  XV,  1806,  p.  S3;  das  zweite  im  Jahre  1781,  Act.  Acad.  Petrop. 

V  (1784),  pars  prior,  p.  84.  Die  jetzt  gebräuchliche  Bezeichnung  I     1  stammt  von 

Andreas  von  EttingahauBen  (1796—1878),  Vorlesungen  über  höhere  Mathe- 
matik, Bd.  1,  S.  38  (Wien  1837). 
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Abzählungsprinzip  zu  verwenden,  hier  und  später,  trotz  ihrer  Unüber- 
sichtlichkeit und  Unbequemlichkeit  noch  bei.  Ähnlich  bezeichnet 
er  generell  die  Polynomialkoeffizienten  durch 

a,  6,  c,  b,  e,  . .  ,; 

die  Buchstaben  haben  hier,  je  nach  den  Potenzprodukten,  mit  denen 
sie  verbunden  sind,  verschiedene  zahlenmäßige  bei  gleicher  begriff- 
licher Bedeutung.     So  ist  z.  B. 


b  (x^  +  x^y  -\-  xy^e  -\-  xyzu  +  -■■)  =  j:X*  +  07^ 


x=y 


+  ITiyv.^y^^  "•■  i;iTl!ll^^^"  +  " 


Man  siebt,  daß  ein  Symbol  wie  ^  allerlei  bedeuten  kann,  indem  z.  B. 

wird,  so  daß  also  eine  deutliehe  Inkongruenz  zwischen  der  Bezeichnung 
bei  den  Binomial-  und  der  bei  den  Polynom ialkoeffizienten  zutage  tritt. 

Die  Bezeichnung  der  verschiedenen  Klassen  bei  Kombinationen 
und  Variationen  geschieht  in  ähnlicher  Weise.  Dabei  unterscheidet 
Hindenburg  die  Kombinationen  und  Variationen  „an  sich",  d.  h. 
ihre  Gesamtheit,  und  die  „zu  bestimmter  Summe"  der  als  Zahlen 
genommenen  Elemente,  Zugleich  ist  zu  bemerken,  daß  es  sich  dabej 
nicht  um  bloße  Anzahlbestimmungen  handelt,  sondern  daß  die  be- 
zeichnenden Symbole  die  Aufstellung  aller  geforderten  Komplexionen 
selbst  andeuten  sollen.  Darin  beruht  eine  Ei^änzuug  früherer  Unter- 
suchungen der  Bernoullia  und  Eulers,  die  den  Kombinatorikera 
besonders  wichtig  erschien. 

Bei  Hindenburg  bedeuten 


Ä,  'B,  'C,  'D,  .  . .  Kombinationen    erster,   zweiter,   dritter,  .  . 

ohne  Wiederholungen, 
Ä',  B',  C,  D',  .  .  .  Kombinationen    erster,   zweiter,   dritter,  . . 

mit  Wiederholungen, 
Ä,  'B,  'C,  'D,  .  .  .  Variationen    erster,    zweiter,    dritter,    .  . 

ohne  Wiederholungen, 
A,  B",  C',  ly,  . .  .  Variationen    erster,    zweiter,    dritter,    .  . 

mit  Wiederholungen. 


.  Klasse 
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'B  =  ah,  ac,  ad,  bc,  hd,  cd,  .  .  ., 
B'  =  aa,  ah,  ac,  ad,  hb,  bc,  . . ., 
'S  =  ab,  ba,  ac,  ca,  ad,  da,  . .  ., 
B'  =  au,  ah,  ha,  ac,  ca,  hb,  .  .  .. 
Die  zugehörigen  Anzahlen  der  Komplexionen  werden  durch  ein  vor- 
gesetztes   nf  =  numerus    specierum  =  Anzahl    der    Komplexionen 
bezeichnet;   das   h^  Glied    der    gut   geordneten    Komplesionen    durch 
nachgesetztes  Ä".     So  ist  bei  Tier  Elementen  a,  b,  c,  d 

'B4>  ftc,'  ■  B'4  ==  ad,     'Bb  =  ad,     'Bl  =aa. 
Handelt   es    sich  um  Kombinationen    oder  Variationen  zu  bestimmter 
Summe  m,   ao    wird   ""A,  ""B, . .  .,  '"'Ä,  ""B,  . . .  geschrieben.     Die  Ele- 
mente sind  dabei  als  Zahlen  gedacht,  etwa  als  die  natürlichen  Zahlen 
1,  2,  3,  4, . . .     Dabei  wird  z.  B. 

,'C  =  115,  124,  133,  223; 

'C=  115,  124,  133,  142,  151,  214,  223,  232, 

241,  313,  322,  331,  412,  421,  511. 

Wenn  es  notwendig  wird,   die  Zahlen    durch  Buchstaben  zu  ersetzen, 

dann  wird  diese  Art  der  Substitution  durch  einen  Zeiger  oder  einen 

Index  angegeben.     Also  hedeutet  ^C  unter  Verwendung  des  Index 

die  Kombinationen 

aae,  ahd,  acc,  hbc; 

und  'C  bedeutet  bei  den  drei  Indizes 

r-Lt,!,)'      1-Ullyi.)'      •■-(»beb,) 
den  Komplex  der  Kombinationen 

ft«e,  aßb,  ayi,  bßc. 
Hindenburg   bezeichnet   ferner   gegebene    Glieder   und  Koef- 
fizienten (dftti)  durch  gewöhnliehe  Buchstaben, 

A  +  B  +C  -\ —  j),     a  +b  i-c-i q, 

a  +  ßx  +  YX^ +  ■■■=- r, 
und  angenommene,   als   unbekannt   angesehene  (ficti)   durch  Buch- 
staben   mit    darüber    gesetzten    Punkten').      Endlich    werden    noch 

')  Nach  Leibniz ;  „coefficientes  flcti,  qni  aBsumuntur  tamquftia  dati". 
Gegen  dieae  Bezeichnung  wendet  aich  Klügel  (Der  polynomische  Lehrsatz  ubw. 
herausg.   von   Hindenburg;  Leipzig  1796,   p.  ei);    „Dicht   coefficienteB  ficti, 
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Lokalausdrücke  oder  Lokalzeichen  eingefährt;  sie  werden  als  Ab- 
kürzung des  Änfangsbuclistabens  von  „terminus"  mit  t  oder  1  be- 
zeichnet, in  der  Weise,  daß 

p^n  =  ptn,  pq'\n,  g'l« 
bzw.  den  «*™  Term  der  Reihe  j),  des  Produktes  jjg,  der  dritten  Potenz 
von   q    bedeutet.  —  Ferner    bedeutet  k   den  Koeffizienten,   also  pxrt 
den  w'™  Koeffizienten  der  R«ihe  p;  so  im  p  =a  +  ßx -\-yx^-\-8x^-- ■ 

pii.2  =  ß,  px^^y,  y;)(i  =  «*,... 

Hindenburgs  wisaenechaftliche  Bestrebungen  gingen  vor  allem 
auf  die  Benutzung  der  kombinatorischen  Komplexe  aus,  und  deshalb 
stellte  er  auch,  als  Erster,  einfache  Regeln  für  die  Bildung  von  Per- 
mutationen, von  Kombinations-'^)  und  von  Variationsklassen  auf,  um 
bei  der  Herstellung  von  Tafein  die  Möglichkeit  von  Auslassungen 
oder  von  Wiederholungen  auszuschließen.  Weitere  Beschäftigung  mit 
diesem  für  ihn  grundlegenden  Problem  führte  ihn  1794  zu  seinen 
kombinatorischen  Involutionen  und  Evolutionen^),  d.  h.  zu 
demjenigen  Verfahren  bei  der  Herstellung  von  Tabellen,  nach  dem 
aus  den  niedergeschriebenen  kombinatorischen  Komplesionen  für  n 
Elemente  durch  Hinzufügung  nach  einfachen  Regeln  die  Komplexionea 

e     h    a 
3  I  2  jl 
3     1     a" 


für  («  4-  1)  Elemente  gefunden  werden  können,  und  umgekehrt  durch 
einfaches  Abstreichen  jene  aus  diesen. 

sondern    iücogniti    oder  aseunti.     Die  unliekannte  Größe  in   einer  Gleichung 
ist  keine  erdichtete  Größe". 

')  Während  man  früher  Kombinationen,  Konternationen, . .  .  (Con  2  a,tionen, 
Cou  3  Dfttionen, .  .  .)  unteiscliied,  nimmt  durch  Hindenbnrg  der  Ausdrucli  „Kom- 
hination"  die  umfaaaende,  jetzt  übliche  Bedeutung  an  ußd  verdrängt  das  bis 
dahin  gebräuchliche  „Complesion",  *)  „Über  combinatoriache  Involutionen  und 
Evolutionen",  Archiv  f.  reine  n.  angew.  Math.,  herauageg.  von  Hindenbnrg 
(1794),  Bd.  I,  p.  13—46. 
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Bei  den  Permutationen  stellt  sieh  der  involutorisclie  Aufbau  so 
dar,  wie  die  Torstehende  Probe  zeigt.  Im  kleinsten  Winkelbaken, 
rechts  oben,  steht  1.  Davor  wird  dann  2  geschrieben  und  darunter 
die  Vertauschung  2,  1.  Die  erlangten  beiden  Permutationen  der  Ele- 
mente 1,  2  werden  in  den  Winkelhaken  bb  eingesclilossen.  Vor  jede 
Permutation  innerhalb  bh  wird  das  neue  Element  3  geschrieben, 
darunter  ein  zweiter  Komplex  von  ebensovielen  Zeilen,  die  aus  dem 
ereten  Komplexe  durch  Vertauschung  von  2  und  3  entstehen;  darunter 
ein  dritter  Komplex,  der  aus  dem  zweiten  durch  Vertauschung  von 
1  und  2  entsteht.  So  bat  man  alle  Permutationen  von  1,  2,  3  erlangt; 
sie  werden  in  den  Winkelhaken  cc  eingeschlossen.  Weiter  wird  allen 
Permutationen  aus  cc  das  neue  Element  4  vorgesetzt.  Darunter  schreibt 
man  einen  zweiten  Komplex,  der  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung 
von  3,  4  entsteht;  darunter  einen  dritten,  der  aus  dem  zweiten  durch 
Vertauschung  von  2,  3  entsteht,  und  darunter  endlich  einen  letzten 
vierten,  der  aus  dem  dritten  durch  Vertauschung  von  1,  2  entsteht. 
So  hat  man  die  Gesamtheit  der  Permutationen  aus  den  vier  Elementen 
1,  2,  3,  4  usf. 

Als  zweites  Beispiel  geben  wir  die  Herstellung  der  Tabelle  der 
Kombinationen  (nicht  „an  sich",  sondern)  mit  den  „Lokalsummen" 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  gebildet  aus  den  natürlichen  Zahlen.  In  dem 
innersten  Winkelhaken,  oben  rechts,  steht  die  1,  als  einzig  mögliche 
Zerlegung  der  Summe  1.  In  die  Spalte  vorher,  links,  wird  1,  2  unter- 
einander gesetzt;  diese  beiden  Zeileguugen  der  2  werden  in  den  Winkel- 
haken bb  eingeschlossen.  Um  das  allgemeine 
involutorischen   Bildung    zu    zeigen,    denken    ^ 


der 
uns    den    Winkel- 


! 

1  3  ' ^ 

2  2 

4                      rf 

5 

3                      " 

3 
2 

2      2 

s 

2 

7 

6 

4 

haken  ee   bereits   aasgefüllt    und    zeigen  nun  die  Herstellung  von  ff. 
Dabei  enthält  ee  alle  Zerlegungen  von  5.    Vor  jede  dieser  Zerlegungen 
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in  ee  schreiben  wir  1 ;  darunter  sovielmal  2 ,  als  Zerlegungen  in  ä 
(von  4)  mit  2  oder  einem  höheren  Elemente  beginnen  und  hinter 
die  Zweien  die  erwähnten  Zerlegungen  der  4  selbst.  In  die  neue  Spalte 
schreiben  wir  unter  die  Zweien  die  3  so  oft,  als  Zerlegungen  in  e  (von  3) 
mit  3  oder  einer  höheren  Zahl  vorkommen  und  hinter  die  Dreien  diese 
Zerlegungen  selbst  usf.     Das  Gesetz  ist  leicht  kenntlich. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  Variationen  behandelt. 

Die  Auffindung  solcher  involu torischen  Anordnungen  schien 
Hindenburg  ein  ganz  besonderer  Ruhmestitel  zu  sein.  Das  klingt 
recht  naiv  aus  seinem  Aufsatze  heraus:  „Mehrere  große  Mathematiker 
sind  der  Erfindung  der  combinatorischen  Involutionen  ganz  nahe  ge- 
wesen"; Archiv  f.  reine  u.  angew.  Mathematik  I  (1795),  p.  319 — 331. 
Euler,  Lambert,  Daniel  Bernoulli  werden  dabei  mit  einer  ge- 
wissen herablassenden  Anerkennung  erwähnt,  sie  seien  der  Lösung 
schon  hübsch  nahe  gekommen. 

In  dem  Aufsatze  „Die  Kombinationslehre  ist  eine  selbständige 
Wissenschaft  usw."  (12  Zeilen)^)  führt  Hindenburg  besondere  Be- 
zeichnungen für  involutorisch  geordnete  Kombinationen  und  Variationen 
durch  seltsam  geschlungene  Bachstabenformen  ein;  das  übergehen  wir 
berechtigt  erweise,  da  es  keinerlei  Bedeutung  für  die  Entwicklung  der 
Mathematik  gehabt  hat.  Dagegen  weisen  wir  gleich  hier  auf  eine 
ähnliche  involutorisch  angelegte  Darstellung  der  Zähler  und  der 
Nenner  von  Kettenbrüchen  hin,  die  Hindenburg  gleichfalls  gegeben 
hat^).  Nach  dem  bisher  Besprochenen  sieht  man  sofort,  wie  man  die 
Nenner  von  I/qj,  l/a^  +  l/a^,  1/a^  +  l/'a^  +  l/«j,  ■  -  -,  d.  h.  die  Ausdrücke 
«j,  a^a^  -j- 1,  a^a^a^  +  «a  +  «i,  * '  *  "''^^  *^^^  Bnchstaben-  und  Zahlenanord- 
n\mg  in  den  einzelnen  Winkelhaken  entnimmt,  und  wie  diese  Anord- 
nungen hergestellt  werden  können.     Hiudenburg  bespricht  a.  a.  0, 


die  zugehörigen  Regeln  in  der  allerb reitesten  und  ausführlichsten  Form. 
Seine  Resultate  preist  der  Erfinder  mit  überschwenglichen  Worten. 

')    In    dem    Sammelwerke :     „Der    polynomische    Lehrsatz ,    das    wichtigst« 
fheorem  der  ganzen  Analysis",  Leipzig  1796,  p.  303.  *}  jirchiv  f,  reine  u. 

angew,  Math,  Hindenburg  (1794),  p,  47—69;  p,  154—194, 
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Er  ist  ein  Manu  der  Superlative;  er  läßt  keine  Gelegenheit  vorüber- 
gehen, ohne  sich  selbst  und  seine  Involutionen  in  das  strahlendste 
Licht  zu  setzen;  er  hat  die  unbedingteste  Hochachtung  vor  den  Er- 
gebnissen und  den  Fortschritten,  die  ihm   die  Wiaseuschaft  verdankt. 

Bei  der  Potenzerhebung  von  Reihen  setzt  Hindenburg 
y-  =  {i  +  «,«  +  a,^  +  «3^ä  j^  .  . .)«  =  (1  +  j,)- 

und  führt  dadurch  die  Frage  auf  die  Herstellung  der  Potenzen 

r  =  («!«  +  «,/ +  «3  3^ +  ■■■)" 

zurück;  denn  g"'  besitzt  als  Faktor  der  Potenz  ^  das  Aggregat 

■•a,'1i  +  -ffl,"1(*  -  1)  +  -6!/'1(t  -  2)  + (!  +  <,)-«(*  +  1). 

Das  ist  eine  sogenannte  Lokalformel,  die  die  Lösung  vermittelt. 
Von  ihr  aus  muß  man  zu  den  rein  kombinatorisehen  Fornaeln  über- 
gehen; denn^)  „das  Direktorium  führt  die  Änalysis.  Diese  laßt  ihre 
Verordnungen  durch  Lokalformeln  ergehen  und  Überläßt  die  Voll- 
ziehung derselben  den  combinatoriachen.  Die  Änalysis  kann  nicht 
deutlicher  und  vemehmlieher  sprechen  als  in  Lokalformelu;  ihre  Be- 
fehle können  nicht  pünktHcher  und  prompter  vollstreckt  werden,  als 
durch  combinatorische".  —  „Die  Änalysis  zeigt,  was  zu  tun  sei;  die 
Kombinatorik,  wie  es  zu  tun  sei."^) 

Um    von   der   Lokalformel   zur   kombinatorischen  Formel   zu  ge- 
langen muß 

j,"-li|!(s,-«,«  +  «,s'  +  «,ä>  +  ...) 

hergestellt  werden.  Bei  unserer  (von  der  Hindenburgschen  schwer- 
fälligen etwas  abweichenden)  Bezeichnung  wären  alle  Produkte 

bei  denen 

ist,  herzustellen.     Bei  Hindenburg  tritt  wegen  der  Schreibweise 

der  Zeiger  oder  Index 


in  Kraft,   um    die  Frage   auf  die  Kombinationen  w"'  Klasse   mit  der 

')  „Höchat  -wichtiger  Emflnß"  uaw.  siehe  oben,  p.  303.  *)  „Novi  ayste- 

matia  permatationuin,  combinationiun  et  variationum  .  .  .  primae  lineae",  LipB. 
17SJ,  p,  IV;  „AnalyaiB  oatendit,  quae  sunt  ageoda;  ara  eombinatoria,  quomodo 
aint  agenda". 
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Lokalsuinme  A    zu   übersetzen.     So    beantwortet    er   dena   die  Frage 

durch    das   auszuführende  Symbol  für  Kombinationen,  in  dem  N  die 
«"  Klasse  generell  repräsentiert, 


Von  diesen  Kombinationen  kommt  er  durch  Hinzufügung  des  Zeichens 
für  Polynom ialkoeffizienten  zu  den  Variationen,  und  die  Lösung  der 
Aufgabe  wird  durch  ^"lA  — w'N?^  vermittelt.  Für  die  Koeffizienten 
von  g™  gilt  die  Gleichung 

2"x(Ä-  -1-  1)  =  "'3to*A  +  "'Söb'B  +  ■"■Sc'C  +  ■■■; 

in  ihr  ist  das  Hauptresultat  der  Hindenburgschen  Untersuchungen 
enthalten.  Sie  gibt  also  ein  mechanisches  Verfahren,  um  den  Koef- 
fizienten von  e^  in  (1  -f  k2  -!-  ßs^  +  ■■■)'"  zu  bestimmen. 

Ist  eine  Summe  a  +  bx  -\-  cx^  -\-  dx"  -]-■■■  vorgelegt,  in  die  für 
X  zu  substituieren  ist  1  +  «ä  +  ß^^  +  y^^  +  ■  ■  ■,  so  ist  nach  der  Be- 
stimmung von  x^,x\...  die  Substitution  in  den  einzelnen  Summanden 
vorzunehmen.  Das  nennt  Hindenburg  „die  Methode  der  Potenzen". 
Auf  sie  ist  er  besonders  stolz. 

Die  besprochene  Verwendung  der  Kombinatorik  bei  Potenz- 
erhebung  zeigt  uns,  wie  Hindenburg  zu  seinen  Untersuchungen  ge- 
führt wurde').  „Bisher  hatte  man  sich  in  der  Kombinationslehre  fas* 
nur  allein  um  die  Menge  und  Anzahl  der  Verbindungen  und  Ver- 
setzungen gegebener  Dinge  gekümmert^),  ihre  wirkliche  Darstellung 
aber,  die  für  die  Analysia  so  wichtig  ist,  fast  ganz  übergangen  oder 
nur  jener  Zahlen  wegen  in  Betrachtung  gezogen.  Hier  war  also  noch 
viel  zu  tun  übrig;  und  es  ist  in  der  Tat  unbegreiflich,  wie  ein  so 
großes,  fruchtbares  Land  so  lange  hat  unbebaut  liegen  bleiben 
können." 

Zur  Untersuchung  der  Variationen  führte  ihn  das  Problem  der 
Multiplikation  von  verschiedenen  Reihen,  wie  ihn  die  von  gleichen 
Reihen  auf  das  Studium  der  Kombinationen  geleitet  hatte.    Ist  etwa  bei 

p  =  ax  +  Ix^  +  cx^  -}-■■-,     q  =  ccx  +  ßx^  4-  yx^  +  ■  ■  •, 
r  =  ax  +  hx^  +  cx"  -j-  ■  ■  ■ 

das  Produkt  pqr  zu  bilden  und  nach  Potenzen  von  x  zu  entwickeln, 
so    gilt   für  den  Koeffizienten  von  x^   der   kombinatorische  Ausdruck 

'■)  Leipz,  Magazin  f.  reine  u.  angew.  Math.  (178Ü),  Heft  3 ,  p,  333.  ')  Vgl. 
jedooli  dieae  Vorlesungen,  Bd.  IIP,  S.  342  angeführte  Tabelle  des  Franciscus 
van  Schooten. 
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5  = 


\aßr--J'  \abc..J' 

deren  erster,  zweiter,  dritter  die  Übersetzung  der  ersten,  zweiten, 
dritten  Element enzulii  der  Variationen  dritter  Klasse  zur  Summe  A  in 
die  entsprechenden  Lettern  vermittelt. 

Befremdlich  mag  ea  bei  den  obigen  Darlegungen  erscheinen,  daß 
die  kombinatorische  Schule  den  Schritt  yon  der  Verwendung  von 
Buchstaben  zu  Zahlen,  nur  so  langsam  und  gewissermaßen  wider- 
strebend hat  tun  können;  daß  sie  die  Einführung  von  „Zeigern"  nicht 
durch  die  Benutzung  von  Zahlindizes  überflüssig  gemacht  hat.  Und 
dabei  war  Hindenburg  bereits  1783  zu  der  Erkenntnis  gekommen 
und  hatte  sie  im  §  III  der  oben  angeführten  j^'^^*^^"  ^"™  Ausdruck 
gebracht,  daß  die  Verwendung  von  Zahlen  als  Elemente  der  von 
Buchstaben  weit  überlegen  sei.  Allein  zu  der  nötigen  Folgerung 
drang  er  nicht  vor. 

In  der  gleichen  Abhandlung  „novi  systematis  primae  lineae" 
wird  die  Reihe  der  Anwendungen  der  Kombinatorik  auf  die  Analysis 
ausführlich  angegeben  (§  IV),  Es  wird  angeführt;  1)  Multiplikation 
von  Reihen;  2)  Division  von  Reihen;  3)  Potenzieren  und  Radizieren 
Ton  Reihen;  4)  Substitution  von  Reihen  in  Reihen;  5)  Elimination; 
6)  Rationalisierung  irrationaler  Ausdrücke;  7)  Interpolation;  8)  Trans- 
formation; 9)  ürakehrung  von  Reihen;  10)  Darstellung  von  trigono- 
metrischen uod  anderen  transzendenten  Funktionen  durch  Reihen.  — 
Alle  diese  Probleme,  oder  genauer  nur  ihre  formale  Seite,  bespricht 
Hindenburg  1.  c.  ausführlich  und  gibt  am  Schlüsse  der  Abhandlung 
zu  jedem  Problem  zugehörige  Tabellen  mit  den  fertigen  Resultaten  der 
einfachsten  Fälle. 

Als  Beispiel  geben  wir  eine  Formel  von  J.  K.  Burekhardt  (1773 
bis  1825),  einem  unter  v.  Zach  zum  Astronomen  ausgebildeten  Ge- 
lehrten.    Sie  gehört  zur  Anwendung  10)  und  lautet^) 


tangw«  = 


"iH  taug  a  —  "S  lang' «  -f- "®  taug' «  —  ■ 
r^^^^SBtäog' «  -|-  "ii tang' a 


Das  am  meisten,  am  eingehendsten  und  mit  dem  größten  Erfolge 
behandelte  Problem  war  das  der  (formalen)  Umkehrung  unendlicher 
Reihen  „reversio  serierum".     Ist  die  Reihe 

yi*  =  ^x"  -{-  a^x"'^^  +  a^x"*^^  -|- . .  .  =p 

')  „Nova  acta  Academ.  electoralis  Mogantiae  acientiarum  utilium,  quae 
Erfurt!  eat".  I,  Erf.  1799,  p.  295—316. 
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gegeben  und  wird  daraus  die  Entwicklung 

gesucht  (wobei  die  oben  angegebene  Schreibweise  über  den  A^,  A,,. . . 
als  „angenommenen"  Koeffizienten  eigentlich  noch  Punkte  gefordert 
hätte),  so  erhült  man  rekurrierende  Formeln  für  die  Ag,  Aj,  A^,  .  .  . 
durcii  die  Lokalformeln 

Agpxl  =  1,  A^x2  +  A^kI  =  0, 
AoPx3  4-  Ayx2  +  AtP^xl  =  0,  .  .  . 
Eine  independente  Formel  für  die  Lösung  des  Umkehrproblems 
fand  zuerst  Eschenbach.  —  Hieron.  Christoph  Eschenbaeh 
war  1764  zu  Leipzig  geboren;  er  hatte  dort  unter  dem  Einflüsse  der 
Hindenburgschen  Schule  gestanden;  seit  1790  als  Ingenieur- Kapitän 
im  Dienste  der  holländiach-ostindischeii  Kompagnie,  wurde  er  weit  in 
der  Welt  umhergeworfen;  er  starb  1797  zu  Madras  in  Vorderindien 
als  englischer  Kriegsgefangener.  In  seiner  1789  zu  Leipzig  erschienenen 
„Diseertatio  de  serierum  reversione,  formulis  analytico-combinatoribus 
exhibita"  stellt  er  das  allgemeine  Glied  der  Entwicklung  von  x''  nach 
Potenzen  von  j/  mit  Hilfe  kombinatorischer  Operationen  her.  Seine 
Ergebnisse  waren  aber  insofern  unbefriedigend,  als  diese  Formel  nur 
durch  unstrenge  Induktion  erlangt  war  und  eines  Beweises  ermaigelte; 
dann  aber  auch  dadurch,  „daß  die  Harmonie  in  den  einzelnen 
Gliedern  der  Formel  vermißt  wurde,  wo  ungleichnamige  Buchstaben 
mit  einander  verbunden  sind,  91  mit  hB,  und  S  mit  C,  u.  s.  w."^)_ 
Dem  letzten  Mangel  half  Hindenburg  ab*),  der  vollkommen  sym- 
metrisch und  in  der  geforderten  harmonischen  Darstellung  die  allge- 
meinere Aufgabe  löst,  aus  der  Relation 

aa^  +  hid^"  +  ca^+'^*  +  .  . .  ^  «j,*  +  ßy'-^s  ^  y^i  +  a^s  .| 

die  Darstellung  einer  beliebigen  Potenz  3f  von  x  als  Potenzreihe  von 
y  herzuleiten.  Den  ersten  Mangel  jedoch  beseitigte  erst  1793  ein 
Schüler  Hindenburgs,  Heinr.  August  ßothe,  der,  1773  zu 
Dresden  geboren,  dort  die  Kreuzschule  besuchte,  in  Leipzig  Dozent 
und  a.  0.  Professor  war,  darauf  von  1800—1804  als  Privatmann  in 
Freiberg  lebte,  dann  als  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Univer- 
sität zu  Erlangen,  wirkte,  1823  in  den  Ruhestand  trat  und  1842  starb. 
Er  führt   den  Beweis    der  Formel  auf  doppelte  Art;  einmal   auf  rein 

')  H  A  T   pfe        C  ml  aat        h     Analysis  und  Theorie  der  DimensionB- 
»eichen  in  Pa  allele         teilt       Le  pz  g  179?,  S,  170.  *)  Problema  eolutum 

iiMsima  Tiu  e  ale  ad  e  am  u  nem  formulis  localibus  et  combinatorio- 
analyticis  ab    1     ndmn  p  ral  p  m       n     L  ps.  1798. 
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kombinatorisehem  Wege  durch  den  Schluß  von  n  auf  (»  +  1)  und 
eiumal  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung*).  Rotte  gibt  der 
Eschenbachschen  Formel  den  Ausdruck  in  Lokalzeichen 


wobei 

p  ^  Tft^  ^  ax"  +  bx-+^  +  cx"+  ^^  -\ , 

7.n  setzen  ist*).     In  Worten  heißt  dies:  „das  («  +  1)**  Glied  der  Reihe 
■ftir  x^  ist  gleich  dem  Produkte  des  (n  +  l)"'"  Koeffizienten  der  Potenz 


der  Reihe  für  t/l*  in  die  Größe 


y+"' 


Dieses  elegante  Resultat  verknüpft  die  Umkehrung  der  Reihen 
mit  dem  Poiynomialtheorem.  Das  mag  wohl  den  mit  keinem  aUzu 
weiten  Blick  begabten  Hindenburg  zu  der  Meinung  geführt  hüben, 
■es  sei  „der  polynomische  Lehrsatz  das  wichtigste  Theorem  der  ganzen 
Analyais". 

Durch  die  Eschenbach-Rothescbe  Formel  wurde  für  die  Kombi- 
natoriker die  Untersuchung  und  die  Benutzung  der  Lokalzeichen  in 
den  Mittelpunkt  des  Interesses  gerückt.  Ihnen  wurde  nun  eine  ganze 
Reihe  von  Arbeiten  gewidmet.  Rothe  selbst  versucht  durch  Auf- 
stellung von  Lokalformeln  für  Produkte  aus  Potenzen  von  Reihen 
diese  Lokalzeichen  von  den  kombinatorischen  Zeichen  unabhängig  zu 
machen*).  Es  gelang  ihm,  aus  seiner  Formel  die  bekannte,  von  La- 
grange 17t)8  ohne  Beweis  gegebene  für  die  Umkehrung  von  Funk- 
tionen herzuleiten,  d.  h,  die,  durch  die  eine  willkürliche  Funktion 
q>  [x)  der  durch  x  =  y  -^  zf\y)  bestimmten  Variablen  x  in  eine  nach 
Potenzen  von  s  fortschreitende  Reihe  entwickelt  wird*).  Hier  setzt 
eine  Arbeit  Pfaffs  ein.  Johann  Friedrich  Pfaff  wurde  1765  zu 
Stuttgart  geboren;  er  zeigte  schon  als  Zögling  der  Karlsschule  seine 
hervorragende  Begabung  für  Mathematik;  auf  Veranlassung  des  Her- 
zogs Karl  studierte  er  in  GÖttingen,  ging  1787  als  Astronom  zu 
Bode  nach  Berlin,  von  da  bald  darauf  nach  Wien  und  ward  1788 
als  Professor  der  Mathematik  nach  Helmstedt  berufen.  Von  der 
westfälischen  Regierang  wurde  er  1800  als  Professor  nach  Halle  a.  S. 

')  FonÄulae  de  serierum  reversione,  demonstr&tio  etc.,  Lips,  1793. 
*)  Oder  (nach  EotheBoher  Bezeichnung),  wobei  die  beiden  Skalen  gelten 

p  (a,  6,  c,  . . .)    UBd    3  {A,  B,  G,  . . ,). 
*)  Archiv  f.  reine  u.  aitgew,  Mathem.  I  (1794),  p.  220—223,  228—232.        *)  Ibid. 
I  (1794),  p.  443. 
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versetzt,  wo  er  1825  starb,  Pfaff  schlägt  in  der  oben  erwähnten 
Arbeit  den  umgekehrten  Weg  ein  wie  Eothe:  er  gibt  zunächst 
einen  Beweis  für  den  Lagrangeschea  Satz  und  folgert  aus  ihm  die 
Lokalformel  für  die  Unikehrung  der  Reihen^).    Von  Pfaff  erwähnen 


isitionea  analytieae  maxime  a 
erum  pertinentes",  Helrastädt 
befindlichen   „Tractatus    de 


wir  hier  gleich  noch  das  Werk:  „Disqui 

caleulum   integralem    et   doctrinam    seri 

17Ö7,  I  (einziger  Teil).     In   dem 

reversione    serierum    sive    de    resolutione    aequationiim"   werden   die 

Untersuchungen   über    die  Lagrangesohe  Reibe  und  die  Rothesehe 

Formel    zuaaramengestellt;    weiter   findet   sich    in  ihm   ein  Überblick 

über   die   Kombinationslehre   nnd  eine  Ableitung  des  polynomischen 

Satzes. 

Große  Aufregung  wurde  in  den  Reihen  der  Kombinatoriker 
durch  das  Erscheinen  eines  Buches  hervorgerufen:  „Theorie  der 
Dimensionszeichen  nebst  ihrer  Anwendung  auf  verschiedene  Materien 
aus  der  Analysis  endlicher  Größen,  Teil  1  und  2,  Halle  1792".  Diese 
Schrift  stammte  von  Ernst  GEottfried  Fischer,  der  1754  in  Hohen- 
eiche  bei  Saalfeld  geboren  war,  zunächst  in  Halte  a.  S.  Lehrer  am 
Pädagogium  der  Franckeaehen  Stiftungen  wurde,  dann  seit  1787 
Professor  der  Physik  und  Mathematik  am  grauen  Kloster  zu  Berlin 
und  der  gleichzeitig  der  Akademie  der  Wissenschaften  angehörte.  Er 
starb  1831  zu  Berlin.  Die  durch  seine  Verötfentlichung  hervor- 
gerufene Aufregung  grenzte  an  Empörung.  Und  das  ist  erklärlich; 
denn  die  Schrift  enthielt,  als  eine  Erfinduug  Fischers,  die  Theorie 
der  kombinatorischen  Analysis,  wie  sie  von  Hindenburg  ausgearbeitet 
worden  war,  in,  so  schien  es,  nur  oberflächlich,  und  nicht  einmal  zu 
ihrem  Vorteile  verändertem  Gewände!  Es  kommt  in  ihr  in  der  Tat 
wenig  Neues  vor,  abgesehen  von  einer  eigentümlichen  Bezeiehnungs- 
weise,  aus  der,  wie  zu  glauben  nahe  lag,  die  Absichtlichkeit  in  der 
Verschiedenheit  allerorten  herausblickte.  Hindenburg  selbst  hielt  sich 
dieser  Veröffentlichung  gegenüber  mit  seiner  Meinung  vornehm  zurück 
und  erwähnt  nur  ganz  gelegentlich  die  „Dimensionszeichen";  seine 
Schüler,  zumal  Rothe  und  Heinrich  August  Töpfer  traten  um 
so  entschiedener  und  lauter  für  ihren  Lehrer  gegen  den  „Plagiator" 
auf.  Töpfer  war  1758  zu  Leisnig  in  Sachsen  geboren;  er  wuchs  in 
ärmlichen  Verhältnissen  auf  und  wurde  Schreiber  beim  Appellations- 
rat  V.  Schlieben.  Dieser  ward  auf  seine  hervorragende  Begabung 
aufmerksam  und  setzte  ihn  in  den  Stand,  an  der  Universität  Leipzig 
Mathematik  und  Physik  zu  studieren.  1798 — 1828  lebte  er  als  Lehrer 
an   der  Fürstenschule   zv  Grimma   und   starb  im  Ruhestand  1833  zu 

')  Archiv  f.  reine  u.  angew.  Math.  1  (1794),  p,  81—81,  85—88. 
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Dresden.  Er  veröffentlichte  1793  zu  Leipzig  als  Sachwalter  Hindeu- 
burgs  eine  geharnischte  Schrift:  „Combinatorische  Analytik  und 
Theorie  der  Dimensionszeichen  in  Parallele  gestellt",  in  der  er  das 
Fischersche  Buch  als  ein  „Beispiel  von  Dreistigkeit  hinstellt,  wie  es 
in  den  Geschichtsbüchern  der  Wissenschaften  vielleicht  ohne  seines 
Gleichen  ist".  H.  A.  Töpfer  versucht  es,  Belege  dafür  beizubringen, 
daß  Fischer  die  Hindenburgachen  Untersuchungen  gekannt  habe. 
Zu  seiner  Verteidigung  veröffentlichte  G.  Fischer  1794  die 
Schrift:  „Über  den  Ursprung  der  Theorie  der  Dirnen aionszeichen  und 
ihr  Verhältnis  gegen  die  combinatorische  Analytik  des  Herrn  Pro- 
fessor Hindenbnrg",  in  der  er  den  Nachweis  zu  liefern  unternimmt, 
daß  die  Übereinstimmung  eine  naturgemäße  Folge  der  Behandlung 
von  gleichen  Problemen  (der  Umkehrung  der  Reihen,  sowie  der  Poten- 
zierung  von  Polynomen)  sei.  Über  seine  Kenntnis  der  Hindenburg- 
schen  Arbeiten  äußert  sich  Fischer:  „Ich  versuchte  mehr  als  einmal, 
diese  Schrift"  (das  Nov.  Syst.)  „durchzulesen,  aber  ich  gestehe  auf- 
richtig, daß  mir  immer  die  Geduld  ausging,  ehe  ich  noch  mit  den 
Definitionen,  welche  zwölf  Quartseiten  füllen,  fertig  war"^).  In  dem 
Sammelbande  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Berlin,  der  die  Fischer- 
sche Antwort-Sebrift  enthält,  sind  ihr  zwei  Manuskripte  vorgeheftet; 
das  erste  ist  eioe  kurze  Verteidigung  von  Fischer  selbst;  das  zweite 
rührt  her  von  Abel  Bürja,  Professor  der  Mathematik  an  der  Aeademie 
militaire  zu  Berlin  und  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften. 
Er,  „ayant  soigneusement  examine"  Fischers  Verteidigungsschrift, 
tritt  unbedingt  für  ihn  ein.  Mancher  andere  tat  das  gleichfalls;  allein 
die  Männer  der  kombinatorischen  Schule  konnten  sich  weder  zufrieden 
geben,  noch  mochten  sie  ihre  Angriffe  einstellen.  So  blieb  die  An- 
gelegenheit bis  zum  September  1802  in  der  Schwebe.  Da  erschien 
in  Nr.  169  des  „Intelligenzblattes  der  allgemeinen  Litteraturzeitung" 
eine,  durch  ein  anonymes  Schreiben  an  die  Redaktion  vom  Jahre  1800 
veranlaßte  Erklärung  von  W.  Pfaff,  der  damit  „eine  erwünschte  Ge- 
legenheit ei^riff,  etwas  zur  Ehrenrettung  Fischers  beizutragen".  Es 
stellte  sich  heraus,  daß  Pfaff  im  Besitze  mehrerer  Briefe  Fischers 
sich  befand,  die  sich  auf  den  Gegenstand  des  Streites  bezogen;  die 
Existenz  dieser  Briefe  hatte  Pfaff  vergessen;  durch  die  anonyme  An- 
frage wurden  sie  in  sein  Gedächtnis  zurückgerufen.  Und  diese  Briefe 
zeigten  durch  Inhalt  und  Datierung  unwiderleglich,  daß  von  einem 
Plagiat  keine  Rede  sein  koimtel  Hindenburg  erklärte  denn  auch 
in  Nr.  193  des  Intelligenzblattes:  „So  nehme  ich  nun  weiter  keinen 
Anstand,   unaufgefordert,   aus   freier   Bewegung   Fischer   von  jenen' 


•)  S,  Xin  der  Einleitung. 
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Verdachte  frei  zu  ep rechen".  Damit  war  die  unerquickh'che  An- 
gelegenheit beendet. 

Unter  den  Vertretern  der  um  Hindenburg  gescharten  kombina- 
torischen Schule  haben  wir  bereits  Bschenbach,  Rothe,  Töpfer 
uud  Pfaff  angeführt.  Neben  ihnen  sind  noch  Kramp  und  KlQgel 
zu  nennen.  Christian  Kramp  wurde  1760  zu  Straßburg  i.  E.  ge- 
boren und  starb  daselbst  1826;  er  führte  ein  unstetes  Leben,  durch- 
zog Deutschland  und  die  Nachbarländer,  war  Mediziner,  Hebammen- 
meister, Physikus,  Professor  der  Chemie  und  Physik  zu  Köln  imd 
endlich,  nachdem  er  sich  als  Liebhaber  mit  der  Mathematik  beschäftigt 
hatte,  Professor  der  Mathematik  zu  Straßhurg.  Er  schrieb  eine  Fieber- 
lehre nach  mechanischen  Grundsätzen,  eine  Kristallographie  des 
Mineralreiches,  eine  Geschichte  der  Aerostatik,  über  eine  geometrische 
Analyse  der  Kristalle  u.  a,;  seine  Untersuchungen  über  Infinitinome 
lassen  ihn  als  zu  den  Korabinatorikern  gehörig  erseheinen.  ^  Georg 
Simon  Klügel,  1739  zu  Hamburg  geboren,  1812  zu  Halle  gestorben, 
Professor  zu  Helmsfädt  und  dann  zu  Halle,  mehr  vielseitig  als  tief, 
hat  in  seinem  mathematischen  WÖrterbiiche  die  Artikel,  die  der  Kom- 
binatorik gewidmet  waren,  besonders  eingehend  behandelt. 

In  seinen  Schriften  beruft  sich  Hindenburg  oft  darauf,  daß 
Leibniz  an  die  Entwicklung  der  Kombinatorik  die  größten  Er- 
wartungen geknüpft  und  von  ihr  weittragende  Resultate  erwartet  und 
vorausgeahnt  habe.  In  der  Tat  spricht  sich  Leibniz  häufiger  in 
diesem  Sinne  aus;  das  eine  Mal  (vgl.  diese  Vorlesungen  IIP,  S.  112) 
an  einer  Stelle,  an  der  er  sich  über  die  Einführung  eines  Algorithmus 
äußert,  den  wir  jetzt  als  Determinantenbildung  bezeichnen.  Er  sagt 
dort:  „Man  sieht  hieraus,  daß  die  Vervollkommnung  der  Algebra  von 
der  Kombinatorik  abhängt".  Um  so  auffälliger  ist  die  geringe  Beteili- 
gung der  kombinatorischen  Schule  am  Ausbau  der  Determinanten,  des 
mächtigsten  und  wichtigsten  kombinatorischen  Hilfsmittels.  Hinden- 
burg ist  der  Einzige,  der  sich  gelegentlieh  einmal  mit  diesem  Zweige 
der  Wissenschaft  befaßt;  aber  freilich  ohne  neues  zu  geben.  Er 
referiert^)  über  Cramers  und  Bezouts  Resultate.  Das  einzig  Selb- 
ständige dieser  Arbeit  war  die  Übertragung  der  Determinanten- 
eiitwicklung  in  kombinatorische  Zeichen.  ■ — 

Über  die  weitere  Entwicklung  der  Determinanten  in  unserem 
'^ei träum  wird  bei  der  Behandlung  der  linearen  Gleichungen  die 
Rede  sein.  ~ 

Von    Euler,    dessen   weit   fassender    Geist   keinem   Zweige    der 

)  f raefatio  Kum  „Sjjecimen  analjticum  de  Kneis  curvis  seonndi  ordinis", 
Lipsiae  1784. 
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Mathematik  fem  blieb,  ist  auch  bei  der  Behandlung  der  Kombinatorik 
ErwähiiTiDg  zu  tun.  Es  gehören  zwei  Arbeiten  hierher,  die  er  beide 
im  Titel  als  „merkwürdige  Fragen"  bezeichnet;  die  erste:  „Solution 
d'ime  question  curieuse  qui  ne  parait  aoumise  ä  aucune  analyse"  er- 
schien 1766  in  der  Histoire  de  l'Äead.  &  Berlin  für  1759;  p.  310—337. 
Sie  behandelt  die  zufällig  an  Euler  herangetretene  Aufgabe  des 
Rösselsprunges,  d.  h.  die,  einen  Springer  in  seiner  eigentümlichen 
Fortbewegungsart  so  über  das  ganze  Schachbrett  von  64  Feldern  zu 
führen,  daß  jedes  der  Felder  einmal  und  nur  einmal  besetzt  wirii. 
Zu  dieser  einfachsten  Aufgabe  können  noch  komplizierende  Forde- 
rungen treten;  so  etwa,  daß  vom  letzten  besetzten  Felde  ein  einziger 
Springerzug  wieder  auf  das  Ausgangsfeld  zurückführt;  oder  daß,  wenn 
die  der  Reihe  nach  besetzten  Felder  mit  fortlaufenden  Nummern 
1,  2,  3, ...  63,  64  bezeichnet  werden,  die  Differenz  der  Nummern  je 
zweier  zur  Mitte  symmetrischer  Felder  stets  32  betrage.  Auch  an 
die  Zahl  der  Felder  des  Schachbrettes  ist  das  Wesentliche  des  Pro- 
blems nicht  geknüpft;  die  entsprechende  Forderung  kann  für  ein  Recht- 
eck von  a  ■  b  Feldern  aufgestellt  werden,  die  sich  in  a  Zeilen  und 
b  Spalten  verteilen.  Euler  behandelt  die  Frage  derart,  daß  er  einen 
Rösselsprung  weg  aufs  Geratewohl  vornimmt  und  ihn  so  weit  als 
möglich  fortführt;  ist  eine  Fortsetzung  nicht  mehr  möglich,  sind  da- 
bei aber  noch  freie  Felder  des  Schachbrettes  vorhanden,  dann  wini 
der  Rösselsprung  weg  in  zwei  Teile  zerlegt,  die,  anders  miteinander  ver- 
knüpft, einen  neuen  BÖsselweg  geben,  der  alle  früheren  Felder  umfaßt  und 
einen  neuen  Endpunkt  hat;  von  ihm  aus  ist  möglicherweise  ein  noch 
freies  Feld  zu  erreichen.  Daß  durch  solche  Methode  bei  geschickter 
Zerlegung  die  Aufgabe  gelöst  werden  kann,  seheint  durch  die  ge- 
gebenen Beispiele  gewährleistet;  bewiesen  wird  es  nicht. 

Die  zweite  „merkwürdige  Frage"  wurde  am  18.  Oktober  1779 
von  Euler  vor  der  Petersburger  Akademie  behandelt,  aber  erst 
28  Jahre  nach  dem  Tode  des  Verfassers  veröffentlicht:  „Solutio  quae- 
stionis  curjosae  ex  doctrina  combinationum",  Mem.  de  St.  Peters- 
burg III  (1811),  p,  37—64.  Eb  ist  die,  bereits  von  P.  R  de  Mont- 
mort  und  Nicolas  I,  Bernoulli  als  „Jeu  de  treize"  oder  „Jeu  lif; 
rencontre"  untersuchte  (vgl.  auch  diese  Vorlesungen  IIP,  S.  357),  (ii" 
bei  Euler  in  der  Fragestellung  auftritt:  bei  wievielen  der  nl  Permu- 
tationen unter  n  verschiedenen  Dingen  steht  mindestens  eins  der  Ele- 
mente an  seiner  ursprünglichen  Stelle?')  Auf  die  gleiche  Frage  war 
Johann  Heinrieh  Lambert   gestoßen^);    sie  steht  bei  ihm  im  Z»i- 

')  Ygl.  auch  Euler,  Mem.  de  Berlin  1761  (1763),  p,  '255—270.  *)  H"''- 

1771  (1773),  p.  411—420. 
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eammenhaag  mit  den  Wetterprophezeiungen  und  ihrer  Richtigkeit, 
wobei  ea  sich  darum  handelt,  zu  untersuchen,  wie  oft  das  willkürlich 
prophezeite  Wetter  mit  dem  wirklich  eintreffonden  übereinstimmt, 
Wariag  behandelte,  wie  Lambert,  die  gleiche  Aufgabe  als  Wabr- 
sebeinlichk  eitsproblem^). 

Endlich  gehört  hierher  noch  die  Besprechung  einer  Arbeit  von, 
Gaspard  Monge,  die  der  Beaprecbung  eines  „Kartenkunststückes" ^), 
genauer  der  einer  Miscbnngsmethode  für  Karteu  gewidmet  ist.  Sind 
m  Karten  gegeben,  so  findet  eine  erste  Mischung  so  statt,  daß  Karte  2 
auf  Karte  1,  Karte  3  unter  1  gelegt  wird;  dann  4  auf  die  obere 
5  unter  die  untere;  6  auf  die  obere,  7  unter  die  untere  usf.  Bei  10  Karten 
entsteht  z.  B. 

aua  der  ersten  Lage  12345     6     780  10 
als  zweite  Lage        10     8     6     4     2     1     3     5     7     9. 
Von  dieser  neuen  Anordnung  kommt   man   auf  die  gleiche  Weise  zu 
einer  weiteren;  hier 


9    5     1     4    8  10     6 

2     3     7 

f.  zu  den  aufeinander  folgenden  Lagen 

7     2  10     4     6     9     1 

8     6     3 

3     8     9     4     2     7   10 

6     1     6 

G     5     7     4     8     3     9 

2  10     1 

12     3     4     5     6     7 

8     9  10. 

Wie  in  diesem  Beispiele,  so  kommt  man  stets  zu  der  ursprüng- 
lichen Anordnung  zurück,  Monge  untersucht  die  hierbei  eintretenden 
Umstände  und  Gesetzmäßigkeiten.  Er  zeigt,  daß  wenn  zwei  Spalten 
in  einem  Elemente  übereinstimmen,  sie  datin  in  allen  übereinstimmen, 
nnd  daß  die  Folgen  in  vertikaler  Richtung  zyklisch  die  gleichen  sind. 
Dabei  können  kleinere  Perioden  eintreten,  wie  hier  bei  2,  8,  5  und 
auch  bei  4.  Er  berechnet  die  Anzahl  der  Mischungen,  die  notwendig 
sind,  um  die  anfängliche  Lf^e  herbeizuführen. 


Wahrscheinliclikeitsreclmiiiig. 
Der  bisherigen,  wohlbegriindeten  Gepflogenheit  dieses  Werkes  gemäß 
wenden  wir  uns  nach  der  Besprechung  der  Kombinatorik  zur  Wahrschein- 

')  „An    esBay    on    the    prineiples   of  human   knowledge",    Cambridge   11Ö4 
(Äddenda).  aj  jj^^j    ^^^j^^j    p..^^    ^    ^iv,  SayanB,  Paris  1773  (1776),  VR, 

p.  390—412. 
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lichkeitsrechnung,  als  dem  hauptsächlichsten  Anwendungsfelde  kombina- 
torischer Methoden  uiid  Resultate.  Der  Zeitraum,  auf  den  wir  öin- 
zugehen  haben,  ist  gerade  in  diesem  Gebiete  reich  an  bemerkenswerten 
Fortschritten;  neue  Methoden  der  Untersuchung  werden  aufgefunden, 
neue  Forschungsgebiete  erschlossen;  die  Wissenschaft  tritt  in  engste 
Beziehung  zur  Praxis,  zur  Volk  er  Wohlfahrt. 

Gleicii  KU  Anfang  dieser  Periode  entbrennt  ein  Kampf  um  oder, 
vielleicht  genauer,  ein  Angriff  gegen  die  Prinzipien  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, in  dem  sich  d'Alembert  als  leidenschaftlicher 
Rufer  im  Streite  zeigt.  Auf  seine  Plänkeleien  in  den  Artikeln  „croix 
ou  pile"  und  „gagenre"  der  Enzyklopädie  wurde,  der  Zeit  ihrer 
Entstehung  gemäß,  bereits  eingegangen  (III^,  S.  639).  Auch  in  seinen 
späteren  Schriften  kommt  er  ausführlich  auf  die  Frage  zurück,  wie 
groß  die  Wahrscheinlichkeit  sei,  mit  einer  Münze  in  zwei  Würfen 
mindestens  einmal  „Kopf"  zu  werfen.  D'Alembert  hatte  alw  Mög- 
lichkeiten angenommen:  entweder  es  fällt  auf  den  ersten  Wurf  Kopf, 
und  dann  ist  das  Spiel  bereits  entschieden;  oder  es  fällt  Schrift  und 
dann  Kopf;  oder  endlich  zweimal  Schrift,  Von  diesen  drei  Fällen 
sind  zwei  günstig,  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mindestens  einmal 
Kopf  zu  werfen  tv  —  -^  ■  Auf  den  Widerspruch  hin,  den  diese  An- 
schauung von  hervorragenden  Seiten  erfuhr,  aehwankt  d'Alembert 
zwischen  der  Meinung,  daß  diese  drei  Möglichkeiten  gleich  berechtigt 
seien,  und  der,  sie  seien  es  nicht.  Im  zweiten  Bande  seiner  „Opnh- 
eules  Mathematiques"  heißt  es  auf  S.  21:  „Gleichwohl  möchte  ich  di'' 
drei  Fälle,  um  die  es  sich  handelt,  nicht  in  aller  Strenge  als  gleich 
möglich  ansehen";  dann  wieder  im  vierten  Bande,  S.  289:  „Je  mehr 
ich  darüber  nachdenke,  desto  mehr  scheint  es  mir,  daß  diese  drei 
Fälle,  mathematisch  gesprochen,  gleich  möglich  sind."  Ebenda  be- 
streitet er  mit  ganz  nichtigen  Behauptungen  den  schlagenden  Einwurf, 
man  könne  statt  zweimal  hintereinander  mit  nur  einem,  auch 
gleichzeitig  mit  zwei  Geldstücken  werfen;  dabei  ergibt  sich  nämlich 
zweifellos  w  —  -  ■  An  der  ersterwülmten  Stelle  finden  sich  seine 
Angriffe  gegen  die  geltende  Lehre  in  dem  Aufeatze  „Reflexions  aur 
le  calcul  des  Probabiütes",  p.  T — 26,  Paris  17G1  im  Zusammenhang'' 
dargelegt.  Er  behandelt  zuerst  den  Begriff  der  mathematischen  Er- 
wartung (diese  Vorlesungen  IIP,  S.  631),  demzufolge,  wenn  Pi,  Ih' 
Ps,  ■  . .  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Eintretens  verschiedener,  mit  den 
hezw.  Gewinnen  gi,  g^,  g^,  ...  verknüpften  Ereignisse  sind,  die  mathe- 
matische Erwartung  den  Wert  g^p^  -f-  g^p^  -{-  g^p^  -f  •  ■  ■  habe.  Das 
Petersburger  Problem  (ibid.  S.  633)  muß  als  Sturmbock  gegen  die 
Regel  dienen,  den  Einsatz  dieser  Größe  gleich  anzunehmen;  Paul  solle 
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dem  Peter  1  geben,   wenn  dieser  bei  seinem   ersten  Wurfe  mit  einer 

Münze   Kopf   werfe,    dagegen    2,  4,  8,  '16,  . .  .,    wenn  Kopf  erst  beim 
2'™,  3*^",  4:"^,  5"",  .  .  .  Wurfe  erscheine.     Peters  Einsatz  müßte 


1- 


+  2.;-+4.^   +8-4  +  -. 


und  so  ohne  Ende  weiter,  müßte  also  oo  sein.  Das  widerspricbt  dem 
gesunden  Verstände;  wer  würde  selbst  nur  eine  mäßige  Summe 
als  Einsatz  bei  diesem  Spiele  wagen?  Zur  Erklärung  dieses  Dilemmas 
wurden  am  angegebenen  Orte  zwei  Versuche  angeführt,  der  von  Gramer 
und  der  von  Daniel  Bernoulli;  hier  stoßen  wir  auf  einen  dritten. 
D'Alembert  aehließt,  daß  wenn  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereig- 
nisses sehr  klein  ist,  sie  gleich  Null  gesetzt  werden  muß;  man  dürfe 
diese  Wahrscheinlichkeit  also  nicht,  wie  die  Theorie  es  vorschrieb, 
mit  dem  erhofften  Gewinne  multiplizieren,  um  die  mathematische  Er- 
wartung, d.  h.  die  Höhe  des  Einsatzes  zu  finden.  Übrigens  war 
d'AIembert  nicht  der  Erste,  der  auf  diese  Idee  kam;  Nicolas  I. 
Bernoulli  hatte  1709  ähnliches,  aber  vorsichtiger  ausgesprochen 
(Vorlesungen  111^,  S.  336,  Änm.  3);  und  Buffon  schließt  in 
seinem  „Essai  d'Arithmetique  morale"  (Nr.  VIII)  aus  der  Betrach- 
tung der  menschlichen  Handlungen  im  gewöhnlichen  Leben,  daß  man 
.jede  Wahrscheinlichkeit,  die  nicht  größer  als  £f:„-QQ  ist,  gleich  Null 
setzen  kann  und  muß;  für  einen  gesunden  Mann  von  56  Jahren  sei  die 
Wahrseheinhehkeit,  binnen  24  Stunden  zu  sterben,  gleich  ^(.„(jjt;  kein 
Mensch  aber  rechne  mit  dieser  Wahrscheinlichkeit;  jeder  setze  sie 
einfach  =  0.  Diese  Anschauung  wird  von  Condorcet  (Essai  snr 
l'applieation  etc.;  Preliminaire  p.  CVIII)  einer  kritischen  Prüfung 
Tinterzogen  und  widerlegt.  Buffon  teilte  seine  Auffassung  von  kleinen 
Wahrscheinlichkeiten  1762  Daniel  Bernoulli  mit,  der  sie  unter 
vorsichtiger  Einschränkung  als  „moralische  Wahrscheinlichkeit"  gut- 
hieß. D'Alembert  ist  sich  selbst  über  die  Grenze,  unterhalb  deren 
die  Wahrscheinlichkeit  gleich  Null  gesetzt  werden  soll,  nicht  im 
klaren. 

Es  mag  hier  gleich  erwähnt  werden,  daß  Condorcet,  über 
"essen  tragische  Leben sschicksale  wir  später  berichten  werden,  in  der 
„Histoire  de  l'Acad.  de  Paris"  1781,  p.  707  auf  eine  Analyse  der 
mathematischen  Erwartung  g^Pi  +  g^p^  +  g^p^  +  ■  ■  ■  genau  eingeht, 
Auerst  macht  er  darauf  aufmerksam,  daß  dieser  Wert  nur  als  Mittelwert 
«eltung  hat.  Ist  p^  ^^  Y'  ffi  '^  ^'  ^'^  ^^^  ^^^  mathematische  Erwartung 
'2  '  trotzdem  nur  Gewinne  0  oder  1,  aber  nie  -  -  vorkommen  können.   Die 
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Regelung  der  Einsätze  muß  büligerweise  so  geschehen,  daß  1.  der 
Fall,  in  dem  weder  Gewinn  noch  Verlust  für  einen  Spieler  eintrifft, 
der  wahrscheinlichste  ist;  daß  2.  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen 
oder  zu  verlieren,  fflr  heide  Spieler  =  wird.  Mau  könnte  noch 
fordern,  daß  3.  mit  der  Anzahl  der  Spiele  die  Wahrscheinlichkeit 
wächst,  daß  der  Gewinn-  oder  Verluatbetrag  eine  gegebene  Große 
nicht  überschreitet,  oder  daß  4.  das  Verhältnis  dieses  Betrages  zum 
höchsten  Gewinn  oder  Verlust  ein  beliebig  kleines  werde.  Es  zeigt 
sich,  daß  durch  die  Gleichsetzung  der  mathematischen  Erwartungen 
beider  Spieler  die  ersten  beiden  Bedingungen  nebst  der  vierten  erfüllt 
werden,  und  nur  dadurch;  daß  dagegen  3,  Oberhaupt  durch  keine  An- 
nahme erfüllbar  ist.  —  Die  Wirkung  dieser  Gleichsetzung  tritt  aber 
erst  in  der  Folge  vieler  Spiele  hervor.  Ist  die  Wahrscheinlichkeit 
klein,  so  muß  die  Anzahl  stark  vergrößert  werden.  Besteht  für  A  bei 
kleinerem  Gewinn  größere  Gewinnaussicht,  für  B  bei  größerem  Gewinn 
kleinere  Aussicht,  so  wird  hei  Wiederholung  des  Spieles  für  B  mit 
wachsender  Gewinnaussicht  der  Gewinnbetrag  sich  vermindern  und  für 
Ä  das  Umgekehrte  eintreten.  Aus  seinen  Untersuchungen  schließt 
Condoreet,  daß  beim  Petersburger  Problem  die  Gleieheetzung  der 
mathematischen  Erwartungen  beider  Spieler  unstatthaft  sei,  weil  ihre 
Anwendbarkeit  erst  bei  oo^-maliger  Wiederholung  des  Spieles  eintrete. 
—  Um  den  Unterschied  eines  einzelnen  Falles  vom  Durchschnitte 
einer  Reihe  von  Fallen  zu  illustrieren,  macht  Condoreet  darauf  auf- 
merksam, daß  ein  verständiger  Mann  es  sehr  wohl  ablehnen  kann, 
eine  Summe  b^  für  die  Wahrscheinlichkeit  p^  eines  Gewinnes  von  f/^ 
zu  geben,  ablehnen  kann,  wenngleich  b^  <Pi3i  ist;  während  er  ande- 
rerseits für  eine  Summe  h^  die  Wahrscheinlichkeit  p^  eines  Gewinnes  g^ 
erkauft,  trotzdem  b^  >Pi9s  ist;  dazu  würde  ausreichen,  daß  Pi  sehr 
klein  und  Pj  sehr  groß  ist.  Eine  kleine  Wahrscheinlichkeit  gleich 
Null  zu  setzen,  geht  nach  Condoreet  nicht  an;  es  würde  der  gleiche 
Fehler  sein,  als  wolle  man  eine  entfernt  berührende  Tangente  mit 
einer  Asymptote  verwechseln.  —  Ähnliche  Darlegungen  gibt  Con- 
doreet in  dem  Werke,  auf  dessen  Besprechung  wir  bald  eingehen 
werden,  dem  „Essai  sur  Tapplication  de  l'Analyse  ä  la  probabilite  des 
deeisions  rendues  ä  la  pluralite  des  voix",  Paris  1785;  Discours  pre- 
liminaires  p.  LXXIIff.  und  im  Werke  selbst  p.  138  ff.  In  diesen  kri- 
tischen Beleuchtungen  beschäftigt  er  sich  besonders  mit  den  oben 
erwähnten  Anschauungen  Buffons,  die  er  zurückweist.  Was  für  die 
wirklichen  Werte  der  Wahrscheinlichkeiten  falsch  ist,  das  könne 
nicht  dadurch  richtig  werden,  daß  man  den  wirklichen  Werten  falsche 
substituiere. 
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Mit  dem  Petersburger  Problem  beschäftigt  sieb  aucli  Georg 
Christoph  Lichtenberg,  jüngstes  unter  18  Kindern  eines  Predigers 
bei  Darmstadt,  1742  geboren.  Er  studierte  in  Göttingen  unter 
Kästner  Mathematik  und  wurde  daselbst  1770  außerordentlicher  Pro- 
fessor. Er  betätigt«  sieh  vielfach  schriftstellerisch,  hauptsätihlich  als 
Satiriker.  Körperliche  Leiden  verdüsterten  seine  letzten  Lebensjahre; 
er  starb  am  24.  Februar  1799.  Im  Jahre  1770  veröffentlichte  er 
einen  kleinen,  populär  geschriebenen  Aufsatz:  „Betrachtungen  über 
einige  Methoden,  eine  gewisse  Schwierigkeit  in  der  Berechnung  der 
Wahrscheinlichkeit  beim  Spiele  zu  heben"').  In  ihm  legt  er  die  Be- 
deutung und  die  Erklärungsversuche  des  Petersburger  Problems  dar. 
Er  tritt  ganz  auf  Bernoullia  Seite  und  nimmt  gegen  d'Atembert 
Partei,  über  dessen  Ansichten  er  sagt:  „Herrn  d'Alembert  entgegen- 
setzen, daß  nach  den  Regeln  der  Combinationen  kein  Fall  wahrsebein- 
licher  sei  als  der  andere,  kommt  mir  nicht  viel  besser  vor,  als  einem 
gelehrten  Verteidiger  der  Dreieinigkeit  die  Beweise  der  Multiplikation 
entgegensetzen  wollen".     Neues  enthält  der  Aufsatz  nicht. 

Wir  kehren  zu  dem  Berichte  über  d'Alemberts  Anschauungen 
zurück:  Spielt  Peter  mit  Paul  unter  der  Bedingung,  daß  Peter 
2^*"*  Mark  gewinne,  wenn  beim  Werfen  emer  Münze  die  Kopfseite 
erst  auf  den  lOO"*™  Wurf  fällt,  so  müßte  der  Emiatz  gemäß  der  mathe- 
matischen Erwartung  gleich  1  Mark  bemessen  werden:  trotz  dieser 
geringen  Summe  wird  Peter  ihn  nicht  wagen,  weil  die  Kopfseite 
nicht  notwendig,  aber  doch  sicher  bereits  \orher  fallen  wird.  Des- 
halb muß  man  nach  d'Alemberts  Meinung  zwischen  dem  unter- 
scheiden, was  metaphysisch  möglieb  ist,  und  dem,  was  physisch 
möglich  ist.  Zum  ersten  Begriffe  gehört  alles,  was  nicht  widersinnig 
genannt  werden  kann,  zum  zweiten  alles,  was  nicht  allzu  weit  aus 
dem  gewöhnlichen  Laufe  der  Dinge  heraustritt.  So  gebort  es  zu  den 
metaphysischen  Möglichkeiten,  mit  zwei  Würfeln  hundertmal  hinter- 
einander „Sechs— sechs"  zu  werfen;  physisch  dagegen  ist  es  unmög- 
lich, weil  es  noch  niemals  geschehen  ist  und  niemals  geschehen  wird. 

Mit  dieser  Unterscheidung  hängt  folgendes  zusammen.  Die 
Theorie  nimmt  bei  der  Wiederholung  von  Ereignissen  jede  Kom- 
bination als  gleich  möglich  und  als  gleich  wahrscheinlich  an,  z.  B. 
beim  lOmaligen  Werfen  einer  Münze  das  lOmalige  Auffallen  von 
Kopf  als  so  wahrscheinlich  wie  einen  beliebigen  Wechsel  Ton  Kopf  und 
Schrift.  Ist  das  berechtigt?  D'Alembert  glaubt  es  nicht:  ist  schon 
9  mal  Kopf  gefallen,   so  ist  es  wahrscheinlicher,  daß  das  nächste  Mal 

')  Auch  abgedruckt  in  Lichtenbergs  phyBikalisctea  und  matteniati sehen 
Schriften,  Göttingen  J80ü,  Bd,  IV,  S.  3—46. 
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Schrift  fällt  als  wieder  Kopf.  Man  sieht,  daß  dabei  ein  Einfluß 
angenommen  würde,  den  das  voraufgehende  Ereignis  auf  das  fol- 
gende ausübt.  Dieser  Ansicht,  die  d'Alembert  durch  Scheingründe 
stützt,  war  schon  von  de  Montmort  widersprochen  worden;  „die 
Vergangenheit  entscheidet  nichts  für  die  Zukunft"  (diese  Vorlesungen 
IIP,  S.  335).  Euler  drückt  sich  (Opuscula  analytica  II,  1785,  p.  331 
bis  346)  noch  drastischer  aus:  dann  müßte  auf  jeden  folgenden 
Wurf  jeder  vorhergehende,  wenn  er  auch  vor  hundert  Jahren  und  an 
irgend  welchem  Orte  geschehen  wäre,  von  Einfluß  sein,  „ungefähr  das 
Absurdeste,  was  man  überhaupt  ausdenken  kann". 

Den  angenommenen  Einfluß  früherer  Würfe  auf  folgende  kann 
d'Alembert  natürlich  nur  hypothetiscb  angeben.  Das  tut  er  (Opus- 
cules  IV,  p.  73)  bei  erneuter  Behandlung  des  Petersburger  Problems, 
indem  er  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  erst  beim  «'™  Wurfe  Kopf 
fallen  zu  sehen,  nicht  =  ^,  sondern  ganz  willkürlieh  —  „„,,  .  ,  ^- 
oder  auch  =  „--  „„  setzt;  noch  wunderlicher  ist  die  Annahme 
1;2"/1  + V   wo  S  und  K  Konstanten  und  q  eine  ungerade 

ganze  Zahl  bedeuten.  Bin  andermal  (Opuscules  VII,  p.  39)  nimmt  er 
für  das  Auffallen  von  Kopf  beim  1'™,  2'™,  3'™,  4"",  .  .  ,  Wurfe  die 
Wahrscheinlichkeiten 

J_     L+_«     L+"+^      i  +  a  +  b  +  c 
2  '        2      '  2  '  2  ' 

an,  wo  a,h,  c,  . .  .  kleine  positive  Großen  sein  sollen,  deren  Summe 
die  Einheit  nicht  erreicht.  Diese  Hypothesen  sind  nur  darauf  be- 
rechnet, den  Einsatz  beim  Petersburger  Problem  zu  einem  endlichen 
zu  machen.     Wissenschaftlichen  Wert  haben  sie  nicht. 

Noch  einen  anderen  Punkt  hebt  d'Alembert  kritisierend  hervor. 
Sieht  man  auf  einem  Tische  Buchstaben  nebeneinander  liegend,  die 
das  Wort  „Constantinopolitanensibus"  bilden,  oder  die  alphabetisch  auf- 
einander folgen,  so  wird  kein  Mensch  annehmen,  daß  sie  durch  Zufall 
so  angeordnet  seien,  trotzdem  die  Wahi'scbeinlichkeit  der  beiden  An- 
ordnungen aus  den  auftretenden  Buchstaben  nach  den  Schulanschau- 
ungen nicht  geringer  sein  soll,  als  die  einer  willkürlichen,  regellosen 
Aufeinanderfolge.  In  den  ersten  Fällen  erkenne  man  eine  Absicht, 
und  eine  solche  müsse  auch  bei  regelmäßigem  Fallen  der  Münze  an- 
genommen werden.  Mehrfaches  Aufwerfen  von  Kopf  hintereinander 
sei  unwahrscheinlicher  als  Wechsel  in  den  Flächen  der  Münze. 

Solchen  ketzerischen  Ideen  gegenüber  verhielt  sich  die  Mehrzahl 
der  Mathematiker  jener  Zeit  kühl  ablehnend;  sie  erachtete  es  wohl  der 
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Mülie  nicht  für  wert,  darauf  ein  zu  gehen.  D'Alembert  beruft  sieh 
häufig  auf  die  Zustimmung  „bedeutender  Männer",  „berühmter  Ge- 
lehrten", „hervorragender  Mathematiker",  in  deren  GeseUschaft  ihm 
aber  selber  mitunter  nicht  recht  behaglich  ist,  wenn  sie  z.  B.  durch 
seine  Einwürfe  die  ganze  Lehre  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  als 
„zugrunde  gerichtet"  ansehen;  aber  Namen  verschweigt  er  dabei.  Da- 
gegen verschweigt  er  nicht,  daß  seine  revolutionären  Meinungen  auch 
vielen  Widerspruch  gefunden  haben,  daß  sie  „absurd"  »md  von  Daniel 
BernouUi  „lächerlich"  genannt  worden  sind.  Wuchtig  absprechend 
drückt  sieh  L.  Euler  aus  in  den  Opuscuia  analytiea  II,  1785,  p.  331: 
„Mich  schrecken"  (bei  solchen  Untersuchungen)  „die  Einwürfe 
d'Älemberfcs  nicht  zurück,  der  diesen  Kalkül  zu  verdächtigen  ver- 
sucht hat.  Zuerst  nämlich  hat  dieser  bedeutende  Geometer  die  mathe- 
matischen Stadien  beiseite  gelegt;  jetzt  scheint  er  sie  sogar  zu  be- 
kämpfen, indem  er  unternommen  hat,  eine  Reihe  von  Grundsätzen 
umzustürzen,  die  auf  das  sicherste  begründet  sind.  Den  Laien  mögen 
seine  Einwürfe  gewichtig  erscheinen,  doch  die  Furcht  liegt  fern,  daß 
die  Wissenschaft  selbst  Schaden  durch  sie  erleide." 

Daher  ist  es  denn  nicht  verwunderlich,  daß  d'Alemberta  Ruf  so 
ziemlich  ohne  Nachklang  verhallte.  Von  den  wenigen,  die  seinen  Be- 
denken geneigtes  Ohr  liehen,  sei  der  Direktor  der  physikalischen  Klasse 
der  Berliner  Akademie  Nie.  de  Beguelin  erwähnt.  Er  war  1714 
im  Kanton  Basel  geboren,  wurde  Hofmeister  des  nachmaligen  Königs 
Friedrich  Wilhelm  II.  und  starb  1789  zu  Berlin.  Er  hat  sieh 
mit  den  metaphysischen  Grundlagen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
in  zwei  Aufsätzen  der  Memoires  de  l'Acad.  ä  Berlin  1765  (1767), 
p.  231,  und  1767  (1769),  p.  381  beschäftigt.  In  dem  ersten  spricht 
er  seine  Ansicht  aus:  „Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gehört  eben  so 
sehr,  ja  vielleicht  in  höherem  Maße  zur  Metaphysik  als  zur  Mathe- 
matik; diese  liefert  die  Behandlung  durch  Rechnung,  jene  die  Grund- 
lagen, auf  welche  die  Rechnungen  sich  gründen".  Im  zweiten  Auf- 
sätze behandelt  er  eingehend,  aber  ohne  begründete  Resultate  das 
Petersburger  Problem;  er  gibt  eine  ganze  Reihe  von  Lösungen,  die 
das  Gemeinsame  haben,  völlig  willkürlich  zu  sein.  Daß  Kopf  erst 
beim   /c'™  Wurfe    auffalle,   soll   beispielsweise   die  Wahrscheinlichkeit 

V-i)!-|-T  ^^'*^"- 

Auch  der  Marquis  de  Condoreet  ging,  wie  wir  bereits  erwähnt 
haben,  auf  eine  Prüfung  der  d'Alembertsehen  Bedenken  ein.  Im 
zweiten  Abschnitte  der  oben  angeführten  Abhandlung^)  geht  Condoreet 

')  Hist.  Acad.  de  Paris,  1781,  p.  707, 
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auch  auf  die  Frage  nach  den  regulären  Anordnungen  gegebener  Element-« 
ein.     Er  betraehtet  die  beiden  Reihen 

1,  2,  -d,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10; 
1,  3,  2,  1,  7,  13,  23,  44,  87,  167; 
beide  sind  regulär;  jedes  Glied  «„+a  der  ersten  iat  nach  dem  Gesetze 
a„^^  =  2  ■  a„_^|  —  a„  gebildet,  jedes  Glied  ?j„^2  ^^^  aweiten  nach  dem 
Gesetze  h„^^  ^  \,  +  i  +  ^«  +  ^„_i  +  ^„-i-  Gesacht  wird  der  Quotient 
der  Wahrscheinlichkeiten  dafür,  daß  bei  einer  Fortsetzung  der  Reihen 
um  q  Glieder  dieselben  Gesetze  sich  zeigen  werden.  Wie  man  sieht, 
ist  die  Frage  merkwürdig  unbestimmt  gehalten;  die  Behandlung  des 
Problems  durch  Condorcet  ist  nicht  minder  unbestimmt.  Wenn  in 
einer  Reihe  je  e  aufeinanderfolgende  Glieder  einem  Gesetze  unterworfen 
sind,  in  einer  zweiten  je  e^,  dann  soll  /"^^Liif  "T  JSy.  ^^n  gesuchten 
Quotienten  geben.  Fragt  man  nach  diesem  Quotienten  bei  q  =  <x>, 
d.  h.  bei  den  ins  Unendliche  fortgesetzten  Reihen,  dann  soll  •~£_-j- 
herauskomnien,  in  unserem  obigen  Beispiele  also  wegen  e  =  2,  e^  =  4 
der  Wert   "  ■ 

Wie  er,  so  trat  Laplaee,  dem  die  AVahrscheinlichkeitsreehnung 
viel  zu  danken  hat,  kritisch  an  d 'A lemb er ts  Bedenken,  Pierre  Simon 
Marquis  de  Laplaee,  1749  zu  Beaumont-en-Auge  geboren,  ent- 
stammte einer  einfachen  Familie.  Er  hatte  die  Schwäche,  sieh  seiner 
Herkunft  zu  scluimen;  nur  ungern  sprach  er  Ton  seiner  Jugend.  In 
der  Ecole  militaire  zeigten  sich  schon  früh  seine  mathematischen 
Anlagen.  Er  wurde  zuerst  Lehrer  zu  Beaumont,  dann  Professor  an 
der  Ecole  militaire  und  1794  an  der  Fcole  normale.  1795  gehörte 
er  dem  Bureau  des  longitudes  an.  „Er  bot  das  traurige  Schauspiel 
politischer  Sehmiegsamkeit  und  Mantelträge re i ,  die  an  Kriecherei 
streifte,  und  deren  Anzeichen  bis  in  die  Vorreden  seiner  Werke 
drangen,  die  bei  jedem  Regierungswechsel  geändert  wurden"  (La 
grande  Encyclopedie),  Bonaparte  übertrug  ihm  das  Portefeuille  des 
Innern,  entzog  es  ihm  wegen  mangelnden  Verwaltungssinnes  nach 
sechs  Monaten:  „er  trug  in  die  Geschäfte  den  Geist  des  Unendlich- 
Kleinen"  —  und  machte  ihn  zum  Mitgliede  des  Senats.  Unter 
Louis  XVIIL  wurde  er  Paar  de  France  und  Marquis.  Er  starb  im 
März  1827  zu  Paris. 

In  einer  Abhandlung  der  Meraoires  de  math.  Acad.  R.  Paris  (annee 
1773),  p.  37—232,  deren  zweiter  Teil  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung gewidmet  ist  (p.  113—163)  geht  Laplaee  auf  die  d'Alembert- 
Bchen  Bedenken  ein.     Daß  beim  Würfeln  frühere  Ergebnisse  auf  fol- 
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gende  beeinflussend  wirken  aoUeii,  weist  er  toii  der  Hand.  Auf  eine 
spätere,  scheinbare  Einachränkimg  kommen  wir  bald  zurück.  —  Über 
das  „Oonstantiuopolitanensibus",  das  sich  bei  ihm  in  das  Wort  „In- 
finitesimal" umgewandelt  hat,  äußert  er  sich  folgendermaßen:  Wo 
wir  Symmetrie  bemerken,  glauben  wir  an  die  Wirkung  einer  Ab- 
aicht,  da  sie  für  die  Herrorbringung  der  Symmetrie  wahrscheinlicher 
ist  als  der  Zufall.  Ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses,  falla 
es  ein  Zufall,  —  seine  Wahrscheinlichkeit,  falls  es  eine  Absicht  her- 
voi^erufen  hat,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Bestehens  und 
Wirkens  einer  Absicht^) 

1  :  K         _  1 

sie  wächst  also  mit  m.  Nicht  weil  die  Symmetrie  geringere  Wahr- 
scheinlichkeit hat  als  ein  unsymmetrisches  Ergebnis,  suchen  wir  eine 
Absicht  bei  Eintreffen  der  Symmetrie,  sondern  weil  der  Zufall  un- 
wahrscheinlicher ist,  als  die  Absicht.  Hätte  das  Wort  „Infinitesimal" 
in  keiner  Sprache  eine  Bedeutung,  so  würde  das  dazu  nötige  Arrange- 
ment der  Buchstaben  weder  wahrscheinlicher,  noch  unwahrscheinlicher 
sein,  aia  es  jetzt  iat;  und  gleichwohl  würden  wir  bei  der  Zusammen- 
stellung keine  besondere  Ursache  vermuten.  Da  das  Wort  aber  in 
Gebrauch  bei  uns  ist,  so  ist  es  unvergleichlich  mehr  wahrscheinlich, 
daß  eine  Person  die  Lettern  zusammengelegt  bat,  als  daß  ein  Zufall 
sie  so  zusammenfügte,  wie  wir  sie  sehen. 

Ein  weiteres  Eingehen  auf  die  philosophischen  Grundlagen  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  müssen  wir  uns  vereagen.  — 

Nach  diesem  Berichte  über  den  Sturm  gegen  die  Prinzipien 
gehen  wir  zu  der  Besprechung  einer  Bereicherung  der  Untersuchuugs- 
methoden  über,  zumal  da  diese  zeitlich  mit  der  Periode  beginnt,  die 
wir  behandeln.  Daniel  Bernoulli  gehört  das  Verdienst,  die  Infini- 
tesimalrechnung den  Zwecken  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  dienst- 
bar gemacht  zu  haben.  Bis  zu  ihm  hatte  ausschließlich  das  B'ermat- 
sche  Vorgehen  Geltung  gehabt,  als  Wahrscheinlichkeit  den  Quotienten 
aus  der  Zahl  der  gunstigen  durch  die  Zahl  der  möglichen  Fälle  zu 
nehmen,  wobei  man  bei  verwickeiteren  Aufgaben  auf  bedeutende  kom- 
binatorische Schwierigkeiten  stieß.  Für  diesen  Quotienten  substituiert 
Daniel   Bernoulli    den  Quotienten    aus   den  unendlich    kleinen  In- 


')  Diese  ßeehmiDg  benutzt  die  später  zu  behandelnde  Bayeasche  Regel 
über  die,  aus  ihren  Wirknngen  zu  erschließenden  Ursachen,  die  Laplace  in 
Ed.  VI  der  Mömoires  de  VAcad.  de  Paris  dargestellt  hatte. 
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krementen  oder  Dekrementen  jener  beiden  Größen,  und  ihn  behandelt 
er  dann  nach  den  gpwohnhthen  Regeln  und  Vorschriften  der  Anulysis. 
Natürlich  iat  dieses  Verfahren  rieht  allgemein  bei  jeder  Aufgabe  an- 
wendbar. Bernoulli  sigfc  darüber'):  „Man  kann  mit  Nutzen  die  In- 
fi oitesimalrechnung  verwenden,  wenn  nur  die  Äenderung,  die  eintreten 
kann,  als  unendlich  klein  angesehen  werden  darf".  Das  tritt  z.  B. 
ein,  wenn  aus  einer  Urne,  die  eine  große  Anzahl  von  Kugeln  entMlt, 
einzelne  gezogen  werden;  „denn  dann  kann  die  Einheit  als  unendlich 
kleines  Element  betrachtet  werden;  und  man  stützt  sich  auf  die 
gleiche  Hypothese,  deren  sich  die  Mathematiker  vor  der  Entdeckung 
der  Differential-  und  Integral- Rechnung  bedienten".  In  der  angeführten 
Abhandlung  bespricht  Bernoulli  als  Beispiel  ein  Problem,  das  er  für 
andere  Zwecke  braucht.  Er  behandelt  es  zuerst  nach  der  alten  und 
dann  nach  der  bequemeren  neuen  Methode.  Es  scheint  uns  geraten, 
erst  später  dieses  etwas  komplizierte  Problem  mitzuteilen,  und  die 
Methode  lieber  an  einem  anderen,  einfacheren  darzulegen^). 

In  einer  Urne  sind  «  weiße,  in  einer  anderen  n  schwarze  Kugeln. 
Aus  jeder  wird  eine  Kugel  gezogen  und  in  die  andere  Urne  gelegt; 
die  Ziehungen  erfolgen  gleichzeitig.  Dieselbe  Operation  wird  von 
neuem  und  im  ganzen  rmal  gemacht.  Wie  groß  ist  hinterdrein  die 
wahrscheinliche  Anzahl  x  der  weißen  Kugeln  in  der  ersten  Urne? 
Die  Vei-wendung  der  gewöhnhchen  Methode  gibt  a;=  ^  w]  1  -|-  (—  M. 
Für  ein  großes  n  kann  man  dies  Resultat  durch  das  bequemere 


c=  ^«[l  +  e    "] 


ersetzen.  Hierauf  führt  die  neue  Methode  direkt.  Es  werden  x  und 
r  als  stetig  veränderliche  Großen  betrachtet;  dr,  d.  h.  die  Einheit,  sei 
das  Inkrement  von  r;  es  fragt  sich,  wie  groß  da: :  dr  ist.  Die,  mit 
der  Wahrscheinlichkeit  -  -  erfolgende  Entnahme  einer  weißen  Kugel 
aus  der  ersten  Urne  liefert  das  Dekrement  (—  1}  fiir  dx\  das  mit  der 

Wahrscheinlichkeit erfolgende  Hineinlegen  einer  weißen  Kugel 

in  die  erste  Urne  liefert  dt«  Inkrement  (-f  1)  für  dx;  folglich  wird 

Diese  Differentialgleichung  liefert  dann  bei  richtiger  Bestimmung  der 
Integrationskonstante  wieder  den  Wert 


')  Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  XII,  1760,  1767  (176S),  p.  87—98.     ')  IViA. 
XIV,  1769  (1770),  p.  2—25. 
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n+e   ' 


Die  Aufgabe  wird  nach  der  Richtung  hin  erweitert,  daß  «  Urnen  mit 
je  »  Kugeln  vorhanden  sind,  und  daß  jede  gezogene  Kugel  in  die  fol- 
gende der  zyklisch  angeordneten  Urnen  gelegt  wird.  Durch  ein  Miß- 
Terständnis  wurde  Malfatti^)  zu  einer  unberechtigten  Kritik  dieser 
Arbeit  verleitet;  nur  in  einem  Punkte  müssen  wir  ihm  beipflichten, 
daß  nämlich  das  angeführte  Bernoullische  Problem  nicht  mit  einem 
anderen  identisch  ist,  von  dem  BernouUi  es  behauptet.  Malfatti 
selbst  behandelt  20,  aus  der  Bernoullischen  Annahme  folgende  Pro- 
bleme auf  elementarem  Wege. 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  D.  BernouUi  sich  der  gleichen 
Methode  bedient,  um  näherungsweise  gewisse  numerische  Rechnungen, 
die  infolge  der  Höhe  der  eintretenden  Zahlen  unbequem  und  langwierig 
sind,  durch  bequemere  und  kürzere  zu  ersetzen.  So  verfährt  er  in 
der  „Mensura  sortis"  usw.  (Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  XIV,  für  1769, 

p.  26)  mit  dem  Ausdrucke  a=-  ■''  und  findet,  ie  nachdem  er  n 
^         '  ^        («!)'■  2"  '   ■* 

durch  K  +  1  oder  durch  w  —  1  ersetzt, 

nq  =  —  n     , -y     und     «2  =  —  ,    „^ ; 
er  nimmt  die  arithmetische  Mitte  der  rechten  Seiten,  erhält 

und  kommt  durch  Integration  auf 

o  =  est.  --■ 

]/4^-fl 

Das  eben  erwähnte  allgemeine  Approximationsproblem  war  bei 
der  Behandlung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  wie  sie  in  unserem 
Zeitraum  geübt  wurde,  ein  sehr  naheliegendes  und  notwendig  zu  be- 
handelndes. Dies  erkannte  auch  Laplace  nach  BernouUi,  wie  es 
Stirling  vor  diesem  erkannt  hatte.  Mit  ihm  beschäftigt  sich  La- 
place eingehend  in  dem  „Memoire  sur  les  approximations  des  formules 
qui  sont  fonetions  de  tres-grands  nombres"  (Histoire  de  l'Academ.  ä 
Paris  1782).     Wir  kommen  später  auf  diese  Arbeiten  zurück. 

Wenden  wir  uns  wieder  zu  Daniel  BernouUi,  so  ist  noch  zu 
erwähnen,  daß  er  die  erste  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  in  der 
Wahr  sehe  jnlichkeitsiehre  bereits  vor  der  prinzipiellen,  176(i  erfolgten 
Ankündigung   und   Darlegung    schon    1760   in   dem  Aufsatze   „Essai 


')  Memorie  mat,  e  Bb.  Soo.  Ital,  I  (1783),  p.  7G8, 
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d'une  Houvelle  analyse  de  la  mortalite  causee  par  la  petite  veröle  etc." 
(Histoire  de  l'Äcad.  . .  .  ä  Paris  1760  [176ß],  p.  1 — 45)  gegeben  hat; 
und  als  Kritiker  dieser  Arbeit  wendet  auch  d'Alembert  (Opusciiles 
II,  p.  26-95)  dieselbe  Methode  an. 

Wir  wenden  unsere  Aufmerksaiukeit  nunmehr  den  Arbeiten  zu,  die, 
sozusagen,  noch  im  Pasealsehen  Boden  wurzeln  und  nach  elementarer 
kombinatorischer  Methode  eine  Reihe  von  Problemen  behandeln,  die 
den  Mathematikern  in  den  Glücksspielen  entgegen  traten.  Es  ist 
natürlich  nicht  unsere  Aufgabe,  jede  kleinste  derartige  Arbeit  zu  be- 
sprechen; es  reicht  aus,  die  bedeutenderen  unter  ihnen  hervorzuheben. 

Hinsichtlich  der  Spiele,  die  nicht  allein  vom  Zufall,  sondern  auch 
von  der  Geschicklichkeit  der  Spieler  abhängig  sind,  macht  Laplace 
(Histoire  de  l'Academ.  Paris  [1778],  p.  230)  folgende  Bemerkungen: 
Es  sei  überaus  unwahrscheinlich,  daß  beide  Spieler  die  gleiche  Ge- 
schicklichkeit besitzen;  die  des  einen  sei  1  +  «,  die  des  anderen 
1  —  K.  Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  der  stärkere  Spieler  die 
beiden  ersten  Partien  gewinnen  wird,  =  (l-j-a)^,  die,  daß  der 
schwächere  sie  gewinne,  =-t-(1— k)^.  Nun  weiß  mau  von  vorn- 
herein nicht,  wer  von  den  beiden  Spielern  der  stärkere  ist;  danach 
wird  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  bestimmter  unter  ihnen  beide 
ersten  Partien  gewinnt,  gleich  dem  mittleren  Werte,  d.  h, 

=  l[m"+(^T]  =  Ta  +  «')- 

Ohne  Berücksichtigung  der  Geschicklichkeiten  würde  sich  -  ergeben. 
Es  ist  also  nach  diesen  Überlegungen  wahrscheinlicher,  daß  einer  der 
beiden  Spieler  beide  ersten  Partien  gewinnt,  als  daß  der  eine  die  erste, 
der  andere  die  zweite  gewinnt. 

Über  den  Wert  von  a  weiß  man  zu  Beginn  der  Spiele  nichts. 
Das  gibt  nach  mehreren  Richtungen  hin  zu  Untersuchungen  Anlaß 
(1.  c.  S.  238  ff.).  Kennt  man  für  a  die  Grenzwerte  (0, ...,?)  und  zu- 
gleich die  Wahrscheinlichkeit  ^(k)  dafür,  daß  ein  bestimmtes  «  auf- 
trete, dann  ist  der  obige  Ausdruck  durch  das  Integral 

_/i*(«)(H-«')rf« 

zu    ereetzen,   wobei    ^(a)  so  beschaffen  sein  muß,  daß  j ili  ia)  da  = 'i- 

ist.  Es  möge  ein  für  allemal  hier  daran  erinnert  werden,  daß  diese 
Schreibweise   der  Integra^renzen   in   unserem  Zeiträume    noch   nicht 
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eiugefülirt  ist.  —  Somit  weist  dieses  Resultat  darauf  hin,  das  „Gesetz 
der  Fehler",  d.  h.  die  Funktion  ^(«)  zu  bestimmen.  Das  unternimmt 
Laplaee  im  weiteren  Fortgange  seiner  Untersuchungen.  Wir  werden 
davon  bald  ausführlich  zu  sprechen  haben. 

Die  zweite  Untersuchungs  rieh  tun  g,  auf  die  wir  auch  erst  später 
eingehen  können,  ist  die  folgende:  Die  anfängliche  Unkenntnis  der 
Geschicklichkeiten  der  Spieler  wird  im  Verlaufe  der  Spiele  einer 
größeren  und  größeren  Kenntnis  dieser  Geschicklichkeiten  durch  den 
Ausfall  der  Spiele  selbst  Platz  machen.  Hierzu  gehört  die  Möglich- 
keit, aus  einem  Ereignis  auf  seine  Ursachen  zu  schließen.  Das  ist 
ein  Problem,  das  in  unserer  Epoche  zum  ersten  Male  aufgestellt  und 
behandelt  worden  ist. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  daß  Laplaee  in  diesem  „Me- 
moire" nicht  bei  zwei  Spielern  und  zwei  von  ihnen  zu  spielenden 
Partien  stehen  bleibt,  sondern  die  Anzahl  sowohl  der  Spieler  wie  der 
Partien  beliebig  groß  annimmt.  Wir  verlassen  diese  Fragen  und 
gehen  auf  andere  hierher  gehörige  Probleme  ein. 

Schon  früher  wurde  (ßd.  IIP,  S.  338)  erwähnt,  daß  Moivre 
1708  die  Aufgabe  erledigt«,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
daß  mit  einem  gewohnlichen  Würfel  in  8  Würfen  mindestens  2  mal 
die  1  geworfen  werde.  Das  Problem  wird  in  unserer  Epoche  wieder 
aufgenommen,  in  erweiterter  Form  behandelt  und  gelöst.  Lagrange, 
der  sich  im  zweiten  Abschnitte  seines  Aufsatzes:  „Recherches  sur  les 
Buites  recurrentes  . . .  ou  sur  l'integration  des  equations  IJneaires  aux 
differences  finies  et  partielles;  et  sur  l'us^e  de  ces  equations  dans  la 
theorie  des  hasarda"  (Nouv.  Mem,  de  l'Acad. .  .  .  ä  Berlin  1775  [Uli], 
p,  183—272)  mit  verschiedenen  Aufgaben  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie beschäftigt,  stellt  die  Fragen  allgemein  so:  Wie  groß  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  ein  Ereignis,  dessen  Eintreffen  bei  einem 
Versuche  die  Wahrscheinlichkeit  p  hat,  in  k  Einzel  versuchen  genau 
amal  eintritt?  —  oder  mindestens  «mal?  Ferner:  es  kann  bei  einem 
Versuche  dreierlei  eintreffen:  entweder,  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p, 
das  Ereignis  A;  oder,  mit  der  Wahrscheinlichkeit  q,  das  Ereignis  B; 
oder,  mit  der  Wahrscheinlichkeit  1  —p~q,  keins  von  beiden;  wie 
groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  in  k  Versuchen  A  min- 
destens «mal  und  B  mindestens  ?>mal  auftritt?  oder,  daß  A  eher  «mal 
eratritt  als  B  seinerseits  6mal?  — ■  Der  Titel  der  Lagrangescheu 
Abhandlung  zeigt  deutlich  die  Hilfsmittel  an,  auf  die  sich  die  Lösungen 
der  Aufgaben  stützen,  nämlich  die  rekurrierenden  Reihen  und  die  Dif- 
lerenzengleichungen.  Hier  knüpfen  die  Arbeiten  Trembleys  au. 
fi-mer  angesehenen  Schweizer  Familie  entsprossen,  war  er,  Jean,  ge- 
boren 1749  in  Genf,  nicht  der  erste  unter  ihren  Mitgliedern,  der  sich 

Casios,  Geschfclita  der  Malhematilc  IV.  16 
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wissenschaftlieh  einen  Namen  errang.  Jean  sollte  Jurist  werden; 
allein,  durch  Mallet  beeinflußt,  wendete  er  sich  dem  Studium  der 
Astronomie  und  der  Mathematik  zu,  ging  1794  nach  Berlin,  wo  er 
Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschafteu  wurde,  und  starb  1811 
bei  Verwandten  in  Südfrankreich.  Er  empfand  es  als  unnötige 
Erschwerung,  daß  Lagrange  und  Laplace  bei  der  Behandlung  relativ 
einfacher  Aufgaben  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Hilfsmittel  ver- 
wendeten, die  —  wie  er  sich  ausdrückt  -—  „aus  den  tiefsten 
Eingeweiden  der  Integral  -  Rechnung"  entnommen  sind,  und  er 
stellt  sich  die  Aufgabe,  dieselben  Fragen  allgemein  und  elementar 
„methodo  elementar!"  zu  behandeln.  Das  tut  er  in  der  „disquisitio 
elementaris  circa  ealculum  probabiliura",  Comm.  Soe.  Gotting.  XII, 
1793—1794  (1796),  p.  99—136.  Wir  gehen  nicht  näher  darauf  ein, 
da  kaum  etwas  Neues  geboten  wild,  und  da  die  Nachteile  elemen- 
tarer Behandlung  meistens  ihre  Vorteile  überwiegen,  indem  sie  er- 
müdend lang  und  unübersichtlich  ist. 

Auch  das  Teilungsproblem  findet  sich  unter  den  Problemen 
wieder,  an  die  man  in  unserer  Epoche  herantritt.  Die  Frage  kommt 
schon  in  der  Ars  conjectandi  vor;  sie  lautet  allgemeiu:  ein  Spiel 
wird  vor  seiner  Beendigung  abgebrochen;  wie  sind  gerecht  ermaßen  die 
Einsätze  zu  verteilen?  Bei  der  Untersuchung  eines  solchen  Pro- 
blems') kommt  Nie.  Fuß  zu  einem  Resultate,  das  von  dem  durch 
Jak-  Bernoulli  erhaltenen  wesentlich  abweicht.  Es  zeigt  sich  aber*), 
daß  dieser  Unterschied  von  einer  nicht  scharfen  Fassung  der  Aufgabe 
herrührt,  so  daß  in  Wirklichkeit  beide  Forscher  durchaus  ver- 
schiedene Aufgaben  behandelt  hatten.     Fuß  selbst  klärt  dies  auf  — 

Eine  andere  häufig  behandelte  Aufgabe  ist  die  nach  der  Dauer 
von  Spielen.  De  Montmort  gab  die  Anregung  dazu;  und  auch  hier 
ist  de  Moivre  als  erster  zu  nennen,  der  sich  mit  entschiedenem  Ei^ 
folge  des  Problems  annahm.  Wir  geben  ihm  folgenden  Ausdruck: 
A  besitzt  a  Marken,  B  deren  b,  und  es  besteht  für  A  die  Wahrschein- 
lichkeit p,  im  Einzelspiele  zu  gewinnen,  für  B  die  Wahrscheinlichkeit 
5  =  l  —  p.  Der  im  Einzelspiele  Verlierende  zahlt  dem  Gewinnenden 
eine  Marke,  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  in  k  Spielen 
einem  der  Spieler  durch  den  Verlust  aller  seiner  Marken  die  Fort- 
setzung des  Spiels  unmöglich  gemacht  wird?  In  wieviel  Spielen  ist 
es  gleich  wahrscheinlich,  daß  diese  Beendigung  eingetreten,  oder  daß 
sie  nicht  eingetreten  ist?  Auch  hier  haben  Lagrange  und  Laplace 
allgemeine  Losnngen  geliefert.  Die  Lagrangesche  Arbeit,  in  der 
das  geschehen  ist,  haben  wir  bereits  erwähnt. 


')  Act.  Petrop.   1779,  II,  p,  81—92.         ')  Ibid.  1780,  II,  p.  91—96 
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Die  Entstehung  des  Genueser  Zahlen-Lotto  ist  bereits  oben  (Bd.  III^, 
S.  336)  besprochen  und  seine  Einrichtung  mitgeteilt;  wir  erwähnen 
dabei,  daß  Laplace  (Mem.  de  Paris  VI,  1774,  p.  365)  dieses  Spiel 
als  „Lotterie  der  Militär- Schule"  bezeichnet,  ohne  einen  Grund  für  diese 
Benennung  anzugeben:  Aus  90  mit  den  fortlaufenden  Zahlen  1  bis 
90  bezifferten  Marken  werden  5  Gewiiinmarken  herausgegriffen.  An 
diese  Einrichtung  der  Genueser  Zahlen-Lotterie  knüpfen  sicli  mehrere 
interessante  Fragen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Das  Erscheinen 
von  2  aufeinander  folgenden  Zahlen  unter  den  Gewinnmarken  heißt  eine 
Sequenz  oder  eine  Eolge.  Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß 
bei  einer  Ziehung  eine  Sequenz  auftritt?  Euier  hat  dieses  Problem 
in  dem  Aufsatze:  „Sur  la  probabilite  des  sequenees  dans  la  loterie 
geno-ise",  Histoire  de  l'Äcad.  ...  ä  Berlin  1765  (1767),  p.  191—230 
aufgeworfen  und  erledigt.  An  gleichem  Orte  p.  271^280  und  im  An- 
schlüsse an  diesen  Aufsatz  behandelt  Beguelin  die  gleiche  Frage  in 
der  Arbeit:  „Sur  les  suites  et  ies  sequenees  dans  la  loterie  de  Genes". 
Der  Unterschied  zwischen  beiden  ist  nur  der,  daß  Beguelin  auch 
die  Nummern  90,  1  als  Sequenz  auffaßt,  also  eine  kreisartig  ge- 
schlossene Folge  der  Nummern  annimmt.  Johann  lU.  Bernoulli 
nimmt  in  einer  schon  früher  verfaßten,  aber  erst  später  veröfFentiiebten 
Arbeit:  „Sur  les  -suites  ou  sequenees  dans  la  loterie  de  Genes" 
(ibid.  1769  [1771],  p.  234—253)  den  gleichen  Standpunkt  ein  wie 
Beguelin.  Werden  allgemein  «  Nummern  angenommen,  von  denen  r 
gezogen  werden,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  bei  der  Eulerschen 
Annahme   I  ) "  ( ■ )  ^^^'  *^^^  Nichtauf  treten    einer  Sequenz  und 

yI  _,  )■(  )  ^^^  ^^^  Bernoulli-Beguelinschen.  Beguelin 
gibt  eine  mechanische  Aufstellung  der  möglichen  Ziehungen  ohne 
Sequenz,  die  an  die  Hindenburgschen  kombinatorischen  Regeln  er- 
innert und  „involutorisch"  genannt  werden  kann.  Wir  wollen  an 
einem  Beispiele  zeigen,  in  welcher  Weise  Beguelin  Torgeht,  Für 
w  =  6  und  r  —  2  seien  die  sequenzlosen  Ziehungen  gegeben.    Es  sind 

13,  14,  15,  16,  24,  1^5,  26,  35,  36,  46. 
um  die  für  w  =  7  und  r  =  3  zu  erhalten,  behalten  wir  aus  den  so- 
eben aufgestellten  alle  bei,  die  nicht  mit  1  beginnen,  also  die  sechs 
letzten,  erhöhen  jede  eingehende  Nummer  um  1,  so  daß  35,  36,  37, 
*'>,  47,  57  entsteht,  und  schreiben  eine  1  vor  jeden  dieser  Komplexe. 
^18  gibt  alle  die  sequenzlosen  Kombinationen  für  «  =  7,  j-  =  3,  die 
mit  einer  1  beginnen: 

135,  136,  137,  146,  147,  15T. 
L-nter  jede  dieser,   allgemein   mit  a,  6,  c  bezeichneten  Kombinationen 
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wird  nun  a  +  1,  ^+1,  c  +  1  geschrieben;  unter  die  so  entstehenden 
in  eine  dritte  Zeile  a  -\-  2,  6  +  2,  c  -\-  2,  uBf.  bis  in  der  letzten,  dritten 
Nummer  des  Tripels  die  höchste  Zahl  7  erreicht  wird.  Die  vollstän- 
dige Tttbelle  lautet  dann 

135,  136,  137,  146,  147,  157, 

246,  247,  257, 

357. 
Das  sind  unter  der  Eulerschea  Annahme  die  10  sequenzlosen  Kom- 
binationen;   die    7  Bernonilischen    erhält   man   durch   Tilgung   der 
dritten,  fünften  und  sechsten  dieser  6  Spalten.     Wie  es  sein  muß,  ist 
den  obigen  Formeln  entsprechend 


io={'-:+')  »d  7= 


Laplace  hat  im  „Memoire  sur  les  suites  recurrentes  et  leura 
usages  daus  la  theorie  des  hasards'")  Probleme  behandelt,  die 
Euler  in  Zusammenhang  mit  der  Genueser  Zahle nlotterie  bringt  and 
in  folgender  Fassung  vorträgt  (Opusc.  analyt.  II,  1785,  p.  331—346): 
Wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  nach  Beendigung  einer  ge- 
gebenen Anzahl  von  Ziehungen  alle  90  Nummern  als  Gewinnummern 
zum  Vorschein  gekommen  sind,  oder  gerade  89  von  ihnen,  oder  88, 
oder  weniger?  Wie  groß  ist  die  Anzahl  der  Ziehungen,  nach  denen 
die  Wahrscheinlichkeit,  daß  alle  90  erschienen  sind,  ebenso  groß  ist 
wie  die,  daß  sie  nicht  erschienen  sind?  Bei  der  ersten  ang^ebenen 
Problemreihe  fügt  Euler  noch  als  erschwerenden  Zusatz  das  Wörtchen 
„wenigstens"  einr  wenigstens  89,  wenigstens  88.  Ist  «  die  Anzahl 
der  Nummern,  r  die  Anzahl  der  jedesmal  gezogenen,  h  die  Anzahl 
der  Ziehungen,  dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  in  k 
Ziehungen  jede  der  n  Nummern  erscheint 

Aus  der  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  schließt  man  den  arithmetischen 
Satz,  daß  der  Dividend  den  Wert  Null  besitzt,  sobald  n>  r  ■  k  ist. 
Hierher  gehört  auch  die  folgende  Aufgabe:  Wie  groß  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  mit  einem  Würfel  von  n  Flächen  in  g 
Würfen  einmal  der  Reihe  nach  die  Zahlen  1,  2,  3, ...  m  zu  werfen? 
J,  Tremhley  behandelt  diese  Frage^  und  gibt  die  Lösung  induktiv 
ohne    Beweis;    Ist   w    die    gesuchte  Wahrscheinlichkeit,   so    findet   er 

')  Mem,  prÖB.  p,  div.  Sftvane  ä  l'Acad.  de  Pftria  VI,  1T76,  p.  35a.  =)  Arcli. 
f.  reine  u.  angew.  Math,  herausgeg.  v.  Hindenburg,  1799,  Heft  10,  S.  IÜ3 
bis  IST. 
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1  —  «;=■—-,  wo  (j)  der  Koeffizient  von  afl  in  der,  nacti  steigenden 
Potenzen  von  x  fortschreitenden  Entwicklung  des  Bruches 

ist.  Auch  Laplace  hat  das  gleiche  Problem  behandelt^)  und  die 
Differenzengleichung  hergeleitet,  von  der  seine  Lösung  abhängig  ist. 
Für  «  =  2  gibt  er  w  =\  —  — T^ -  als  Lösung,  was  mit  dem  Trem- 
bleyschen  Resultate  übereinstimmt.  Der  Laplacesche  Aufsatz  be- 
handelt in  seinem  zweiten  Teile  noch  mehrere  andere  auf  Spiele,  ihre 
Dauer  und  ihr  Abbrechen  beeUgliche  Probleme. 

Von  der  Behandlung  der  Lotterien  führt  ein  kleiner  Schritt  zu 
den  sozialwissen  schaftlichen  Zweiget),  die  sich  auf  die  Statistik  stutzen 
und  der  Mathematik  als  Hilfswissenschaft  bedürfen.  Wir  können  nur 
in  größter  Kürze  auf  diesen  Gegenstand  eingehen;  behufs  weiteren 
und  tieferen  Eindringens  verweisen  wir  auf  die  Schrift  „Hietoire  du 
ealcul  des  probabilites  depuis  ses  origines  jusqu'ä  noa  jours"  par 
Charles  Gouraud,  Paris  1848,  die  gerade  auf  diese,  der  reinen 
Mathematik  ferner  liegenden  Partien  liebevoll  eingeht. 

Eine  Anzahl  von  Abhandlungen  befaßt  sich  mit  den  verderbhehen 
Wirkungen  der  Pocken  und  mit  der  Schutzimpfung  gegen  sie. 
Daniel  Bernoulli  kommt  in  der  Abhandlung;  „Essai  d'une  nouvelle 
analyse  de  la  mortalite  causee  par  la  petite  veröle  et  les  avantages 
de  l'inocnlation  pour  la  prevenir"  Hist.  de  l'Acad.  ä  Paris  1760 
(1766),  p.  1 — 45  auf  diese,  für  die  damalige  Zeit  eminent  wich- 
tigen Fragen,  und  der  Hauptzweck  seiner  Arbeit  ist  der,  die  durch 
die  Pocken  hervorgeruiene  erhöhte  Sterblichkeit  in  den  verschiedenen 
Lebensaltern  zahlenmäßig  festzulegen.  Das  hätte  durch  eine  soi^äl- 
tige  Statistik  ohne  besondere  Schwierigkeiten  geschehen  können;  aber 
es  mangelte  gerade  an  den  notwendigen  statistischen  Daten,  und 
diese  Lücke  sucht  D.  Bernoulli  durch  Formeln  auszufüllen,  die  auf 
Grund  theoretischer  Betrachtungen  über  Wahrscheinlichkeit  aufgestellt 
werden.  Bernoulli  nimmt  an,  daß  von  je  «  Personen  1  von  den 
Pocken  befallen  werde,  und  daß  von  je  m  Befallenen  1  daran  sterbe. 
Die  Zahlen  in  und  «  betrachtet  er  als  konstant,  d.  h.  als  vom  Alter 
der  in  Frage  stehenden  Personen  unabhängig,  und  zwar  setzt  er 
w  =  8  und  »*  =  8,  Diese  Annahmen  schienen  besonders  für  das  frühe 
Alter  bis  zu  25  Jahren  durch  die  Erfahrung  so  ziemlich  gesichert 
zn  sein,  boten  aber  der  Kritik  d'Alemberts  willkommene  Angriffs- 
punkte. 

Nun    mögen    von    einer    Generation    |  Personen   das  Alter  x  er- 

')  Memoirea  .  .  .  Paria  VH,  1773,  p.  37— 23a. 
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reichen,  und  unter  ihnen  s,  die  nicht  von  den  Poeben  befallen  waren ; 
dann  stellt  Bernoulli  nach  der  oben  dargelegten  Infinitesimalmethode 
eine  Differentialgleichung  zwischen  |,  x  und  s  her,  die  durch  In- 
tegration auf  das  Resultat 


führt.  Bedeutet  s  die  Zahl  der  unter  den  |  Personen  im  Alter  x 
noch  Lebenden  unter  der  Annahme,  daß  die  Pocken  nicht  vorhanden 
wären,  dann  fo^t  die  Bestimmung 

(m"r^)7^"  +  j  ■ 

so  daß  also  z  =  &  •  <f'"  wird.  Diese  Formeln  für  s  und  s  ermöglichen 
die  Herstellung  der  gewünschten  Tabellen,  sowie  den  Schluß  auf  die 
Nützlichkeit  der  Pockenimpfung,  durch  die  das  durchschnittliche 
Leben  der  Bevölkerung  verlängert  werde.  Auch  hier  setzt  die  Kritik 
d'Alemberts  wieder  ein  und  stellt,  ohne  den  Nutzen  der  Impfung 
zu  leugnen,  dem  Interesse  der  Gesamtheit  das  des  Einzelnen  entgegen, 
der  leicht  durch  die  Impfung  geschädigt  werden  könne'). 

Seinem  Programm  gemäß  geht  J.  Trembley  unter  Aufrecht- 
erhaltung der  Hypothesen  Daniel  Bernoullis  mit  elementaren 
Mitteln  an  dieselben  Untersuchungen  in  der  Arbeit  „Recherches  sur 
la  mortalite  de  la  petite  veröle"  (Mem.  de  l'Acad.  . .  ,  ä  Berlin  1796 
[1799],  p.  17—38). 

Für  die  Präge  nach  der  mittleren  Dauer  der  Ehen  lag  ebenso- 
wenig ausreichendes  statistisches  Matertal  vor.  Auch  hier  mußte  die 
Theorie  aushelfen.  Daniel  Beriioulli  führt  das  Problem  in  seiner 
einfachsten  Gestalt  ■ —  gleiches  Alter  der  Gatten  und  gleiche  Sterb- 
lichkeit für  beide  Geschlechter  —  auf  folgende  Aufgabe  der  Wahr- 
Bcheinlichkeitsrechnung  zurück  („De  usu  algorithmi  infinitesimalia 
in  arte  conjectandi  specimen";  Nov.  comment.  .  .  .  Petrop.  XII, 
17ti6,  1767  [1768],  p.  87—98):  In  einer  Urne  befinden  sieh  2» 
Karten;  zwei  von  ihnen  sind  mit  1  bezeichnet,  zwei  mit  2, . .  .  zwei  mit 
«.  Es  werden  m  Karten  gezogen.  Welches  ist  die  wahrscheinlichste 
Zahl  von  Paaren,  die  vollständig  in  der  Urne  zurückbleiben?  Er  findet 
— — ^.■^---^\T~  Diö  tlbertr^ung   auf   das   Problem    der    Ehe- 

dauer ist  naheliegend;  Bernoulli  führt  es  in  der  Arbeit:  „De  dura- 
tione  media  matrimoniorum  . .  ."  Nov.  comment. .  ,  .  Petrop.  XII,  p.  99 
—126  in  jener  einfachsten,  sowie   in  allgemeinerer  Form  durch.    Mit 

'J  OpuBculea  II,  p.  26—95:  Sur  I'application  du  calcul  des  probabilitiSs  de 
rjnoculation  de  la  petite  vfSrole.  —  Ibid.  IV,  p.  383—  841 :  Sur  Ibb  csIcuIb  reJatif» 
ä  I'inoculation. 
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ähnliclieii  Gegenständen  beschäftigt  eich  Johann  III.  Bernoulli  in 
der  Histoire  de  l'Aead ä  Berlin  1768  (1770),  p.  384—403. 

In  ähnlieber  Weise  behandelt  D,  Bernoulli  die  Frage  nach  dem 
Verhältnis  der  Geburten  von  Knaben  und  Mädchen,  der  schon  de 
Moivre  in  seiner  „doctrine  of  chances",  p.  243 — 2Ö4  näher  getreten 
-war.  Bernoulli  macht  zuerst  die  Hypothese,  daß  das  Überwiegen 
der  Knabengeburten  lediglich  Wirkung  des  Zufalls  sei;  dann  die,  daß 
in  ihr  ein  Naturgesetz  in  Erscheinung  trete:  „Menaura  sortis  ad 
fortuitam  successionem  rerum  naturaliter  eontingentium  applicata" 
Nov.  comment.  .  .  .  Petrop.  SIV,  1,  1769  (1770),  p.  1—25  und  „Con- 
tinuatio  argumenti .  .  ."  ibid.  XV,  1770  (1771),  p.  3 — 28;  seine  Unter- 
suchungen zeigen,  daß  die  größere  Wahrscheinlichkeit  auf  Seiten  der 
zweiten  Annahme  st«ht,  d.  h.  daß  eine  natürUehe  Ursache  für  die 
größere  Anzahl  der  Knabengeburten  vorhanden  sei. 

Buler  fragt  nach  der  Sterblichkeit  und  nach  der  Bevölkerungs- 
zunahme   (Hist.    de   l'Acad ä   Berlin  1760    [1767],   p.  144—164); 

hierauf  gründet  er  Formeln  zur  Berechnung  von  Leibrenten,  ein 
Thema,  das  ihn  ibid.  p.  165 — 175  beschäftigt.  Es  ist  nicht  möglieh, 
noch  angängig,  in  einer  Geschichte  der  Mathematik  alle,  auf  diese 
statistischen  Fragen  bezüglichen  Arbeiten  zu  besprechen,  bei  denen  es 
sieh  hauptsächlich  um  die  Herstellung  von  Tabellen  handelt,  die 
praktischen  Zwecken  dienen  soUen.  Nur  ihrer  Verfasser  wegen  er- 
wähnen wir  noch  zwei  Arbeiten;  die  eine  von  Lagrange:  „Memoire 
8ur  une  question  coneernante  les  annuites";  Mem.  de  l'Acad.  . . .  ä 
Berlin  1792,  1793  (1798),  p.  225—246;  sie  behandelt  folgende  Frage: 
Wieviel  muß  ein  Vater  jährlich,  so  lange  er  lebt  und  mindestens  eins 
seiner  Kinder  noch  minorenn  ist,  als  Prämie  einzahlen,  damit  nach 
seinem  Tode,  aber  nur  so  lange  bis  alle  seine  Kinder  majorenn  sind, 
eine  bestimmte  Summe  jährlich  den  Kindern  ausgezahlt  werde?  Die 
andere  Arbeit,  auf  die  wir  hinweisen  wollen,  stammt  von  de  Con- 
doreet:  „Suite  du  memoire  sur  le  calcul  des  probabilites",  Histoire 
de  l'Acad.  .  .  .  ä  Paris  1782  (1785),  p.  674.  Sie  behandelt  die  fol- 
gende Frage:  Auf  einem  Grundstück  lasten  Pflichten  in  Gestalt  von  Ab- 
gaben, die  nicht  zu  bestimmten  Zeiten  fällig  sind,  sondern  beim 
Eintritte  von  Ereignissen  fällig  werden,  die  in  gewisser  Weise  vom  Zu- 
falle abhängig  sind;  dazu  gehört  z.  B.  der  Übergang  des  Besitzes  in  andere 
Hände,  sei  es  durch  Verkauf,  sei  es  durch  Erbschaft.  Diese  Ereig- 
nisse können  demnach  entweder  nur  möglicherweise  eintreten  oder 
auch  notwendigerweise.  Es  soll  der  Ablösungswert  einer  solchen  Last 
bestimmt  werden. 

Wir  kommen  nun  zu  der  Darstellung  eines  weiteren,  wichtigen 
Prinzipal  das  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  neue  Bahnen  eröffnete. 
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Jakob  Eernoulli  hatte  gezeigt,  daß,  wenn  bei  einem  Versuche  eins 
«ier  beiden  sieh  ausschließen  den  Ereignisae  A,  B  eintrefl'en  muß;  wenn 
femer  die  Wahrscheinlichkeit  des  ersten  dabei  gleich  p  und  die  des 
zweiten  gleich  q^l—p  ist;  wenn  endhch  hei  (m -\- n)  Versnoben 
A  gerade  mmal  und  B  gerade  wmal  eingetroffen  ist:  daß  dann  der 
tjuotient        sich   bei  wachsendem  (m  +  n)    dem  Quotienten    —    ohne 

Aufhören  nähert.  De  Moivre  hatte  noch  einen  Schritt  weiter  getan, 
indem  er  die  Differenz  der  beiden  Quotienten  zwischen  bestimmte 
Grenzen  einschloß,  die  einander  um  so  näher  rücken,  je  größer  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  ist.  Bisher  war  also  die  Wahrscheinlich- 
keit des  Ereignisses  das  Gegebene  gewesen,  aus  dem  Schlüsse  über 
das  Eintreffen  des  Ereignisses  sich  ziehen  ließen.  Jetzt  wird  die  um- 
gekehrte Frage  aufgeworfen:  kann  man  aus  dem  Eintreffen  eines  Er- 
eignisses seine  Wahrscheinlichkeit  bestimmen?  Implizite  ist  diese 
Frage  bereits  bei  der  Aufstellung  von  Geburtstabellen  von  Daniel 
Bernoulli  (siehe  oben)  gestreift  worden;  mit  vollster  Klarheit  wurde 
sie  von  dem  Engländer  Bayes  aufgeworfen  und  behandelt.  Laplace 
schreibt  darüber^):  „Bayes'  hat  direkt  die  Wahrscheinlichkeit  dafür 
bestimmt,  daß  die  durch  bereits  vollzogene  Versuche  gegebenen  Mög- 
lichkeiten zwischen  gegebenen  Grenzen  liegen.  Er  gelangt  dazu  auf 
elegante  und  sehr  geistreiche  Art,  die  freilich  ein  wenig  verwickelt 
ist."  Über  Thomas  Bayes'  Lebensumstände  haben  wir  nichts  in 
Erfahrung  brmgen  können,  außer  daß  er  Mitglied  der  Royal  Society 
zu  London  war  und  vor  Ende  November  1763  starb.  Seine  Ab- 
handlung; „An  essay  towards  solving  a  problem  in  the  doctrine  of 
chances"  wurde  nach  seinem  Tode  unter  hinterlassen  en  Papieren  ge- 
funden und  durch  Vermittlung  seines  Freundes  Richard  Price 
(1723—1791),  der  sieh  durch  Aufstellung  von  Lebens  Versicherungs- 
berechnungen als  Fachmann  bekannt  gemacht  hatte,  in  den  P.  T. 
LIII,  1763,  p.  370^)  veröffentlicht;  Price  selbst  schrieb  eine  Ein- 
leitiang,   Erläuterungen  und  Beweise  zu  dieser  Abhandlung. 

Bayes  beginnt  mit  der  Fixierung  des  Problems:  „Es  ist  bekannt, 
wie  oft  bei  einer  Anzahl  von  Versuchen  ein  Ereignis  eingetroffen 
und  wie  oft  es  ausgeblieben  ist;  gesucht  wird  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  daß  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintreffens  in  einem  einzelnen 
Versuche  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  liege". 

Die  Behandlung  des  Problems  geschieht  auf  geometrischem  Wege. 
Auf  eine  rechtwinklige  Tafel  ABCD  von  der  Länge  AD  =  a  wir'i 
eine  Kugel    geworfen,    die    in  G    zur  Ruhe  kommt;    ihre  Entfernung 

')  Theorie  analjtique  des  probabilitee,  3°"  edit.  Paria  1820,  p.  CXXXVI. 
"j  Nebst  Supplement  P,  T.  LIV  (1764),  p.  296, 
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von  AB  sei  x  ■=  ÄF  —  BH.  Alle  Werte  von  a^  -=  0  bis  a;  =  a  seien 
für  die  Ruhelage  der  Kugel  gleich  wahrscheinlicli.  Nun  wird  eine 
zweite  Kugel  auf  die  Tafel  geworfen;  ihre  Ruhelage  habe  von  AB 
die  Entfernung  |.  Der  Wurf  der  zweiten  Kugel  finde  {m  +  «)  mal 
statt.  Es  soll,  bevor  die  erste  Kugel  ge- 
worfen ist,  die  Wahrscheinlichkeit  dafür 
bestimmt  werden,  daß  x  zwischen  zwei 
gegebene  Grenzen  h  =  AK  und  c  -=  A  JV" 
fällt,  und  daß  sieh  dann  m  mal  |  <  a:  und 
n  mal  |  >  a;  bei  den  Würfen  mit  der 
zweiten  Kugel  herausstellt.  Bayes  zeichnet 
über  AD  eine  Kurve  mit  der  Ordinate 
y  =  3f{a  —  xy  und  zeigt,  daß  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor, 

=  KJMNK 

wird.     Nimmt  man  i  =  0,  c  ~  a,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit 

^  AJEMBNKA. 

Da  diese  Wahrscheinlichkeit  =  1,  d.  h.  Gewißheit  wird,  so  bestimmt 
sich  dadurch  der  konstante  Faktor.  Daraus  folgert  Bayes:  Wissen  wir, 
daß  bei  den  (wj  +  «)  Würfen  der  zweiten  Kugel  mmai  g  <  «  und 
wmal  I  >  a;  gewesen  ist,  dann  wird  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß 
'b<x<,c  ist  gleich  dem  Quotienten  der  Flächen  KJMNK  und, 
AJEMDA,  oder  in  unserer  Schreibweise 


il^la  —  xfdx 
j^{a  —  xfdx 


Man   kann   Laplace  nur   beistimmen,    wenn   er   diese   Schlüsse    ein 
wenig  verwickelt  nennt. 

Laplace  stellt  seinerseits  das  Prinzip,  auf  das  sich  die  Unter- 
suchung der  Wahrscheinlichkeit  von  Ursachen  aufbaut,  an  den  Beginn 
seiner  Abhandlung^).  Er  gibt  ihm  die  Form:  Ist  ein  Ereignis  A  die 
Folge  eiaer  der  n  Ursachen  U,,  B^,  . . .,  B^,  derart  daß  jedes  B^  dem 
Eintreffen  von  A  die  Wahrscheinlichkeit  w^  erteilt,  dann  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  B^  das  Eintreffen  von  A  hervorgerufen 
nat,  w^:  Sw^.     Laplace  erklärt  dies  Prinzip  an  einem  Beispiele:  Es 


')  äl^moires  .  .  .  Aoad,  ■ 


L  Paris  VI  (1774),  p.  621. 
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seien  zwei  Urnen  B^  und  B^  vorhanden;  B^  enthalte  p  weiße  und 
2  schwarze  Kugeln ;  B2  enthalte  p'  weiße  und  q  schwarze.  Aus  einer, 
aber  unbekannt  aus  welcher  Urne  werden  {f-i-h)  Kugeln  gezogen; 
dabei  sind /■  weiße  und  Ä  schwarze  herauagetommen.  Wie  groß  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  aus  B^,  wie  groß  die,  daß  sie  aus  B^  ge- 
zogen wurden?  Das  Ziehen  der /'weißen  und  h  schwarzen  Kugeln  ist 
das  Ereignis  A;  die  Wahl  von  B^  oder  die  von  B^  die  Ursache;  w^  wird 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses,  wenn  es  aus  der  Wahl  von 
B,  stammt,  und  w^,  wenn  es  aus  der  von  B^  stammt;  also  ist,  wie 
Laplace  angibt, 

'       (>  +  9)ICP-rt!(ä-fc)I/'lA! 
und  ebenso 

„,   ^(f+h)'.ip  +q  -f-hy.p'lq'! 

Die  Wahrscheinlichkeit    dafiir,   daß    B^    die    Ursache    des  Ereignisses 


Laplace  geht  darauf  zu  der  Aufgabe  über:  wenn  eine  Urne  un- 
endlich viele  weiße  und  schwarze  Bälle  in  unbekanntem  Verhältnis 
enthält,  und  wenn  bei  der  Ziehung  von  ij»  +  ff)  Kugeln  p  weiße  und 
q  schwarze  erschienen  sind,  wie  groß  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daß 
eine  neue  Ziehung  eine  weiße  Kugel  liefern  wird?  Hier  ist  die  An- 
zahl der  möglichen  Ursachen,  dem  unbekannten  Verhältnisse  ent- 
sprechend, unendlich  groß.  Als  Resultat  ergibt  sich  für  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  --^.——r-^  •  —  Unter  den  gleichen  Verhältnissen 
können  die  Zahlen  p  und  q  so  hoch  genommen  werden,  daß  mit  einer 
an  Gtewißheit  streifenden  Wahre cheinÜchkeit  behauptet  werden  kann, 
das   Verhältnis    der    weißen    zu    sämtlichen    Kugeln    der   Urne    liege 

zwischen  —  ; ta  und  -  ? [- w,    wo    co    beliebig    klein    gemacht 

P  +  1  ii  +  s  '  h  6 

werden  kann.  —  Auf  diesen  wichtigen  Satz  war  auch  Price  {1.  c. 
LIV,  p,  317  Anm.)  schon  gekommen;  da  Laplace  in  seiner  ersten 
Publikation  1774  weder  Bayes  noch  Price  erwähnt,  läßt  sich  wohl 
annehmen,  daß  ihm  ihre  Untersuchungen  damals  noch  unbekannt 
waren;  zum  ersten  Male  werden  beide  englische  Mathematiker  im  Zu- 
sammenhange mit  Laplaee  in  der  Inhaltsangabe  erwähnt,  die  der 
Arbeit  des  französischen  Forschers  in  der  Histoirc  de  l'Acad,  .  .  - 
Paris  1778  (1781),  p.  43  vorausgeschickt  ist.  Die  Arbeit  ist  von 
1780  datiert.  Zu  ähnlichen  Besultaten  gelangt  auch  Condorcet, 
auf  dessen  Leistungen  wir  bald  genauer  einzugehen  haben  woJ^deo,  iu 

einem  Aufsätze  der  Hist,  de  l'Acad Paris  1783  (1786),  p.  539.  — 

J.  Trembley  hat  sich  ebenfalls  mit  diesen  Fragen  beschäftigt,  wieder 
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in  der  Abaieht,  ohne  Verwendung  der  höberen  Mathematik  die  Re- 
sultate abzuleitei],  wie  wir  das  schon  früher  erwähnten.  Seine  Arbeit 
„De  probabilitate  caUHarum  ab  effectibus  oriunda"  findet  sich  in  den 
Üomm.  Soc.  Reg.  Gotting,  XIII,  1795—1798  (1799),  p.  64—119;  sie 
vermeidet  tiefer  hegende  Hüfsmittel  nur  auf  Kosten  der  Kürze  und 
Übersichtlichkeit. 

Im  vierten  Abschnitt  seines  „Memoire  sur  le  calcul  de  probabilites" 
Histoire  de  l'Acad.  des  Sciences  ä  Paria  1783  (1786),  p.  539  stößt  auch 
Condorcet  auf  diese  Fragen.  Er  macht  auf  folgendes  aufmerksam. 
Wenn  bei  100000  Versuchen  das  Ereignis  Ä  ÖlÜOOmal  und  das  Ereig- 
nis S  49000  mn!  eingetreten  ist,  so  wird  das  Problem  über  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ausfalls  der  weiteren  Ziehungen  verschieden  sein, 
je  nachdem  jene  51000  Ereignisse  atattgefundeu  haben;  wenn  nämlich  in 
je  100  aufeinander  folgenden  Versuchen  durehsehijittiich  51  mal  ^  und 
49  mal  B  erschienen  ist,  so  wird  der  gesunde  Verstand  andere  Er- 
wartungen über  die  folgenden  Ereignisse  hegen,  als  wenn  in  den 
ersten  Serien  von  je  100  Versuchen  A  stark  überwogen  hat,  dann 
dieses  Überwiegen  aber  abnahm,  und  dafür  aUmählieh  das  Ereignis  B 
häufiger  und  häufiger  auftrat.  Bei  beiden  Annahmen  gibt  die  Bayes- 
sche  Formel  jedoch  das  gleiche  Resultat.  Sie  erseheint  daher  nur 
dann  anwendbar,  wenn  die  Wahrseheinlichteit  des  Ereignisses  A 
wenigstens  durchschnittlich  den  gleichen  Wert  beibehält.  Auf  die 
Fülle,  in  denen  das  nicht  eintrifft,  wendet  Condorcet  seine  Aufmerk- 
samkeit. Er  stellt  analog  der  Bajesschen  Formel  zwei  andere 
auf;  die  eine  bezieht  sich  auf  den  Fall,  daß  die  Wahrscheinlichkeit 
des  Ereignisses  A  zwar  veränderlich  ist,  jedoch  nicht  von  der  Folge 
der  VersuchsaasfäUe  abhängig  erscheint;  die  zweite  Formel  läßt  die 
Wahrscheinlichkeit  auch  von  der  Folge  der  Ereignisse  abhängig  sein. 
Die  Wahrscheinlichkeiten  stellen  sich  als  Quotienten  aus  vielfachen  Inte- 
gralen dar.  Sie  liefern  z.  B.  das  Resultat:  Ist  A  dreimal  eingetreten, 
dann  ist  die  Wahi-scheinlichkeit  eines  vierten  Eintretens  --  =  0,8, 
wenn  die  Wahrscheinlichkeit  konstant  ist;  --   =  0,607,  wenn  sie  zwar 


veränderlieh,   allein   von    der   Folge    der   Ereignis 
8000  ~  O^öDO,  wenn  die  Folge  des  Ereignisses  als  auf  die  Wahrschein- 
lichkeit wirkend  angesehen  wird. 

In  der  Abhandlung  „Memoire  sur  les  probabilites"  datiert  vom 
19.  Juli  1780  in  der  Hist.  . .  .  ä  Paris  für  1778  macht  Laplace 
darauf  aufmerksam,  daß  in  gewisser  Art,  aber  anders  als  d'Alembert 
«s  sich  dachte,  künftige  Ereignisse  von  früheren  abhängig  erseheinen, 
msofern  nämlich  als  durch  den  Ausfall  der  früheren  die  Anschauung 
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und  die  Kenntnis  der  Wahrscheinlichkeit  des  Eintreffens  der  späteren 
Itorrigiert  und  erweitert  werde.  Im  Artikel  XIV  dieser  Abhandlting 
heißt  es  bei  der  Besprechung  des  Ausfalles  fortgesetzter  Spiele  zweier 
Personen,  daß  man  durch  die  Folge  der  Ereignisse  neue  Aufschlüsse 
über  ihre  Geschicklichkeiten  erhalten  könne,  derart  daß  sie  bei  un- 
endlich vielen  Spielen  genau  bekannt  werden.  „Unter  diesem  Gesichts- 
punkte liißt  sieh  nicht  bezweifeln,  daß  frühere  Ereignisse  auf  die 
Wahrscheinlichkeit  späterer  Einfluß  haben." 

Das  gibt  Laplace  Veranlassung,  diesen  Einfluß  zu  untersuchen 
und  so  zu  der  Bayesschen  Regel  zu  gelangen.  Die  dazu  nötigen 
Schlüsse  hat  Laplace  wiederholt  vorgetragen.  Wir  gehen  sofort 
darauf  ein;  nur  erwähnen  wir  erst  noch,  daß  in  Artikel  XVI  der 
besprochenen  Abhandlung  dieser  Einfluß  an  dem  Beispiele  zweier  Spieler 
erläutert  wird:  B  hat  die  erste  Partie  gewonnen,  wie  groß  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  A  die  beiden  folgenden  gewinnt?  Es  stellt 
sieh  heraus,  daß  unter  Berücksichtigung  der  Verschiedenheiten  der 
Geschicklichkeiten  diese  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  —  ist. 

Laplace  kommt  in  seinem  „Memoire  sur  les  approsimations  des 
formules  qui  sont  fonctions  de  tres-grands  nombres",  Art.  IV  (Hist. 
de  l'Äcad.  .  .  .  ä  Paris  1783  [1786],  p.  423),  auf  die  Begründung  der 
Bayesschen  Regel  zurück  und  leitet  sie  mit  größter  Einfachheit  ab. 
Er  geht  dabei  folgenden  Weg:  Bezeichnen  e  und  E  zwei  Ereignisse, 
p  und  W  ihre  Wahrscheinlichkeiten,  und  hat  das  gleichzeitige  Ein- 
treffen von  e  und  von  E  die  Wahrscheinlichkeit  v,  so  ist  v  =  p  ■  V; 
p  =  ^-  jjiie  gesamte  Theorie  der  Ursachen  und  der  zukünftigen  Er- 
eignisse, erschlossen  aus  den  bereits  eingetretenen,  fließt  mit  großer 
Leichtigkeit  aus  dieser  Formel"  (p.  428).     Nämlich  so: 

Es  möge  E  Folge  eines  der  Ereignisse  e,,  e^,  e^,  . ,  .,  e„  sein;  Cj 
gebe  dem  Erscheinen  von  J?  die  Wahrscheinlichkeit  «j.  A  priori 
mögen  alle  e^^  gleiche  Wahrscheinlichkeiten,  d.  h.  jedes  die  Wahr- 
scheinlichkeit —  haben;  dann  hat  das  Zusammentreffen  von  6'^  und  E 
die  Wahrscheinlichkeit  — Oj  und  daraus  folgt  für  die  Wahrscheinlich- 
keit von  E 

^=  -^  («1  +  «3  +  ''a  +  ■  ■  ■  +  <*-,)■ 
Bezeichnet  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  e^  "^'^  Ursache  von  E  war, 
und  bedenkt  man,   daß  —a^   die   Wahrscheinlichkeit    des   Zusammen- 
treffens von  (!j  und  E,  also  gleich  !?j   ist,    so    wird  nach   der   obigen 
Elementarformel 
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Das  ist  die  Bayesache  l{«gel. 

Auch  hier  gibt  Laplace  ein  sehr  treffendes  Beispiel:  Eine  Urne 
enthält  drei  Kugeln,  schwarze  oder  weiße.  Es  wird  blindlings  eine 
Kugel  gezogen;  diese  wird  wieder  in  die  Urne  getan  und  dann  eine 
neue  Ziehung  vorgenommen.  In  m  aufeinander  folgenden  Ziehungen  sind 
nur  weiße  Kugeln  zum  Vorschein  gekommen.  Wie  groß  sind  die 
WatTBcheinlichkeiten  dafür,  daß  die  Urne  nur  weiße,  oder  2  weiße 
und  1  schwarze,  oder  1  weiße  und  2  schwarze  Kugeln  enthält? 
Nimmt    man   fHr   Cj,  e^,  e^    diese   3   Möglichkeiten,    so    wird   a^  =  1, 

<h-(^r,  «3=^  (IT,  und 


Pi- 


l  +  2'"H-3"' 


Laplace  bemerkt  weiter,  daß  die  genaue  Wahrscheinliehkeit  der 
meisten  einfachen  Ereignisse  uns  unbekannt,  also  für  uns  jedes  Wertes 
zwischen  0  und  1  fähig  sei.  Sie  heiße  x;  die  Wahrscheinlichkeit 
von  U  unter  der  Geltung  von  x  sei  f{x)dx;  dann  geht  die  obige  Formel 
für  Pf  nach  Erweiterung  mit  dx  über  in 

Jmdx 

und  die  Wahrscheinlichkeit,   daß  x   zwischen  den   beiden  Grenzen  ß 
und  öj  liegt,  ist  gleich  dem  Quotienten 


ff{x)dx:ff{x)dx. 


0  und  6^  werden  nahe  dem  Werte  «,  diesen  einschließend,  ge- 
wählt, wo  a;  =  CT  die  Funktion  f{x)  zu  einem  Maximum  macht;  und 
dann  läßt  sich  zeigen,  wie  die  Wiederholung  einfacher  Ereignisse 
durch  ihren  Ausfall  Schlüsse  auf  ihre  Wahrscheinlichkeit  ermöglicht. 
Laplace  wendet  dann  die  erhaltenen  Theoreme  auf  das  Problem 
der  Knaben-  und  Mädchen- Geburten  an  (vgl.  S.  239}  und  benutzt  für 
die  wirkliche  Berechnung  der  unbekannten  Wahrscheinlichkeiten   die 

in   dem   früheren  Teile  des  Memoire  (Hist Paris  1782,  p.  1—88) 

hergeleiteten    Näher ungsformeln   für   die   Integrale    der    angegebenen 
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Dann  geht  er  auf  weitere  theoretische  Untersuehungen  darüber 
ein,  wie  aus  dem  Vorkommen  früherer  Ereignisse  auf  das  Eintreten 
späterer  Schlüsse  möglich  sind.  Ist  ^  (x)  die  Wahrscheinlichkeit  des 
zukünftigen  Ereignisses,  a  priori  hetrachtet,  und  P  die,  aus  den  be- 
obachteten früheren  Resultaten  erschlossene  Wahrscheinlichkeit,  so 
ergibt  sieb 


P-J'm9{x)''i::ff{x)dx. 


Auch  diese  Formel  wird  auf  das  typische  Beispiel  vom  Ziehen  einer 
Kugel  aus  einer  Urne  angewendet:  ist  einmal  eine  weiße  Kugel  ge- 
zogen, dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  weitere  Erscheinen 
von  n  schwarzen  Kugeln 


-  Ix(\  -xYdx:  fxdX'^ 


(„  +  !)(„  4- 2) 


Von  der  Methode  der  Bestimmung  zukünftiger  Ereignisse  durch 
den  Ausfall  früherer  macht  Laplace  auch  in  dem  Aufsätze  „Sur  les 
naissances,  les  mariages  et  les  morts  ä  Paris"  (Hist.  de  l'Acad.  1773 
[1776],  p.  693 — 702)  Gebrauch,  um  die  Ergebnisse  von  Volkszählungen, 
die  in  einzelnen  Distrikten  Frankreichs  vorgenommen  wurden,  ver- 
allgemeinernd zu  verwerten.  Aus  ibnen  sollte  die  Bevölkerung  des 
ganzen  Eeiches  bestimmt  werden.  Das  tonnte  mit  Hilfe  von  Geburts- 
tabellen für  das  gesamte  Gebiet  geschehen,  wenn  das  aus  jeaen 
Distrikten  erhaltene  Verhältnis  zwischen  Oeburten  und  Lebenden  für 
das  ganze  R^ich  Gültigkeit  beanspruchen  darf.  Laplace  erörtert, 
mit  welcher  Wahrscheinlichkeit  man  eine  solche  Annahme  machen 
dürfe.  Er  reduziert  sie  auf  das  Umenschema:  In  einer  Urne  befinden 
sich  unendlich  viele  schwarze  und  weiße  Kugeln  in  unbekanntem  Ver- 
hältnisse. In  einer  ersten  Ziehungsserie  werden  p  weiße  und  q 
schwarze  Kugeln  gezogen;  in  einer  zweiten  q^  schwarze,  wieviel  weiße 
ist  unbekannt.  Dabei  ist  es  am  naturgemäßesten,  anzunehmen,  daß 
die  Zahl  ^^  der  weißen  das  Verhältnis  befriedigt  p  ■q_'=  Pi'.q^,  also 
ö,  =^  wird.  Es  wird  nun  die  Wahrscheinlichkeit  P  dafür  bestimmt, 
daß  für  den  wahren  Wert  p^  die  Eingrenzung 

"»■{1 -«)<»<  "*(!+») 

bei  kleinem  ra  gilt.     Bis  auf  Größen  der  Ordnung  o*  wird 

p  =  i-  l  ße-''    («=,-,- f«^;" 


2(i>  +  j',)(3-}-9,)'' 
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Auch  in  dem  Aufsätze  der  Histoire  de  TÄcad. . .  .  Paris  1778,  p.  227 
geht  Laplace  auf  das  Problem  des  Geburtsverhältnisses  von  Knaben 
und  Mädchen  ausführUch.  ein. 

Eine  weitere  Frage  zieht,  sowohl  wegen  der  Untersuchungen,  zu 
denen  sie  in  unserem  Zeiträume  selbst  Anlaß  gab,  als  auch  wegen 
ihrer  praktischen  Wichtigkeit  unsere  Aufmerksamkeit  auf  sich.  Zu- 
dem gab  sie  den  ersten  Anstoß  zur  Theorie  der  Beobachtungs- 
fehler. Ist  eine  Größe  mehrfach  beobachtet,  dann  werden  die  Re- 
sultate der  einzelnen  Beobachtungen  i,  a.  nicht  miteinander  überein- 
stimmen, so  z.  B.  wenn  die  Lange  einer  Strecke  oder  die  Größe  eines 
Winkels  gemessen  worden  ist.  Als  das  wahrscheinlichste  Resultat 
hat  man  danu,  wenn  die  Beobachtimgen  als  gEeiehwertig  eingeschätzt 
werden,  das  arithmetische  Mittel  der  Einzelbeobachtungen  angesehen. 
Es  ist  die  Frage,  mit  welchem  Rechte  das  geschieht.  Davon  war 
(diese  Vorlesungen  HP,  S.  640^641.)  im  Anschluß  an  eine  Abhand- 
lung von  Th.  Simpson  schon  die  Rede;  Lagrange  nimmt  (Mis- 
cellanea  Taurinensia  V,  177U— 1773,  p,  167—232)^),  wahrscheinlich  ohne 
Kenntnis  jener  früheren  Untersuchung  zu  haben,  das.  Problem  wieder 
auf  und  führt  die  Behandlung  ähnlich  wie  Simpson  durch  Er  setzt  den 
wahren  Wert  der  zu  beobachtenden  Größe  und  die  begangenen  Be- 
ohachtungsfehler  als  gegeben  voraus,  kann  daraus  das  Rlittel  der  Be- 
obachtungen berechnen  und  darauf  hin  bestimmen,  mit  welcher  Wahr- 
scheinlichkeit das  Mittel  den  genauen  Wert  gibt,  und  mit  welcher 
Wahrscheinlichkeit  bei  seiner  Annahme  ein  Fehler  von  gegebener 
Größe  begangen  wird.  Liegen  z.  B.  Fehler  nur  von  den  Größen 
-H  1,  0,  —  1  vor,  gilt  gleiche  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreten 
von  jeder  der  drei  Sorten,  und  hat  man  n  Beobachtungen  gemacht, 
dann   ist  für  die  Annahme 

n  =   1,       2,       3,       4,       5,       6,  .  . . 

A-      W   1,        U    -    I-   LI     -1         243       24.5       J39       171       153       141 

d,e  Wahrscheinlichkeit  =  ^-g,   ^-g^,   ,^^,   ^^^,   ,,,,   f.y,,--- 

dafür,  daß  das  Mittel  den  wahren  Wert  gibt.     Es  scheint  auf  Grund 

dieser   Zahlen  unvorteilhaft,   die   Anzahl   der   Beobachtungen   über   2 

steigen  zu  lassen;  aliein,  wenn  man  nach  der  Walirscheinlichkeit  fragt, 

daß   der  bei   der  Annahme  des   Mittels  gemachte  Fehler  den   Betrag 

g   nicht  übersteigt,  dann  findet  su-h  für  die  Annahme 

,1  =   1,       2,       3,       4,       5,       6,  .  .  . 

A-      -1117  L       i_    ■    .■   .1     ■,.        243      567      B13      639      603      673 

die  Wahrscheinlichkeit  =  ^^-^^-,  -^^,   ^^^,  -^g,   ■^-^-,   -,..-. 

Es   ist   also   in  Wirklichkeit  vorteilhaft,  n   als  große  und  als  gerade 

')  Oeuvres  publ.  p.  Serret,  U,  Paria  1868,  |).  171. 
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Zahl  anzunehmen.  In  den  ersten  acht  der  zehn  Probleme,  mit  denen 
seine  Abhandlung  sich  besehiiftigt,  behandelt  Lagrange  den  Fall, 
daß  eine  endliche  Anzahl  diskreter  Fehler  begangen  sei;  von  da  aus 
macht  er  den  Übergang  zu  der,  in  der  Natur  begründeten  Annahme, 
daß  unendlich  viele  FehlermÖglicbkeiten  innerhalb  gewisser  Grenzen 
vorliegen.  Am  Schlüsse  der  Abhandlung  geht  Lagrange  direkt  auf 
diesen  natürlichen  Fall  ein.  Dabei  führt  er  den  Begriff  der  Pehler- 
wahrßcheinlichkeit  ein,  und  stützt  diesen  auf  die  gemachten  Be- 
obachtungen; ist  X  die  Größe  des  Fehlers,  so  ist  die  Fehlerwahr- 
scheinlichkeit tf  hierfür  gleich  der  Anzahl  der  Maie,  in  denen  x  auf- 
getreten ist,  dividiert  durch  die  Gesamtzahl  der  Beobachtungen.  In 
den  gegebenen  Beispielen  wird  einmal  y  als  Konstante,  einmal  als 
y  —  est.  [p^  —  x^)  angenommen,  so  daß  hier  die  beiden  Grenzen  der 
Fehler  —p  und  -|-  p  sind.  Die  zweite  Hypothese  für  y  erklärt  La- 
grange für  die  einfachste  und  naturgemäßeste,  die  man  erdenken 
könne.  Ein  letztes  Beispiel  nimmt  y  =  est.  cos  x  au.  Auf  eine  theo- 
retische Annahme,  die  zu  der  jetzt  üblichen  Feblerwabrseheinlichkeits- 
funktion  führen  könnte,  geht  Lagrange  nicht  ein. 

Von  ganz  anderen  Gesichtspunkten  läßt  sich  Daniel  BernouUi 
in  seiner  „Dijudicatio  raasime  probabilis  plurium  observationum  dis- 
crepantium  atque  verisimillima  inductio  inde  formanda"  (Act.  Acad. 
Petrop.  1777  [1778],  p,  B— 23)  leiten.  Kommen,  so  überlegt  er, 
große  Abweichungen  unter  den  Beobaehtangen  vor,  so  werden  mit 
einem  gewissen  Rechte  die  extremen  Resultate  weggelassen;  das  arith- 
metische Mittel  verliert  in  solchem  Falle  seine  Gültigkeit  als  wahr- 
scheinlichster Wert.  Vor  allem  ist  ein  Gesetz  für  die  Wahrschein- 
lichkeit der  Fehler,  als  eine  Funktion  ihrer  Große,  aufzusuchen.  Falls 
X  die  Größe  des  Fehlers  und  y  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Ein- 
treffens ist,  findet  Bernoulli  folgende  Annahmen  über  y  notig: 
a)  y  muß  für  -(-  x  und  —  x  gleichen  Wert  haben;  b)  mit  wachsendem 
X  muß  y  abnehmen;  c)  im  höchsten  Punkte  der  Fehlerknrve  y  =  f{x) 
muß  die  Tangente  parallel  der  «-Achse  laufen;  d)  y  ^  f(x)  muß  auf 
der  a:-Achse  enden;  e)  die  Tangenten  in  diesen  Endpunkten  müssen 
senkrecht  auf  der  «-Achse  stehen.  "Über  d)  und  e)  kann  man  ge- 
teilter Ansicht  sein;  jedenfalls  haben  diese  Hypothesen  sich  im  Ver- 
laufe der  weiteren  Entwicklung  nicht  durchgesetzt.  Als  Feliier- 
funktion  y  —  f(x)  wählt  der  Verfasser  einen  Halbkreis  j/  =  c.  yr*  —  x^t 
dessen  Radius  bei  jeder  Untersuchung  experimentell  dadurch  zu  be- 
stimmen ist,  daß  —  r  und  -f-  r  als  Grenzen  für  mögliche  negative  und 
positive  Fehler  genommen  werden.  Es  kommt  ferner  noch  auf  die 
Lage  des  Halbkreises,  d.  h.  auf  die  seines  Mittelpunktes  an,  der  so 
festgelegt    wird:  A,   A  -\-  a,    A  -\-  b,  .  . .,    die   nach   steigender   Größe 
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geordneten  Beobaohtiiogen  siad  gegeben;  x  ist  die  Eii,tferiiung  des 
Mittelpunktes  von  A;  dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  gleich- 
zeitigen Vorkommens  der  Fehler  x,  x  —  a,  x  —  b,  ...  proportional  zu 
dem  Produkte  Vr^  -"^^  ■  Yr^' -  i/'^^af  ■  Yr^  -  {x  -  h?  ...  =  YQ- 
Nun  wird  folgender  Schluß  gewagt:  Da  diese  Fehler  ja  wirklich  ein- 
getroffen sind,  80  ist  ihre  Wahrscheinlichkeit,  wie  Bernoulli  be- 
hauptet, ein  MaKimum;  man  tindet  also  x  dadurch,  daß  man  Q  zu 
einem  Maximum  macht.  Das  führt  bei  n  Beobachtungen  auf  eine 
Gfleichuug  des  Grades  {2n  —  1).  Bei  « =  1  und  2  liefert  diese 
das  arithmetische  Mittel;  bei  h  '^  3  schon  nicht  mehr. 

in  seinen  Bemerkungen  zur  eben  besprochenen  Abhandlung  greift 
Euler  (ibid.  p.  24^33)  die  eben  hervorgehobene  gewagte  Behauptung 
D.  BeruouiliB  an.  Er  selbst  umgeht  durch  eine  geistreiche  Wendung 
die  Auflösung  der  Gleichung  des  Grades  (2  k  —  1)  und  zeigt,  wie  die 
einer  Gleichung  dritten  Grades  in  allen  Fällen  ausreicht. 

Auch  Laplace  nimmt  in  der  oben  erwähnten  Untersuchung 
(Memoires  de  l Aead.  des  Sciences,  Paris  VI  [1774^,  p.  621)  Stellung  7.u  der 
Frage  nach  dem  arithmetischen  Mittel  aus  einer  Reihe  von  Beobach- 
tungen. Er  erklärt  (p.  639),  die  Annahme,  die  auf  das  arithmetische 
Mittel  führt,  sei  „wenig  natürlich"  und  hält  es  für  notwendig,  bei 
feineren  Untersuchungen  von  einer  anderen  Methode  Gebrauch  zu 
machen.  Laplace  setzt  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  von 
der  Größe  x  gleich  /'(a;);  dabei  fordert  er,  daß  f{^x)=^f(—x]  sei; 
femer  daß  die  3;-Ächse  eine  Asymptote  der  Kurve  y  =  f{x)  werde, 
und  daß  die  von  der  a:-Achse  und  der  Kurve  y  =  f{x)  begrenzte  Fläche 
die  Größe  1  besitze.  Mit  Hilfe  einer  ganz  willkürlichen  Annahme 
Tvird  f(x)  =  me~""'  gefunden.  Merkwürdigerweise  übersieht  La- 
place dabei,  daß  die  erste  seiner,  für  f(x)  aufgestellten  drei  Forde- 
rungen durch  J/  =  g  »»e~™'  nicht  befriedigt  wird.  Zur  weiteren  Be- 
handlung der  Frage  verwendet  er  das  von  ihm  aufgestellte  Prinzip  fiber 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen  und  kommt  auf  einem,  schon 
för  drei  Beobachtungen  recht  komplizierten  Wege  zum  Ziele.  Die 
Bestimmung  des  Mittels  ist  selbst  in  diesem  so  einfachen  Falle  von  der 
Lösung  einer  Gleichung  15""  Grades  ablÄngig.  Einer  kleinen  von 
Laplace  berechneten  Tafel  entnehmen  wir  folgende  Resultate:  Sind 
*lie  drei  beobachteten  Punkte  A,  B,  ()\  wird  stets  ^  7?  =  l  gesetzt 
«nd  dann  ßC=-q;  hat  endlich  das  Laplacesohe  Mittel  M  die  Ent- 
fernung AM^  X  von  A,  so  ei^ibt  sich  für 

5  =  0         ;    0,1      ;    0^2      ;    0,3      ;    0,4     ;    0,5      ;    0,6      ;   0,7      ;   0,8     ;    0,y      ;   1.0 
""  i    0,932;  ~^,Ui;    0,965;    0,986;   0,flT6;   0,984;   ÖjäsaT"!  ~ 
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Auf  mehr  als  drei  Beobachtungen  geht  die  Abhandlung  bei  der 
Schwierigkeit  der  Rechnungen  nicht  ein. 

Auch  in  seinem  „Memoire  sur  ies  probabilites"  vom  Jahre  1785 
{Histoire  de  l'Acad.  .  ,  .Paris,  1778)  behandelt  Laplace  diese  Fragen. 
Er  löst  dabei  zuerst  das  folgende  Problem:  „Ee  seien  n  positive, 
stetige  Variable  t^,  t^,  ---,*„  mit  der  festen  Summe  s  gegeben.  Das 
Gesetz  der  Wahrscheinlichkeit  fiir  das  Eintreffen  jedes  einzelnen  t,, 
sei  bekannt.  Es  soll  die  Summe  der  Produkte  aller  Werte  einer  ge- 
gebenen Funktion  i^(ii,  (3,  -  .  .,  i„)  in  die  Wahrscheinlichkeit  des  Auf- 
tretens dea  betreffenden  Wertes  ermittelt  werden."  Damit  hängt  aul's 
engste  das,  wie  wir  S.248  sahen,  schon  von  Lagrange  behandelte  Problem 
zusammen:  „Die  Wahrscheinlichkeit  dafür  zu  finden,  daß  die  Summe 
der  Fehler  bei  mehreren  Beobachtungen  zwischen  gegebenen  Grenzen 
liegt,  wenn  das  Fehlergesetz  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  ge- 
geben ist."  Auf  die  Entdeckung  dieses  Fehlergesetzes  geht  nun  La- 
place (I.  c.  S.  254;  art.  XII)  aus.  Er  nimmt  an,  daß  keine  Fehler 
von  höherem  absoluten  Betrage  als  a  vorkommen;  ferner  daß  gieii;li 
große  positive  und  negative  Fehler  mit  gleich  großer  Wahrscheinlich- 
keit auftreten;  endlich  daß  die  Wahrscheinlichkeit  bei  stetig  wachsen- 
der Fehlergröße  stetig  abnimmt.  Hierauf  teilt  er  die  Strecke,  auf  der 
die  «  Fehler  als  Abszissen  repräsentiert  werden,  von  0  bis  a  in  /( 
gleiche  Teile  und  errichtet  in  der  iVlitte  eines  jeden  Teils  ein  Lot,  das 
die  entsprechende,  zur  Abszisse  gehörende  Wahrscheinlichkeit  dar- 
stellt. Da  die  Fehlerkurve  mit  der  Achse  eine  Fläche  von  konstantem 
Inhalte  1  bildet,  so  muß  auch  die  Summe  der  errichteten  Ordinalen 
konstant  sein:  diese  Summe  denkt  sich  jetzt  Laplace  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  in  n  ihrer  Größe  nach  geordnete  Längenteile  zerlegt; 
dann  entspricht  jeder  solchen  Zerlegung  eine  Fehlerkui-ve  oder  ge- 
nauer ein  Fehlerpolygon.  Von  allen  möglichen,  so  konstruierbaren 
wird  ein  „mittleres"  Polygon  genommen;  und  diese  Annahme  wird 
durch  die  Gleichberechtigung  aller  konstruierten  Fehlerkurven  be- 
gröndet.  Läßt  man  dann  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  gelangt  man 
zu  der  Kurve,  die  das  Fehlergesetz  mit  der  größten  Wahrscheinlich- 
keit darstellt.     Laplace  findet  für  diese  Kurve  die  Gleichung 

Dabei  ist  jedoch  anzunehmen,  daß  für  negative  x  in  den  Nenner  des 
Logarithmus- Arguments  die  entgegengesetzt  gleiche  positive  Größe 
eingetragen  wird.  Über  die  bei  der  Abszisse  3;  =  0  auftauchende 
Schwierigkeit  geht  Laplace  hinweg;  ebensowenig  stört  ihn  der  Um- 
stand, daß  für  x'>  a  reelle  negative  y  auftreten. 

Die  eriialtene  Lösung  benutzt  Laplace   am  Schhis.'ie  seiner  uui- 
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fangreichfii  Abhandlung  bei  der  Bestimmung  des  yor teilhaftesten 
Mittelwertes,  der  aus  mehreren  Beobachtungen  zu  nehmen  ist,  also  bei 
dem  S.  248,  249  besprochenen,  aehon  von  Laplace  seibat,  dann  von  La- 
grange, von  D.  BernouUi  und  Euler  behandelten  Probleme.  Hier 
macht  Laplace  die  erschwerende  Voraussetzung,  daß  die  n  einzelnen 
Beobachtungen  eines  Phänomens  von  n  verBchiedeneu  Personen  her- 
rühren, also  auch  verschiedenen  Feblerge setzen  unterliegen.  Diese 
Gfesetze  seien  durch  y  =  fii^),  V  ~  ?'a{^)>  ■  -  -i  V  —  Vni-^)  repräsentiert; 
die  Beobachtungsresnltate  seien  in  steigender  GröBe  angeordnet,  und 
die  Differenz  des  zweiten  Resultats  gegen  das  erste,  des  dritten  gegen 
das  zweite,  usw.  seien  p^,  p^,  . . .,  p„.  Dann  bezeichnet  Laplace  die 
Knrve 

als  Kurve  der  Wahrscheinlichkeiten,  „courbe  des  probabilites",  und 
bestimmt  als  vorteilhaftesten  Mittelwert  den  Wert  x,  der  die  zwischen 
der  ic-Acfase  und  dieser  Kurve  gelegene  Fläche  halbiert.  Dabei  macht 
Lapl^Cf  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  daß  der  Begriff  „Mittel- 
wert" durchaus  uichtr>  fest  Bestimmtes  ist,  indem  „das  mittlere  Re- 
sultat" emei  Reihe  lon  Beobachtungen  auf  unendlich  viele  Arten 
ilefiniert  werden  kann  —  Die  einzelnen  <p  unterscheiden  sich  nur  durch 
die  Weite  di-s  a  voneinander,  so  daß  man  hat 

^'^^^'"ä"«;'"^^  '  ^«'-■^■)"2!., '°S  J.  ■-■-  ^'«W^gl^'og"^- 

^etzt  man  alle  a  gleich  ao,  so  gehtngt  man  zum  arithmetischen 
Mittel.  Das  Gleiche  tritt  auch  in  einem  allgemeineren  Falte  ein,  den 
wir  aber  als  zu  verwickelt  übei^elien. 

Die  vorgetragene  Theorie  wird  endlich  auch  noch  zur  Ableitung 
einer  Regel  fiir  die  Korrektion  von  Beobaehtungs Instrumenten  be- 
nutzt. — 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Anwendung  der  Wahrschein Jichkeits- 
lechnung  auf  soziale  Fragen  über,  auf  Fragen  über  <?ie  Richtigkeit 
'on  Urteilssprüchen,  über  Einfiihrung  von  Gesetzen,  über  Einrichtuiig 
von  Gerichtshöfen,  iilier  Wahlen.  Dieser  ganze  Zweig  wurde  haupt- 
siichlich  von  dem  französischen  Mathematiker  Condorcet  geschaffen 
und  gepflegt,  dessen  wir  bereits  mehrere  Male  gedenken  mußten.  Da 
seine  Leistungen  hauptsächlich  auf  diesem  Gebiete  der  Wahrsehein- 
bchkeitsrechnung  liegen,  so  haben  wir  den  Bericht  über  seinen 
Lebenslauf  bis  hierher  aufgeschoben,  Marie-Jean-Äntoine-Nico- 
lits-Caritat  marquia  de  Condorcet  wurde  am  17.  September  1143 
III  der  Picjirdie  als  Sproß  einer  altadligen  Familie  geboren.  Seine 
■'luttf  r  er/.og  ihn,  nach  dem  frühzeitigen  Tode  des  Vaters,  in  frömmsten 
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AiiHchaiiungen;  acht  Jahre  hindurch  trug  er  zu  Ehren  der  Jungfrau 
Maria  Mäduhenkleider;  sein  Erzieher  war  ein  Jesuit,  Im  College  von 
Navarra  widmete  er  sich  mathematischen  Studien  und  erhielt,  sech- 
zehnjährig, in  Paris  seinen  akademischen  Grad.  Durch  seinen  „Essai 
sur  le  calcul  integral"  (1765)  und  sein  „Memoire  sur  le  probleme  des 
trois  Corps"  (176K)  gelangte  er  zu  hohem  Ansehen.  17(J9  wurde  er 
zum  Mitglied  der  Acaderaie  des  scieiices  gewählt.  Turgot  und  Vol- 
taire waren  ihm  eng  befreundet;  mit  dem  ersten  betrieb  er  national- 
ökonomische  Untersuchungen;  mit  dem  zweiten  behandelte  er  litera- 
rische Fragen.  178iJ  wurde  er  Mitglied  der  Academie  fran^aise.  Es 
beseelte  ihn  eine  durchaus  liberale,  für  die  Fortachritte  der  Mensch- 
heit begeisterte,  für  die  Verbesserung  ihrer  Lage  eintretende  Ge- 
sinnung. Unter  und  mitTurgot  hatte  er  für  Reformideen  gekämpft,  hatte 
gegen  die  Sklaverei  der  Neger,  gegen  die  Zurücksetzung  der  Calvi- 
nisteu  geschrieben;  er  hatte  öffentlich  gegen  ungerechte  Entschei- 
dungen des  Parlaments,  gegen  ungerechte  Verurteilungen  der  Gerichte 
protestiert.  1789  schloß  er  sich  der  Revolutionspartei  an.  Er  wurde  1791 
zum  Kommissar  der  Schatzkammer  ernannt,  dann  in  die  gesetz- 
gebende Versammlung  gewählt  und  1792  sogar  Präsident  derselben. 
Im  Prozeß  gegen  den  König  stimmte  Condorcet  für  die  härteste 
Strafe  nach  der  Todesstrafe.  Er  stand  auf  der  Seite  der  Girondisten 
und  flüchtete,  um  der  Verhaftung  zu  entgehen,  1793  nach  ihrem  Sturze. 
Acht  Monate  hindurch  lebte  er  in  einem  Vei-stecke  in  Paris  und  ver- 
faßte dort  mehrere  sozial-wissenschaftiiche  Schriften.  Durch  einen 
anonymen  Brief  gewarnt,  verließ  er  sein  Asyl  im  April  1794,  fand 
den  Schutz,  den  er  erhofft  hatte,  nicht,  irrte  zwei  Tage  lang  umher 
und  wurde  als  verdächtig  in  Clamart  angehalten.  Im  Verhör  legte 
er  sich  einen  falschen  Namen  bei.  Unerkannt  wurde  er  nach  Bourg 
la  Reine  transportiert  und  dort  im  Gefäugnisse  am  nächsten  Tage 
tot  aufgefunden;  wahrscheinlich  hatte  er  Gift  genommen.  Mehrere 
Monate  hindurch  blieb  infolge  des  falschen  Namens  seiner  Familie 
sein  Geschick  unbekannt;  nur  dank  einer,  beim  Gestorbenen  aufgefuü- 
denen  Uhr  konnte  seine  Person  festgestellt  werden. 

Charakteristisch  für  ihn  ist  das  Wort  d'Alemberts,  das  ihn 
als  „un  volean  couvert  de  neige"  bezeichnete.  Auch  für  seine  wissen- 
schaftlichen Bestrebungen  gilt  d'Alemberts  Ausspruch.  Condorcet 
war  von  heiligem  Eifer  fiir  das  Wohl  der  gesamten  Men.schheit 
durchglüht  und  von  ihrer  unbeschränkten  Vervollkommnungsfiihigkeit 
überzeugt,  auf  ethischem  wie  auf  wisseaschaftlichem  Gebiete.  Von 
diesen  Gesichtspunkten  aus  ist  sein  Hauptwerk  zu  betrachten  und  ku 
beurteilen;  ihm  dient  die  Mathematik  darin  als  Mittel,  die  Wohlfahrt 
und  die  Wahrheit  zu  fördern.    Es  trügt  den  Titel:  „Essai  sur  l'appli' 
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catigii  de  l'aiialyee  ä  la  probabilite  des  decisions  remlueK  ä  la  pluia- 
lite  des  vois"  und  ist  im  Jahre  178Ö  ku  Paris  erschieDen.  Es  be- 
steht «US  einem  „Discours  pröliminnire"  von  191  Seiten  und  dem 
eigentiichen  Werke  von  304  Seiten.  Der  „Discours"  Hefert  eine,  dem 
Werke  parallel  laufende,  eingebende  und  erläuternde  Inhaltsangabe 
unter  Ausschaltung  der  matbemati sehen  Ableitungen,  die  das  Werk 
selbst  gibt.  Eine  kurze  Einführung  in  die  örundsätKe  der  VVahraebein- 
lichkeitsrechnung  bildet  den  Anfang  des  Disconra.  Das  eigentliche 
Werk  zerfällt  in  vier  Teile. 

Bei  der  Wahrscheinlichkeit  von  Entscheidungen  b(ia<;htet  Cou- 
dorcet  folgende  Hauptpunkte:  1)  die  Wahrscheinlichkeit,  daß  eine 
Versammlung  keine  falsche  Eutscheidung  abgibt;  2)  die,  daß  sie  einn 
richtige  abgibt;  -"!)  die,  daß  sie  überhaupt  eine  abgibt;  4)  die,  daß 
eine  abgegebene  Entscheidung  richtig  iat.  Der  Unterschied  von  1)  und 
2)  liegt  darin,  daß  I)  auch  den  Pall  umfaßt,  in  dem  keine  Entschei- 
dung erfolgt. 

Im  ersten  Teile  werden  ditse  Fragen  unter  verschiedenen  An- 
nahmen über  den  Abstimmungsmodus  untersucht.  Es  wird  der  Reihe 
nach  vorausgesetzt:  1)  die  Anzahl  der  Abstimmenden  ist  ungerade; 
man  sucht  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  des  Urteils, 
wenn  nach  absoluter  Majoriiät  beschlossen  wird;  2)  wenn  eine  vor- 
geMchriebene  Majorität  von  (2(/j  +  1)  Stimmen  zum  Beschluß  nötig 
ist;  3)  wenn  bei  gerader  Anzahl  der  Abstimmenden  eine  Majorität  von 
^q^  Stimmen  gefordert  wird;  4)  wenn  die  Majorität  eiuen  vorge- 
schriebenen ProzentsatK  der  An/.nhl  der  Abstimmenden  erreichen, 
oder  5)  wenn  die  Majorität  die  Minorität  um  eine  vorgeschriebene 
Anzahl  übertreffen  muß;  6)  wenn  die  Abstimmung  so  lange  wieder- 
holt wird,  bis  man  eine  vorgeschriebene  Majorität  erhalten  hat ; 
7)  wenn  die  Entscheidung  von  den  aufeinander  folgenden  Ab- 
stimmungen einer  Anzahl  von  Körperschaften  abhängig  gemacht 
wird,  usw. 

Um  ein  Bild  dieser  Untei-suchungeii  zu  geben,  knüpfe))  wir  an 
die  erste  Annahme  an.  Es  sind  Qi<j+  1)  Abstimmende  vorhanden; 
alle  haben  gleiche  Geistesschärfe,  sind  von  gleichem  Gerechtigkeits- 
gefühle beseelt  und  die  Abstimmung  jedes  einzelnen  geschieht  un- 
beeinflußt von  der  der  übrigen.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  das  Ur- 
teil des  einzelnen  mit  der  Wahrheit  übereinstimmt,  sei  gleich  v 
(verite);  daß  es  falsch  sei,  gleich  e  (crreur);  also  v  +  e  =^  l.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  daß  bei  der  Abstimmung  mindestens  (q  +  1) 
Stimme  sich  für  die  Wahrheit  ausspricht,  sei  F;  daß  das  Gegenteil 
emtrete,  £^.  Dann  wird,  wie  sofort  ersichtlich  ist,  der  Wert  von  V^ 
bestimmt  als 
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r,  -  ..■.*.  +  f  '  + ')  V'e  +  f  %+  ')  „>.-.'  +  •  ■  ■  +  f  =  +  ')  .'".<; 
uad  daraus  leitet  Condorcet  den  Ausdruck  her 

F,  _.  +  (.-«)[.« + (•)..,. + Q  „...+...  +  (','r,>'^  ■ 

Ist  c  >  e,  ao  wächst  V  zugleich  mit  q  imd  wird  gleich  1  für  q  =  oo. 
Ist  «  <  6,  so  nimmt  V  hei  wachsendem  q  ab  und  wird  gleich  0  für 
q  =  oo.  Das  rechtfertigt  den  Schluß:  „eine  rein  demokratische  Ver- 
fassung ist  bei  Abstimmungen  über  Dinge,  die  den  Horizont  gewöhn- 
licher Leute  übersteigen,  unter  allen  Verfassungen  die  schlechteste"; 
denn    bei    der   Mehrzahl    des  Volkes    ist   ja    e>t!.  —  Für  v^e  wird 

'',  =  ^,  =  |- 

F^  und  E^  geben  die  Wahrscheinlichkeiteu  für  die  liiehtigkeit 
und  die  Unrichtigkeit  eines  abzugebenden  Urteils.  lat  die  Entschei- 
dung aber  schon  gefällt  uud  die  Majorität,  mit  der  sie  eintrat 
=  2^1  +  1  bekannt,  dann  berechnet  sich  die  Wahrscheinlichkeit  für 
die  Richtigkeit  des  abgegebenen  Urteils  folgendermußen :  für  die  Rich- 
tigkeit sprechen 

GL",:) -'.--'.. 

dagegen  sprechen 


•2fl-i-l 


t)J*'',e''+ 


Chancen,   al.so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  und   die 
Unrichtigkeit  des  gefällten  Urteils  bezw, 

..,«  +  ?,;«   >""!  f,-;:^,T-.- 

In  ähnlicher  Art  wird  das  Problem  unter  der  zweiten  Aiuiahme 
behandelt,  daß  eine  Majoiltät  von  '2q^  +  1  Stimme  zum  Beschluß 
nötig  ist.  Dabei  stellt  sich  heiaus,  daß  bei  v'>  e  die  Werte  von  V,^ 
zwar  im  allgemeinen  mit  wachsendem  q  zunehmen,  daß  aber  bei 
kleinen  Werten  von  q  Abweichungen  von  dieser  Regel  vorkommen 
können.  So  liefert  bei  «=,,  i  '^  =  =  "Ji*!  2t  ""^  ^^^  Wert  J=  19  den 
kleinsten  Betrag  für  V  ■  diesen  kleinsten  Betrag,  der  eine  Funktion 
von  q  ist,  bezeichnet  Condorcet  durch  M.  Es  ist  bei  diesem  Ab- 
stimm ungsmodus  also  nicht  stets  geraten,  die  Anzahl  der  Abstimmen- 
den zu  vermehren. 

Im  ersten  Teile  geht  Condorcet  auch  auf  Untersuchungen  über 
die  Richtigkeit  von  Wahlen  ein  und  zeigt,  daß  eine  durch  Stimm- 
zettel  erfolgende  Wahl   eines   unter   drei  Kandidaten   sehr  wohl   den 
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Ansichten  der  Majorität  der  Abstimmenden  direkt  entgegengesetzt 
sein  kann.  Condorcet  war  nicht  der  erste,  der  auf  diese  Kompli- 
kationen hinwies;  Jean  Charles  de  Borda  hatte  seinen  Ideen 
darüber  schon  1770  vor  der  Akademie  Ausdruck  gegeben.  In  der 
Histoire  de  l'Äcad. . .  .  ä  Paris  wurde  1781  eine  von  ihm  verfaßte, 
darauf  bezügliche  Abhandlung  gedruckt  (S.  617:  Memoire  sur  les 
elections  au  serutin).  Das  folgende  Beispie!  mag  die  Schwierig- 
keiten, die  bei  der  Wahl  auftreten  können,  erläutern.  Von  den  drei 
Kandidaten  A,  B,  C  soll  durch  Abstimmung  einer  gewählt  werden. 
Es  sind  12  Wähler  vorhanden,  die  einzeln  die  drei  Kandidaten  in 
folgende  Reihenfolge  der  Würdigkeit  bringen 
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Hat  jeder  der  Wähler  nur  einem  der  Kandidaten  seine  Stimme  zu 
geben,  so  erhält  A  5  Stimmen,  jS  4  und  C  3;  somit  ist  A  gewählt. 
Legt  man  aber  der  dritten  Stelle  das  Gewicht  «  bei,  der  zweiten  das 
Gewicht  ß  +  0  und  der  ersten  das  Gfewicht  a  -{■  ß  -\~  y,  so  besitzt  A  das 
Gewicht  12k  +  6ß  -h  by;  B  das  Gewicht  VZa  +  ^ßi-Ay  und  G  end- 
lich das  Gewicht  12  a  +  10(3  +  'Ä-y.  Je  nach  den  Werten,  die  a,  ß,  y 
erhalten,  kann  man  A  oder  C  an  erste  Stelle  bringen.  So  müßte 
für  ^  ==  y  der  Kandidat  C  gewählt  sein.  ^  =  y  ist  Bordas  Annahme, 
die  offenbar  ihrer  Willkür  halber  die  Schwierigkeit  nicht  beseitigt.  Con- 
dorcet beschäftigt  sich  eingehender  mit  der  Hebung  der  Schwierigkeit, 
indem  er  die  Wahrscheinlichkeit  der  Richtigkeiten  der  Gruppierungen 
heranzieht.  Aber  auch  er  seheitert  an  der  Lösung  des  vollkommenen 
Widerspruches,  der  bei  solchen  Abstimmungen  auftreten  kann;  wenn 
aich  z.  B.  bei  der  Abachätzung  von  je  2  der  4  Kandidaten  unter  sich 
eine  Majorität  für  jede  der  6  Anordnungeu  findet,  in  denen  das 
>  Zeichen  die  Überlegenheit  audeuten  soll: 

A>  B;  A>  C;  A>  I),  B>  C;  D>B;  OD, 
sy  sind  die  drei  letzten  Beziehungen  unvereinbar. 

Der  zweite  Teil  des  Essay  liefert  eine  Umkehrung  der  Aufgaben 
des  ersten  Teils;  dort  waren  v,  q,  q^  bekannt,  und  es  wurden  F|^  und 
-'U  gesucht.  Hier  nimmt  man  die  letzten  Größen  als  bekannt  an  und 
bestimmt  aus  ihnen  die  ersten.  Um  diesem  Zwecke  zu  genügen, 
werden  die  Formeln  des  ersten  Teils  nähe rungs weise  aufgelöst.  Der 
Verfasser  beschäftigt  sich  dann  eingehend  mit  philosophischen  Fragen 
•Iber  die  Grundgesetze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  wieder- 
holt seine  Kritik  S.  223,  244  der  Buffonsehen  Annahmen. 
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Im  dritteu  Teile  werden  zwei  Probleme  behandelt:  durch  Ver- 
suche soll  die  Wahrscheiulichkeit  der  Richtigkeit  abgegebener  Urteile 
beBtimmt  werden;  und  zweitens  soll  die  Wahrscheinlichkeit  festgelegt 
werden,  die  notwendig  zu  fordern  ist,  damit  ein  Urteil  als  gerecht 
angesehen  werden  könne.  Für  die  Erledigung  des  ersten  Punktes  ist 
es  nötig,  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses,  das  eintreten  soll, 
aus  dem  vorheigehenden  Verlaufe  des  Eintretens  dieses  Ereignisses 
zu  bestimmen;  und  dies  führt  direkt  auf  die  Bayessche  Theorie. 
Sie  findet  sich  denu  auch  in  dreizehn  Problemen  erläutert.  Wir 
fähren  die  ersten  derselben  an.  Von  zwei  Ereignissen,  die  so  be- 
schaffen sind,  daß  bei  jedem  Versuche  immer  nur  eins  eintreten 
kann,  aber  auch  eins  eintreten  muß,  ist  bei  {m  -j-  n)  Versuchen  das 
erste  A  mmal,  das  zweite  B  «mal  eingetreten;  mit  welcher  Wahr- 
scheinlichkeit ist  bei  einem  neuen  Versuche  A  zu  erwarten,  wenn 
die  unbekannten  Wahrscheinlichkeiten  x  und  \  ~  x  von  A  und  B 
entweder  1.  konstant;  oder  II.  veränderlich  Mnd;  oder  111.  wenn  fiber 
ihre  Konstanz  oder  Veränderlichkeit  nichts  bekannt  ist?  —  Bei  der 
Besprechung  des  zweiten  Punktes  stellt  Tondoreet,  ähnlich  wie 
Buffon,  ein  Maß  auf  für  die  Wahrscheinlichkeit  der  Richtigkeit 
von  Urteilen,  mit  der  man  sich  begnügen  müsse;  er  kommt  durch 
merkwürdig  verzwickte,  an  die  Leben shof&iung  geknüpfte  Betrach- 
tungen zu  dem  Werte  tIivör  ~  ^'  ^^^^^  Ta»ii  eine  Versammlunf; 
von  2(/  4-  1  =-  61  Abstimmenden  voraus,  für  deren  jeden  v  =  -  ist, 
so  reicht  eine  Mehrheit  von  2^;  -|-  1  =  9  Stimmen,  um  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Spruches  >  M  za  machen. 

In  der  Einleitung  zum  vierten  Teile  des  Werkes  gesteht  Con- 
dorcet  ein,  daß  die  für  Abstimmungen  gemachten  allgemeinen  An- 
nahmen: unverändertes  v,  gleiche  geistige  Stellung,  gleiche  Wahr- 
heitsliebe, Freiheit  von  Beeinflussungen  der  Abstimmenden  untereinander 
—  sich  allzuweit  von  der  Wirklichkeit  entfernen,  und  er  unternimmt 
es,  die  wirklichen  Verhältnisse  mehr,  als  dies  bis  dahin  geschehen 
war,  in  die  Rechnung  zu  bringen. 

An  vier  ausführlich  besprochenen  Beispielen  versucht  endlich 
der  fünfte  und  letzte  Teil  die  Anwendung  der  aufgestellten  Grund- 
sätze zu  zeigen.  Die  Durchführung  ist  so  wenig  mathematisch,  daß 
eine  weitere  Darlegung  zu  sehr  aus  dem  Rahmen  dieser  Vorlesungi^n 
heraustreten  würde. 

Bb  ist  schwer,  zu  dem  Werke  Condorcets  gerechte  Stellung  zu 
nehmen:  „Bewundert  viel  und  viel  gescholten".  Rein  mathematisch 
betrachtet  bietet  es  schon  so  manchen  Angriffspunkt;  sein  Haupt- 
mangel   aber   liegt    in    der    Grund  an  sieht,    es   könne    das   verwickelte 
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Leben  sich  unter  so  einfache  Annahmen  einschnüren  lassen,  wie  sie 
hier  aufgestellt  werden;  einen  anderen  Mangel  finden  wir  in  der 
Dunkelheit  seines  Stils  und  in  der  Tjnklarheit  seiner  Ideen.  Manche 
Beurteiler  haben  gemeint,  Condorcet  sei  es  gelungen,  die  Lücke 
auBKufüllen,  die  der  vierte  Abschnitt  der  „ays  conjectandi"  Jakob 
Bernoullia  aufweist.  Dieser  geniale  Mann  wnrde  durch  den  Tod 
gehindert,  die  Anwendung  der  Wahrscbeinlichkeitsrechnng  auf  bürger- 
liche, moralische  und  wirtschaftliche  Verhältnisse  zu  liefern,  was  er 
beabsichtigte;  Condorcet  habe  mich  72  Jahren  die  Gedanken  Ber- 
noullis  durchgeführt.  Andere  Beurteiler  findenCondorcet  eher  phan- 
tastisch als  streng,  eher  enthusiastisch  als  wissenschaftlich  scharf. 

Wir  müssen  noch  einen  Blick  auf  die  letzten  beiden  Artikel 
eines  Condoreetschen  Aufsatzes  über  die  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung werfen,  deren  erste  Artikel  bereits  S.  243  besprochen  sind. 
Diese  beiden  übrigen  Artikel  handeln  über  die  Wahrscheinlichkeit  außer- 
ordentlicher Ereignisse  (Histoire  de  i'Aead.  des  sciences  . . .  &  Paris 
1783,  p  553,  und  1784,  p.  454)  und  über  die  Glaubwürdigkeit  dahin 
gehender  Zeugenaussagen.  Die  Ausführungen  des  ersten  werden  im 
zweiten  zurückgenommen,  weil  sie  zu  hypothetisch,  zu  schwierig,  zu 
wenig  dem  gesunden  Verstände  entsprechend  seien.  Neue,  ziemlich 
unverständliche  Betrachtungen  werden  au  ihre  Stelle  gesetzt  und 
zu  einer  Untersuchung  über  die  wahrscheinliche  Regierungsdauer  der 
sieben  Könige  von  Rom  benutzt!  Man  könnte  es  wirklich  verstehen, 
wenn  jemand  solche  Anwendungen  als  einen  recht  sohlechten  Scherz 
auffaßte,  nur  dazu  angetan,  die  Wahi-scheiiilichkeitsrechnung  zu  dis- 
kreditieren. 


Reihen. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Theorie  der  Reihen  über.  Dabei  macht 
sich  eine,  in  der  Natur  der  Sache  liegende  Schwierigkeit  fülilbar, 
mehr  als  in  den  früheren  Epochen.  Sie  betrifft  die  Anordnung  des 
Stoffes.  Die  Verwendung  der  unendhchen  Reihen  findet  jetzt  mm- 
lich  nahezu  in  allen  Gebieten  der  Analysis  statt  und  nimmt  an 
prinzipieller  Wichtigkeit  mehr  uud  meht  zu,  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung, Differenzenrechnung,  Funktion entheorie,  Algebra  wären 
ohne  die  Theorie  und  die  Praxis  dei  imendhchen  Rt,ihen  eines  weit- 
tr^enden  Hilfsmittels  beraubt  Eine  Daistellung  dieser  Gebiete,  die 
die  Reihen  gänzhch  ausschlö&se  und  auf  eine  Sonderdarntellung  ver- 
wiese, wäre  kaum  denkbar.  So  muß  e^  dtnn  in  oewi&wm  Maße  dem 
Belieben  überlassen  bleiben,  ob  die  eme  odei   die  andi^ie  Arbeit  hier 
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unter  der  Theorie  der  Reihen  oder  an  einer  anderen  Stelle  besprochen 
wird,  wohin  sie  dem  Stoffe  nach  oder  aus  anderen  Gründen  gehÖrt. 
Ein  Beispiel  für  das  soeben  Gesagte  möge  geniigen:  Lagrange 
hat  17ö8')  eine  „neue  Methode"  gegeben,  um  die  literalen  Gfleichungen 
mit  Hilfe  von  Reihen  aufzulösen.  Dabei  gelangt  er,  ohne  einen  Be- 
weis für  sein  Resultat  zu  geben,  zu  der  wichtigen  Formel,  die  als  „La- 
grangesche Umkehrungsforrael"  seinen  Namen  trägt.  Er  bringt 
die  Gleichung  mit  der  Unbekannten  x  auf  die  Form  a  —  x-\-ip{x)  =  0. 
Ist  dann  p  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  ili{p)  eine  Funktion  von 
p  und  il>'{x)  die  Ableitung  von  ^{x),   dann  wird  nach  seiner  Formel 

^(p)  =  ^{x)  +  i,'ix),p{x)  +  ^^^^ 


\\dx*         "^  4!  (Ja:" 


falls  nach  dem  Differenzieren  x  überall  durch  a  ersetzt  wird.  Diese 
Formet  gehört  ihrem  Wesen  nach  zur  Infinitesimalrechnung,  ihrer 
Anwendung  und  Entatehiing  nach  zur  Algebra,  ihrer  Form  nach  zur 
Reihentheorie  und  ihrer  Herleitung  nach  (wie  wir  früher  S.  216 
sahen)  auch  wohl  zur  Kombinatorik,  -—  Dies  mag  gleichzeitig  zur 
Erklärung  dafür  dienen,  daß  wir  die,  auf  den  binomischen  Satz  be- 
züglichen Untersuchungen  vereint  an  den  Beginn  der  Besprechung 
über  die  Kombinatorik  gesetzt  haben;  daß  dort  auf  die  Potenzierung 
des  Polynoms  und  auf  die  formelle  ümkehrung  der  Reihen  eingegangen 
wurde. 

Was  die  Grundlegung  der  Theorie  der  unendlichen  Reihen  be- 
trifft, so  können  wir  uns,  ebenso  wie  im  109.  Kapitel  des  dritteu 
Bandes  der  Überzeugung  nicht  verschließen,  daß  bei  außerordentlich 
angewachsenem  Reihenmaterial  die  Begründung  der  Reihentheoi  le 
und  zwar  besonders  die  Begriffe  von  Konvergenz  und  Diveigenz  in 
Hinsicht  auf  Strenge  noch  fast  alles  zu  wünschen  lassen  belbet 
Geistern  wie  Euler  und  Daniel  Bernoulli  war  es  nicht  vergönnt 
sich  zu  korrekten  Anschauungen  durchzuarbeiten;  sie  geiieten  auf  die 
seltsamsten  Abwege, 

Hinsichtlich  des  Stoffes  mag  gleich  hier  erwähnt  werden,  daß  in 
unserer  Epoche  die  Reihen,  die  nach  dem  Sinus  oder  dem  Kosinus 
der  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten,  besonders  die  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  auf  sich  ziehen  und  ein  bevorzugtes  Objekt 
der  Untersuchungen  werden:  wir  stehen  eben  in  der  vorbereitenden 
Epoche  für  die  Entdeckungen  Fouriers. 

Es  möge  nun  die  Besprechimg  der  einzelnen,  wichtigeren  Arbeiten 


')  Histoire  de  TAcad,  de  Berlin  17(i8,  p,  251,  inabeeondere  p,  274, 
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folgen.  —  Wir  beginnen  mit  einer  Arbeit  von  Jobn  Landen'),  der 
1760  eine  Methode  angibt,  gewisse  Reihen  zu  summieren.  Sie  be- 
ruht auf  der  gliedweisen  Integration  einer  Keihe,  deinen  Summe  be- 
kannt ist,  nebst  zugehöriger  Bestimmung  der  lutegrations konstanten. 
Landen  knüpft  dabei  an  die  bekannte  Entwicklung  von 

log  (1  +  x) 

an.     Er  findet  Beziehungen  zwischen  Reihen  von  der  Form 

-  +  $  +  ?+$  +  ■•■ 

bei  verschiedenen  x.     Bezeichnet  wird 

dann  beweist  Landen,  was  Euler  schon  auf  anderem  Wege  in  der 
„Introductio  in  analysin"  hergeleitet  hatte,  daß  P*"^  =  -^ ,  ^'^1  =  -^ , 
2*^^'  =  -^  ist.     Weiter  liefert  er  Formeln  wie 

-  P(iv)  =  Afcapdi)  +  3^&*; 
-  IKvi)  ^  I  63 p,iv,  ^  ^. _8_  ^4  pn,  ^  -/-:^  i>'  +  --, 
worin  &^  =  —  -r  ist.     Auch  Reihen  von  der  Gestalt 
f«  ras  +  3».a*  +  6»Tr  +  ■  ■  ■  =  -jg-  —  2" ; 

!'■  3'".  5'  "^  3=.5'-7'   '^  5'"^'"^"'  "*"  *  '  '  ^  256  ~  T 

werden  bestimmt. 

Eine  große  Anzahl  von  Abhandlnngeii  mehr  oder  weniger  be- 
duutenden  Inhalts  über  Reihen  liefert  Euler  in  seiner  ünermüdlich- 
keit  und  seinem  nie  versiegenden  Ideenreichtum, 

Durch  einen  gewissen  geometrisch-asymptotischen  Prozeß  hatte 
Descartes  die  Quadratur  des  Kreises  konstruktiv  geliefert.  Euler 
überträgt  ihn  ins  Gebiet  der  Analysis*)  und  gelaugt  dabei  zur  Sum- 
mation  der  Reihe 

tang?>  +  -^  tang  l  <p -ir  \  tang  —  Qi  -f-  . .  .  ==  -^  _  2  eotg^y, 

')  Ph.  Tr,  (London),  Vol.  51;  jiart  II;  p.  553.  *)  Nov.   Comnieiit.  Petrop. 

VlII,  pro  1760,  nei,  p.  157. 
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die  er  dann  auch,  wie  ähnliehe  Formeln,  rein  rechnerisch  «nd 
elementar  herleitet. 

In  einem  anderen  kleineren  Aufsätze  entwickelt  Euler'j  Be- 
ziehungen wie 

-4  tang  -^  +  A  tang-g-  +  A  tang^g  +  ■  ■  ■  +  A  tang^^^j  4-  .  . . 

■■■=  A  tang  .^  +  A  tang  ,  +  ^  tang  ^3  +  ■  ■  • 

+  A  tang ,;-,_(.,,  ^  ,  H =  "  ■ 

in  diesen  Formeln  bedeutet,  wie  auch  anderswo  zu  dieser  Zeit, 
A  taug  y  so  viel  wie  unser  arotang  <f. 

Im  Jahre  1765  beschäftigte  sich  Euler*)  mit  der  Entwicklung 
der  Potenz,  {l-\-x-{-  x^)"  und  insbesondere  mit  dem  darin  auftretenden 
Koeffizienten  der  Potenz  3:".  Bezeichnen  wir  ihn  durch  a„,  so  ist 
«.-'  +  0("7')  +  (")("T'')  +  (")("7'')  +  -.'™''i»Kl«.».em 
die  Binomialkoeffizienten  in  moderner  Schreibweise  angeben.  Es 
gilt     die     Rekursionsformel     (h  +  l)a„^j  =  (2«  +  1)«^^,   +   'dna„. 

Daraus  folgt  %  +  a^x  +  a^x^  +  a^ar'  -\ {1  ~  2a:  -f  iU')  ^  End- 
lich wird  die  allgemeinere  Potenz  (a  +  hx  -\-  ea^)"  in  ähnlicher  Weise 
behandelt  und  auch  bei  ihr  der  Koeffizient  von  x"  untersucht. 

Im  Jahre  1767  veröfiTentlichte  der  Italiener  Francesco  Lnino 
oder  Luini  zwei  Werke:  „Delle  progressioni  e  serie"  und  „Sulla 
Interpol azione  delle  serie  e  suo  uso  all'  astronomia"  *),  die  mehr  ihrem 
Titel  als  ihrem  Inhalte  nach  hierher  gehören.  Das  erste  beschäftigt 
sich  eingehend  mit  der  elementaren  Arithmetik  und  Algebi-a,  führt 
die  Behandhing  der  positiven  und  negativen,  der  reellen  und  der  ima- 
ginären Größen  durch,  löst  die  Gfleichungen  der  niederen  Grade,  be- 
spricht die  endhchen  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen  und  geht 
dann  zu  den  unendlichen  Reihen  über.  Dabei  verwertet  Loino  eine 
von  Vincenzo  Riccati  stammende  Idee*J.  Die  Summe  der  iw  ersten 
Glieder  einer  unendlichen  Reihe  sei  S,  die  Summe  ihrer  (m  —  1) 
ersten  Glieder  s,  und  das  allgemeine  m**  Glied  heiße  T.  Dann  ist 
T-^S  —  b.  Hat  man  andererseits  5'  =  J.  — a,  wo  A  dieselbe  Fnnktioa 
von  m,  wie  a  von  (m  —  1)  ist,  so  bi-aucht  A  noch  nicht  gleich  S  zu 
sein,  man  kann   aber  leicht  S  finden.     Bedeuten  nämlich  5"  und  A 

')  Nov.  Comment.  Petrop.  IX,  pro  1763,  p,  40.  »)  Ibid.  XI,  pro  1766,  p.  iü; 
vgl.  den  Aufsatz  in  den  Qpuscula  anaJjtica  I;  Petrop.  1783,  p.  48.  ")  Luino 
oder  Luini  (1740— -1792).  Beide  Werke  erschienen  1767  zu  Mailand.  ■■)  Annali 
dei  letterati  d'Italia;  vol.  I.    Modena  I76ß. 
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die  Werte,  die  T  und  A  für  ni  =  1  annehmen,  und  setzt  man  T'  ~  A!  =  b, 
daim  ist  S  =  A  -i~h.  Riccati  und  Luino  nelimen  nun  S  als  ge- 
gebene Funktion  und  bilden  daraus  das  allgemeine  Glied  T  =  S  —  s. 
Dies  gehört  dann  als  aUgemeiues  Glied  zu  einer  Reihe  mit  bekannter 
Summe.  Als  die  praktisch  wichtigsten  Reihen  werden  die  arith- 
metischen mit  r  =  «  +  bm  +  em^  +  ■  ■  ■  +  dm",  die  geometrischen 
mit  r  =  e"  und  die  gemischten  mit  T  =  (a  +  bm  -|-  ■  ■  ■  +■  dm'')e'" 
behandelt.     Die  Methode  trägt  aber  weiter,  wie  an  dem  Beispiele 

<,._ Lm  +  Mvi^  +  '-^Em" 

{A  +  Bvi)Xa  +  Biyn  -  1)) . . .  (^  -|-  Bm~p  +  D) 
gezeigt  wird. 

Nahm  Luino  die  Riecatische  frühere  Arbeit  als  besonders 
wichtig  in  seine  Darstellung  auf,  so  veröffentlichte  Riecati  selber  im 
gleichen  Jahre  neue  Untersuchimgen  über  rekurrente  Reihen').  Schon 
1756  hatte  er  das  allgemeine  Glied  einer  rekurrenten  Reihe  aus  der 
zwischen  ihren  Gliedern  geltenden  Rekurs ionaformel  bestimmt.  Hier  er- 
ledigt er  das  gleiche  Problem  für  allgemeinere  Reihen,  fiir  „rekurrente  mit 
Appendix".  Bei  solchen  unterscheidet  sieh  die  Rekuraionsformel  da- 
durch von  der  für  gewöhnliche  rekurrierende  Reihen,  daß  eine  addi- 
tive Konstante  als  Appendix  hinzutritt.  So  gehört  die  Reihe  0,  1,  1, 
2,  4,  9,  21,  50,  120,  ...  zu  den  rekurrenten  Reihen  mit  Appendix,  da 
für  sie  a^  =  '^*'m-i  "t"  %-i  ~~  ^  '^^i  "^^  Glied  —  1  ist  der  Appendix 
Auch  für  solche  Reihen  bestimmt  Riccati  das  allgemeine  Glied 
Dabei  geht  er  schrittweise  vor,  indem  er  zueist  Reihen  erstei  Ord 
nung"  oder  „ersten  Grades",  d.  h.  solche  behandelt  bei  denen  die 
Reknrsionsformel   a,-^  ~  ta„_-^  -\-  a    ist.     Für    sie    findet    ei    A\t    lUgt 

meines  Glied  ö^,  =  «j /" ~ ^ -|- a  ,_,-■  Dann  geht  Riccati  zu 
Reiben  aweiter  Ordnung  oder  zweiten  Grades  ubei  d  h  zu  ^oliht-n 
bei  denen  a„  =  ta,,_i  -\-  sff„_j  +  a  gilt,  wo  ?,  s  a  konstant  sind  so 
daß  jedes  Glied  aus  den  beiden  vorbeigehenden  beret,hnet  werden 
kann.  Die  Bestimmung  von  a„  in  independenter  Meise  wiid  aut  die 
bei  gewöhnlichen  rekurrenten  Reihen  zurückgeführt,  wobei  dann  eine 
quadratische  Gleichung  zu  lösen  ist.  Induktiv  ergeben  sich  weiter 
die  Resultate  für  rekurrente  Reihen  mit  Äppendis  beliebigen  Grades. 
Im  ersten  Teile  des  zweiten  Bandes  der  „Opuscules  mathem«- 
tiques"  von  d'Alembert*)  findet  sich  als  35.  Memoire  ein  Aufsatz 
über  die  Reiben,  deren  erster  Paragraph  von  Konvergenz  und  Divergenz 
«nendlieher  Reihen  handelt,  und  sich    insbesondere  auf  die  Entwick- 

')  Mem.  presentts  p.  div.  Sav,  Paris  1768,  V,  p.l53— 174  und  auch  Comment. 
Houoii.  V,  nfiT.        ')  Paris  1768,  p.  171, 
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lung  von  (!  +  (()"  ffir  willfeürliche  m  bezieht.  Nach  d'Alembert 
konvergiert  (divei^iert)  eine  Reihe  an  einer  Stelle,  wenn  der  Betrag 
jedes  folgenden  Gliedes  kleiner  (größer)  ist,  als  der  des  vorhergehenden; 
er  bemerkt  dabei  aber  ganz  zutreffend,  daß  die  Reihe  im  Unend- 
lichen konvergieren  miisBe,  um  richtige  Resultate  zu  geben,  und  gibt 
für  diese  eigentliche  Konvergenz  als  Kriterium  an,  daß  der  Betrag 
von  }i  kleiner  als  1  sein  müsse;  „sonst  liefert  sie  falsche  Resultate, 
auch  wenn  sie  bei  |^|  >  1  anfänglich  konvertiert.  Eine  solche  an- 
fängliche Konvergenz  kann  sehr  weit  hinaus  bestehen,  k.  B.  bei 
(1  +  T^)^,  wo  die  Divergenz  erst  mit  dem  SOO^""""  Gliede  beginnt". 
Er  betrachtet  eine  Reihe  als  „vollkommen",  wenn  ihre  Glieder  gleich 
vom  ersten  an  abnehmen,  und  wenn  sie  sämtlich  das  gleiche  Vor- 
zeichen haben.  Er  zeigt,  wie  man  bei  (1  -f  fi)'"  stets  die  erste  Forderung 

verwirklichen  kann,  indem  man  z.  B.  (1  -{-  1)*  =  "o   v  ^  ~   o"     setzt; 

oder  indem  man  bei  der  Reihe  sin 3;  =  •-:-  — -^  "^  r,\  ~---  für  große 
X  besser  (x~2n^)  einsetzt,  wo  w  so  gewählt  wird,  daß  der  Klammer- 
wert möglichst  klein  ist. 

Im  Jahre   1769  beschäftigte  sich  Euler  luit  der  Summation  von 
Reihen,  deren  Koeffizienten  mit  den  Bernoullischen  Zahlen  eng  zu- 
n^).     Statt   der  Bernoull 


--,  g™j,  -f-,  ■•■  betrachtet  Euler  ihre  Produkte  mit  bez.  den  Zahlen 
6,  10,  14,  18,  22,  26,  30,  . . .;  er  benennt  diese  Produkte  %  S9,  6,  2), 
a,  %,&,..  .,  so  daß 

wird,  und  geht  von  ihnen  zu  einer  neuen  Reihe  von  Zahlen 

über.  Für  J-,  B,  (7, . . .  bestehen  zwei  Sorten  von  RekureionsformelB;  einmal 

und    andererseits   auch    55=2^^    IC^AAB,   '^T)  ^  AAC  +  21^, 

')  Nov.  Commeat.  Petrop.  XIV,  pro  1769,  p.  129—167.    {Auf  dem  Titelblatt 
steht  irrtümlich  1759.) 
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IIE'^  iAD  +  iBC,  .  .  .      Euler    sucht    nun    die    Summe   2;    von 
Reihen  zu  bestimmen,  die  die  Form  haben 

itAx'  +  /37f»<  -H  rCx'  +  iDaf  -| , 

wo  ß,  ß,  y,  ö,  .  .  .  gegebene  Größen  sind.     Nimmt  man  z.  B. 

a~  ß-y-a _1, 

w,  folgt 

i-- J3!'  +  B3;'  +  GV+ (jr ''' - -ii '' +  J] ^' ) 

niid  daraus  erhiilt  man  A  —  I?+C  —  D+--=    !_jj-- 

Ferner  gibt  dieselbe  Formel  durch  Differentiation  das  Resultat 

Eine   andere  Quelle  für  sunimierbare   Reiben   liefert  die  Formel 
(Bd.  III,  S.  678  dieser  Vorlesungen) 


2S=^-:>  jXdx  +  X+- 

liier  ist  „das  summatorisehe  Glied"  X  (ibid.  S.  657)  eine  Funktion  von 
X,  und  S  ist  —ZU.,  wo^die  Summe  über  die  Werte  a;  =  l,  2,  3,...3; 
erstreckt  wird.     Zunächst  setzt  Euler  X=  ~  bei  k>  1;  dann  wird 

'"^  =  1  +  -^\  +  l„  4 

_  nln  +  !)...(„  +  i)G       n{n  +  r,...in  +  li)D  _ 

In  dieser  Formel  ist  0  die  Integrationskonetante,  diu  durch  besondere 
Annahmen  bestimmt  wird.     Für  h  =  2  z.  B.  erhält  man 


-x^S 


-^+{-^'[2^] 


-  4  ergibt  sieb 
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Setzt  man  dea  „termiiiua  summatorius"  X  =  loga:,  so  ergibt  sicli 

Dies  düi-fte  zur  Chai-akterisierung  der  Abhandlung  ausreichen.  — 
Euler   hatte  bereits  in  Kap.  XIV  der  „Introductio"  Reihen   von 

der  Form 

sina  -(-  sin(a  +  b)  +  sm(a  +  2b)  +  •  ■  ■  +  siii(a  +  «6) 
oder 

cosrt  +  cos(«  +  J)  +  cos(a  +  26)  -}-■■■  +  co8(a  +  nh) 

summiert.      Der    Abbe    Charles     Bossut')    löste    im     Jahre    1769 
vierzehn    derartige  Aufgaben    wie    ^(coBvq)'    für    «—1,  2,  3,  4; 

^(cosvqainvq)"   usw.      Diese   Arbeit    würde    kaum    erwähnenswert 

eein,   wenn   sich    nicht   weitere,    wichtigere   Untersuchungen    an    sie 
angeschlossen  hätten,  auf  die  wir  bald  eingehen  werden. 

Condorcet  verSfiFentlichte  im  gleichen  Jahre  und  im  gleichen 
Bande  ^)  einen  Artikel  „sur  la  nature  des  suites  iniinies".  Bedürfte 
es  noch  der  Bestätigung  für  unsere,  oben  (S.  257)  ausgesprochene 
Ansicht,  daß  Condorcet  ein  zwar  ideenreicher,  aber  unklarer  Kopf 
gewesen  sei,  so  würde  diese  Arbeit  sie  liefern  können.  Es  gibt,  wie 
der  Verfasser  meint,  drei  Arten  von  Reihen,  solche  wie 

a  -\-hx  -i-  ex^  -j-  dz'  -i —  ■ 
für  X  <  1,  bei  deuen  der  Rest  unendlich  klein  wird;  die  gleichen  für 
a:  >  1,  bei    denen   der   Rest    unendlich    groß    wird,    und    solche   wie 

a  -\-  h  coaa:  +  c  cos  2a:  +  d  cos  Sa;  -(-■■■, 
bei    denen    der  Rest   endlicli    bleibt.     Im    ersten  Falle   ist    die  Reihe 
gleich  der  Funktion,  aus  deren  Entwicklung  sie  entsteht,  im  zweiten 
Falle  nichf).     Für  diesen  zweiten  Fall  gibt  Condorcet  als  Beispiel, 

daß  (l  +X  +  x^  -\ )  +  (l  +  i*"  +  ■^  +  ■  ■  ■)  ^''^^^  ^"^h 

-i    J  '" 

ersetzbar  ist,  sondern  nur  durch 


^%^-' 


')  Histoire  de  l'Acad.  k  Paris  1769,  p.  453.  *)  Ibid.  p,  83.  °)  Die 

;  Anschauung  trifft  sich  mit  der  Eniers,  der  sie  aber   auf  alle  Reihen  be- 
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Der  dritte  Fall  ist  der,  daß  eine  gewisse  endliche  Anzahl  vottFunk- 
tioneu  durch  ihre  Entwicklung  die  Reihe  gibt;  ihre  Surame  dividiert 
durch  ihre  Aazahl  liefert  den  Wert  der  Reihe,  —  Vollkommen  un- 
klar sind  die  Darlegungen  Über  Transformation  divergenter  Reihen  in 
konvergente.  —  Des  weiteren  integriert  Condorcefc  Differential- 
gleichungen wie  (iyj/f  —  ii;' =  rfa;  oder  Funktionalgleichuugen  wie 
■q)(z  +  q)  —  ^(x)  in  Reiheaform  durch  die  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten,  wobei  er  darauf  aufmerksam  macht,  daß  die  als  Lösung 
vorausgesetzten  Reihen  mit  den  zu  bestimmenden  Koeffizienten  die 
allgemeinste  Form  der  Lösung  haben  müssen,  wenn  man  die  Auf- 
gabe umfassend  behandeln  will.  Hat  eioe  Differential-  oder  eine  Funk- 
tional-Öleiehung  mehrere,  ihrer  Form  nach  verschieiJene  Lösungen,  so 
müssen  alle  diese  Formen  berücksichtigt  werden. 

Wir  knüpfen  hieran  die  Erwähnung,  daß  Condoreet  1770  einen 
kurzen  Beweis  für  die  oben  (S.  216,  258)  besprochene  Lagrangesche 
Umkehr ungsformel  gab').  Eine  Verifikation  des  gleichen  Satzes  stammt 
von  Andr.  Job,  Leieil*). 

Wir  kommen  nun  zu  drei  Arbeiten  von  Daniel  Bernoulli*), 
die  gleichfalls  die  Prinzipien  der  Reihentheorie  behandeln.  Der  Titel 
■der  ersten  lautet;  „De  summationibus  serierum  quarundam  incongme 
veris  eammque  interpretatione  atqne  usu".  Dieses  „incongrue  verum" 
ist  ein  charakteristischer  Verlegenheitsbegriff,  der  sich  glücklicher- 
weise nicht  adiiquat  ins  Deutsche  übersetzen  laßt.  Reihensummen 
können  „in  concreto"  falsch,  „in  abstracto"  richtig  sein,  indem  sie 
durch  legitime  Schlüsse   hergeleitet  werden.     So  kann   die  Gleichung 

als  falsch  aufgefaßt  werden,  da  bei  fortlaufender  Summierung  immer 
nur  1  oder  0  herauskommt;  —  aber  auch  als  richtig,  da  aus  der 
richtigen  Gleichung  =1— x  +  x'  —  x'+---{aTX='l  jenes 
Resultat  entspringt;  genau  wie  bei  der,  ohne  Determination  als  richtig  an- 
genommenen Gleichung  — 5-  =  cos  x  -\-  cos  2x  +  cos  3a:  H für  x  =  m. 

SetKt  man  endlich  1  —  1  -j-  1  —  1  +  ■  ■  ■  =  S,  so  wird  1  —  S  =  S  also 
■wieder  S  =  —  .    Unterstützt  wird  der  Glaube  an  die  Richtigkeit  dieser 

^ieht;  die  dritte  mit  der  sofort  zu  beeprechenden  Daniel  Bernoullia  (vgl. 
Band  IIP,  8.  693), 

')  Miacell.  Taurin.  V,  1770,  p.  7—9,  *)  Not,  Comment,  Petrop.  XVT  pit> 
Ifll,  p,  220.  *)  Nov,  Comment.  Petrop.  XVI  pro  1771,  p.  71;  ibid.  XVII  pro 

17'S,  p,  3;  ibid.  SVm  pro  1773,  p.  3. 

OiBTOK,  GMchichts  der  Mathsmillk  rv.  18 
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Überlegungen  dadurch,  daß  man  aus  solchen  Reiben  richtige  Resultate 
herleiten  kann,  wie  die  Reihe  für  z.  B.  nach  Integration  bei  a;  =  1 

den  richtigen  Wert  von  log  2  gibt,  und  da  „ex  falso  verum  numquam 
legitime  deduci  potest".     Bernoulli  leitet  dann 

1-1+0+1-1+0+ ^|, 

dagegen 

l+0-l  +  l  +  0-l  +  ..-  =  | 
her;  aus  der  EntwicHung 

-2x  +  äx^—4x^  -\ 

1-2  +  3-4  + 1, 

usf. 

Im  zweiten  Aufsatze  geht  Bernoulli  von  der  Reihe,  wie  Euler 
sie  summiert  hatte  (siehe  Band  IIP,  S.  717) 

cos  X  +  coB  2x  +  C09  Sa;  +  ■■■  =  —  — 

aus,  kommt  durch  Integration  auf 

sin  3:+  ^  sm  2x  i-  j  sin  Sx  +  ■  ■  ■  =  C  -  ~  X 

und  bestimmt  die  Konstante  der  Leibnizachen  Reihe  für  x  =  -^  als 
C  =  Y  i  (ic  ^  0  liefert  einen  unrichtigen  Wert  für  C).  In  ähnlicher 
Art  geht  es  weiter  auf 

cos  ar  +  -g-,-  cos  2  a;  +  -^5  cos  3  a;  +  •  ■  -  =  —  ti' -^  -  -  ^tx  -\-  —  x^, 

uaw.     Die  a.  a,  0.  erwähnte  Reihe 

J_  . 

sin  a:  +  sin  23;  +  sin  SiT  +  ■  ■  ■  =  —^ 

liefert  durch  Integration 

cos«  +  ico.2r>:  +  ico.3».  + [i^f:^^' 

USW. 

Erst  nach  der  Veröffentlichung  dieser  Arbeit  hatte  Daniel  Ber- 
noulli die  oben  fS.  264)  besprochene  Arbeit  Bossuts  kennen  ge- 
lernt, in  der  die  Summen  ^cosxg,  ^sinxj,  .  .  .  abgeleitet  waren, 
und  untersucht  in  der  dritten  Arbeit    wie  man  vorn  Resultate  Bossuta 


y  Google 


Reihen.  267 

Bing  +  sin23  +  ■  ■  .  +  sinnq  =  '^^ni+S!^t^^'^^^l--'^^l^±±M 

bei  der  Annahme  n  =  oo  zu  dem  Eulerscliei]  Resultate 

2  Bing 
smq  +  san2q  -i =  yzT'^ ,, 

kommen  könne.  Er  fragt  sich:  Was  ist  für  sin  ootc,  was  für  cosoog,  nsw. 
au  setzen,  wo  doch  kein  bestimmter  Wert  mit  Notwendigkeit  sieh  dar- 
bietet? Und  er  antwortet:  „Gemäß  der  Natur  des  Unendlichen  muß  ein 
Wert  genommen  werden  durch  die  Forderung,  die  gesunden  metaphy- 
sischen Grundsä.tzen  entspricht,  daß  alle  möglichen  Werte  in  der  gleichen 
Weise  berücksichtigt  werden:  der  wahre  Wert  muß  daher  gleich  der 
Summe  aller  möglichen  Werte,  dividiert  durch  ihre  Anzahl,  sein,  also 
=  0.  Das  ist  rein  metaphysisch,  nicht  geometrisch."  In  der  Tat 
geht  durch  diese  Annahme  der  Bossut  sehe  Wert  in  den  Eni  er  sehen  über. 
Diese  Theorie  beruht  nach  Bernoulli  auf  zwei  Voraussetzungen;  zu- 
erst, daß  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe  in  Perioden  geteilt  werden 
können,  die  sieh  unendlich  oft  in  gleicher  Gliederfoige  wiederholen; 
zweitens,  daß  die  Summe  der  Glieder  einer,  also  jeder  Periode  gleich 
0  ist.  Die  erste  Annahme  ist  bei  den  Reihen  ^(sinxg)^,  ^(cos  xgV 
erfüllt;  denn  wenn  auch  q  kein  aliquoter  Teil  eines  Vielfachen  der 
Peripherie  ist,  „so  kann  doch  die  Periode  als  aus  unendlich  vielen 
Gliedern  bestehend  artgesehen  werden".  Die  zweite  Annahme  ist 
nicht  immer  erfüllt,  z.  B.  dann  nicht,  wenn  (sinoog)*,  (coscxig)*  auf- 
tritt. Bernoulli  stützt  sein  Vorgehen  auf  die  Analogie  mit  der 
Wahl  eines  Mittelwertes  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

In  einer  unmittelbar  sieh  anschließenden  Abhandlung^)  behandelt 
auch  Euler,  aber  Ton  anderem  Standpunkte  aus  die  Summen 

(sinqp)^  -|-  (sinSq^y  -|-  ■  ■  ■  -|-  {siampf- 
und 

{casip'f  -\-  (cos2qp)''  -(-----}-  {cosniff, 

die  er  durch  Einführung  von  Es ponentia! großen  statt  der  Winkel- 
funktionen umformt  und  für  A  =  1,  2,  3,  4  wirklich  herstellt.  Dann 
(§  9)  geht  auch  er  zu  n  ==  oo  über.  Dabei  wahrt  er  Bernoulli 
gegenüber  seine  eigenen  Anschauungen  über  die  unendlichen  Reihen. 
„Der  berühmte  Verfasser  der  vorstehenden  Abhandlung  gibt  in  diesem 
Falle  die  Summen  sehr  geistvoll  auf  Grund  metaphysischer  Über- 
legungen an,  bei  denen  wir  uns  in  der  Analysis  durchaus  beruhigen 
könnten.     Ich   habe  schon   früher,   auf  allerstarkste  Gründe  gestützt, 

")  Not.  Comment.  Petrop.  XVKI,  177a,  p,  24. 
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darauf  hingewiesen,  daß  in  diesen  Fällen  dem  Ausdrucke  „Summe" 
eine  andere,  der  Analysis  angemessenere  Bedeutung  beigelegt  werden 
müsse.  Diese  neue  Bedeutung  muß  meiner  Ansicht  nach  so  fest- 
gestellt werden,  daß  als  Summe  jeder  unendlichen,  konvergenten  oder 
divergenten  Reihe  die  analytische  Formel  angesehen  wird,  aus  deren 
Entwicklung  die  Reihe  entspringt."  Auf  die  Fragen,  oh  stets  eine 
und  ob  auch  nur  eine  solche  analytische  Formel  vorhanden  ist,  geht 
Euler  nicht  ein.  Daß  übrigens  Euler  doch  nicht  so  ganz  von  der 
Richtigkeit  seiner  Anschauungen  über  die  Reihen  überzeugt  war,  läßt 
sich    aus   einer  Stelle   einer   anderen  Arbeit')    entnehmen,  in   der  er 

1  -  ]/2  +  V'Ö  -  "|/4  +  1/5 0,380317  .  . .  berechnet.    Da  heißt 

es  dann,  „daß  diese  Gfleichimgen  absolut  richtig  seien,  mochte  ich 
weder  hartnäckig  noch  mit  Zuversicht  behaupten". 

Am  Schlüsse  aeigt  Euler,  wie  man  aus  der  bekannten  Summe 
einer  Reihe  az  +  hs^  +  es*  +  ■  ■  ■  +  hz"  durch  Einführung  von 

z  =  X  (cos  (p  4-  V— T  sin  93) 
die  Summen 

ax  casfp  -\-  ix^  cosSy  -f  ■  -  ■  +  hx"  coswip 
und 

ax  sin  ip  +  hx^  sin  2  qc  +  ■  ■  ■  +  hx"  sin  nip 

herleiten  kann  und  wendet  dies  Verfahren  auf  a  —  b  —  c=-^---  =  h=-l 
und  auf  a  —  i,  b=  -^,  c  =  -^,---,A  =  —  an. 

Wie  Euler,  so  richtete  sich  auch  Anders  Johann  Lexell,  der 
gleichfalls  Mitglied  der  Petersburger  Akademie  w;ir,  gegen  die  An- 
sichten D.  BernouUis*).  Er  bestreitet,  daß  von  Perioden  die  Rede 
sein  könne,  wenn  g  zu  «  in  irrationalem  Verhältnis  stehe,  und  meint, 
daß  selbst  wenn  coenq  für  « -=  00  gleich  Null  gesetzt  werden  dürfe, 
doch  coswg -f- cos(w  +  l)g  nicht  auch  gleich  Null  sei,  wie  Ber- 
noulli  es  angenommen  hatte.  Im  letzten  Punkte  übersieht  er  aber 
wohl  die  Begründung,  die  Bernoulli  seiner  Annahme  beifügte. 

Aus  dem  gleichen  Jahre  stammt  noch  eine  Abhandlung  Eulers, 
die  erwähnt  werden  mag^).     Euier  setzt 


(" + ^)  (1" + « j^*'"  +  H" "  1^)  ^^ " '  '^''" = t"i 


T    «  + 


und  stellt  dann  den  Ausdruck  [n  +  2v]  durch  [n  +  v\  und  [m]  her; 
ferner  den  von  [2w]  durch  [«]  usf.  Ist  [«]'  der  Wert,  der  aus  [«] 
entsteht,  wenn  a  und  b  durch  andere  Werte  a  und  b'  ersetzt  werden, 
dann   besteht  eine  quadratische  Beziehung  zwischen  [n]  und  [»]. 


')  Nov.  Comment.  Petrop.  XVII,  1772,  p.  179.      »)  ibid.  XVIII,  1778,  p-  '■ 
>)  Ibid.  XlVn,  177.%  p.  198. 
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Der  italieiiiache  Mathematiker  Änt.  Mar.  Lorgaa  Teröffentliclite ') 
1775  eine  Arbeit,  in  der  er  eine  große  Anzahl  Ton  Reihen  gewissen 
Charaktere  summieren  lehrte.  Die  Reiheiiglieder  besteben  nämlich  aus 
Brlicben,  deren  Zähler  und  Nenner  Produkte  aus  Faktoren  von  der 
Form  («  +  td)  sind;  dabei  sind  a  und  fe  für  alle  Glieder  der  Reihe 
konstant,  während  g  die  Ordnungsziffer  des  Gliedes  bedeutet,  so  daß 
also  s  =  1,  2,  3,  .  .  .  zu  setzen  ist.  Die  Abhandlung  teilt  sich  in  fünf 
Kapitel.     Das  erste  beschäftigt  sich  mit  Reihen  von  der  Form 


T  + 

J+-,+ 

j+ä  ^  f 

+  *  + 

das  zweite  mit  Reihen 

y  ■ 

r* 

;^i<'' 

+»)■■■(■>; 

TU' 

wobei  nacheinander  r  = 

2,  3,  4, 

. . .  gesetzt 

;  wird. 

K«*«  A +  .-,,- +  ^ 

-^.+- 

■■+..(i 

'■  —  4 

,+tr 

i,„,^.»  ..  „VI,  ,™    V__J«j 

f ')(!"' 

.  . 

Als  Beispiel  diene  die 
■-.  Im  dritten  Kapitel 

XiTs — — \ — Ts — i — \'    '"1    Tiertea    Kapitel    tritt 

noch  ein  zweiter  linearer  Faktor  (b  +  £)  in  den  letzten  Zähler.     Das 

fünfte  Kapitel  behandelt  die  Summen    1  ±  ""„  H — ^  ±  ~^  H — „"  ±  ■ '  ■  ■ 

Die  Berechnung  seiner  Summen  gründet  Lorgna  darauf,  daß  er  das 
allgemeine  Glied  der  Reihe  als  Integral  darstellt,  die  Summe  der  Inte- 
grale bildet  und  das  Resultat  nach  Möglichkeit  vereinfacht.  Dieser 
Methode  werden  wir  noch  mehrfach  begegnen. 

Im    gleichen  Jahre    1775    gibt  Euler   die  Summation   gewisser 
Reihen  von  besonderer  Gestalt^).     Es  sind  dies  Reihen 

die  er  der  Abkürzung  wegen  durch  /  —  (  — )  bezeichnet.  Ähnlich 
setzt  er  auch  /  -'^^^  ==  1  +  ^^  +  -^  4-  ~  -f-  .  ■  . .  Es  gelten  für  sie  Re- 
lationen von  der  Form 

_m  +fm  -no = ^n  n  -n^  ■  ■  ■ 

')  Specimea    de   Beiiebua    convergentibus.     Verona    1775.  —    Giomale    dei 
Letterati  d'ltalia  XXIV,  p.  79.        *)  Nov.  Cominent.  Petrop.  XX.  JT75,  p.  140. 
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Zum  Teil  beweist  Euler  diese  Formeln,  zum  Teil  stützt  er   sie   nur 


Da  früher  die  Behandlung  der  Kettenbrüehe  mit  der  der  Reihen 

zusammengenommen  wurde  (IIP,  S.  693),  so  müssen  wir  uns,  diesem 
Prinzipe  treu,  jetzt  zu  einer  Abhandlung  von  Lagrange  wenden^),  die 
sich  auf  die  Verwertimg  der  Kettenbrüche  bei  der  Integration  von 
Differentialgleichungen  bezieht.  Die  VerweHung  von  unendlichen 
Reihen  zn  diesem  Zwecke  ist  näherliegend;  Lagrange  benutzte  aie 
schon  früher;  sie  hat  aber  den  Übelstand,  daß  auch  rationale  Lösungen 
in  die  Form  unendlicher  Reihen  treten.  Das  fällt  bei  Kettenbrüchen 
fort.  Ist  eine  Differentialgleichung  zwischen  x  und  y  gegeben,  so  be- 
stimmt Lagrange  zunächst  das  Anfangsglied  |  der  Entwicklui^ 
von  y  nach  Potenzen  vom  x  bei  kleinen  Werten  dieser  Variablen; 
dann  setzt  er  y  —  --^^ —  in  die  vorgelegte  Gleichung  ein  und  erhält 
dadurch  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y^;  diese  wird  in  gleicher  Weise 
behandelt;  sie  führt  auf  «,  =  ^—r —  usf.  Man  kommt  sonach 
zu  !/  =  S/ 1  + ^i/l+gj/l +Ib/--..  Die  I  treten  in  der  Form 
«a;"  auf;  der  Exponent  k  wird  durch  eine  Methode  bestimmt,  die 
als  analytische  Form  des  Newtonseben  Parallelogramms  bezeichnet 
werden  kann;  a  wird  durch  Lösung  einer  i.  A.  linearen  Gleichung 
gefunden.  Als  Beispiel  behandelt  Lagrange  die  Integration  von 
my  +  (1  +  x)-—-  =-0  und  kommt  zur  Kettenbruch-Entwicklung 

(i+«).=  i+L/i--.<^7i+<^-ii?/i-ö'^-|)i/i 

(w  +  2)3;  /     _  (m-8)j:  /  (»»  +  3)^  U  _ 

■•■  "    2-5"   "/  2.5      /  ■•■       2-7       / 

Daraus  ergeben  sich  weiter  Kettenbrüche  für  1(1  +a:),e*  usw.  Das 
Beispiel  1  =  (1  +  x^)-/-   führt  auf 

arotag«  .^jl+  f'/l  +  |;-';/  I  +  ?^;/  1  +  iii"/!  +  ■  ■  - 

Wenden  wir  den  Blick  nach  England  auf  die  Veröffentlichungen 
in  den  Philoeophical  Transactiona  der  Londoner  Royal  Society,  so 
stoßen  wir  auf  drei  Arbeiten  über  Reihen,  die  der  Zeit  nach  hierher  ge- 
hören. Ch.  Hutton^  gibt  bequeme,  schnell  konvertierende  Entwick- 
lungen zum  Zwecke  der  Berechnung  von  %,  die  sich  auf  die  Formel 
arctangj^  = T  +  "r —  ' ' '  stützen  und  die  Zerlegungen 

•)  Mgm.  de  Berlin  1776,  p.  236.  *)  Phil.  Trans.  London  1776,  VI,  part  U, 
p.  476. 
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are  tg  1  =  are  tg*     +  arc  tg  „  ^  2arc  tang      +  arc  tang  -i-E=  ■  •  ■ 

benutzen.     Diase  Art  von  Zerlegungen  wird  eingebend  untersucht;  sie 
hängt  von  den  Werten     -r--    ab. 

Fr.  Maseres^)  wandelt  die  Reihe  a  —  bx  -\-  ex*  —  dx^  -\-  ex^—-  ■■ 
m  die  Form  «  -  ,-^  -  -^Y+^y  ^  (i  +  c«»)  "  {1"+-^')  "  '  " '  m-t  unbe- 
kannten/)',  D",  D'", . . .  um;  er  will  damit,  wenn  o>fc>c>(?>...; 
o— &>fc  —  c>c  —  d,  ...;rt  —  2i  +  c>6  —  äc +  (?>...  usf.,  und 
a;  <  1  ist,  eine  raschere  Konvergenz  der  Reihe  erzielen.  Für  die 
jy,D",D"',...  findet  er  die  Diiferenzen  erster,  zweiter,  dritter, . ..  Ordnung 

h-c,  h-2c  +  d,  6  --  3c  +  3d  -  e,  ■  ■  ■  . 

Von  dieser  Umformung  macht  er  eine  Anwendung  auf  die   eben  be- 
sprochene arc  tang- Reihe,  sowie  auf  die  Pendel- Schwingungsdau er. 

Einezweite  Arbeit^)  von  Fr.  Maser  es  läuft  darauf  hinaus,  daß  er  für 
die  harmonische  Reihe  x  -\-  "ö"  +  T"  "i"  "T"  +  "r — i ^^  Annäherung 

den  Wert  fe[(l  —  3;)  "  —  1]  bei   sehr  großen  &   benutzt.     Für  h  setzt 
der  Verfasser  der  Abhandlung  10^*  ein. 

Bossut  gibt")  ohne  theoretische  Begründung  eine  praktische 
Anweisung  für  die  angenäherte  ümkehrung  von  Reihen.  Ein  Beispiel 
wird  am  besten  sein  Verfahren  erläutern:  aus  der  Gleichung 
t  =  x  -^  n  siax  soll  x  durch  eine  Reihe 

X  --  t  ■\-  Asmt  +  B äin2t  +  C s{n2,t  +  B  smU  +  ■  ■  ■ 

dargestellt  werden.     Bossut  bricht   die  Reihe  nach  den 
benen  5  Gliedern  ab  und  bildet  von  der  so  entstehenden,  als 
lichtig  angenommenen  Gleichung  die  1,,  3.,  5.  und  7.  Ableitung;  die- 
selben Ableitungen  erhält  er  aus  der  vorgelegten  Gleichung  t 


_._      .   ^  \  —fi  Qo&x  -\-  n^coB^x  ~  Ji'cos'a;  -(-  »i 


wo  auch  die  weitereu  Glieder  unterdrückt  werden.  Dann  liefert  t=^x  =  0 
^ler  lineare  Gleichungen,  die  zur  Berechnung  von  A,  B,  G,  D  ausreichen. 
In  dem  gleichen  Bande  der  Histoire  de  l'Acad.  Paris*)  findet  sich 
eine  Abhandlung  von  Laplace,  die  sich  mit  Differenzeurechnung  und 
ßi't  Reihen  beschäftigt.     Ist  M  eine  PnnkÜou  von  a,  k^,  k^  .  . .,    und 

')  Phil.  Trans.  Loudou  1777,  vol.  67,  part  I,  p.  187.     *)  Ibid.  1778,  vol.  68, 
p.  895.        s)  Hiat.  de  l'Aciid,  Paris  1777.  p.  62.        ')  Ibid.,  p.  99. 
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wird  M  =  (m)  +  «Sioo  +  "'äsoo  +  ■  ■  ■  +  «iSo,«  ■  ■  ■  +  «i«5uo  +  ■  ■  ■  ge- 
setzt, wo  («)  den  Wert  von  u  für  a  =  «^  =  «j  =  ■  •  ■  =  0  angibt,  so 
findet  man  durch  Differentiationen  den  Wert 

Wenn  dann  etwa  u  ^^  (p(a  -^  t,  a,  +  t^,  u^-\- 1^, . . .)  genommen  wird,, 
so  ist  offenbar  die  letzte  Elammergröße  gleich 


■■). 


man  kommt   somit  auf  die   Taylorsche  Reihenentwicklung. 

Nimmt  man  m  als  Punktion  einer  Große  x  aa,  die  durch  die 
Differentiaägleiehung  -j—  =  s-jr  definiert  wird,  in  der  z  eine  beliebige 
Funktion  Ton  x  bedeutet,  dann  kommt  man  auf  ähnliche  Art  zu  der 
Lagrangeschen  Ueversionsformel.  Nach  derselben  Methode  lassen  sich 
viele  andere,  zur  Ditferenzenrechnung  gehörige  Formeln  herleiten,  die 
bereits  Lagrange  aufgestellt^)  und  zum  Teil  bewiesen  hatte. 

Das  Studium  der  Lambertacben  algebraischen  Arbeiten  führte 
Euler  zu  der  Aufgabe,  die  Lambertsche  Reihenentwicklnug  der 
Wurzel  einer  trinomischen  Gleichung  zu  verifizieren^). 

Es  mußte  dabei  folgendes  gezeigt  werden:  Wenn  x  eine  Wurzel 
der  -trinomischen  Gleichung  {a  —  ß)v  ■  x"'^^  =  x" ~  3?^  bedeutet,  so 
gilt  für  jedes  «  die  Gleichung 

3^"=  1  +  «tJ  +  y,K(»  +  U  +  ß)v'  +  ^n(n  +  a  +  2ß){n  +  2a+  ß)  v' 
+  {,« («  +  a  +  Sß}{n  +  2c^  +  2ß)(n  +  3a  +  ß)v*  +  ■  ■  ■ . 

Euler  geht  bei  dem  Beweise  folgendermaßen  vor.  Er  betrachtet  die 
rechte  Seite  der  zu  beweisenden  Gleichung  als  Funktion  von  n,  set^t 
sie  gleich  S(n)  und  zeigt,  daß  S{n  -  ß)  -  S(n  -«)  =  («-  ß)vS{n) 
wird.  Diese  Funktionalgleichung  laßt  sich  integrieren  und  führt  zu 
dem  Schlußergebnis,  daß  S(n)  =  af  ist. 

Für  tt^ß  geht  die  trinomische  Gleichung  über  in  log.3;  =  Ka;. 
Man  erhält  für  k  =■  1 

,.'''■+■■■• 

')  Möm.  Aoad.  Berlin  1772.  ')  Hov,  Comment.  Act  Pettop.  XX,  l'T5, 

■E  n,  p,  39. 
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Aus  dem  Jahre  1779  stammt  eine  umfangreiche,  das  Gehiet  der 
Differenzen rechnung    nahe    berührende    Arbeit   von   Laplaee"^).     Ist 

y^  eine  Funktion  von  x,  so  hei&i  ti  =yg-i- yj -\- y^i^ -\ h^z^'H 

die  erzeugende  Funktion  von  y^.  Bezeichnen  vfir  die  Differenzen 
J/i+i  ~  Px""  ^y^i  ^if^+i  ~"  ^y*  ""  ^*^ij  -  ■  ■   ^'^^  setzen 

^y^  ^  «j/i  +  i'y^t+i  +  t^^T+e  — I-  Qy^-i-n' 

s=^a  +  b-  —  +  c-j^  H \-S-  In'i 

dann  ist  nt^i^i—j  die  erzeugende  Funktion  von  A'V*j/j._^.  Insbe- 
sondere gehört  V'»/^  zur  erzeugenden  Fiiuiition  ws*.  Wird  i  negativ, 
so  treten  Summen  ^'  statt  der  Diiferenzen  A'  auf;  wil  — —] 
ist  die  erzeugende  Funktion  von  ^y^.  Hieraus  folgt,  daß  V'y^ 
durch  einfache  Entwicklung  algebraischer  Funktionen  gefunden  vrerden 
kann.  Bildet  man  z.  B.  u:f^  u  1(1  +  — j  —  II  und  entwickelt  die 
rechte  Seite,  so  entsteht 

».+,  -  y,  + '  A».  +  ^1-  A'!/.  +  -'-^:5^3--'  A«s,  +  ■ .  -. 

Dadurch,  daß  der  Wert  von  y^^i  auf  diese  Reihen-Form  gebracht  ist, 
hat  man  die  Möglichkeit,  für  i  gebrochene  Werte  einzuführen;  das 
gibt  also  die  Lösung  der  Interpolationsaufgabe  für  y^.  Lapiace 
leitet  auf  diese  Art  sowohl  bekannte,  wie  auch  neue  Formeln  her.  — 
In  großer  Ausführlichkeit  werden  in  den  Nummern  III  bis  VIII  be- 
sonders wichtige  Fälle  behandelt.  In  Nummer  IX  folgt  die  Trans- 
formation von  Reihen;  ihre  Besprechung  würde  uns  zu  weit  führen. 
—  Auch  auf  Reihen  von  zwei  Variablen  geht  Lapiace  ein.  Er 
nimmt  y^  „  als  Funktion  von  u  und  v  an  und  behandelt  die  „rekurro- 
rekurrenten"  Reihen  in  ähnlicher  Weise,  wie  er  die  von  einer 
Variablen  bebandelt  hatte. 

Die  nächste,  der  Zeit  wie  dem  Stoffe  nach  zu  erwähnende  Arbeit 
stammt  wieder  von  Euler').  Sie  beschäftigt  sich  mit  der  Reihen- 
entwicklung des  Produktes 

(i-i)Cl-i')(i-i')(i-»')... 

-  1  -  «'  -  :("  +  »'  +  rt'  -  l"  -  I»  +  . .  ■ . 
Hierin  liabeu  auf  der  rechten  Seite  die  Esponenten  die  Form 

[(3«'±«); 

und  der  zugehörige  Koeffizient  ist  gleich  (—  1)".    Diese  merkwürdige  Be- 

')  Hiet.  de  l'Acad.  Paris  1779  (178S),  p.  207.  ")  Act  Petrop.  IV,  1780, 

pars  I,  p.  47. 
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zietuug  hatte  E  ul  b  r  schon  früher  in  den  Nov.  Comment.  Äcad.  Petrop.  III, 
1750—1751,  p.  155  induktiv  hergeleitet  und  das  Resultat  in  das 
Kap.  XVI,  §  323  der  ,Jntroductio  in  Analyein"  aufgenommen.  Später 
hat  er  es  in  den  Nov.  Comment.  Acad.  Petrop.  pro  1754, 1755,  p.  75 
his  83  bewiesen.  Jetzt,  25  Jahre  später,  modifiziert  er  jenen  Beweis. 
Jacobi  beschäftigte  sich  1840  eingehend  mit  derartigen  Reihen,  bei 
denen  die  Exponenten  eine  arithmetische  Folge  zweiter  Ordnung 
bilden.  Er  stieß  auf  solche  Entwicklungen  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen,  Jacobi  nimmt  dabei^)  ausdrücklich  Bezug  anf 
diese  Eulerschen  Untersuchungen,  und  gibt  als  interessante  Ergän- 
zung zu  dem  Eulerschen  Satze  noch  die  folgende  Entwicklung  der 
dritten  Potenz  der  rechten  Seite  unserer  letzten  Gleichung 
(l-x-x^  +  x^  +  x^-x'^~x>-'  +  --  -f 

=  1  ~  'dx  +  5a^  —  lai^  +  Qx'"  -  llx^^  -\ ; 

hier  haben  die  Exponenten  der  rechten  Seite  die  Gestalt  —(n^-^-n); 
die  zugehörigen  Koeffizienten  sind  (—  1)''(2«  +  !)■ 

In  einer  anderen  Arbeit  des  gleichen  Jahres^)  dehnt  Euler  die 
Formel 

auf  gebrochene  Werte  von  «  ans;  es  handelt  sich  also  dabei  um  eine 
Interpolationsaufgabe.  Er  findet  mit  Hilfe  der  Integrale,  die  von 
Legendre  als  Eni  ersehe  Integrale  zweiter  Gattung  bezeichnet 
worden  sind, 

Ebenso  wird  für  gebrochene  n,  p,  q  auch 

(:)(f)+G-)U-.)+-=(i-S) 

behandelt.  Dag  behandelte  Problem  gehört  als  Inierp olationsproblem 
einer  Reihe  von  Aufgaben  an,  die  den  meisten  Forschern  der  da- 
maligen Zeit  sehr  am  Herzen  lag. 

Von  den  „Mathematical  Memoirs"  von  J.  Landen^)  haben  wir 
das  fünfte  „eine  neue  Methode,  um  die  Summen  gewisser  Reihen  zu 
erhalten"  in  unsere  Besprechungen  zu  ziehen.  Nach  einigen  analytischen 
Vorbereitungen  geht  Landen  so  vorr  Aus  den  Entwicklungen  von 
1{1  +  u)   und  l(l  +     j  folgert  er  ohne  Konvergeuz-Bedenken 

')  Jaoobia  Werke  VI,  p.  381.  ')  Act.  Petrop,  IV,  1780,  pars  I,  p.  74. 

')  London  1780, 
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Reihen, 
hierin  trägt   er  Zw  =  ^l/—- 1  ein  und  erhält 

2  1  2       +      3 

In  diese  Formel  setzt  er  zur  Herleitung  spezieller  Resultate 

usw.     Die    Integration    der  Formel  liefert 


wo  p"  =  1  —  öF  +  ai  ~  7?  +  ■  ■  ■    ist;    dies  wird   mittels    eines  Kunst- 
griffes =  Tö  bestimmt.  In  entsprechender  ArtleitetLanden  die  Formeln 


und 

her.     AuB  diesem  letzten  Resultate  folgt 

Im  folgenden  Jahre  veröffentlichte  Ed.  Waring^)  seine  „Medi- 
tationes  analyticae",  deren  drittes  und  viertes  Buch  uns  hier  inter- 
essiert. Wariiig  zeigt  zum  Teil  schon  moderne  Anschauungen  über 
Konvergenz  und  Divergenz;  er  sagt:  „streben  in  a  +  b  +  c-l-d+c-^ — 
die  Summen  a  +  h,  a  -\-  b  -\-  c,  a  -{-  h  -i-  c  +  d,  ...  einer  endlichen 
Größe  zu,  an  die  sie  näher  herankommen  als  eine  beliebig  gegebene 
Differenz,  ho  konvergiert  die  Reihe".  —  „Die  Reihe 

konvergiert  für  k  >  1 ,  und  für  m  <  1  divergiert  die  Reihe.  Ist  für 
beliebige  endliche  x  und  n  ^  oo  das  anendlich  ferne  Glied  a„< — -. 
dann  und  nur  dann  konvergiert  die  Reihe  «u  +  o^  -j-  o^  +  dj  +  ■  ■  ■ . 
Wenn  für  unendlich  großes  «  der  Quotient  a„'ci„^i  kleiner  (größer) 
als  1  ist,  so  divergiert  (konvergiert)  die  Reihe."  Wir  stoßen  also  hier 
auf  das  bekannte  Konvergenz-Kriterium.     In  die  Reihen 

')  CftntaLrigiae  1781. 
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14-"""  —  1— a;  +  «'  —  ic'  +  a:*  —  «'^H 

l"X""4l"""'  ""  ^  —  X -^  x''  ~  x*  +  x"  —  x''  -\ 

r~_L~i^4ri'  4-  ic'  ^^     —  3^  +  3:   —  X   -i-  X  —  x  -{-■■■ 
setzt  Waring  zwar  x=l   und   erhält  dabei  verschiedene  Werte  für 
1  —  1  +  1  —  1  +  1— 1  +  ----,   aber  er  setzt  bei  diesen  Herleitungen 
ausdrfloklich  hinzu  (S.  355):   „in  Wahrheit  kann  diesen  Reihen  keine 
Snmme  zugesprochen  werden", 

Waring  ist  in  erster  Linie  Aigebraiker;  das  zeigt  sieh  auch  hier 
darin,  daß  die  üntersuchnng  gern  auf  das  Oebiet  der  Gleichungen 
übertritt.  So  werden  die  Wurzeln  u,  ß,  y,  S,  .  . .  der  „infiniten" 
Gleichung  für  x  von  der  Gestalt  0  =  a  —  6 a;  +  cx^  —  dx^  +  ex^  —  ■■■ 
in  Zusammenhang  mit  den  Xoef&zienten  gebracht: 

^-i  +  )  +  7  +  -'  1-^.+^+  ■■  +  ^  +  - 

und  die  Reihe  liefert  in  Faktoren  aufgelöst 

«■(i-f)('-;)(i->)-=». 

wie  das  schon  in  den  Eulerschen  Untersuchungen  benutzt  ist.  —  Im 
vierten  Buche  geht  Waring  ausführlich  auf  Beziehungen  ein,  die 
zwischen  dem  n^"^  Reibeugliede,  der  Summe  der  n  ersten  Glieder  und 
der  Ordnungsziffer  n  selbst  bestehen  können;  ebenso  vergleicht  er 
Reihen,  zwischen  deren  Partialsuramen  vorgeschriebene  Relationen  be- 
stehen. Ausgiebigen  Gebrauch  zur  Herstellung  suoi mierbarer  Reihen 
macht  er  von  dem  Kunstgriff,  die  Summe  zu  geben  und  die  Reihen 
daraus  herzustellen.  Auf  weitere  Einzelheiten  des  umfassenden  Werkes 
hier  einzugehen,  müssen  wir  uns  versagen;  über  einige  Nachträge  zu 
den  „Meditationes  algebraicae"  werden  wir  an  gehöriger  Stelle  zu 
berichten  haben. 

Aus  dem  Jahre  1781  sind  noch  zwei  Enlersche  Arbeiten  zu  be- 
sprechen. Des  besseren  Zusammenhanges  wegen  behandeln  wir  sie  in 
der  umgekehrten  Folge  ihres  Erscheinens. 

Die  zweite,  kleinere  Arbeit  Eulers*)  dehnt  die  S.  274  bebandelte 
Summati  ons-Formel  für 

©(f)+(")(,^-r)-^©(^)+-=(S-:) 

atif  andere  Symbole 

K]K]+[T]biT]+ra[ifY]+-=[,;-!Ä] 


')  Act.  Petrop.  IV,  1781,  II,  p.  76. 
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findet  Euler 
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aus,  wo    -.      durch  die  Gleichung 

(l+x  +  x'  +  ---  +  x^y  =  l+[^]x  +  [^]x'+  [-}]  x''  +  -- 
erklärt  wird. 

Die  erste,  größere  Arbeit^}  beschäftigt  sich  mit  Umwandlungen 
der  harmonischen  Reihe 

l  +  ^+i  +  i  +  -.  +  i-C  +  !.  +  i-^  +  j|,-^,  +  |,-..., 

in  der,  verschieden  von  früherer  Bezeichnung  (vgl.  S.  262), 

Sl  =  -,    »----,    15  =  -^-,    ®  =  — ,    ®-=^,   ■-. 
"        6        ^        30 '     ^        42  30 '     ^        66 

die  Bernoullischen  Zahlen  sind,  und  C  =  0,5772156649...  die  Kon- 
stante bedeutet,  die  später  die  BeKeichnung  „Eulersche  Konstante" 
erhalten  hat.     Setzt  man 

lummen   von  w  =  1   bis  »  =  oo    erstr« 

1  -  C-\(^-l)  +l(ß-l)+\(,  -1)  +  ■■.; 
femer 

ebenso 

und  andere  Beziehungen  mehr.     Euler  gewinnt  dabei  den  Anschluß 

an  bereits  früher  von  ihm  angestellte  Untersuchungen  (Band  IIP, 
S.  657)  und  liefert  hier  den  Beweis  für  die,  dort  in  der  Gestalt 

gegebene  Summenformel.  Dabei  ist  .X  eine  Punktion  von  x  etwa  Xix) 
und   S(x)  ^  X(x)  +  X(x-\-r)+  X{x  +  2)  +  ---    oder,    wie    Euler 

kürzer  schreibt,  S  =  X  +  X'  +  X'  +  X'"  -{ . 

Ein  ähnliches  Problem  beschäftigt  Euler  auch  weiterhin.*)  Er 
fragt  nach  der  Summe  S -^  X  -  X'  +  X"  --  X"'  -\ .  Ist  S'  die- 
selbe Summe,  in  der  nur  x  durch  (x  -(-  1)  ersetzt  wird,  so  hat  man 
S -\- S'  =  X  und  erkennt  daraus,  daß  in  erster  Näherung  S^-^X 
und,  bei  noch  unbekannten  Koeffizienten  a,  ß,  y,  . .  .,  weiter 

')  Act.  Petrop.  IV,  1781,  11,  p.  45.  *)  Nov.  .A.et.  Acad.  Petrop.  U  pro 

1T84,  p.  46. 
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wird.  Die  a,  ß,  y,  ■  ■  ■  kann  maa  nun  mit  Hilfe  von  Reduktions- 
formeln  bestimmen,  und  zwar  am  bequemsten  diirch  die  Einführung 
einer  Funktion 

s  =  ^^  +  <tt  +  ßf  +  yt''  +  df  +  ■  ■  ■. 

Euler  bezeichnet  s—  ^  =  ^  und  findet    als   Bestimmun gs  -  Oleichnng 


Hieraus  ergeben  sich   dann   die  gesuchten  Koeffizienten  a,  ß,  y,  . 
die  in  enger  Beziehung  za  den  Bernonllischen  Zahlen   stehen. 

•(Introdnctio  in  analysin  infln,  Cap.  X,  §  168),  dann  wird 

-1  b  d*X        2»  — 1  c  d''X 


5!      2   rfai'  71 


Für  diese  Entwicklung   gibt  Euler  dann  noch  einen  zweiten  Beweis. 
Femer  behandelt  er  die  Summationen  der  beiden  Reihen 

n'X-  n^+'-X'  +  n^-^^X"  -  w^+^X'"  +  ■  ■  - 
und 

x\X  ~{x+  1)1  X'  +  (x  +  2)!X'  ~{x  +  'ä)lX"'  +  ■  ■  - . 

Die  Arbeit  wurde  erst  nach  dem  am  7.  September  1783  (A.  St.)  zu 
Petersburg  erfolgtenTodeEulers  publiziert.  Bei  seinen  Lebzeiten  waren 
von  ihm  allein  473  Abhandlungen  erHchieuen;  über  200  andere  hinterließ 
er.  Bis  zum  Jahre  1830,  also  beinahe  noch  50  Jahre,  nachdem 
Euler  die  Augen  geschlossen  hatte,  dauerten  die  Publikationen  ihres 
größten  Mitgliedes  seitens  der  Petersburger  Akademie  fort. 

Wir  kehren  zum  Jahre  1782  zurück  imd  erwähnen  einen  Aufeatz 
von  Nie.  Fuß'),  der  sich  auf  folgendes  stützt.  Es  seien  A,  B,  G, 
D,  .  .  .  X,  . .  .  beliebige  Größen  JJ,  Jli,  j}C,  ...  die  Reihe  ihrer 
ersten  Differenzen,  z/^j4,  ^^B,  z/^C,  . . .  die  ihrer  zweiten  Diffe- 
renzen usf.:  dann  hat  man  bekanntlich 


X-^  +  ^^..  +  ^..l.^f---"+^»^.in'-rJi^fl  +  . 


Daraus  folgt 

')  Act.  Petrop.  1782,  H,  p.  96. 
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die  linke  Seite  tritt  dabei  unter  der  Fonn  0:0  auf.  Gelingt  es,  den 
wahren  Wert  dieses  Quotienten  zu  bestimmen,  so  liefert  derselbe  die 
Summe  der  rechtsstehenden  Reihe.     So  findet  Fuß 

l,l  +  «)  =  U  +  ,:.x  +  ,J±."fr>)+,-^.'(-i.^  +  ... 

aus  der  Annahme  X  =  1(1  -\-  x);  und 

2(p  cosip  =  2ein9-cos2g5  +  -  2^sin^^stn3y  —     2" sin'' g)  cos 4 (p 

—     2*sin^qp  sinöflfi  +  -2*8in^ijj  coaöq»  -f-  --. 

aus  der  Annahme  X  =  Bin(l  +  2x)ifi. 

Von  dem  schon  erwähnten  Italiejier  Lorgna  stammt  eine  um- 
fangreiche Untersuchung  über  Reihensummen. ')  Wir  können  sie  aber 
gleichwohl  kurz,  behandeln,  da  ihr  Inhalt  im  wesentlichen  mit  dem 
der  früheren  Arbeit  übereinstimmt.  In  zehn  Kapiteln  werden  ver- 
schiedene Arten  von  eummierbaren  Reihen  besprochen.  Als  neu  heben 
wir  hervor  aus  Kap,  VI  die  Reihe  l!-l-2!-i-3!-f4!H \-x\,  allgemeiner 

(o  +  &)!  +  (a  +  2i)!  +  («+36)l  +  .-- 
und 

(m  +  1)  (.»  +  2)>  +  (m  +  1)  (m  +  2)  (m  +  3)' 

+  {Ol  +  1)  (»1  +  2)  («1  +  3,1  (m  +  4)  («1  +  4)'  +  ■ . .; 
aus  Kap.  VII 

(2  +  ((3  -  2i2)  +  (i4  —  3  ■  IS  +  3(2)  +  (lö  -  4M  +  6(3  -  4(2)  +  ■  ■  ■ ; 

«OS  Kap.  VIII 

P_        1{ap-\-l)         a(nj)  -I-  6fi  +  6)    4 (aji  4.  2 6 ji  +  6) 
«  ■(«  +  S)(l+l«'(«  +  2»)(l+2j>)'(o  +  ")(l  +  3l>)  ■■■ 
j>        2(jtj)-f-aii)        Z{a,p-\-bp  +  'ib)    4(aj)_+2  6j)+2&) 
"•"   ai'(0  +  6)(S+«'   (.+  !ij(S  +  2p)  ■   (i+3SH2  +  Sy)    ■■  +  ■■■; 

aus  Kap.  IX  die  Doppelreihe 

+(i-,ur.-^:+-)+--. 

iJie    benutzten   Summationsmethoden   sind   die   gleichen   wie   in   dem 
')  Memor.  mat.  fis.  Soc.  Ital.  I,  1782,  p.  268. 
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oben  (S.  269)  beBprocheneE  Aufsatze  des  Verfassers.  —  Wir  wollen 
gleich  hier  eine  dritte  Abhandlung  Lorgnas  erwälmeu,  trotzdem  sie 
«rat  1784,  also  zwei  Jahre  später  erschienen  ist.^)  In  ihr  handelt  es 
sieh  um  die  Snmmierung  der  Reihe 

wo  K  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen  bezeichnet.  Sie  wird 
durch  die  Substitution 

sinm«  -  /_-  (K"-  -  K'-")/(«  -  Y~I) 
geleistet.     Dadurch  wird 

^'+  1  =  2  (o-B:"  sin -^:(^^-l) 
und 

80  daß  in  jedem  Reihengliede  die  Summe  aus  dem  Nenner  in  den 
Zähler  geschafft  werden  kann.  —  Weiter  beschäftigt  sich  Lorgna  mit 
anderen  Reihen  und  erhält  z.  B.  die  Resultate 

..11    =  _J_ +  .. _l_, +  ..!-_  4. -_i +  .... 

6.  12         — 5^4.4  —  9^4.9  —  9^4-16  —  9^         ' 

I  ,p ?_     _     l    „  _J: .        J _!^ . 

6  5.12         —6        4-4  — 9~^4-9  — 9         4-16  — 9""" 

Wir  gehen  nunmehr  zu  einer,  ganz  anderen  Anschauungskreisen 
Angehörigen  Arbeit  von  Laplace  Über.^)  Bei  seinen  eingehenden 
Forschungen  im  Gebiete  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  ihrer 
praktischen  Verwertung  bei  national-ökonomische  Fragen  war  Laplace 
häufig  auf  Formeln  gestoßen,  die  zur  Berechnung  ganz  ungeeignet 
sich  zeigten,  weil  sehr  große  oder  sehr  viele  Zahlen  in  sie  eintraten. 
Handelt  es  sich  z.  B.  bei  hohem  Werte  des  s  um  die  Berechnung  von 

80  wird  dies  selbst  bei  der  Benutzung  von  Logarithmen  sehr  müh- 
selig. In  diesem  Falle  hatte  Stirling  eine  bequeme  Formel  zur  an- 
genäherten Berechnung  jenes  B in omialko effizienten  aufgestellt;  in 
anderen  Fällen  war,  wie  wir  oben  sahen,  D.  BernouUi  in  ähnlicher 
Weise  vorgegangen  (vgl.  S.  231).  Laplace  greift  hier  die  Frage 
fundamental  an  und  bringt  sie  zur  Lösung,     Seine  umfangi-eiche  Ab- 

')  Memor.  naat.  fis.  Soc.  Ital.  n,  1784,  p.  210.  *)  Eist.  Äcad.  Paris,   1782, 

p.  1,  und  1783,  p.  42S  (vgl.  8.  331). 
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liandlung  ist  aber  in  dtrartigem  Maße  von  Formeln  durchsetzt,  daß 
eine  Darlegung  der  Entwicklung  hier  nicht  möglich  erscheint.  Wir 
müssen  uns  auf  die  Angabe  des  Zieles  der  Untersuchung  und  auf  die 
Mitteilung  einiger  Resultate  beschränken.  Das  Problem,  dem  Laplace 
seinen  Scharfsinn  widmet,  zerfällt  in  zwei  Teile,  Zunächst  wird  eine 
Integration  durch  unendliche  Reihen  für  solche  Integranden  hergeleitet, 
die  in  hohe  Potenzen  erhobene  B'abtoreu  enthalten.  Die  bierfür  ge- 
gebenen Reihen  konvergieren  äußerst  schnell.  An  zweiter  Stelle 
werden  Funktionen,  von  welchen  man  angenäherte  Werte  sucht,  auf  die 
angegebene  Integralgestalt  gebracht,  deren  Eatwicklung  soeben  be- 
sprochen wurde.  Diese  Behsindlung  umfaßt  alle  Funktionen,  die  durch 
gewöhnliche  oder  partielle  Differenzen-  oder  Differentialgleichungen 
definiert  werden. 

Bei  solchen  Untersuchungen  treten  Integrale  von  der  Gestalt 

auf.    Laplace  bestimmt  außer  dem  schon  vor  ihm  bekannten  Integrale 


/-- 


'dt^n'':{iV^y2-V^), 


wo  %^  die  Stirlingsche  Konstante  1,311028777  . .  .  bedeutet,  die  zur 
Länge  der  elastischen  Kurve  in  enger  Beziehung  steht.  Der  dritte 
Abschnitt  der  Laplaceschen  Abhandlung  liefert  Anwendungen  der 
erhaltenen  Resultate  auf  schwierigere  Probleme  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

Ein  Aufsatz,  der  vielfach  an  die  Arbeiten  von  Lorgna  erinnert, 
stammt  von  dem  Engländer  Samuel  Vince.')  Im  eisten  Teile  geht 
der  Verfasser  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  Integration  von  --  -^ 
durch  'Logarithmen  und  Kreisfun ktiouen  ausführbar  sei,  und  daß 
andererseits  die  Reihenentwicklung  des  Bruches  mit  nachfolgender, 
von  0  bis  1  erstreckter  Integrution  die  Summe 

ergebe.  Daher  kann  die  Summe  S  dieser  Reihe  durch  die  angegebenen 
Transzendenten   ausgedrückt  werden;   S  wird  als  bekannt  angesehen. 

')  Phii.  Traoaact.  Lündou,  für  1782,  p.  38U. 
CiMüB,  ÖewjMchte  der  MBlhemHik  IV.  13 
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Auf  diese  Eeihe  werden  andere  dadurch  reduziert,  daß  Glieder  zerlegt 
oder  in  eins  zusammengezogen  werden.     So  findet  Vince 


1,(^+1)       (r  +  VA2r  +  i)'    (2r  +  l){3r+l)        {är  +  l){ir  +  1)  ^ 
--  l,  { l^ra  -  (r  +  2)b]S  -ra+(r+l)h\. 
Bei  der  Annahme  2ra  —  {r  +  2)h  fällt  S  weg.     So  erhalt  man   z.  B. 


Ändere,  in  ähnlicher  Art  summierte  Reihen  sind 


\  "f"  lov  _L  n;"a^  _i_  t\iif  X  t>    '    /j «-" 


l(r+l)(3,-  +  l)  ^(3r+l)(3f  +  l){4f  +  l)^(4r  +  l)(.5»-  +  l)(6r  +  I)^ 
femer 

V+lT(är+"ijr3>+""l)   +  "(3r-fl)(4r  +  l)5&r4-l) 


Dann  folgen  solche,  deren  Nenner  vier  derartige  Faktoren  enthält  usw. 
Durch  Spezialisierung  kann  man  auch  mitunter  das  trajiszendente  S 
aus  den  Formeln  entfernen.     Man  findet  u.  a. 


Der  zweite  Teil   beschäftigt    sich   mit   der   Summierung  von   Reihei 
die  die  Form  haben 


«(»  +  «.). ,,(«  +  m)"  '^   (n  +  m)(«+"2m),","-(«  +  [r+"l]m) 

+  («  +  ^m)(n  +  3  m)  ::.-(„ +"F+2J^)  '^  ' 
m  der  p,  Q,  t,  . .  .  eine  arithmetische  Reihe  beliebiger  Ordnung  bil 
Von  den  erlangten  Resultaten  führen  wir  an 

«-_-+_-,«  +  »  +       -LI  +..,_il; 

__'.■*     +....';•-+  ..Jj>     +       «■",     +..._  '  . 

J.3-6.7     '    a-5-7-0     '     5-7-9-11^7.ö.l!-13    '  "^4' 

1 .  4  -  7  .  10  ^  4  .  7  •  10  ■  13  ^  7  .  10  - 13  .  16  ^  10  -  13  -  10  ■  19  ^       236f 
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Im  dritten  Teile  geht  Vince  von  der  Bemerkwag  aus,  daß  in 
einer  unendlichen  Reihe,  deren  Glieder  nach  Null  konvergieren  und 
abwechselnde  Vorzeichen  haben,  aufeinander  folgende  Glieder  in  eins 
zusaramengefaßt  werden  dürfen,  wie  hei 

^  'i  ■  3  ~  i'-l  ~  Q~ ■  1  ~  "  "'' 

diiß  dies  aher  bei  Reihen,    deren  Glieder   nach  einer  eiKllichen  Größe 
=i=  0  konvergieren,  nicht  erlaubt  sei;  daß  also  nicht 

~2    ~"  '3    ~'~  ~i    ~  T  ~^  ~G    ~  'l      *     '  ■  ■  fTs  ~  4  -~ö  ~   H  ■  7  ~  '  ■  ' 


Es  müBsen  also  bei  solcher  Zusammenfassnng  noch  Er^nzimgagli  eder 
beigefügt  werden.  Das  erklärt  sich  (an  den  obigen  Beispielen)  so:  Die 
Reihe  —  --—  —  — -   —  ---  —  -  ■  ■    „hört  im  Unendlichen  auf",  da  ihre 

Glieder  0,  0,  ■  ■  ■  werden;  die  Reihe ^  ~^  ~r  ^  \  —  .  .  .  „geht  im 

Unendlichen  noch  fort",  da  sie  die  Gestalt  1  —  1  +  1  —  1  ■  ■  ■  annimmt. 
Die  Wahrung  der  Gleichheit  fordert  also,  daß  man  zum  Ausdrucke 
—  y— g  ~  i .  5  ~  ■  " '  "'^''^  1— 1  +  1  —  1+--  hinzuföge.  Und  das 
hat  „bekanntlieh"  den  Wert  --  ■  Genau  aus  den  gleichen.  Granden 
wird  bei  -—  4-  o"  .  +  .   ^  +  ■  ■  ■  "las  Ergänzungsglied 

-1  +  1-1  +  1-.. .--A 

sein.  Es  ist  interessant  zu  sehen,  welche  wilden  Schößlinge  die  Lehre 
von  den  divergenten  Reihen  treibt,  und  wieviel  Scharfsinn  auf  das 
Dogma  von  der  Summe  solcher  Reihen  aufgewendet  wurde. 

In  dem  Eulersohen  Werke,  dessen  erster  Teil  1783,  in  des  Ver- 
fassers Todesjahr,  dessen  zweiter  1785  zu  Petersburg  erschien  und  den 
Titel  „Opuseula  analytica"  trägt,  finden  wir  Reihen-Untersuchungen. 
Gleich  die  erste  Abhandlung  (p.  3)  des  ersten  Bandes  gehört  hierher. 
Das  in  ihr  behandelte  Problem  ist  etwas  unbestimmt  gedacht  und 
ausgedrückt:  Eine  Reihe  von  Zahlen  A,  li,  G,  D,  E,  F,  ■  ■  ■  ist  ge- 
geben, und  eine  andere  a,  b,  c,  d,  e,y  f,  g,  ■  ■  •  soU  gefunden  werden,  so 
daß  ah  =  A;  hc=^B;  cd  =  C;  de  =  D;  ef  ^  E;  fg  =  G;  ■  ■  ■  wird. 
Offenbar  hängt  alles  von  der  Bestimmung  des  a  ab,  und  dies  «  bleibt 
ganz  willkürlich.    Enler  sucht  nun,  ohne  es  ausdrücklich  anzugeben, 
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einen  solchen  Wert  des  «,  für  den  die  Iteihe  a,  h,  c,  il,  ■  ■  ■  niÖglichat 
einfach  sich  gestaltet.  Er  findet  für  diese,  auch  so  noch  unhestimmto 
Aufgabe,  da  der  Begriff  der  „Einfachheit"  unbestimmt  ist, 

s  _    .  A_^C  C^  E  ■  G 
"'   "       B   B  D-D  F"-F  ■  ■  ■ 

und  stellt  daraus  bei  besonderen  Annahmen  über  A,  B,  C,  ■  ■  ■  das  a- 
durch  Integrale  dar.  Andererseits  entwickelt  er  «^  in  einen  Ketten- 
bruch  und  erhält  durch  Gleichsetzung  heider  Lösungen  merkwürdige 
Beziehungen,  von  denen  wir  wenigstens  eine  anführen  wollen,  nämlich 

■3  ^  1  +  2/3  +  l  ■  3/4  +  3  -  5/4  +  5  ■  7/4  +  7  ■  9/4  1  ■  ■  ■ . 

Die  zweite  Abhandlung  dieses  Bandes  führt  Eulera  frühe  Unter- 
suchungen (S.  260)  über  die  Potenzerhebung  von  (l  -^  x  -[-  w^)",  ins- 
besondere über  den  Koeffi7.ienten  von  x"  in  diesem  entwickelten  Po- 
lynome weiter,  in  der  ausgesprochenen  Absicht,  verschiedene  analy- 
tische Kunstgriffe  darzulegen,  und  andererseits  zu  zeigen,  wie  vor- 
sichtig man  mit  Induktionsschlüssen  sein  müsse. 

Der  vierte  Aufsatz  (p.  85)  beschäftigt  sich  mit  Kettenbrüchen 
und  steht  in  gewissem  Zusammenhange  mit  dem  zweiten  Teile  des 
ersten  Aufsatzes.  Mit  Hilfe  eigentümlicher  Relationen  werden  Glei- 
chungen zwischen  gewissen  Kettenbrüchen  hergestellt,  aus  denen 
durch  Spezialisierung  folgendes  Resultat  hervorgeht.     Setzt  man 

p^m+  nlim  -M)  +  («  +  l)/(m  -^  2)  +  (»  +  2)/(w  +  3)  -f  •  -  ■ , 
so  wird 

t«  -  1)  r  p  =  1  4-  (»  -  »»  -  2)/(m  +  2)  +  (w  -  m  -  3)/(m  +  3)  +  ■  •  ■ . 
Daraus  folgt  der  Wert  von  p  für  n=-  m  +  2,  m  -|-  3,  »b  -|-  4,  ■  -  -  • 
Auch  für  n  =  m  -\-  \  gelingt,  freilich  auf  andere  Weise,  die  Bestim- 
mung.    Setzt  man  in  diesem  Falle  p  =       —  1,  so  wird 


'•'       m-l-I       (m-!-l)(m-i-2)^(»i+l)(m-J-S)(m-i-3) 

Im    sechsten  Aufsatze  (p.  157)    wird  die  Aufgabe  behandelt,  die 
Koeffizienten  der  Reibe 

y=-Äx  +  Bx{x^  —  a^)  +  Cx{x^  -  a^  {x^  -  ¥) 

+  I>x{x'~a^){x^-h'){x'-c')  +  --- 

so  zu  bestimmen,  daß  y  i^t  x  =^  a,  h,  c,  d,  ■  •  ■  die  Werte  p,  q,r,  s,-  ■  ■ 

annimmt.     Für  a,  h,  c,  d,  ■  •  ■   werden    dann   irgendwelche    Kreisbögen 
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(beim  Kreis-Radius  1)  und  für  p,  q,  r,  s,  ■  -  ■    ihre  Sinus   eingf 
dabei  wird  allgemein  p  =  sin  iE.     Das  liefert 

1  ==  A  ("l  +       "■—  + "■'}-   —.  -  +  ...) 

hiy~n'i  \     ^   c'-^b''^  (c*  _  6>)  (rf"  _  ö»)  ^         y  ^ 

und  fühlet  durch  Spezialisierung  auf  interessante  Formeln. 

Auch  der  zweite  Band  der  Opuscula  liefert  Bemerkenswertes. 
Im  siebeuten  Aufsatze  (p,  102)  wird  die  Zerlegung  transzendenter 
Brüche  in  unendliche  Reiben  geliefert.  Ist  -^  dieser  Bruch,  dessen 
Kenner  eine  transzendente  Funktion  von  z  ist;  ist  a  eine  Wurzel 
des  gleich  Null  gesetzten  Nenners,  so  wird  der  Zähler  tt  des 
Gliedes  — ^— ,  das  in  -^  als  Partialbruch  eingeht,  durch 

_  Pde  +  (z  —  a)dP 
'^~  dQ 

gegeben.     Diese  Bestimmung  der  Zähler  wird  auf  — .- - ,  auf 


angewendet. 

Die  nächste  Abhandlung   beschäftigt  sich   mit   der  Umwandlung 
von  Reihen  in  Kettenbrüche  (p.  138)  in  der  Gestalt 

ßll  +  ,/c  +  ä/Vi  +  . . .  _  4  -  J;^-  +  j'^-  -  5j  +  ■  ■  ■  ■ 
So  wird  aus  der  Reihe  1  —  -  -i^    -  ■ — j-  +  -  •  -  =  Z2  hergeleitet 

1:^2  =  1  f  P'l  +  2V1  +3V1  +  ■■■, 
und  aus  1  —  +  y  ^  >  +  ■  " "  =  ^  folgt  die  Brounckersche  Ent- 
wicklung 4 ;  IT  =  1+  1 V2  +  372  +  572  +  ■  ■  -.  Hier  mag  gleich  bemerkt 
werden,  daß  Euler  auch^)  die  umgekehrte  Aufgabe  loste:  den  Brouu- 
ckerscheu  Kettenbruch  in  die  Leibnizsche  Formel  umzuwandeln. 
Femer  folgt  l'Ur  s  =  --  —     g  +   -ß.  —  ■  ■  ■  d^r  reziproke  Wert 

]-^a  +  a!(ß  -  1)  +  ßl{y  -  1)  +  yliÖ  -  1)  +  ■  ■  ■ ; 

und  aus  5  =  -^ j-l-  _.,.  ergibt  sich  allsremeiner 

a         aß        aßy  ^  " 

')  Nov.  Act.  Pctrop.  II,  1784,  p.  33. 
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I  =  «  +  ax/{ß  -~x)  +  ßx/(y  ^x)  +  yx!{8  -  x)  ^- ■  ■  ■ 
und  dgl.  mehr. 

Das  gleiche  Thema  wird  in  einer  späteren  Abhandlung  (p.  217i 
fortgesetzt.  Euler  erledigt  dabei  den  Fall,  der  den  früheren  Me- 
thoden nicht  zugänglich  war,  daß  alle  Teilzähler  gleich  1  sind,  wäh- 
rend die  TeQnenner  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Die  Lösung 
wird  durch  die  Integration  einer  Differentialgleichung  vermittelt. 

In  der  zehnten  dieser  Arbeiten  (p.  240)  bandelt  es  sich,  ohne  daß 
erwähnenswerte  Resultate  zutage  gefördert  wei-den,  um  die  Summe  der 
Reihe 

T  ■^   h~   7   ~  Fi  ~f"  l;(  "^  IT  ~  lii  ~"  23  +  39  ^  3l  "■"■*■  ■ 
Die  elfte  Arbeit  des  zweiten  Bandes  (p.  257)  gibt  eine  neue  Ab- 
leitung der  Summen  1  +  -„.  A — ^r  -F    «,  -\ — «^  ^  •  •  ■  >    die    sich    auf 
o  2?*        gSt        ^at        j^s* 

die  Entwicklung  der  beiden  Formeln 

und 

„tg"-  "  ~  "  ~  "  ■" 

stützt. 

Nach  der  Besprechung  der  auf  Reihen  bezüglichen  Arbeiten  in 
Eulers  Sammelwerke  „Opuscula  analytica"  gehen  wir  zu  einem  Auf- 
sätze von  E.  Waring  über.*)  Waring  betrachtet  bauptsäcblicli 
Reihen,  deren  allgemeines  Glied  eine  rationale  Funktion  des  Stellen- 
zeigers oder,  wie  sein  Ausdruck  lautet,  der  Entfernung  vom  Anfangs- 
gliede  ist.  Er  geht  davon  aus,  eine  gegebene  Summe  A(x)  in  eine 
nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  sich  entwickelt  zu  denken. 

Setzt  man  den  Nenner  von  Ä{x)  gleich  Null,  so  liefert  die,  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  die  obere 
Grenze  für  die  Konvergenz  der  Reihe,  Das  ist  also  eine  bereits  voll- 
kommen moderne  Auffassung;  bemerkenswert  ist,  daß  hier  bei  einer 
komplexen  Wurzel  a  -^-h  ]/—  1  statt  des  absoluten  Betrages  y«*  +  i" 
die  kleinere  der  beiden  Größen  ■a  —  'h\,  !  a  +  6    genommen  wird.  -— 

Hat  das    allgemeine  Glied   die  Form  i//_r"j"  i  ii.,".?, _|_p"4.~ii~^il 

mit  m  ^  H  —  2,  so  kann  es  in  ein  Aggregat 


')  Phil.  Tranäact.  R, 
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gewandelt  werden,  und  als  Reihensumme  ergibt  sich  diiher 

-j_  + ! + 


In  ähnlicher  Weise  werden  Reihen  behandelt,  deren  Glieder  mit 
Nennern  der  verwickeiteren  Form 

(g  +  e)---{^  +  e  +  n-l)-(2  +  f)---{,  +  f+n-l)-(2+g)--- 

(^  +  //  +  «-  1)  ■■  ■ 

behaftet  sind.  Die  Bestimmung  der  Reihensumme  Iraim  auch  mit 
Hilfe  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  geliefert  werden, 
da  durch  die  eben  besprochene  Überlegung  die  Form  der  Summe  be- 


kannt   ist;   zum   allgemeinen   Gliede 


z.  B.  gehört  nämlich  eine  Summe  ; — -. — r -, — .— ,,  — -,-  -; — 

Waring  behandelt  dann  auch  den  Fall,  daß  zum  angegebenen  all- 
gemeinen Gliede  ein  Esponentialfaktor  3=  hinzutritt.  —  Des  weiteren 
bespricht  er  das  folgende  Verfahren  zur  Herstellung  summierbarer 
Reihen:  Ist  Mj,,  Mj  ,  Mj,  •  ■  ■  eine  unendliche  Reihe  von,  nach  der  NuU  als 
Grenze  konvergierenden  Zahlen,  so  hat  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen 

Gliede    {att,  +  ßu,  +  ^  +  yih+f,+ ■  ■  ■),    falls    a  +  ß  +  y -\ ■O   ist, 

eine  leicht  angebbare  Summe.  —  Femer  bildet  Waring  aus  einer  Reihe 
mit  bekannter  Summe  i  =  «^  -|-  a^x  -f  ii^x^  +  OgX^  -f  . . .  durch  Multi- 
plikation mit  x""  und  Differentiation 

u  =  x^f^  =  ra^x--  +  (r  +  l)a,x'-^'  +  0"  +  2}^,  «'+'  +  ■■  ■; 


^rsaoX-+(/-  +  l)(s+l)fl,r  +  i  +  - 


usf.  ■ — -Wie  man  sieht,  geht  Warings  Absicht  darauf  hinaus,  Regeln 
zu  bilden,  die  zur  Herstellung  summierbarer  Reihen  führen.  —  Den 
Schluß  des  Aufsatzes  bilden  Prioritätsreklamationen  gegenüber  Euler 
und  Lagrange  hinsichtlieh  algebraischer  Entdeckungen.  So  nimmt 
Waring  die  Behandlung  der  Wurzeln  einer  auflösbaren  Gleichung 
in  der  Gestalt  y  =  aYp  +  bYp^  +  ^Vp^  +  ■  ■  ■  gegen  Euler  für  aich 
m  Anspruch;  Bestimmuogen  der  Anzahl  komplexer  Wurzelpaare  einer 
Gleichung  gegen  Lagrange.  Für  die  damalige  Zeit,  die  noch  nicht 
im  Zeichen  des  Verkehrs  stand,  sind  derartige  Fälle  durchaus  nicht 
überraschend;  Waring  behandelt  sie  auch  demgemäß:  „er  habe  an 
Euler  eine  Arbeit  geschickt;  ob  der  sie  je  empfangen  habe,  könne 
er  nicht  si^en". 
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Die  zeitliclie  Folge  leitet  uns  minmehr  zu  einem  Aufsätze  von 
Carlo  ßianella  über^).  In  vier  Paragrapheu  werden  Fragen  be- 
sprochen, die  sich  auf  die  Theorie  der  Reihen  beziehen.  Im  erateu 
Paragrapheu  wird  ^=1  —  -+  „  —  .-  +  ■■■  zur  n*^"  Potenz  er- 
hoben.    Dabei  findet  eich  die  Relation,  deren  Richtigkeit  evident  ist, 

(1  +  rl)"  -  1  +  "  l'^-  +  "'l'f-  +  "'|]^'  +  .  .  ■ . 

Im  zweiten  Paragi-aphen  wird   die  Reihe  J.  +  -?f  +  G  +  ■  ■  -  —  lg 
summiert,  wo  die  einzelnen  Glieder  A,  B,  C, . .  .  durch  die  Gleichung 

bestimmt  sind.  Der  dritte  Paragraph  beschäftigt  sich  mit  einem 
Symbole  d,  für  das  da"=  na''~'  ist.  Dadurch  kürzen  sich  manche 
Formeln  in  ihrer  Schreibweise  wesentlich  ab;  man  erhält  z,  B, 

und  im  vierten  Paragraphen  wird  das  gleiche  Symbol  d  für  die  Trans- 
formation und  die  Iteration  von  Reihen  ausgenützt. 

Ein  kleiner  Streit  spielt  sich  um  diese  Zeit  ab.  Euler  hatte, 
unbekümmert  um  Konvergenz -Not  wendigkeiten,  die  Gleichung 

2+l  +  T  +  T  +  A+---lg(l  +  T+.;+T  +  --) 

aufgestellt^).  Greg.  Fontana^)  greift  die  Ableitung  der  Gleichung 
an;  Nik.  Fuß  verteidigt  sie*).  Auch  über  die  Eulursche  Behauptung, 
daß  ^— x-^  +  ~^  -f-  ■  .  .  4-  ^^-jß  'F  lg  -ii  für  «  =  oo  werde, 
herrschen  verschiedene  Meinungen,  G.  Pontana  erwähnt  übrigens 
den  bereits  verstorbenen  Euler  bei  seinen  Angriffen  nirgend.  Es  ist 
ein  „Verfahren  gegen  Unbekannt"  das  er  einschlägt.  Fuß  weist 
aber  nach,  daß  nur  Euler  bei  den  Angriffen  gemeint  sein  kann. 
Aus  der  Fußschen  Abhandlung  heben  wir  hier  gleich  noch  eine 
interessante  Formel  heraus,  die  in  den  letzten  Paragraphen  der  Arbeit 


')  Mem.  Acad.  Turin  I,  1784^1785,  p,  301.  *)  Coinm.  Petrop.  IX  (ITST), 
17i4,  p.  188.  ')  Mem.  mat.  fle.  Soc.  Ital.  11,  1784,  p,  133.  *)  Nov.  Act.  Petrop. 
VlII,  1790,  p.  201. 
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-  =  1  —  12.     Ihr  Beweis   ist  ja  aehr 

einfacli. 

Aus  demselben  Jahre  1784  stammt  Ton  dem  eben  erwähnten 
ö.  Fontana  eine  zweite  Arbeif-)  über  nnendliche  Reiben,  in  der  er 
wiederum  gelegentlich  Eulers  Schlüsse  angreift.  Der  Hauptinhalt 
der  Abhandlung  liegt  in  der  Benutzung  der  Integralrechnung  für  die 
Summierung  von  Reihen.  Ale  Beispiel  möge  folgendes  dienen:  um 
iS  =  1  +  ", 7  +  -„,  -!-■■■  zu  finden,  leitet  er  j-,  =yS  her  und  inte- 
griert  diese  Differentialgleichung.     Ähnlich  behandelt  er 

L'r  kommt  auch  auf  Bossuts  Theoreme  (vgl,  S,  2C4). 

Aus  dem  im  Jahre  1785  erschienenen  letzten  Bande  des  Brief- 
wechsels Lamberts  interessieren  uns  hier  zwei  Stellen^),  in  denen 
Ludwig  Oberreit  über  eine  Reihen  trän  sformation  berichtet,  die  er 
und  schon  vor  ihm  Lambert  gefunden  hatte.  Von  Oberreit  werde 
erwähnt,  daß  er  1734  zu  Lindau  geboren  wurde  und  1803  zu  Dresden 
als  Finanzbeamter  starb.     Die  erwähnte  Transformation  von 

y  —  ax'"  —  ix""*'"  -\-  cx'"-^^"  -f,  .  .  . 

geht  so  voi-  sich,  daß  die  Gleichung  zunächst  mit  a  -f-  hx"  multi- 
pliziert   wird.     Dadurch  fällt  das  Glied  mit  x^*"  fort,  und  man  hat 

(_a  -|-  hx")tf  —  a^x'"  —  ax'"'^""  —  h'x"''^^''  +  c'x'"'^*"  —  -  ■  ■; 

tlurch  MultipÜkation  mit  (a' +  'b'xf)  wird  das  GUied  mit  x'"*^"  weg- 
geschafft usw.     Dieses  Vorgehen  liefert 

Wendet  man  diese  Transformation  auf  die  Reihen  für  die  Logarithmen, 
für  die  Quadrat-  und  die  Kubikwurzeln  an,  so  erhält  man  sehr  schnell 
konvergierende  Entwicklungen. 

Im  Jahre  1786  veröffenthcht  A.  M.  Lorgna  wieder  eine  Reihen- 
untersuchung *).     Er  summiert 

')  Mem.  mat.  fis.  Soc.  Ital,  II,  1784,  p.  880.  *)  Lamberts  gelehrter 

deutscher  Briefwechsel,  herausgeg.  von  Joh  BernouUi,  Baud  V  (1785),  p,  HOi 
und  p,  3Ö4.         ')  Möm.  Acad.  aci.  Turin  m,  1786—1787. 
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sTn  (i»  +  q)^   —   Bin{p-\-2q)q,   "^    sm  (j)"+ 3  ^  —  "  '  -^   sin  (jy  +"^5)"^ 
(und  die  entsprechende  Reihe  für  die  Kosinus)  durch  Benutzung  des 

Integrals    /  ?„—.-"'-    für   endliehe   und    für   unendlich    große   n.     Bei- 
spielsweise wird  für  ip  =       gefunden 

Vi  ,  +  .iV»  +  SnV^  +  ■  ■  -  l'ä  +  "  ■ 

G.   Fontana   gibt    ohne  Beweise^}    37   Theoreme    über  Reihen- 
ir  führen,  um  eine  Anschauung    zu  vermitteln,    einige   an: 


'    2-4-6    '^2-4-6-8 
1  l'-3  l'-3' 


Das  genüge! 

Mit  rekurrenten  Reihen  beschäftigt  sich  Gian,  Franc.  Mal- 
fatti*).  Er  knüpft  an  Lagranges  grundlegende  Untersuchungen 
an.  Ist  Äy^  -j-  JÖty^+i  -[-.,.  -|-  Ny.^_^^  =  0  die  Relation,  die  je  (» -j- 1) 
aufeinander  folgende  Reihenglieder  verbindet,  dann  ist 

das  allgemeine  Reihenglied,  wobei  a,  ß,  y,  .  . .  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung A  +  m  •{-■■■  -\-  Nt"  =  0  sind.  Dabei  werden  a,  ß,  y,  .  .  .  von- 
einander verschieden  angenommen.  Die  Behandlung  gleicher  Wurzeln 
hatte  Lagrange  geliefert;  aber  Malfatti  hndet  sein  Verfahren  in- 
korrekt, zeigt  den  Fehler  an  einem  Beispiele  und  ersetzt  es  durch 
ein  anderes,  das  er  im  Falle  zweier  und  dreier  gleichen  Wurzeln  er- 
läutert (vgl.  aber  auch  S.  295),  — 

Eine  eigentümliche,  der  Differentiation,  und  eine  andere  der 
Integration  ähnliche  Rechnungsart  bespricht  Euler^)  in  einem  kurzen 
Aufsatze.  Ihm  ist  aufgefallen,  daß  die  Formeln  für  die  Reihen  summen 
1"  +  2"  -f  3"  -f  -  -  -  +  a:"  bei  aufeinander  folgenden  ganzzahligeu 
Werten  von  n  in  engem  Zusammenhange  stehen.  So  kann  man  aus 
1*  -1-  2*  H h  ic*  =  ^^'^  +  l  ''^  +  ix''  +  0-x^—^x   durch   Inte- 


')  Mein,  mal  fis.  Soc.  Ital,  III,   1786—1787,  p.  174.  ')  Ibid.  m,  178(i, 

p.  571.         ")  Nov.  Act.  Acad.  Fetrop.  VI,  1788,  p.  3, 
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gration  der  rechten  Seite  und  gleiclizeitige  Multiplikation  mit  5  herleiten 
r-  +  2''  +  ---  +  x'  =  -^x^+lx'  +  ^a^+0-cc^-  -x'  +  est.  In 
ähnlicher  Weise  geht  er  von  w  auf  (n  —  1}  zurück.  Größere  Wich- 
tigkeit können  wir  dieser  gelegentlichen  Bemerkung  nicht  zu- 
sprechen. — 

Aus  dem  Jahre  1787  ist  kaum  etwas  beizubringen.  Denn  die 
Arbeit  von  E.  Waring^),  deren  Titel  auf  Reihen  hinweist:  „Werte 
algebraischer  Größen  ausgedrückt  durch  konvergente  Reihen",  ist  in 
Wahrheit  algebraischer  Natur;  sie  rechtfertigt  ihren  Titel  nur  durch 
eine  ungerechtfertigte  Benutzung  des  binomischen  Lehrsatzes  für  ge- 
brochene Exponenten.  Am  Schlüsse  gibt  sie  eine  historische  Über- 
sicht über  die  bis  zur  damaligen  Zeit  unternommenen  Versuche,  die 
Anzahl  der  positiven  und  der  negativen  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  zu  bestimmen. 

Wir  haben  jetzt  auf  eine  umfangreiche,  in  Buchform  erschienene 
Schrift  von  Johann  Friedrich  Pfaff  einzugehen^):  „Versuch  einer 
neuen  Sunimationsmethode  nebst  anderen  damit  zusammenhängenden 
analytischen  Bemerkungen". 

Pfaff  beginnt  mit  einer  Reihe  literarischer  Notizen.  Im  zweiten 
Abschnitte  setzt  er  seine  Methode  auseinander,  die  als  Hilfssätze  die 
bedenklichen  Gleichungen 

1  _  1  +  1  -  1  _^ =  _^.     und     1'"  -  2"'  +  3'"  -  4'"  + 0 

benutzt.     Handelt  es  sich  nun  z.  B,  um  die  Reihe 


Zip  +  -  ■  sin  ö(p  —  - 


so  setzt  Pfaff  für  jedes  Glied  die  Potenz entwicklung  nach  dem  Bogen 
ein    und    faßt    die  Glieder  von  gleichen  Exponenten  in  y  zusammen. 
So  entsteht     mit  Benutzung  der  obigen  fragwürdigen  Resultate 
^p  .  (1  _  1  +  1  _  1  +  . .  .)  _  ^'  (1  _  2«  +  3^  _  4^  +  -  .  .) 

also  merkwürdigerweise  etwas  Richtiges.     Ähnlich  wird 

sin  2w     ,     Bin  Sw  ,      aiaw'         ai-aiai'     ,    aiaiif''    , 

Rinro  — -,—  -;-  +  -^ — ^-  —  .  ■  .     und    -  -* —  4-  +  ■  ■  ■ 

gs«-i        32,,- 1  j.„  2».  3™ 

behandelt.    Im  letzten  Falle  ist  die  Summe  nur  dann  angebbar,  wenn 
')  Phil.  Trausact,  Lond.  1787,  p.  71.         =)   Berlin  178». 
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r  und  m  zugleich  gerade  oder  zugleich  ungerade  sind.  Pfaff  findet 
für  die  letzte  Summe  0,  wenn  «*<r;  dagegen  +-^9'"^  wenn  jw  =  r 
ist.     Ebenso  werden  Reihen 


X~l       n^"    '  siiinip''  ,      ^C 


untersucht  und  mittels  der  Substitution  1  =  ft)/— 1  umgeformt.  Auf 
weitere  Einzelheiten  gehen  wir  nicht  ein,  da  die  Grundlagen  seiner 
Beweisführung  zu  wenig  fest  sind. 

Aus  dem  Jahre  1789  haben  wir  eine  kleinere  Arbeit  Eulers  zu  er- 
wähnen^), in  der  er  darauf  aufmerksam  macht,  daß  die  Substitution 
X  =  r  (cos  ip  4-  y~  1  sin  (p)  von  der  Summe  der  Reihe 

A  +  Bx+Cx'  +  Dx^  +  -  ■  - 
auf  die  Summen  der  beiden  Reihen  führt 

Ä  +  Br  cos  ff  -\-  Cr^  cos  2tp  -{-  I)r^  cos  3  (p  +  ■  ■  - 
und 

JJrsiny +  Cr2sin2y  +  Drsin3y +  .-. 

(vgl.  S.  268),  Diese  Methode  verwendet  Euler  auf  die  binomische 
Formel.  Unter  Vernachlässigung  der  Kouvergeuzfrage  stößt  er  dabei 
auf  Resultate  wie 

1-4COS95  +  10cos29  — 20eos3^-j-''--cos2gj:(l6  cos  |^) 

und  1-3  +  5-7  +  9 ^0. 

Unter  den  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  im 
Jahre  1790  befinden  sieh  zwei  Abhandlungen  Eulers^),  deren  erste 
an  eine  frohere  des  Jahres  1781  anknüpft  (vgl.  8.  276).  Es  handelt 
sich  um  die  Summen 

(:)©+©tTi)+0U.)+-(':±?). 

die  für  ganze  Werte  von  in,  «,  p  bewiesen  werden  und  die  auf  be- 
liebige  Werte   von   m,  ii,  p   ausgedehnt    werden    sollen;    also    auch 

hier  wieder  um  eine  Interpolationsaui'gabe.  Der  Wert  von  I— J  für 
beliebige  p,  q  wird  mit  Hilfe  von    l  {l     \  dx  =  p\  definiert,  und  dann 

')  Nov.  Act.  Petrop.  VIT,  1789,  p.  87,         ^  Ibid.  VIII,  1790,  p.  32. 
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die  vorgelegte  Summe  als  ein  bestimmtes  Integral  dargestellt.     Setzt 


/^ 


■(l-a^')* 


■4-;,..    1/1  j,\^~'j  «       a  +  b  a->r  2  b 


und   das   leitet   zur  Lösung   hin.     Auch   mit  Aufgaben  folgender  Art 
beschäftigt  sich  Eviler  in  «iieser  Arbeit:  Er  setzt 

(1  —  a*)"  *  =  1  +  Ax"  +  Bx^"  +  Cx^"  +  ■■■ 
und 

(1  -  x")'^  =  1  +  "üx"  +  SS«^*  +  6a:"'  +  ■  ■  • 

und  bestimmt  die  Summen  der  Koeffizienten-Aggregate 

l  +  9[^  +  S5B  +  -.-,  A  +  9tB  +  S6'+-.-,  B+ ?IC  +  SX»  +  ■  ■  ■- 

Sebastiano  Canfcerzani  untersucht^)  die  Umkehrung  der  Reihe 
y  =  a  X -\- a"ir^ -\- a"x^ -^  ■  ■  ■,  mag  die  rechte  Seite  dabei  bis  ins 
Unendliche  gehen  oder  im  Endlichen  abbrechen.     Er  findet 

x^h'y  +  b"y^  +  h"'i/  +  ■  ■  • 

.,    ,,         1        ,„              b'^a"      ,,„         -~^b'b"a"  —  b'^a"  ,      .,  ,    ,. 

mit  0  ^  ~  ,    b    =^  —  -,  -,   0    =-       ; ,  ■  ■  ■  und  gi  bt  die 

Regel  für  die  Bildung  der  Zähler  an.     Die   erhaltenen  Resultate  ver- 
wendet der  Verfasser  bei  der  Lösung  der  Gleichung 

0  -=  —  j/  +  a'x  +  a"x^  +  ■  ■  -. 

Konvergiert  die  Reihe  für  x,  dann  konvergiert  sie,  wie  dem  Verfasser 
„scheint",  nach  der,  dem  absoluten  Werte  nach,  kleinsten  GSeichungs- 
wurzel,  falls  diese  reell  ist;  das  hatte  bereits  E,  Waring  angegeben. 
Von  den  Eulerschen  Untersuchungen  über  Reihen  gehören  zwei 
ins  Jahr  1791.  Die  eine^)  liefert  für  das,  durch  Rektifikation  der 
gleichseitigen  Hyperbel  geometrisch  erlangte  Resultat 

1    .    1^5_   ,     1^^   ,  _  1 

7'  ^'  7  ■  11  "^  7    11  •  15  ~'~  '  '  '         2 

einen  sehr  einfachen  direkten  Beweis.    Euler  leitet  auf  dem  gleichen 
■«,  «,««  +  #,««  +  ^«  +  20  a 


')  Mem.  mat.  üs.  Süc.  Ttal.  V,  1790       ')  Nov.  Act.  Petrop,  IX,  1791,  p.  41. 
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b -j-  e  +  &"-f"9  ■  c"+  e  +  b  +  e  '  c~+e '  rf-f  e  ^        ^  e" 
her. 

Die    andere^)    knüpft    an    folgende    Tatsa^^he    an.      Setzt    man 
2  cos  ip^x,  so  wird  für  posifciTß  ganze  «,  die  >2  sind 

2cosn<p  =  uf-  naf-^  +  "^"~^^  a:"-*  -  'ii'iri^l'iZlH)  ^f-^ 

^  n(«-6)(«^6)(«-7)  ^„_a 

falls  man  sich  auf  die  nicht  negativen  Potenzen  von  x  beschränkt. 
Für  «  =  0,  1  und  alle  negativen  und  gebrochenen  n  ist  die  Formel 
aber  falscli.  Wie  erklärt  sich  das?  Euler  setzt  cos  91  oder  sin^ 
gleich  z  und  coswq:'  bezw.  sinn^  =  s.     Dann  gilt 

^^5(1  -  «ä)  -  sdsds  +  u^sd^  ^  0. 
Die  Integration  liefert,   wenn  f,  g   willkürliche  Konstanten   bedeuten, 

s-f-u  +  i/2'-"i)-  +  !,.  (2->'^>-^)^ 
Die  dem  Problem  entsprechenden  Werte  von  f,  ;;  werden  durch  Reihen- 
entwicklungen gefunden.     So  erhält  man 


+  (. 


'+T--''-^  + 


".("  +  ? 


als   richtige    nnd    allgemein    gültige    Formel;    bei    positivem,   ganzen 
M  >  2  fallen  die  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  von  selbst  fort. 
An   diese  Arbeit   knüpft  Nik.  Fuß   einige  Untersuchungen^),    in 
denen  er  die  Eulersche  Formel  herleitet  durch  Entwicklung  von 

(y  +  Vf-  i>  =  Äy"  -  By"-'  +  Cy«-^  ^  Dy-^  +  •  •  - . 
Eine  andere  Arbeit  Eulers  aus  dem  Jahre  1760   (siehe  S.  259) 
gab  Pfaff,    der  sich  mit  der  Herausgabe  von  Eulers  hinterlas aenen 
Schriften  beschäftigte,  Veranlassung  zu  weiteren  Forschungen.*)     Die 

Reihe   ^  aretangi'^'   oder   in   damaliger  Sehreibart  S^ltangC'^'   läßt 

sieh  leicht  unter  der  Annahme  i'^'  =  J\'f(  (fil^r,  durch  Zerlegung 
der  einzelnen  Summanden  in  (.4 tang/'(a:) —j4tang/'{a:+ 1))  summieren. 
Man  erhält  dabei  als  Summe  J.tang/'(1)  —  ^4  tang/'(3;  +  1).  Wird 
4c  =  i^  4-  4a^  —  1  und  P*  =  -i  ,-,--  ,  gesetzt,  dann  ist  eine  solche 
1  i'""'  möglich,  und  man  erhält 


1)  Nov.  Act.  Petrop.  IX,  1791,  p.  54.  ')  Ibid.  p.  205.  ')  Ibid.  X, 

nua,  p.  123. 
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Ähnlich  iäßt  sich  die  Form  (W  =  T^l-r\fi  J~\  ^^^  ganzzahligein  r  be- 
handeln. Hierbei  kann  z.  B,  ^^'>  =  ,  ,  ,  - ,  genommen  werden,  falls 
4c  =  &^-|--j  —  r*  gesetzt  wird.  Pfaff  wendet  diese  Methode  noch 
weiter  an,  um  im  zweiten  Kapitel  allgemeinere  Fälle  summierbarer 
Reihen    aufzustellen.      So    berechnet    er     ^    ■ ,     wenn 

■^  =    T<  ,—.•,■,-{- 7w— -.^•,  ist:  die  Größen ^^1. -—    bilden   dabei 

h        {ß.  -|- 1)        (i!;  —  1)         '  a 

nach  Riccatischer  Bezeichnung  (S.  261)  eine  „rekurrente  Reihe  mit 
Appendis", 

Wir  besprachen  oben  (S.  290)  eine  Arbeit  Malfattis,  der  einen 
Pniikt  in  Lagranges  TJntersnchungen  über  rekurrente  Reihen  als 
■falsch  erkannt  und  verbessert  hatte.  Lagrange  selber  war  auf 
diesen  Fehler  schon  bei  der  Drucklegung  seines  Aufsatzes  gestoßen;  er 
gibt  nun  jetzt ^)  eine  neue  Bearbeitung  der  Frage  nach  gleichen 
Wurzeln,  und  gestaltet  sie  direkter  und  übersichtlicher  als  Malfatti. 
Seine  Resultate  für  Wurzeln  zweiter,  dritter,  vierter  MultiplizitUt  treten 
in  verschiedener  Form  auf;  am  Schlüsse  der  Abhandlung  wird  eine 
für  alle  Wurzel-Muitiplizitäten  gemeinsame  Form  den  Mathematikern 
zum  Beweise  vorgelegt. 

Eine  wunderliche  Arbeit  Jean  Trembleys  stiimnit  aus  dem 
Jahre  1794.^)  Der  Verfasser  knüpft  an  den  vierten,  über  Ketten- 
brüche handelnden  Aufsatz  der  Opuscula  Eulers  (vgl.  S.  284)  an,  und 
bringt  zunächst  eine  Reihe  Eulerscher  Resultate  auf  die  elegante  Form 
1/—  n  +  2/(-  n  +  \)  +  3/(—  «  +  2)  +  4/(-  w  -|-  IS)  -f-  ■-■=«+  1. 
Für  den  Beleg  der  Gültigkeit  aber  begnügt  er  sich  mit  einem  ua- 
strengen  Induktionsbeweise;  und  er  macht  sogar  eine  Methode  aus 
dieser  Art  von  Beweisen.     Er  setzt  z.  B.  als  Annäherung 

'>    "'■^-'  l+ax  +  bx'  +  cx'  ' 

wobei  er  die  Konstanten  in  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite 
dazu  benutzt,  die  Glieder  der  rechten  Entwicklung  so  weit  als  mög- 
lich mit  denen  der  linken  Seite  in  Übereinstimmung  zu  bringen.  Dann 
wandelt  er  den  Bruch  rechts  durch  sukzessive  Divisionen  in  einen 
Kettenbruch    um    und   kommt    vermutungsweise    so    auf   das    Gesetz, 

')  Mem.  de  Berlin  1792,  p,  'J47.  *)  Ibid.  1794,  p.  109. 
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nach  dem  wohl  die  Kettenbrucli -Entwicklung  der  linken  Seite  fort- 
sehreitea  kann.  Auf  diese  Axt  leitet  er  voller  Stolz,  immer  mit  Be- 
tonung der  Einfachheit  seiner  Methode,  Lagrangesche  und  Lam- 
bertache  Resultate  her,  die  natürlich  auf  minder  einfachem  Wege 
von  ihren  Entdeckern  erhalten  worden  waren, 

Pietro  Faoli  (Petrus  Paulas)  beginnt  eine  zur  lleihentheorie 
gehörige  Abhaudlung^)  mit  folgender  Angabe;  „Lagrange  hat  be- 
merkt, daß  das  allgemeine  Gflied  rekurrenter  Iteihen  von  der  Integra- 
tion einer  (endlichen)  Differenzen-Gleichung  abhängt.  Bisher  hat  nie- 
mand wahrgenommen,  daß  auch  die  Summation  einer  rekurrenten 
Reihe  durch  die  Integration  einer  ähnlichen  Differenzen-Gieiehnng  ge- 
leistet werden  kann."  Kennt  man  das  allgemeine  Glied  einer  rekur- 
renten Reihe,  so  kann  man  auf  verschiedene  Arten  ihre  Summe 
finden;  die  PaoÜsche  Methode  kann  aber  auch  ohne  diese  Kenntnis 
auskommen.  Die  Reihe  sei  j^u,  j/j,  i/^,  ■  '  ■>  Vx,  ■  -  ■;  es  bestehe  für 
jedes  X  die  Relation  ay^  +  hy^_^  +  •  ■  •  -\- PHi^„  =  0.     Dann  ist 

y^  =  Am"  +  ^1?»/  -!-  A^w^"  +  ■  ■  ■ , 
wo  Hi,  »«j,  »ij,  -  ■  ■  die  Wurzeln  von  aP  -f  fcf'-'  +  ■  ■  ■  +  p  =  0  sind. 
Setzen  wir  die  Summe  B^^y^-\-  y^-l-  y.^-\-  ■■■-[■  y^,  so  folgt 

und  wenn  man  diese  letzten  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a,b^e,  ... 
multipliziert  und  zueinander  addiert,  so  entsteht 

az^  +  (*  -  a)g^_^  +  (c  "  h)s^^,  ■+- P^^.^^i  ^  0. 

Demnach  bilden  auch  die  g^  eine  rekurrente  Reibe;  man  hat  also  die 
Gleichung  ««'"  +  *  -\-  (b  ~  a)ii'"  -{-  (c  —  li)ii'^~^  -\-  ■  ■  ■  —  p  =  0  au^u- 
lösen;  aber  offenbar  sind  ihre  Wurzeln  gleich  1,  m,  m^,  m^,  ■  ■  ■,  und 
daher  ist  s^=  C^-\-  Cm"  -f  C^^^n^'^  -f-  ÜjJBj^  -|-  ■  ■  ■ .  Die  0  lassen  sieh 
nun  leicht  aus  linearen  Gleichungen  bestimmen,  die  aus  den  Anfaiigs- 
werten  s^,  s^,  ■  ■  ■  hervoi^ehen.  — 

Hier  ist  vielleicht  der  beste  Platz  für  die  Begprecbung  einer 
Arbeit,  die  sich  zwar  nicht  auf  Reihen,  sondern  auf  fortgesetzte  Pro- 
dukte bezieht,  aber  doch  wegen  deren  Umwandlung  in  unendliche 
Reihen  nicht  ganz  unangemessen  an  dieser  Stelle  untergebracht  werden 
kann.  Es  handelt  sich  um  einen  Aufsatz  von  Ohr.  Kramp  über  die 
Wallissehen  Brüche^);  sie  ist  der  Ausgangspunkt  der  Untersuchungen 
über  „Fakultäten".     Kramp  setzt 

0(0  +  r)  («  +  2r)  .  ■  ■  (o  +  [»  -  1],-)  -  o"'; 

')  Mem.  Acad.  Mantova  I,  nüü,  p.  121.  ^)  Nüt.  Act.  Acad.  Elect.  Mogunt. 
sei.  quae  Etfurti  est;  I,  1797  (1799),  p.  257, 
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daon  gelten  die  Formeln 

und 

«""'■ :  (a  +  «)-)"""■  =  ar"'  -.  (a  +  mf)"'": 

Wenn  man  hierin  n  =  — -—  setzt,  bo  ergibt  sich 

für  »t  =  oo  wird  jeder  Faktor  des  letzten  Divisora  gleich  (co  ■  r),  und 
bei  &  —  «  =  (?  entsteht  daher  die  Gleichung 

{«±")"(«±''+>)"(«±'i  +  ä>)(»  +  '?  +  30"-'  '+"' 

(.00  r)      '■ 
Durch    diese  Formel  meint  Kramp    den  Wert   der   linken   Seite   be- 
stimmt zu  haben;  er  übersieht  dabei,   daß  die  rechte  Seite  nur  eine  Be- 
zeichnung ist.     Er  geht  dann  zur  Umwandlung  der  Fakultät 

ffl""""  =  «"'-[-  Aa'^~'-r  +  üa^^^'^r^  -{-  Ca"'~^r^  4.  .  ,  . 
in  eine  Reihe  über  und  bestimmt  die  ersten  Koeffizienten 


m{m  +  l)        m  +  l      2'      («.-IHm-fl)        »>  +  1      ^  12' 

_      s^      „  _  !!L^-M  R  _  ÜLT  ^  j    ... 
(m^a)(i«+l-)        m  +  1      2   ^  12      ^' 

Die  erhaltenen  Resultate  werden  auf  die  Entwickinngen 

sin  m^  _  m  jl  -  m)  {1  +  m)  (2  -  m)  (a+t«)  ■  •  - . 
dn  ««         "«(1  -  «)  (1  -I-  «j  (2  -  «)  (2  -{-«).-  .    ' 
smji«_      _2«(3-2«)(3-|-2«)'-'  ^  . 

angewendet.  An  und  für  sich  bedeutet  die  Arbeit  nicht  viel;  sie  ist 
jedoch  historisch  interessant  als  Ausgangspunkt  der  Fakultäten-Lehre. 
Im  Jahre  1798  wurden  die  letzten  Eulerschen  Arbeiten  über 
Reihen,  die  in  unsere  Epoche  fallen,  von  der  Petersburger  Akademie 
veröffentlicht.  Die  beiden  ersten  dieser  Abhandlungen^)  beschäftigen 
sieh  mit  der  Entwicklung  einer  Funktion,  die  er  in  der  damaligen 
Funk tional-Be Zeichnung  F :  tp  schreibt,  in  eine  Reihe  von  der  Form 
-4  +  ßcosip  -\-  Ocos2qj  -(-  JJcosSq)  -f  -  ■  -  oder,  nach  Eulcr,  um 

T:  9>  =  (0)  +  {l')cos(p  +  (2) cos  29  +  {3)co3  3q)-j . 

Die  zweite  Bezeichnungs weise  wählt  er,  weil  bei  der  ersten  „bald  das 
ganze  Alphabet  erschöpft  sein  würde".  Soll  die  Funktion  F :  ^ 
wie  Euler  behauptet,   die  Koeffizienten  sehr 


')  Nov.  Act.  Petrop.  Xr,   1793  (1798),  p.  94  und  p.  ] 
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schnell  abiiehmen,  da  soiist  z.  B.  bei  der  Vennehning  des  Arguments 

y  um  die  kleine  Größe  ^J^^  das  Glied  (1000)  cos  1000 qj  in 

(1000)  cos(jt  +  lOOOy) (1000)  cos  (lOOOy) 

übergehen  würde,  was  die  Stetigkeit  gefährden  könnte.  Die  späteren 
Koeffizienten  dürfen  demnach  gegen  die  früheren  vernachlässigt 
werden.     Nun  bildet  Etiler,  um  A  zu  bestimmen, 

^r-.O  +  ^l  r::t  =  Ä  +  0  +  E+Q  +  J  +.-. 

=  (0)  +  (2)  +  (4)  +  (6),...; 
dann 

l  r:0  +  -l-r:|  +-]  F:«- J:  +  £  +  ,7+if +... 

-(0)  +  (4)  +  (8)  +  --.; 
und 

i-  r:0  +  ^  r:l-  +  \  r:  l  +  '-  r-:^  +  l  r:. 

-  ^  +  J  +  B  +  .  ■  ■  -  (0)  +  (8)  +  (16)  +  ■ .  ^ . 
Im  letzten  Resultat  ist  (0)  schon  als  hinreichend  genauer  Wert  der 
rechten  Seite  anzusehen,  so  daß  die  Summe  der  linken  Seite  =  ^  =  (0) 
gesetzt  werden  kann.  Die  weiteren  Koeffizienten  in  ähnlicher  Art  zu 
berechnen,  würde  viele  Mühe  machen.  Euler  wendet  daher  andere 
Methoden  an,  die  sich  auf  die  Summation  von 

1  -|-  cos  tp  +  cos  2(p  +  ■■■-}-  cos  n<p 
stützen,   wo   ntp   ein  Vielfaches    von    tc   sein   soll.     Dabei    erlangt  er 
das  Resultat,  daß,  wenn 

^  =  1.  r:  0  +  coB^  r:  ^  +  co^  ~  r :  ^  +  ■  ■  ■  +  ^>zos  Ijtr :  ^ 
gesetzt  wird,  die  Bestimmung 
i  2"  -  (■')  +  (2»  -  *)  +  (2»  +  *)  +  (4«  -i)  +  (4«  +  >.)  +  ■■■ 

fojgt 

So  interessant  diese  Arbeit  auch  ist,  so  können  wir  uns  doch 
nicht  gegen  ihre  Mängel  verschließen,  die  zum  Teil  in  unbewiesenen 
Annahmen  über  die  Konvergenz  sowie  über  die  Größe  der  Koeffi- 
zienten, dann  über  die  nur  näher ungs weise  erfolgende  Auflösung  des 
Problems  beruht.  Für  die  Zwecke  der  Astronomie,  die  bei  der 
Untersuchung  an  erster  Stelle  in  Betracht  kommen,  bedeutet  das  Re- 
sultat eine  beträchtliche  Rechnungs- Vereinfachung. 

Ein  ungemeiner  Fortschritt  wird  durch  die  unmittelbar  fol- 
gende Abhandlung  repräsentiert,  die  am  gleichen  Tage,  dem  26.  Mai 
1777,  wie  die  erste  Arbeit  der  Akademie  vorgelegt  wurde.    Hier  tritt 
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zum  ersten  Male  die  gebräuchlich  gebliebene  Koeffizieiiten-Bestiininuug 
durch  Integrale 

A  =  (0)  =  —  j  r-  d<p     und     (k)  =  —  /  r-  afp  ■  cos  n<p 

auf.    Dieses  Resultat  benutzt  Euler  dann  zur  Transformation  von 

r-.q)  =(0)  +  (l)cos9)  +  (2)coa2qi  4 

in  die  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  cos  q)  fortschreitet,  und  die  wir 
etwas  abweichend  von  der  Bezeichnung  der  Original- Arbeit 

=  [OJ  +  [1]  cos  tp  +  [2]  (cos  <pf  +  [3]  (cos  q>f+-.. 
schreiben.      Dabei  kommt   es   natürlich    auf  die  Berechnung    von  In- 
tegralen  /  coäxtp  ■  (cos  ^ydip  au.     Es  ergibt  sich: 

(0)  -  [OJ  +  I  [2J  +  j :  s  W  +  i-8  .■  *2  16]  +  ■  ■  ■, 
und  wenn  w  >  0  ist: 


+  (ttJ5|i±^l(-+*)[,.  +  e]  +  .... 

Die  beiden  letzten  Aufsätze  Eulera')  beschäftigen  sich  mit 
Zyklometrie ,  d.  h.  mit  der  Frage  nach  expedifcer  Berechnung  des 
Wertes  der  Zahl  jt.  Euler  gibt  zunächst  eine  kurze  historische 
Übersicht  über  die  Resultate  von  A.  Sharp,  J.  Machin  und 
G.  de  Lagny  (vgl.  Band  III^,  S.  668 — 669);  dabei  erklärt  er  die 
Arbeit  des  letzteren,  der  die  Berechnung  auf  100  Stellen  durchführte, 
für  eine  mehr  als  herkulische  Leistung.^)  Danach  stellt  er  eine  neue 
Formel  auf,  die  bedeutende  Vorzüge  gegen  die  Leibnizeche  Formel 
hat.     Bedeutet  s  den  zur  Tangente  t  gehörigen  Bogen,  so  wird 

-i^[i+:G:..)+Mti..)'+M-v(.;..)'+-]- 

Auf  verschiedenen  Wegen,  einmal  durch  eine  Redukfciousformel,  einmal 
durch  eine  Integral- Transformation,  wird  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
ziehung  nachgewiesen.     Die   einzelnen   Glieder  lassen   sich 


')  Nov.  Act,  Petrop.  XI,  1793  (1798),  p.  133  und  p.  150.  =)  Euler  über- 
sieht hierbei  eine  Arbeit,  auf  die  im  Briefwechsel  von  Lambert  IV,  p.  4B0 
(Schreiben  von  Wolfram  an  Lambert)  aufmerksam  gemacht  wird:  B,  Lamy 
tat  ji  bis  auf  128  Ziffern   geliefert. 
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er  entwickeln  als  bei  der  Leibnizschen  Formel,  weil  jedes 
durch  eine  einfache  Multiplikation  aus  dem  vorhergehenden  abgeleitet 
werden  kann.  Ein  weiterer  Vorzug  liegt  dariu,  daß  alle  Glieder  von 
gleichem  Vorzeichen  sind,  so  daß  eine  Addition  der  Glieder  genügt.  Wird 
die  neue  Formel  bei  st  =  4.4tang-    -{-  iAtung--  verwendet,  so  entsteht 

'=s['+fa)+i:©"+:-j?s)'+-] 
+s[i+i(^)+m(^)"+i:-:q'+'-> 

noch  bessere  Formeln  erhält  man  für  jt  =  SAtang-  +  4jltang  , 
da  die  auf  den  zweiten  Summanden  bezügliche  Reihe  nach  Potenzen 
von  —^  fortschreitet,  und  für  ir  =  20J.tang  +  8-ltang  -  ,  wo  die 
entsprechende   Entwicklung   uach   Potenzen  von   ,j,oo..(,   ei'folgt. 

Der  Ausgangs puükt  der  letzten  Äbhandliujg  (ibid.,  p.  150)  ist  die 
Integralgleichujig 

Nimmt  man  die  Grenzen  der  Integrale  gleich  0  und  x,  so  wird  ihr 
Wert  gleich  ^tang--— — ;  dies  Integral  bezeichnet  Euler  mit  dem 
astronomischen  Zeichen  für  die  Sonne  und  ähnlich  die  drei  Integrale 
rechts  mit  den  Zeichen  für  Saturn,  Jupiter  und  Mars: 

Er  schreibt  also  ©  =  2e  +  2ü-i-J-.  ^tang^^--  Nun  ist  die  Ent- 
wicklung des  Nenners  der  Integrale  nach  Potenzen  von  -7-  leicht.  Die  er 
langton  Reihen  werden  für  x  =  l,  x  =  --  und  a;  =  benutzt,  wodurch 
man  auf  A  tang  1 ,  Ä  tang  und  A  tang  kommt.  Die  beiden  letzten 
Reiben,  die  nach  Potenzen  von  -  v  bezw,  -.-.gi-  fortschreiten,  konver- 
gieren recht  gut  und  liefern  den  Wert  für 

-T-  =  2A  tang  -3  -j-  -^  tang  ~ 
mit  ziemlicher  Leichtigkeit  als  Aggregat  von  sechs  unendlichen  Beiheii- 
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Im  gleichen  Bande  der  Petersburger  VeröfFeiitliciiungen  kommt 
Nik.  Fuß^)  auf  ein,  früher  von  Euler  behandeltes  Thema  zurück 
(s,  S.  294).  Es  handelt  sich  um  die  Entwicklung  von  cosnip  -=  s  nach 
Potenzen  von  cos ^  =  j^,  und  bei  sin ntp  =  vY l  —  e^  um  die  von  v 
nach  Potenzen  von  z.  Fuß  stellt  die  schon  von  Euler  angegebene 
Differentialgleichung  #s(s^— l)  +  5ii«(?s  — n^S(?s^=0  auf  und  integriert 
sie  mit  Hilfe  unbestimmter  Koeffizienten  in  Gestalt  einer  Reihe,  die 
nach  steigenden  Potenzen  von  z  fortschreitet,  statt  nach  fallenden, 
wie  bei  Euler.  Dabei  wird  das  Eintreten  von  Ausnahmefällen  ver- 
mieden. 

Wir  haben  unsere  Blicke  jetzt  wieder  nach  England  zu  richten, 
wo  uns  die  Tranaactions  von  Edinburgh  und  die  von  London  einiges 
Bemerkenswerte  bieten.  Da  sei  kurz  einer  Arbeit  von  James  Ivory^) 
gedacht,  der  eine  Formel  schneller  Konvergenz  för  den  Umfang  einer 
Ellipse  aus  der  Entwicklung  der  Potenz  {a^ -{•  b^  —  2 ab  cos  g))"  her- 
leitet.    Auf  den  Kreis  angewendet  liefeii  diese  Formel 

j(   =  1  +  2!  +  2=,  4"^  +  ä"'T4=."6'   +  a».4^-6-.a'  "i" 
als  besonderen  Fall. 

Vier  Aufsätze  von  John  Hellins^)  hesehüftigen  sich  mit  kon- 
vergenten Reihen.  Der  erste  leitet  eine  Hilfaformel  für  die  Trans- 
formation gewisser  Reihen  her.    Durch  zwei  verschiedene  Integrations- 

Ansfuhrungen   von  —  wird  die  Gleichung 


-,»(1-.")        nin^  +  n)il-.-'f 
__  n.2n-Sn^-^^" , 

gefunden;  durch  sie  wird  dann  die  zyklometrische  Formel 

~  syals  +  ii-81  +"7      "aT.ys  \^  +  la-sf +  "7 
umgestaltet,  indem  die  Hilfsgleiehung  sich  auf  jede  der  vier  Klammer- 


')  Nov.  Act.  Petrop.  XI,  1793  (1798).  p.  1B5,  ')  Transact,  R.  Soc.  of 

Edinburgh  IV  (1798),  p.  177.      ';  Transact.  E.  Soc.  of  London  84  (1794),  p.  217; 
86  (1796),  p.  135;  88  (1798),  p.  183  vad  p,  527. 
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reihen  anwenden  läßt.     Die   entstehenden  Reihen  setreiten  etwa  wie 

die  Potenzen  von  -—  fort. 

Die   gleiche  Transformation  wird  in   dem   zweiten  Aufsatze  ver- 
wertet, der  sich  die  Aufgabe  stellt,  den    log  10   möglichst  expedit  zu 
berechnen.     Es  wird  log  10  =  3  log  2  +  log  -^   durch  drei  Reihen  her- 
gestellt, die  ungefähr  nach  Potenzen  von    -     fortschreiten.     Noch    be- 
imere  Reihen  werden  durch  log  10  =  1 
Im  dritten  Aufsatze  wird  die  Keihe 

ax  +  hx^  +  ca^  +  dx^  +  cx^  -{-•■■, 

die  bei  mäßig  abnehmenden  positiven  Koeffizienten  a,  b,  c,  . .  .  und 
einem  x,  welches  nur  wenig  kleiner  ist  als  1,  sehr  gering  konvergiert, 
in  die  Summe  zweier  Reihen 

(<ix  -  hx^  +  cx^  —  (?x*  +  ex^ )  -I-  2{hx^  +  dx*-  +  />«  -\ ) 

zerlegt.  Die  erste  Reihe  kann  nach  der  Methode  von  P.  Maseres 
(vgl.  S.  271)  behandelt  werden;  und  die  zweite  Reihe,  die  offenbar 
scbon  für  sich  besser  konvergiert,  gestattet  die  gleiche  weitere  Be- 
handlung, wie  sie  bei  der  ursprünglichen  Reihe  vorgenommen  wurde. 
Die  Wirksamkeit  dieser  Methode  soll  durch  das  Beispiel 

*  +  l'+'3'+T  +  ''    f*    "-  '«' 

das  recht  ausführlich  behandelt  wird,  klar  gestellt  werden. 

Der  letzte  Aufsatz  von  Hellins  beschäftigt  sich  mit  einer  Auf- 
gabe der  StöruLgatheorie:  Der  reziproke  Wert  von  (a  —  bcosx)"  ist 
in  die  Reihe  Ä  -j-  Bcos  x  -j-  (7 cos  2a.'  -f-  D  cos  3x  +  ■  ■  ■  zu  entwickeln. 
Der  Weg  führt  über  Summationen  mäßig  konvergierender  Reihen. 
Der  Verfasser  bemüht  sich,  sie  in  besser  konvergierende  umzu- 
wandeln. 

Im  Bande  86  (1796)  der  Ph.  Tr.  Lond.  befindet  sich  auch  ein 
französisch  geschriebener  Aufsatz  von  Simon  L'Huilier^),  in  dem 
die  Reihen  für  die  Exponentialfunktionen,  für  die  Logarithmen  und 
für  die  Kreisfunktionen  auf  elementarem  Wege  abgeleitet  werden;  vor 
allem  wird  die  Verwendung  des  Unendlichen  dabei  vermieden.  Bei 
den  Herleitungen  fällt  dem  Verf  die  Analogie  zwischen  den  Loga- 
rithmen und  den  trigonometrischen  Punktionen  in  die  Augen. 

'j  Tranaact.  R.  Soc.  of  London  86  (1796),  p.  142. 
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Imaginäres. 

Man  Latte  der  Ansicht  sein  können,  daß  Über  die  Meinungsv 
denheit,  die  zwischen  Leibniz  und  Johann  Bernoulli  in  betreff  der 
Natur  der  Logarithmen  negativer  Größen  bestand,  durch  die  geniale 
Arbeit  Eulers,  die  im  Band  IIP,  S.  722  ausführlich  besprochen 
wm-de,  endgültig  entschieden  sei.  Dem  war  nicht  so!  Und  der 
Grund  dafür  lag  nicht  zum  mindesten  in  der  freien  Art  und  Weise, 
mit  der  Euler  in  der  Sitte  seiner  Zeit  das  uoendlieh  Große  und  das 
unendlich  Kleine  verwendet  hatte;  freilich  auch  darin,  daß  er  in  seiner 
Arbeit  nicht  darauf  eingegangen  war,  alle  früheren  falschen  Be- 
hauptungen auf  ihren  wahren  Wert  zurückzuführen,  und  alle  auf- 
gestellten Paradoxa  aufzuklären.  Diese  tauchten  daher  wieder  und 
immer  wieder  auf.  — 

D'Alembert  veröffentlichte  1761  in  seinen  „Opuscules  mathe- 
matiques"  I,  Paris,  einen  schon  mehrere  Jahre  früher  geschriebenen 
Aufsatz  „Sur  les  logarithmee  des  quantites  negatives",  in  dem  er  für 
Bernoullis  und  g^en  Leibniz'  Anschauungen  eintrat.  Er  führt 
eine  Eeihe  von  (JrÜndcn  dafür  an,  daß  log  (— a)  =  log  (+ a)  oder 
nach  der  damaligen  Schreibweise,  daß  l  —  (i  =  ?--f  a  sei.  In  erster 
Linie  heutet  d'Alembert  dabei  eine  etwas  unbestimmte,  von  Neper 
herrührende  Definition  des  Logarithmenbegriffs  aus:  „Logarithmen 
sind  eine  beliebige  Folge  von  Zahlen  in  arithmetischer  Progression, 
die  einer  beliebigen  Folge  von  Zahlen  in  geometrischer  Progression 
entsprechend  zugeordnet  sind;  nur  mit  der  Einschränkung,  daß  der  Null 
der  arithmetischen  Progression  stets  die  Einheit  der  geometrischen 
entspricht".     Man  hat  also  nach  dieser  Auffassung  als 

Logarithmen  . .  .,  —  2a,  —  u,  0,  a,  2a,  3a,  .  . .,  na,  .  . . 

Numeri  .  .  ,,      r»-i         ,  .     1.    ö,    h^,     }/\    .  .  .,    6",  ■  ■  ■ 

bei  beliebigen  positiven  oder  negativen  Zahlen  a  und  b.  Davon 
macht  d'Alembert  häufig  nicht  ganz  einwandfreien  Gebrauch;  Be- 
hauptet Euler  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  einer  posi- 
tiven Basis,  die  Logarithmen  negativer  Größen  seien  „unmöglich", 
d.h.  komplex,  so  nimmt  d'Alembert  h  negativ  au  und  erhalt  dabei 
für  gewisse  negative  Zahlen  auch  reelle  Logarithmen.  Schließt  Eni  er, 
aus  der  Bernoullischen  Annahme  Iog(+  ffl)  =  log(— a)  müsse  not- 
wendig für  jedes  a  folgen  log(a)  =  0,  so  erkort  d'Alembert,  das 
berge  keinen  Widerspruch,  denn  man  brauche  ja  in  dem  oben  ge- 
gebenen Systeme  nur  (t  =  0  zu  setzen,  um  ein  Logarithmensvstera  zu 
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haben,   das  aus  lauter  Nullen  bestehe.     Ja!    d'Älembert   faßt  (1,  c. 
p,  185)  das  Schema 
. . .,     3a,     2a,       a,       0,  -  «,  -2a,  ...,  -  na,  .  .  ., 

..  ja         6S         ?,  1         J  A-,    ...,  \:,--; 

'  '  '  '       b'        b^'         '         j" '         ' 

....  —  CO,  .  .  .,  —  na,  .  . .,  —  2a,  —  a, 

...    0,...,  -'„...,   ,■,,  ;, 


,  a,  2a,  . .  ., 
,  h,  h^,  ... 
i  in  der  Mitte 


als  einheitliches  logarithmisches  System  aul',  trotzdem  { 
der  Bezieh angsreihe  die  Basiä  wechselt;  und  das,  um  log(+/i')  =  log(— t) 
zu  erhalten.  —  Ans  (+ 1)^  =  (— 1)^  wird  log  (+ 1)  =- log  (— 1)  er- 
schlossen. —  In  der  Eulerschen  Gleichung,  die  zur  Berechnung  TOn 
„  =  iog(-  i)  führt  (Tgl,  Vorles.  III^  S.  725  Z.  9  v.  u.), 

1      ,      'J  (23.— l)7t     ,    ,/— V      .      (21.—  l)x 

1  -\-  y-  ^  cos  ^  — ■  -  '    +  y  —  1  sm  ^ —    - 

setzt  d'Alembert  A  =  k  und  kommt  zu 

1  -j-  |.  =  cos  (2  -  -i-)«  +  y-  1  sin  (2  -  -i)jr  =  1, 

also  zu   log(— 1)  =  0,    statt  daß  er  auf  beiden  Seiten  gleichzeitig  — 

nach  Null  führt  und  dann  die  richtige  Gleichung  log  (—  1)  =^  ±  "j/—  1  ■  =t 
erlangt. 

Muß  d'Alembert  zugeben,  daß  man  im  ersten,  oben  angeführten 
Schema  für  Logarithmen  und  Numeri  durch  keine  Fortsetzung  oder 
Interpolation  auf  (—  h),  (—  V^),  (—  h^),  . . .  kommen  könne,  so  schiebt 
er  metaphysische  Gründe  vor,  um  diesen  Übergang  herzustellen.  Er 
behauptet,  es  sei  nicht  zu  verstehen,  wie  der  Logarithmus  einer,  vom 
Positiven  durch  Null  zum  Negativen  gehenden  Veränderlichen  durch 
negative  Werte  und  das  negative  Unendliche  in'<  imagin'ire  Größen 
gebiet  übertreten  könne.  Er  seinerseits  läßt  deshalb  dit  Logarithmeu 
vom  negativ  Unendlichen  ins  positive  Gebiet  tieten  Wii  können 
nicht  auf  alle  Einzelheiten  eingehen,  müssen  ibei  jedenfalls  zwei 
^  Punkte  hervorhebLn,  um  die  sieh 
vielfach  der  Streit  drehte  Eh  han- 
delt sich  dabei  um  die  geometri'-che 
Fassung  der  Frige  nich  den  Loga 
rithmen  negativer  Zahlen. 

Ist  y  =  c",  also  3:  =  log  y :  log  c, 
so  heißt  die  hierdurch  repräsentierte 
Kurve  die  „Logistica"  oder  die  „loga- 
Tig  3  rithmische  Linie".    Der  Bequemlich- 

keit wegen  setzen  wir  logc=-  1- 
Zur   Abszisse    x  =^  0    gehört   die    Ordinate   y  =  1  und  zu  «  =  1 
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gehört  ^  =  c.  Die  von  0  aus  gerechnete  Abszisse  ist  also  der 
Logarithmus  der  zugehörigen  Ordinate.  Bernoulli  behauptete  nun, 
die  Logistica  habe  noch  einen  zweiten  Linienzug  y  —  —  e',  eine 
„Gefährtin"  (comes),  das  Spiegelbild  des  ersten  Zuges  an  der  a^-Ächse. 
Leibniz  leugnet  dies.  D'Alembert  tritt  auf  die  Seite  Beraoullis 
und  gibt  folgenden  Beweis;  Ist  in  der  obigen  Figur  AQ  =  QP,  so 
ist  die  zu  Q  gehörige  Ordinate  -=  Y  AS  ■  PM  =  J^  QS.  Hier  stoßen 
wir  also  auf  den  oben  erwähnten  Fehlschluß,  daß  aus  a^  =  b^  auch 
a  =  h  folge.  Das  Gfleiche  beweist  d'Alembert  anaiytisch  auch  fol- 
gendermaßen: Die  Gleichung  y  =  <f  gibt  für  unendlich  \iele  Werte 
von  X  einen  doppelten  Wert  von  y,  sobald  nämlich  x  ein  rationaler 
Bruch  mit  geradem  Nenner  ist;  also  hat  die  Logarithmica  auf  der 
negativen  Seite  der  Achse  unendlich  viele,  vielleicht  diskrete  Punkte 

An  zweiter  Stelle 
bandelt  es  sich  um 
die  Bernoulli  sehe 
Darstellung  der  Loga- 
rithmen mittels  einer 
gleichseitigen  Hyber- 
bel  y  =  ~  ,  die  auf  G  - — -^ 
ihre  Asymptoten  als 
Achsen  bezogen  wird. 
Ist  AN^l,  AB  =  y, 
dann  wird  die  Fläche 

JVPSß  =  logj/. 
Diese  Beziehung  zwi- 
schen    der     Ordinate  ^'^'  *' 
AH    und    der    trapezartigen  Fläche  NPSP  wird   jetzt  auch  für  den 
oberen   Teil    der  Hyperbel  als  gültig  angesehen,  so  daß  z.  B.  zu  der 
Ordinate  Ar  als  Fläche 

NPQOÄ  +  AGpn  +  npsr 

gehört.  Dann  wird  behauptet,  es  sei  AGpn  bei  .4m  =  AN  gleich 
dem  negativen  Betrage  von  NPQOA  und  npsr  gleich  JVPSE; 
daraus  folge  dann,  daß  zu  Ar  die  Fläche  NPSli  gehöre,  d.  h.  das 
gleiche  Fiächenstück  wie  zu  AR;  somit  sei 

log  (AB)  -  log  (Ar)  -  log  (-  AB). 

Es  ist  auffallend,  daß  diese  Schlüsse  auf  alle  möglichen  Weisen 
Gekämpft  worden  sind,  nur  nicht  dadurch,  daß  die  Gleichung 


s: 

^„--—o 

.1- 

\^ 

y  Google 


306  Abschnitt  XXI. 

ÄG-p7i:^  —  NFQ0Ä 

der  Behauptung  cxj  —  oo  =  0  äquivalent  wäre. 

Gegen  die  d'Alembertsehen  Anschauungen  und  BehauptuDgen 
erhob  ein  jtaHenischer  Chevalier,  Daviet  de  Foncenex  seine  Stimme^). 
Sein  Aufsatz  ist  hauptsächlich  durch  den  Versuch  einea  Beweises  der 
Wurzei-Exiateuz  algebraischer  Grieichungen  bekannt,  den  C.  F.  Gauß 
in  seiner  Inaugural-Dissertation  eingehend  kritisierte.  Wir  wollen 
einem  froher  (Band  IV,  S.  119)  gegebenen  Hinweise  folgen,  und  neben 
dem  weiteren  Inhalte  des  Foncenexschen  Aufsatzes  über  die  imagi- 
nären Größen  auch  diesen  besonderen  Beweis  in  den  Bereich  unserer  Be- 
sprechungen ziehen;  dazu  sind  wir  um  so  mehr  berechtigt,  als  es  sich 
beim  Foncenexschen  Beweise  nicht  eigentlich  um  die  Existenz  der 
Wurzeln,  als  vielmehr  darum  handelt,  zu  zeigen,  daß  die  als  existie- 
rend vorausgesetzten  Wurzeln  einer  jeden  algebraischen  Gleichung  die 
Gestalt  A  -\-  JBY—  1  besitzen.  Die  Frage  nach  der  Existenz  der  Wur- 
zeln selbst  war  zu  damaliger  Zeit  noch  nicht  mit  der  nötigen  Schärfe 
gefaßt  worden. 

In  §  5  der  Abhandlung  zeigt  Foncenex  zunächst,  daß  die  Wur- 
zeln einer  quadratischen  Gleichung  mit  reellen  oder  komplexen  Koef- 
fizienten in  die  Foi-m  c  -\-  d  Y—  1  bei  reellen  c  und  d  gebracht  werden 
können.  Dann  betrachtet  er  eine  algebraische  Gleichung  in  z  des 
Grades  r,  wo  )■  in  seine  verschiedenen  Primzahl-Potenz- Faktoren  zerlegt 

=  2"^^)  ■  g  ■  s  ■(■■■=  2'"  ■  P 
ist;  er  versucht  nun  einen  quadratischen  Faktor  (s^  —  us  -f  M')  des 
voi^elegten  Gleich ungspoiynoms  herzustellen.  Dabei  Längt  u  von 
einer  Gleichung  des  Grades  2™-^P  ■  (2"'P  —  1)  ab,  da  w  die  Summe 
je  zweier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  darstellt,  also 
Y  »■■(»■—  1)  Werte  hat.  Die  Gleichung  in  M  ist  daher  vom  Grade 
^'""'Pj,  wo  Pj  ungerade  wird.  Für  dieses  neue  Gleiehungspolynom 
in  u  wird  wieder  ein  quadratischer  Faktor  (»*  —  Mj m  +  Jkf J  gesucht; 
dabei  hängt  u^  von  einer  Gleichung  des  Grades  2"'-»Pi  ■  {P^'2'"'^  -  1) 
ab.  So  geht  man  weiter,  bis  man  nach  m  Schritten  auf  eine  Glei- 
hung  ungeraden  Grades  für  m„_i  in  dem  Faktor 

des     vorhergehenden    Polynoms    stößt.      Eine    solche    Gleichung    un- 
geraden Grades  hat,  wie  Foncenex  aus  Stetigkeitsbetrachtungen  her- 


')  MiaceUanea  Philosophico-mathematicÄ  Societatia  privatae  Taurinensis  I, 
1769,  p.  113  (der  zweiten  Numerierung), 
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leitet,  immer  mindestens  eine  reelle  Wurzel;  m^_i  ist  alsu  reell. 
Aber  auch  M^^^;  Foncenex  sagt  nämlicli:  „JM"„,_j  ist,  wie  man 
weiß,  durch  m^_,  und  durch  die  Koeffizienten  der  gegebenen  Glei- 
chung in  z  ohne  Wurzelausziehung  darstellbar".     Folglich  hat 

M?„-:i  -  ^^„_l  ■  M^_s  +  M^_,  ^  0 
f ine  Wurzel   m  +  n  Y—  1  bei  reellen  m  und  n.     Setzt  man  sie  in 

Mf„-3  -  »^_3  ■  M^_3  +  il/„_g  =  0 
ein,  90  bestimmt  sich  M^_2  durch  rationale  Operationen^);  also  hat 
auch  diese  Gleichung  Wurzeln  von  der  Form  p  +  qY—  1  usw.  bis 
man  zu  z^  —  fiz  +  M^O  kommt,  deren  Wurzelu  dann  auch  die  Form 
.4  +  BY~  i  haben.  Damit  wäre  gezeigt,  daß  die  vorgelegte  alge- 
braische Gleichung  /-""Grades  in  z  das  Trinom  (/'^  —  2Az  +  A^  +  JI?) 
als  Faktor  besitzt,  also  die  Wurzel  A  -\- BY—  1  hat. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben,  daß  diese  Folgerungen  die 
Wurzelexistenz  algebraischer  Gleichungen  nicht  beweisen,  sondern  vor- 
aussetzen; daß  sie  also  nur  den  Zweck  haben  könnten,  den  Satz  zu 
begründen,  jede  algebraische  Größe  stehe  unter  der  Form  A  -f  BY-~  1  ■ 
Aber  selbst  dieser  Zweck  wird  nicht  erreicht.  Denn,  wie  Gauß  iu 
§  11  seiner  Dissertation  zeigt,  ist  die  Behauptung,  die  Große  -M^„i 
sei  durch  m^_j  und  die  Koeffizienten  rational  darstellbar,  nicht  allge- 
mein richtig.  Gauß  faßt  sein  Urteil  dahin  zusammen,  es  wäre  ein  bei 
weitem  tieferes  Eindringen  ju  die  Theorie  der  Elimination  nötig, 
um  den  Foncenexschen  Beweis  zu  einem  strengen  zu  machen. 

Gehen  wir  zur  Besprechung  des  weiteren  Inhalts  der  Arbeit 
über!  Hinsichtlich  der  imaginären  Gleiehungslosungen  äußert  sich 
der  Verfasser  noch  nicht  sehr  weitblickend  (§  6):  „Die  imaginären 
Wurzeln  haben  keine  geometrische  Darstellung.  In  welchem  Sinne 
man  sie  auch  nehme,  man  kann  keinen  Nutzen  aus  ihnen  ziehen.  Man 
muß  bestrebt  sein,  sie  soviel  als  möglieh  ans  den  Endgleichungen  zu 
entfernen." 

Foncenex  unternimmt  es,  die  Euterschen  Resultate  auf  neuem 
und  sichererem  Wege  herzuleiten  und  zugleich  die  Schwierigkeiten,  die 
Bernoulli  in  der  Theorie  der  Logarithmen  gefunden  hatte,  zu  be- 
seitigen. Sein  erstes  Ziel  erreicht  er  leicht  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen des  Kreises  und  der  Hyperbel;  er  fügt  hinzu,  daß  der  ge- 
gebene Beweis  von  Lagrange  ihm  mitgeteilt  sei. 

Hinsichtlich  der  Schlüsse,  die  Bernoulli  an  die  Betrachtung  der 
Pichen  gleichseitiger  Hyperbeln   geknüpft  hatte,    wendet  Foncenex 

')  „par  de  pures  pv^parations  algilbriquea". 
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ein,  daß  zwar  die  beiden  entgegengesetzten  Zweige  der  Hyperbel  ge- 
mäß dem  Gesetze  der  Stetigkeit  miteinander  im  Unendlichen  zu- 
eammenhingen,  daß  dies  jedoch  für  die  oben  konstruierten  Flächen 
der  Hyperbel  nicht  gelte.  Denn  das  Differential  der  Fläche  für 
eine  unendlich  kleine  Strecke  Äa  sei  ja  xdu  =  -  =  v^  =  1  für  ein 
positives  y  und  gleich  — -j-^^l  fü''  ei"  negatives  y.  Es  ge- 
schehe also  beim  Übergänge  von  positivem  unendlich  Kleinen  zu 
negativem  uneudlicb  Kleinen  ein  endlicher  Sprung,  der  sich  mit 
stetiger  Fortsetzung  der  Flächen  nicht  verträgt.  Foncenex  gibt 
den  Anhängern  BernonHis  die  Existenz  eines  zweiten  Zweiges 
der  Logarithmica  zwar  zu,  sagt  aber,  daß  beide  reell,  voneinander 
isoliert,  zwar  transzendent  miteinander  verbunden,  dagegen  algebraisch 
voneinander  unabhängig  seien. 

Diese  Ansichten  bekämpft  nun  wieder  d'Alembert  in  dem  „Sup- 
plement"'^)  des  oben  erwähnten  „Memoire".  Auf  den  Einwarf  be- 
treffs der  Unstetigkeit  des  Flächen  Übergangs  erwiderte  d'Alembert 
mit  Recht,  daß  für  negative,  iineiidlich  kleine  y  folge  -^"'  =  1. 
Auch  seine  übrigen  Behauptungen  verteidigte    er  mit    Beharrlich ke it . 

Die  Schrift  hatte  den  Erfolg,  daß  Foneenex  sich  in  einigen 
Punkten  für  überzeugt  erklärte.^)  Er  trat  der  Anschauung  bei,  daß 
die  Logistica  aus  zwei,  algebraisch  zusammenhängenden  Zweigen  be- 
stehe; andererseits  versucht  er  die  Eulersche  Formel  mit  den  d'Alem- 
bertschen  Ansichten  zu  verknüpfen.  Für  die  Existenz  zweier  Zweige 
der  Logistica  bringt  Foncenex  jetzt  selbst  einen  neuen  Beleg  bei: 
bedeuten  t  und  f*  Abszisse  und  Ordinate  der  Evolute  der  Logistica, 
so  gilt  M  = +"|/(^  —  1)~';  das  doppelte  Zeichen  führe  mit  Notwendig- 
keit auf  die  beiden  Zweige. 

Hier  möge  noch  folgendes  im  Anschluß  an  die  besprochenen 
Aufsatze  von  Daviet  de  Foncenex  erwähnt  werden.  J.  B.  J.  De- 
lambre  teilt  iu  seinem  „Eloge  de  Lagrange"  mit  und  wiederholt 
es  in  seiner,  den  Werken  Lagranges  vorgedruckten  „Notice  aur  la 
vie  etc."  p.  XI,  daß  Lagrange  seinem  Schüler  und  späteren  Freunde 
Foncenex  eigene  Forschungen  in  der  Form  fertiger  Resultate  über- 
ließ, die  dann  dieser,  weiter  ausgeführt  und  begründet,  unter  eigenem 
Namen  veröffentlichte.  Ob  diese  Mitteilung  richtig  ist,  mag  dahin- 
gestellt bleiben;  jedenfalls  stand  die  Abhandlung  „sur  les  logarithmes 
des  quantites  imaginaires"  (Mise.  Taur.  I),  wie  Foncenex  selbst  an- 
gibt, unter  Lagranges  Einfluß.     Das  Verlassen  des  hierin  eingenom- 

')  OpusculeB  I,  1761,  p,  210.        ^)  Miscell  Taurin.  IK,  p,  337. 


y  Google 


Imaginäres.  309 

meiien  Standpunktes  in  den  „Eclaircissements"  (Mise.  Taur.  III) 
spricht  dagegen  weniger  für  eire  Mitwirkung  von  Lagrauge, 

Um  die  Arbeiten  d'Alemberts  auf  diesem  Gebiete  gleich  hier 
zu  erledigen,  erwähnen  wir  einen  im  füni'ten  Baude  der  „Opuecules" 
gegebenen  Aufsatz')  über  die  Mehrdeutigkeit  der  Ausdrücke  von  der 

Form  y([  +  Ä"|/— 1.  Seine  Darstellung  der  Wurzeln  ist  völlig  kor- 
rekt, —  Ferner  stammt  aus  dem  Jahre  1778  ein  Artikel  über  Loga- 
rithmen*) von  ihm;  er  vertritt  durchaus  noch  seinen  fnüiereuj  voa 
uns  oben  dai^elegten  Standpunkt.  ~ 

Im  Jahre  1768  erschien  unter  dem  Titel  „Von  den  Logarithmen 
verneinter  Größen"  eine  sehr  umfangreiche  Arbeit  von  W.  J.  G.  Kar- 
sten.') Sie  liefert  eine  gute  historische  Darstellung  der  Frage  und 
eine  eingehende  mitunter  etwas  breit  gehaltene  Kritik  der  Darlegungen 
wnd  Beweise  d'Alenberts  (sie!).  Karsten  steht  völlig  auf  der 
Seite  Eulers.  Den  Hyperbel-Beweis ,  durch  den  ßernoulli  die 
Existenz  der  beiden  Zweige  der  Logarithmiea  dartun  will,  sucht 
Karsten  dadurch  zu  entkraftigen,  daß  er  die  dabei  benutzten  Be- 
griffe der  positiven  und  der  negativen  Flächen  stücke  kritisch  prüft 
und  ihre  Anwendung  auf  das  vorliegende  Problem  als  unstatthiift  er- 
klärt. Die  Ulihaltbarkeit  des  ersten  oben  gegebenen  Beweises  (S.  304) 
tut  Karsten  dadurch  dar,  daß  er  ihn  auf  eine  beliebige  Kurve 
anwendet,  indem  er  deren  Gleichung  y  =  f{x)  durch  y^=f(xy  er- 
setzt. —  Im  ersten  Teile  seines  Aufsatzes  geht  Karsten  auch  aus- 
führlich auf  die  Natur  und  den  Begriff  der  negativen  Zahlen  ein. 
Er  erklärt  sie  als  Richtungs- Größen  und  bekämpft  die  Meiuung,  es 
seien  negative  Größen  solche,  die  „kleiner  als  die  Null"  seien.  Sonst 
würde  ja  (vgl.  Bd.  IIP,  S.  367)  aus  der  unzweifelhaft  richtigen  Pro- 
portion 1 ;  (—  1)  =  (—  1) :  1  folgen,  daß  sich  das  Größere  zum  Klei- 
neren verhalte,  wie  das  Kleinere  zum  Größeren. 

Die  Zeitenfolge  nötigt  uns,  auf  eine  andere  Frage  einzugehen, 
die  auch  ein  wesentlicher  Bestandteil  der  Theorie  des  Imaginären  ist, 
Es  ist  die  Frage,  ob  alle  imagiuären  Größen  in  der  Gestalt 

Ä  +  BV- 1 
darstellbar  sind,  wo  Ä  und  B  reelle  Größen  bedeuten.  Über  die  Un- 
bestimmtheit, um  nicht  zu  sagen  die  Unklarheit  der  Fragestellung 
setzten  sich  die  Mathematiker  der  damaligen  Zeit  um  so  leichter  hin- 
weg, als  die  Begriffe  des  Imaginären  und  des  Unmöglichen  noch  immer 
ineinander  spielen.     D'Alembert   hatte    1747    durch   die  Benutzung 

')  Opucules  V,   1768,  p.  183.  ■)  EncyclopiJdie  XX,  Gen&ve  1778,  p.  234. 

')  Abhandl.  der  churfarstl.  Baierischen  Akad.  d.  W.  V,  1768,  p.  3. 
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uneadüch  kleiner  Größen  den  Beweis  dafür  zu  iiefem  gesucht,  daß  eich 
die  „uiiuiÖ glichen"  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  in  der  Form 
A  +  BY—  1  darstellen  lassen;  Bougainville  hatte  in  seinem  „Traite 
du  calcul  integral",  Paris  1752,  diesen  Beweis  recht  übersichtlich 
reproduziert.  Auch  Fonceues  lieferte  (1.  c)  einen  Beweis  dieses  be- 
sondereu  Satzes  zugleich  mit  einer  Kritik  des  d'Alemhertschen  Ver- 
suches; d'Alembert  kritisiert  dann  seinerseits  den  Foncenexaehen 
Beweis  in  dem  „Supplement"  (siehe  S.  308).  Euler  hatte  1749  durch 
eine  Reihe  von  Beispielen  den  allgemeineren  Satz  Überaus  wahr- 
scheinlich gemacht. 

Nach  gleicher  Richtung  geht  eine  Arbeit  des  italienischen  Ge- 
lehrten Pietro  Paoli;  sie  findet  sich  als  drittes  „Opusculum" 
seiner  Opuscula  analjtica^).  Paoli  legt  Gewicht  darauf,  seine  Ab- 
leitungen unter  Vermeidung  der  Infinitesimal-Rechnung  zu  geben,  and 
benutzt,  um  das  zu  ermöglichen,  durchgehend  das  Prinzip  der  unbe- 
stimmten Koeffizienten  als  Hilfsmittel  für  die  Herleitung  der  nötigen 
Formeln.  So  liefert  er  die  Entwicklungen  von  a^,  log(l  -J-ic),  sinx,  cosa.', 
t&agx,  arctanga;.  Nach  diesen  Vorbereitungen  geht  der  Verfasser  zu 
einer  Reihe  von  Beispielen  über.  Er  beginnt  mit  dem  Logarithmus 
von  (a  +  h-Y-^l);  diesen  stellt  er  mit  Hilfe  der  zuerst  vorgenommenen 
Entwicklung   in    der  Form  einer    unendlichen  Reihe    dar    und   findet 

log{(i  4-  6"/— i)  =  logl/«^  +  h^  -Y  ßY—l,    wo   /3  =  arctang—  ist. 
Für  ([  =  0   gibt  er  noch   als    besonders    erwähnenswert   das  J.  Ber- 
nouilische  Resultat 

an.     Dann  folgt  die  Behandlung  von 

log[log(oH-  !<■>/- i)],  Iog(log[lng(o  +  6./:-l)]), 
USW.     In  gleicher  Weise  wird 

auf  die  Form  A  -\-  B"^— 1  gebracht;  dann 

usf.  Hierauf  kommen  die  gonio metrischen  und  die  zu  ihnen  inversen 
Funktionen  an  die  Reihe.  Und  den  Schluß  bilden  die  Kettenbrüche 
mit  imt^ir^ren  Teilzählern  und  Teilnennern.  Die  abbrechenden  lassen 
sich  sofort  durch  Aufrechnung  erledigen;  die  ins  Unendliche  fort- 
laufenden werden  zunächst  in  unendliche  Reihen  verwandelt. 
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Auch  Nik.  Fuß  beschäftigt  sich^)  mit  der  Frage  aaeh  der  Dar- 
stellung imf^inärer  Grüßen.  Dabei  macht  er  ganz  wunderliclie 
Sprünge.  Wenn  z  eine  variable  imi^inäre  Große,  a,b,c,...  reelle  Kon- 
stanten bedeuten,  dann  umfassen  die  beiden  Formen  a -\- s  und  h-e 
bei  der  willkürlichen  Bedeutung  von  a,  b,  3  imendüch  viele  imagi- 
näre Größen.  Die  Größen  der  beiden  Formen  a  -\-  z  und  bz  können 
einander  nur  gleich  sein,  wenn  a  =  0  und  h  =  \  ist.  Die  allgemeinere 
Größenform  a^hz  umfaßt  unendlich  vielmal  mehr  Größen  als  a  -\-  z, 
da  in  ihr  auch  h  alle  reellen  Zahlen  durchlaufen  kann;  deshalb  um- 
faßt sie  „wahrscheinlich"  alle  imaginären  Größen;  somit  auch  jede 
von  der  Form  „Demnach   kann  man,   wie  es  scbeint,    als  sicher 

annehmen,  daß  jedes  —  gleich  einem  a,  -\-hz  sei,  und  zwar  nur  auf 
eine   Art."     Aus   a  +  bz  =  _    folgt  die  Gleichung 

i£^  +  as-~c  =  0     und     z  =  K±ßY^, 

wo  K  und  ß  reell  sind;  dadurch  wäre  der  Satz  über  die  Darstellung 
imaginärer  Größen  allgemein  bewiesen. 

Euler  wird  diesen  Beweis  von  Fuß  schwerlich  als  vollgültig 
and  überzeugend  anerkannt  haben;  sonst  hätte  er  wohl  kaum  178B 
im  zweiten  Teile  der  „Opuscula  analytica"  p.  81  unter  anderen  For- 
derungen an  die  Forschung  auch  die  eines  strengen  Beweises  für 
diesen  Fundamentalsatz  aufgestellt. 

Mehrere  andere  Mathematiker  versuchten  sieh,  wie  d'AIerabert 
und  D.  de  Foncenes,  um  das  Theorem  in  der  Weise,  daß  sie  es 
mit  dem  Problem  der  Wurzelexistenz  algebraischer  Gleichungen  ver- 
quickten, sich  also  die  Aufgabe  stellten,  die  Form  der,  noch  nicht 
als  vorhandeo  bewiesenen  Wurzeln  festzustellen.  Wir  können  solche 
verfehlten    Untersuchungen,    wie    die   von    Seh.    Canterzani  ^)    hier 


An  dem  Leibniz-BemouUiscben  oder,  wenn  man  will,  dem 
Euler-d'AIembertachen  Widerstreite  der  Meinungen  beteiligte  sieh 
auch  der  Italiener  Greg.  Fontana.^)  Er  steht  auf  Eulers  Seite, 
findet  aber,  daß  Eulers  Herleitung  der  unendlich  vielen  Werte  von 
log  (cos  (p -|- sin  ^  ]/— l)  durch  die  Benutzung  des  Unendlich-Großen 
und  dea  Unendlich- Kleinen  an  Übersichtlichkeit  und  an  Überzeugungs- 
kraft verliert.  Deswegen  schlägt  Fontana  einen  anderen  Weg  ein. 
Er  beweist  die  entscheidenden  Formeln  einmal  durch  Integration  von 

')  Act.  Petrop.  1781,  para  If.  p.  X18.  ')  Mem.  Soc.  ital.  II,  17S4. 

*)  Ibid.  I,  1782,  p   183. 
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Differeutial- Ausdrücken,  dann  aber  aueli  ohne  Integriening  durch  Sub- 
stitutioH  von  .-c  =  tangy-l/— 1  in  die  Entwicklnng 

log  \-+-'^  -  2  (;t  +  i  x'  +  J-#  +  ;  a:'  +  ■  .  .)  : 

dadurcli  gelangt  er  zu  der  gewünschten  Eulerschen  Formel 

9  Y—  1  —  log  (cos  (p  +  sin  <p  V—  l) , 

die  die  unendlich  vielen  Werte  des  Logarithmna  vermittelt. 

In  aller  Kürze  sei  noch  ein  Aufsatz  von  Fr.  Mallet  erwähnt'), 
der  den  Zivist  schlichten  will,  aber  in  seinem  elenden  Küchenlatein 
kaum  über  die  historische  Darstellung  der  Meinungsverschiedenheiten 
hinauskommt. 

Einige  Darlegungen  von  J.  A.  Ohr.  Michelaen  führen  uns  zu 
der  Logarithmen  frage  zurück.  Michelsen  gab  1788  die  Übersefczimg 
der  „Analysis  inflnitorum"  Eulers  heraus  und  versah  sie  mit  An- 
merkungen zweifelhaften  Wertes.  Die  zum  siebenten  Kapitel  gehörigen 
beschäftigen  sich  mit  der  Eulerschen  Logarithmen-Theorie  und  be- 
kämpfen sie.  Natürlich  knüpft  Michelsen  an  die  Verwendung  des  Ue- 
endliehen  an.     Er  sagt  S.  500—501:    „Euler   betrachtet  die  Formel 

log  X  =  lim  n  {'yx  —  l) 

als  allgemein  gültig.  Setzt  man  für  x  irgendeine  negative  Zahl  imd 
für  «  nach  und  nach  immer  größere  positive  ungerade  Zahlen,  so 
findet  man  für  yx  außer  den  unmöglichen  Werten  auch  allemal  einen 
reellen  negativen  Wert  und  es  sollte  folglich  jede  negative  Zahl 
außer  den  imaginären  auch  einen  reellen  und  zwar  negativen  Loga- 
rithmen haben,  der  mit  dem  Logarithmen  der  gleichgroßen  positiven 
Zahl  verglichen,  größer  sein  würde.  Ferner  setze  man  für  n  nach 
und  nach  immer  größere  positive  aber  gerade  Zahlen  und  lasse  x 
positiv  sein.  Alsdann  hat  y^  zwei  einander  entgegengesetzte  sonst 
gleiche  Werte,  und  es  müßte  demnach  logx  einen  doppelten,  sowohl 
den  Zeichen  als  der  Größe  nach  verschiedenen  Wert  haben."  Zu 
weiteren  Angriffspunkten  führt  die  Allgemeingültigkeit  der  Gleichung 

»'"  =  «"  ,  wie  dies  ja  schon  bei  BernouUi  und  d'Alembert  zu 
verzeichnen  war,  die  ihre  darauf  gegründeten  Einwände  geometrisch 
formuliert  hatten. 

Seine    Ansicht    ist    (S.   503)    die    folgende:     „Zu    jeder    Größe, 


)  Nov.  Act,  Upsal.  IV,  17Si,  p.  205. 
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sie  m^  nun  positiv  oder  negativ,  reell  oder  imaginär  eein,  gehört  ein 
möglicher  Logarithmus  und  nicht  mehrere." 

Ferner  sei  noch  erwähnt,  daß  Pietro  Franchini  in  seiner 
,.Teoria  dell'  Analisi"  iloma  17*t2  I  fünf  Beweise  für  die  Richtigkeit 
der  Formel  log  (—  ?)  =  log  (-}-  £)  pwbh/iert  freilich  ohne  neue  Ideen  bei 
zubringen;  und  daß  Malfatti^)  eingehend  untei&ucht  ob  dje  Logistici 
einen  oder  zivei  Zweige  besitze. 

Auch  Kästner  findet,  wie  so  maneher  vor  und  nach  ihm  laß  die 
von  Euler  beliebte  Benutzung  der  höheren  Analysia  das  Eindringen  m 
die  Natur  der  Logarithmen  erschwere  Kastnei  tikennt  in  )  daß 
Hilfsmittel  der  höheren  Mathemitik  notwendig  seien  um  ,d]e  Mannig 
faltigkeit  der  unmöglichen  Logarithmen  zu  kennen  und  zu  biauthtn 
aber  er  meint,  daß  sich  schon  aus  den  ersten  gemeinen  Lehren  \(i 
den  Logarithmen  dartun  lasse,  daß  jede  Vejahte  Zahl  einen  m  gliehen 
Logarithmen  hat  und  nur  einen  möglichen  und  daß  verneinte  Zahlen 
keinen  möglichen  Logaiifchmen  haben  Der  Standpunkt  lat  wie  man 
sieht,  ein  noch  ziemlich  beschränkter.  Um  den  Nachweis  elementar  zu 
liefern,  erklart  Kästner  jede  „bejahte'^  Zahl  als  abgekürzten  Ausdruck 
ihres  Verhältnissps  zur  -Einheit  und  setzt,  um  das  anzudeuten,  +  « 
=  (1 : «).  Dann  wird  für  ganze  positive  m  die  Potenz  a™  =  »j  ■  (1 :  d), 
d.  h.  das  Resultat  des  »(-fachen  Verhältnisses  (!:«),  (a:aF),  ... 
(ffl™"':«™);  die  gleiche  Erklärung  soll  für  gebrochene  positive  Expo- 
nenten in  =  gelten,  „da  das  Verhältnis  (1:«)  in  q  Teile  geteilt 
werden  könne,  von  denen  dann  p  genommen  werden,  um  ■(!:<') 
zu  geben".     So  sei  (1 :8)  =  3-(l  :2),   also 

1(1:^)^(1:2)     und      J  (1 :  8j  =  (1  r  4). 

„Das  Verhältnis  (1  :  —  n)  läßt  sich  mit  keinem  Verhältnis  zwischen 
ein  Paar  bejahter  Zahlen  vergleichen."  Ist  bei  konstantem  positiven  c 
und  bei  positivem  y  das  Verhältnis  (l:j/)  das  .r-fache  des  Verhält- 
nisses (1 :  c),  also  (1 :  y)  =  3;  -  (1 :  c)  oder  c''  =  1/,  so  liefert  das  ein  loga- 
rithmisches System  mit  der  Basis  c.  Ist  x  ein  Bruch  -  ,  dann 
könnte  y  zwar  einen  verneinten  Wert  annehmen;  aber  diese  Annahme 
würde  besagen,  das  Verhältnis  zwischen  1  und  einer  verneinten  Zahl 
sei  ein  Vielfaches  des  Verhältnisses  (l:c).  „Und  das  findet  nicht 
statt."     Den   Grund  bleibt  Kästner  uns  schuldig.     Denn   das  soeben 


')  Mem.  K,  Acad.  Mantova,  1795.  p.  3. 
Mathem.,  Stück  IV,  1786,  p.  531. 
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in  Anführungszeichen  Gesetete  ist  doch  sicher  kein  Grund  für  diese 
Behauptung. 

Paolo    IVisi    hatte    in    seiner   Algebra^)    eine    Unterscheidung 
zwischen    der    reellen    imd   der 
~~-~^2____   imaginären    Null   gemacht   und 
/  die  Behauptung    aufgestellt,   es 

dL.-r^.    -.*:  _        sei    nicht    0.y-i  =  0;     denn 
J    ,'  daraus     würde     die     unrichtige 

—  Proportion  folgen 

y-^  1:V'-1=0:0. 

\/  Er   meint,   die   imagimire   Null 

/  zeige  eine  reelle  Größe  an. 

Tig,  s.  Diesen   vermeinten   Untei-- 

schied  hatte  G.  Riccati^)  durch 

geometrische  Gründe  zu  stützen  versucht.   Es  sei  HI)G...JBE. ..  eine 

Kouchoide;    AB  =  FE=  AD  =  FG  =- a;    OA-c  und    c>  a. 

Dann  bestehe  zwischen  den  Koordinaten  x,  y  jedes  Knrvenpunktes 
E  =  {x\y)  die  Gleichung  x=  '^'^~''- K". ".?_..    füj-  y  =.  c  ergebe  das 

Aber  für  y  =  c  existiere  nach  der  Definition  der  Kurve  kein  Kurven- 
punkt; demnach  könne  x  nicht  gleich  Null  sein. 

F.  Th.  iSchubert^)  weist  diesen  Einwurf  ganz  richtig  zurück: 
Der  Punkt  C  besteht  tatsächlich  als  isolierter  Kurvenpunkt,  als 
„punctum  conjugatum". 

Ohne  Kenntnis  von  dem  Aufsatze  Schuberts  zu  haben,  auf  den 
er  sonst  hingewiesen  hätte,  tut  Greg,  Fontana  das  Gleiche.*)  Dabei 
wendet  er  sich  polemisierend  gegen  die  soeben  besprochenen  Aus- 
fuhrungen Frisis;  Wäre  O-"!/— l  von  0  verschieden  und  etwa  =ö 
-(-&)/— 1,  wo  a,  b  reelle  Größen  bedeuten,  so  würde  daraus  das 
offenbar  unrichtige  Resultat  Y^i  —  ~  -r-  folgen;  die  von  Frisi  be- 
anstandete Proportion  1  :  l/— 1  =  0  ;  0  weise  wegen  der  Unbestimmt- 
heit der  rechten  Seite  gar  nichts  Widersinniges  auf, 

Praac.  Pezzi^)  sucht  die  Frage  zu  beantworten,  warum  Euler 
in  seinen  Formeln  stets  die  Gestaltung  cos  ip  -|-  sin  (p  ■  ]/—  1  statt  der 
ebenso  naheliegenden  und  scheinbar  ebenso  berechtigten 

')  Mailand  1783.         *)  Memorie  mat.  fia.  Soc.  Ital.  IV,  1788,  p.  116. 
')  Nov.  Act.  Petrop.  VIll,  1790,  p.  171,  ')  Memorie  mat.  fia.  Soc.  Ital.   IIW. 

VIII,  p.  17i.  <■)  Ibiil.   1790,  V. 
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genommen  habe.  Er  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dies  sei  erfolgt,  weil 
die  Darstellung  der  Potenzen  des  Ausdrucks  bei  der  erateren  Form 
einem  einfacheren  Gesetze  unterworfen  sei,  als  bei  der  zweiten, 

B.  Fr.  Tbibaut^)  gibt  in  einer  bistoriscbeu  Arbeit  eine  kurze, 
gedrängte  Übersicht  über  die  wichtigsten  Phasen  der  Entwicklung  der 
Lehre  von  den  imaginären  Größen.  Er  fügt  einige  kritische  Be- 
merkungen an,  mit  denen  er  sich  in  dieser  Frage  ganz  auf  die  Seife 
von  L.  Euler  stellt 

Wir  nahen  uns  dem  Schlüsse;  haben  aber  zunächst  eine  historische 
Bemerknag  zn  machen,  die  sich  auf  die  Bezeichnung  der  imaginäJ^en 
Einheit  bezieht.  Im  vorhergehenden  haben  wir  diese,  dem  Gebrauche 
der  damaligen  Zeit  entsprechend,  mit  Y  —  1  bezeichnet;  das  jetzt 
meist  übliche  „j"  hatte  noch  kein  Bürgerrecht  erlangt.  Von  wem 
stammt  die  Einführung  dieses  „i"?  Wohl  von  Euler!  Im  vierten 
Bande  der  zweiten  Auflage  der  Eulerschen  „Institution es  Caleuli 
integralis"  ^j  findet  sich  als  viertes  „Supplementum"  erstmalig  ge- 
druckt eine  Abhandlung  des  Verfassers  „De  integratione  formularum 
angnlos  sinusve  anguloram  implicantium"  und  als  ihre  erste  Nummer: 
„1.  De  fornmlis  differentialibus  . . .  M.  S.  Academiae  exhibit.  die  5  Maii 
1777".  Darin  heißt  es:  „Problem«  1:  , Proposita  formula  difie- 
rentiali    "  „     -  - "- ,   ejus  integrale  per  logarithmos  et  arcus  oirculares 

investigare',  Solutio:  Quoniam  mihi  quidem  alia  adhuc  via  non 
patet  istud  praestandi,  nisi  per  imaginaria  procedendo,  formulam 
■[/— 1  littera  i  in  posteriorem  designabo,  ita  ut  sit  ii  =  —  \, 
ideoque  -.  =  —  i."  Auf  einen  früheren  Gebrauch  des  Zeichens  i  sind 
wir  nirgends  gestoßen. 

Den  Schluß  unserer  Darlegungen  liefert  eine  Abhandlung  von 
großer  Bedeutung,  der  wir  das  Motto  geben  möchten:  „habent  sua 
fata  libelü".  Sie  eilte  ihrer  Zeit  voraus;  sie  blieb  unbeachtet;  sie 
wurde  nach  100  Jahren  der  Vergessenheit  entrissen  und  anerkannt. 
Die  Abhandlung  trägt  den  Titel:  „Om  direktionena  analytiake  Beteg- 
ning";  ihr  Autor  ist  Caspar  Wessel.*)  Zunächst  heben  wir  aus 
einer  Besprechung  seitens  des  Herrn  Valentiner  einleitend  folgendes 
heraus.*) 


')  Dissertat.  inaugur.  Gottinjf.  1797.  *)  Petropol.  17ü3— 179i,  i  vol.  4", 

(während  die  etatn  Auflage  nur  3  Volumina  aufweist).         ')  Danske  Selsk.  Skr, 
N.  Samml.  V,  nU9.  *)  Jahrb.  Fortschv.  Math.  2B  (18Ü7),  p.  49'J, 
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Diese  Abhandlung,  welche  vermutlich  die  älteste  ist,  die  eine 
Yollständige  Theorie  der  imagioären  Zahlen  enthält,  wurde  am  10.  März 
1797  der  Kgl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Kopenhagen  vorge- 
legt. Der  Verfasser,  1745  in  Norwegen  geboren,  kam  1763  nach 
Dänemark,  wo  er  später  sein  ganzes  Leben  als  Feldmesser  verbrachte. 
Er  starh  1818.  In  seinem  Berufe  war  er  sehr  geschätzt;  einen  großen 
Teil  der  Triangulation  und  der  genauen  Aufnahme  des  Königreichs 
hat  er  besorgt.  Im  Jahre  1815  wurde  er  Ritter  des  Danebrog;  dies 
wird  nur  deshalb  angeführt,  weil  es  sicher  damals  für  einen  Feld- 
messer eine  außergewöhnliche  Ehrenbeweis ung  gewesen  ist.  Von 
seinen  Fähigkeiten  als  Mathematiker  haben  wir  gar  keine  Nach- 
richten, Die  Tradition  schweigt  ganz  davon.  Nichtsdestoweniger 
ist  das  in  Kede  stehende  Werk  eice    sehr    bemerkenswerte   Leistung. 

Mit  den  eigenen  Worten  des  Verfassers  werde  der  Zweck  des 
Werkes  angegeben.     Er  sagt: 

Diese  Abhandlung  hat  zum  Gegenstande  die  Frage,  wie  kann 
die  Richtuug  analj'tisch  dargestellt  werden,  das  heißt,  wie  kann  man 
die  Abschnitte  von  Geraden  darstellen,  wenn  oaan  mittels  einer  ein- 
zigen Gleichui^  zwischen  einer  unbekannten  Strecke  und  anderen  be- 
kannten Strecken  einen  Ausdruck  finden  wollte,  welcher  auf  einmal 
die  Länge  und  die  Richtung  der  unbekannten  Strecke  darstellt. 

Weiter  sagt  er:  Was  mir  die  Veranlassimg  gegeben  hat,  diese 
Abhandlung  zu  schreiben,  ist,  daß  ich  eine  Methode  suchte,  welche 
mir  erlaubte,  die  iinmöglichen  Rechnungen  zu  vermeiden.  Nachdem 
ich  sie  gefunden  habe,  habe  ich  sie  dazu  verwendet,  mich  der  allge- 
meinen Gültigkeit  einiger  wohlbekannten  Formeln  zu  versichern. 

—  Soweit  Valentiner.  — 

Wessel  geht  von  geometrischen  Betrachtungen  aus  und  definiert 
die  Addition  zweier  Strecken  folgendermaßen:  „man  läßt  die  eine 
von  dem  Punkte  ausgehen,  in  dem  die  andere  endet;  dann  verbindet 
man  durch  eiue  neue  Strecke  die  beiden  Endpunkte  der  so  erhaltenen 
gebrochenen  Linie;  die  neue  Strecke  heißt  dann  die  Summe  der 
beiden  gegebenen"  {§  I).  „Das  Produkt  zweier  Strecken  muß  in 
jeder  Hinsicht  aus  dem  einen  Faktor  in  der  gleichen  Weise  gebildet 
werden,  wie  der  andere  Faktor  aus  der  positiv  oder  absolut  genom- 
menen Einheitastreeke  gebildet  ist"  (§  4).  Dabei  i.?t  es  notwendig, 
daß  die  Faktoren  solche  Richtungen  haben,  die  mit  der  Einheits- 
strecke  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  Worte  „in  jeder  Hinsicht"  be- 
ziehen sich  auf  die  Länge  sowie  auf  die  Richtung  des  Produktes- 
„Dureh  -|-  1  wird  die  geradlinige  positive  Einheitsstrecke  bezeichnet, 
durch  e  eine  andere,  auf  der  ersten  senkrechte,  mit  gleichem  An- 
fangspunkte" (§  5).     Aus  der  Definition    der  Multiplikation   folgt  so- 
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fort  e  ^Y— ^-  Es  werden  dann  Strecken  «  4  *&  eingeführt  und 
mit  ihnen  die  Openitionen  der  Addition,  der  Multiplikation,  der  Po- 
tenzierung und  der  Radizierung  vorgenommen.  Als  Anwendung 
wird  der  Beweis  des  Satzes  von  Cotes  gegeben  (Bd.  III*,  S.  410 — 411) 
und  die  Bestimmung  aller  Elemente  eines  Polygons  geliefert,  von 
dem  die  nötige  Anzahl  von  Bestimmungs stücken  bekannt  ist. 

Um  zu  einer  analytischen  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten 
im  drei-dimensionnlen  Räume  zu  gelangen,  nimmt  Weasel  zu  den 
beiden  Eiuheitsstreeken  +  1  und  +  £  eine  dritte  mit  gleichem  An- 
fangspunkte, auf  1  und  f  senkrecht  stehende  +  -rj  an,  für  die  auch 
1)*  =  —  1  ist,  und  gibt  die  Form  x  -\-  tji/  -{-  ss  als  aligemeiuen  Aus- 
druck einer  „Geraden",  d.  h.  eines  Strahles  vom  Anfangspunkte  bis 
zum  Punkte  mit  den  Koordinaten  x,  i/,  0.  Das  Hauptprohlem  besteht 
in  der  analytischen  Bestimmung  der  Rotation.  Wessei  zerlegt  eine 
beliebige  Rotation  in  zwei,  deren  eine  die  ij-Achse,  die  andere  die 
£-Achse  zur  festen  Drehungs-Achae  hat.  Soll  sieb  (a:  +  ijy  +  s^)  nni 
die  Tj-Acbse  durch  einen  Winkel  a  drehen,  so  drückt  er  dies  durch 
die  Bezeichnung 

(x  -{  r)y  +  es)  "  (cos«  +  s  sina) 

aus,  und  ähnlich  die  Drehung  um  die  f-Ächse  durch  den  Winkel  b 
durch  die  Bezeichnung  (x  +  ijy  +  es)  •■  (cos  h  -\-  Tj  sin  h).  ■  Es  ist,  wie 
Wessel  zeigt, 

(a:  +  ijj/  +-  f.ä)  .'  (cos«  4-  Esin«)  --  (xcos«  —  ^sin«) 

+  ijy  -\-  tix'&va.a  +  scosa); 
\x  +  i;»/  \  iz)  >■  (cos 6  +  )j  sinft)  =-  (jjcosö  —  //sinft) 
+  ^  (a;  sin  6  +  ycos&)  +  es; 
(.i;  -H  r\y  ^  es)  •-  (cos a  -f-  Esin«)  .-  (cosc-f-  f  sine) 

"-  (:C  -f  ijy  +  f.z)  "(cosfö  +  cj  +  f  sin[«  +  <^]). 
Auf  die  kurz  gefaßte  Theorie  der  Drehungen  um  die  Achsen  der 
V  und  s  folgt  als  Anwendung  die  Behandlung  der  sphärischen  Polygone, 
die  im  wesentlichen  auf  eine  sphärische  Trigonometrie  hinaua^uft.  T.-N". 
Thiele,  einer  der  beiden.  Herausgeber  der  ins  Französische  übersetzten 
Abhandlung^),  macht  auf  den  merkwürdigen  Umstand  aufmorksam, 
daß  Wessel  bei  seinen  Untersuehnngen  nicht  auf  die  Gleichungen 
von  Gauß  oder  Delambre  gestoßen  sei,  denen  er  doch  so  nahe  war. 
Ebenso  bedauert  Thiele,  daß  der  Verfasser  die  Behandlung  der 
Drehung  um  die  reelle  Achse  unterlassen  hat;  dieser  eine  Schritt  hätte 
ihn  ohne  Zweifel  zur  Entdeckung  der  Quaternionen  geführt.  Wenngleich 

')  Egsai  mir  hi  rcpreaeiitation  analjtiqne  de  la  dii-ection  pav  C.  Wessp! 
avec  (»rtface  de  H.  Valentiner  et  T.  N.  Thiele.     Copenhague  1897. 
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der  Gedaake  Wessels  also  nicht  vollkommeu  von  ihm  selbst  ausge- 
schöpft erscheint,  ao  genügt  doch  der  Inhalt  der  Arbeit,  um  die  Prio- 
rität der  Darstellung  komplexer  Größen  Ärgand  zu  entziehen  und 
Wessel  zuzuerkennen.  Argand,  der  1806  seineu  „Essai  sur  uue 
maniere  de  repreeenter  des  quantites  imaginaires"  veröffentlichte,  bat 
zweifellos  von  der  Idee  des  däjnsclien  Mathematikers  nichts  gewußt  — 
wie  die  ganze  damalige  wissenachaftiiche  Welt  nichts  mehr  von  ihr 
wußte;  auch  der  „Essai"  Arganda  wurde  vergessen,  hatte  aber  den 
„Direktionens  aualytiske  Betegning"  gegenüber  das  Glück,  früher^) 
wieder  entdeckt  zu  werden;  so  konnte  Argand  langezeit  für  den  Ent- 
decker gelten. 

')  Annalea  de.  Uergonce  1S13. 
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Lelirbttclicr  der  Elemeiitargeometrie. 

Ihre  schon  hingst  begonnene  sowohl  quantitative  als  auch  qualitative 
Entwicklung  fortsetzend,  bereicherte  sieh  im  Laufe  der  zu  betrach- 
tenden 40  Jahre  die  lehrende  elementarge ometri sehe  Literatur  mit 
einer  sehr  ansehnlichen  Anzahl  neuer  Errungenschaften.  Infolge  des 
unvollständigen  bibliographischen  Materials,  das  uns  zu  Gebote  stand, 
sind  die  deshalb  zum  Teil  verminderten  und  nur  annähernd  richtigen 
Ziffern,  die  die  oben  erwähnte  Anzahl  ausdrücken,  folgende:  55  Ge- 
samÜehrbücher,  welche  neben  den  Teilen,  welche  allen  oder  auch 
einigen  Abteilungen  der  elementaren  Mathematik  gewidmet  sind,  auch 
Teile,  die  ausschließlich  die  elementare  Geometrie  betrachten,  ent- 
halten, 35  spezielle  elementargeometrische  Lehrbücher,  35  Über- 
setzungen der  Elemente  des  Euklid  und  10  "Übersetzungen  der  Werke, 
die  im  Laufe  der  ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  erschienen  sind. 
Folgende  Tabelle  stellt  die  Verteilung  dieser  Ziffern  in  den  Haupt- 
liindem  Eiu'Opas  dar: 


jlLehrbäcliei 


Sammlungen'  Lehrbüchev  |  I  ÜberBetzangen  der 

,.,!■,  *^^r  I      -E^nKlidB     I        Schuften 


l  Elementar-   j    Elemente    |l.Hälfted.  2.ffillftpd. 
8.Jahrh.   IS.Jahrh. 


Deutschland 11  24  [  lO  !  13  —                  1 

England '  1  :i  8  \       —               — 

Frankreich 13  i  1  ,1  — 

Italien  ]  G  :-i  ,  2  1  i          1 

Niederlande "  2  i  9  i  ^  I         2  ' 

Polen i|  8  i  -  !  1  i          -i  \          3 

Rußland '1  2  I  R  '  y  ,          3                  0 

Schweden |  —  j  -  -  ,  3  j          'J  i         — 

Einige  der  hier  angegebenen  Bücher  sind  mehrmals  verlegt  worden. 
Zur  Ei^Unzung  und  Erklärung  dieser  Tabelle  ist  folgendes  zu  be- 
merken. Werke  der  ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts,  deren  Über- 
setzungen in  der  Tabelle  angegeben  sind,  waren  folgende:  Christian 
Wulffs  Anfangsgründe  aller  mathematischen  Wissenschaften  (Halle 
1710)  waren  ins  Holländische,  Polnische,  Russische  und  Schwedische 
Übersetzt.  Olairaut,  Elements  de  geomethe  (Paris  1741)  waren  ins 
Schwedische,   Holländische   und   Polnische   übersetzt.     Georg  Wolf- 
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gang  Krafft,  Kurtze  Emleitung  zur  theoretischen  Geometrie,  /um 
Gebrauche  der  studirenden  Jugend  in  dem  Gymnasio  bey  der  Äca- 
demie  der  Wissenscliaften  in  St.  Petersburg  (1740).  Weidlers  In- 
stitutiones  mathematicae  (Wittenbei^  1718).  Diese  beiden  Werke 
waren  nur  ins  Russische  übersetzt.  Das  letzte  Werk,  ebenso  auch 
das  obengenannte  Buch  Wolffa  sind  mehrmals  auch  bei  sich  in 
Deutscliland  verlegt  worden.  Zu  den  Übersetzungen  des  Werkes 
Wulffs  in  der  Tabelle  ist  auch  die  2.  italienische  Auflage  des 
Buches  Christian!  Wolfii^)  Elementa  Matheseos  universae^)  mit 
eingerechnet.  Als  Werke,  die  in  einiger  Beziehung  zu  den  Elementen 
des  Euklid  stehen,  obwohl  sie  in  die  Tabelle  nicht  eingeführt  sind, 
sind  folgende  anzugeben;  in  England  R.  Simson,  The  Elements  of 
Euclid.  Notes  critical  and  geometrical  (Glasgow  1762  und  1781) 
und  The  philosophical  and  mathematical  Commentaries  of  Procius, 
surnamed  Plato's  Suceessor,  on  the  I  Book  of  Euclids  Elements 
and  bis  life  by  Marinus  etc.  (London  1788);  in  Deutschland  Euclid's 
Data  verbessert  und  vermehrt  von  R.  Simson,  übersetzt  von  Oh, 
Schwab  (Stuttgart  1780,  8").  In  England,  Deutschland  und  Fi-ank- 
reich  beansprucht  die  vollständige  Abwesenheit  der  übersetzten  Werke 
aus  anderen  Sprachen  besondere  Beachtung.  In  Frankreich  und  Eng- 
land war  nicht  eine  einzige  Übersetzung  vorhanden.  In  Deutschland 
nur  eine,  nämlich  die  Übersetzung  aus  dem  Holländischen  des  Werkes 
von  Swinden,  Anfangsgründe  der  Meßkunde.  Die  größte  Zahl  der 
Übersetzungen  erschien  in  den  am  wenigsten  zivilisierten  Landern, 
nämlich  in  Rußland,  und  schon  in  geringerem  Maße  in  Polen.  In 
diesen  beiden  Ländern  trifft  der  Forscher  wohl  fast  zum  erstenmal 
Übersetzungen  an,  die  nicht  nach  gedruckten  Ausgaben,  sondern  nach 
Handschriften  angefertigt  sind.  Als  derartige  Übersetzungen  sind  an- 
zugeben: in  Rußland  Eulers  Geometrie')  und  das  bereits  oben  an- 
geführte Werk  Kraffts  und  in  Polen  „Geometrie"  von  Lhuilier*). 
Die  wichtigste  der  Angaben,  die  die  angeführte  Tabelle  dem 
Forscher  liefern,  ist  diejenige,  welche  die  Beziehung  der  „Elemente" 
des  Euklid  zu  dem  Fache  des  Unterrichts  der  Geometrie  in  den 
verschiedenen  Ländern  Europas  bezeichnet.  Aus  dieser  Tabelle  ist 
ersichtlich,  daß  die  „Elemente"  des  Euklid  ihre  uralte  Stellung,  als 
der  einzigen  Lehrbücher  der  Element  arge  ometrle,  nur  in  England  in  der 


')  Diese  Vorlesungen  IIP,   S.  529  — fi;ij.  ')  Editio  secunda  veronensis. 

Voronae  1788—98,  vol.  5;  i".  =)  LeoDh.  Eulers  Geometrie,  auio  Gebrauolie 
in  dem  Gymnasio  bei  der  Akademie  der  Wisaenaehaften  in  St,  PeterBbiaig,  Ana 
dem  Lateinischen,     17GB,  ')  Geometrie  für  die  Volksschulen.     1.  Teil. 

Warschau  1780,     2.  Teil,     Kiakau  1781. 
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zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  behalten  haben.  Ungeachtet 
dessen,  daß  Deutschland  nach  der  Anzahl  der  Ausgaben  der  Werke 
des  Euklid  alle  anderen  Länder  übertrifft,  kann  dennoch  von  dem 
vorherrBch enden,  geschweige  dem  ausschließlichen  Gebrauch  heim 
Unterricht  der  Elenientarge'imetrie  keine  Rede  sein.  Das  bezeugen 
uns  mit  voller  Deutlichkeit  die  noch  viel  bedeutenderen  Zahlen  der 
Lehrbücher,  die  von  einheimi sehen  Autoren  verfaßt  und  verlegt  worden  ■ 
sind.  Was  Frankreich  anbetrifft,  kann  der  direkte  Gebrauch  der 
„Elemente"  des  Euklid  beim  Unterricht  der  Element  arge  ome  tri  e  jetzt 
als  vollständig  aufgehoben  betrachtet  werden.  Die  übrigen  Haupt- 
länder Europas  endlicli  nehmen  Mittelstellungen  zwischen  Deutschland 
und  JBVanki-eich  ein,  dennoch  näher  an  Frankreich  stehend.  Anf  diese 
Weise  erreichte  das  Bestreben,  die  „Elemente"  des  E\iklid  beim 
Unterricht  der  Elementargeometrie  durch  zweckentsprechendere  Lehr- 
bücher zu  ersetzen,  was  der  Philosoph  ßamus  als  erster  aus- 
gesprochen und  im  Laufe  der  Zeit  sich  immer  verstärkt  hatte,  in  der 
pweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  bedeutende  Resultate.  Zur  selben  Zeit 
macht  auch  das  Verständnis  der  Ursachen  des  obengenannten  Be- 
strebens Fortachritte,  obgleich  in  geringerem  Maße,  Da  die  haupt- 
sächlichsten dieser  Gründe  sehr  tief  im  Wesen  der  Sache  selbst  liegen, 
war  das  Verständnis  derselben  in  der  zu  betrachtenden  Zeit  noch 
nicht  erreicht.  Man  hatte  bloß  Zeit,  diejenigen  ihrer  Folgen  kennen 
zu  lernen,  die  ohne  tiefe  und  umfassende  historische  Kenntnisse  dem 
unmittelbaren  Beobachter  zugänglich  waren. 

In  demjenigen  Lande,  wo  die  zn  betrachtende  Strömung  sich  am 
meisten  kundgegelien  bat,  und  deshalb  beinahe  ihr  Ziel  voU  erreicht 
ist,  nämlich  in  Prankreich  begegnet  der  Forscher  der  Angabe  dieser 
oder  jener  Ursache  bei  vielen  Schriftstellern.  Nach  den  Worten 
d'Alemberts^)  sind  die  Beweise  des  Euklid,  ungeachtet  ihrer  Ge- 
nauigkeit, dem  Verständnis  so  schwer  zugänglich,  daß  es  vielen  be- 
rühmten Mathematikern  nicht- gelungen  ist,  ihrer  vollständig  Herr  zu 
werden.  Bouillau  z.  B.  gestand  offen,  daß  er  sie  niemals  gut  ver- 
stand, und  der  noch  berühmtere  Vieta  verdächtigte  ihn  des  Para- 
logismus,  was  nur  aus  mangelhaftem  Verständnis  zu  erklären  ist.  Im 
Discours  preiimiuaire  zu  derselben  Ausgabe^)  sagt  Bossut,  daß  viele, 
vollkommen  die  Vorzüge  des  prachtvollen  Werkes  des  Euklid  an- 
erkennend, ihm  doch  Vorwürfe  machen  wegen  zu  großer  Anzahl  von 
Beatimmungen  und  scholastischen  Einteilungen,  wegen  zu  strenger 
und   verfeinerter   Beweisführung   von  Wahrheiten,   die   schon   an  und 

')  Encvclopedic  rntthoilique.  llatliematiques,  Tome  II,  p.  129.  ')  Ebenda, 
Tome  I,  p.  !X. 
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für  sich  vollkommen  klar  sind.  Man  ist  geneigt,  aiizunelimeii,  be- 
merkt er  weiterhin,  daß  es  den  spitKÜndigen  und  kleinlieiien  Methoden 
griechisehev  Sophisten  gelungen  ist,  auch  in  die  exakten  Wissen- 
schaften einzudringen.  Später,  in  seiner  Histoire  generale  des  matbe'- 
maticjues^),  die  den  erweiterten  und  ergänzten  Disüours  darstellt, 
spricht  derselbe  Autor  Tom  Charakter  und  den  Eigen B(^  haften  der.Be- 
.  weise  des  Euklid.  Letztere  verursachen  nach  seinen  Worten  An- 
fängern große  Schwierigkeiten,  weil  sie  indirekt,  nicht  selten  lang 
und  verwickelt  sind.  Gerade  diese  Eigenschaften  zwangen  viele  der 
neuesten  Gelehrten  bei  der  Herausgabe  der  „Elemente"  des  Euklid 
leichtere  und  einfachere  Beweise  anzuführen.  Andere  jedoch 
fanden  es  am  nützlichsten,  in  ihren  eigenen  AufsStz-eu  sich  ganz  und 
gar  von  der  Methode  des  Euklid  zu  entfernen.  Die  bedeutendsten 
aus  der  Zahl  der  ersten,  dieBoasut  heim  Namen  nicht  anführt,  waren 
selbstverständlich  in  England:  Kobert  Simson  mit  seinem  Werk 
The  Elements  of  Euclid.  Notes  critical  and  geometricaP)  und 
James  Williamson  mit  seiner  Ausgabe  The  Elements  of  Euclid^ 
with  dissertations^)  und  in  Deutschland  Lorenz  mit  seiner  vollen 
Ausgabe  der  „Elemente"  des  Euklid*)  und  der  teilweisen;  der  sechs 
ersten  Bücher^),  des  elften  und  zwölften^),  und  der  ersten  acht  Bücher 
mit  dem  elften  und  zwölften').  Montucla,  dieser  überzeugte  An- 
hänger der  „Elemente"  des  Euklid,  verweilt  besonders  in  der  ihnen 
geweihten  Apologie  bei  der  Unzufriedenheit  vieler  Geometer  über  die 
Verteilung  des  Gegenstandes*).  Die  Verteidigerrolle,  die  Montncia 
in  bezug  auf  die  „Elemente"  des  Euklid  auf  sich  genommen  hatte, 
verhinderte  ihn  jedoch  nicht,  am  Ende  seiner  Apologie  den  Nutzen 
der  Werke,  die  von  den  neuesten  Autoreu  als  Ersatz  derselben  verfaßt 
worden  sind,  anzuerkennen.  Sich  der  Meinung  der  Gelehrten,  daß 
die  Erlernung  der  Geometrie  nach  den  „Elementen"  des  Euklid  für 
Anfänger  sehr  schwierig  sei,  anschließend,  findet  er  es  für  nötig,  die 
Geometrie  für  Anfänger  zugänglicher  zu  machen,  hauptsächlich  deu- 
jenigen,  die  nicht  beabsichtigen,  Geometer  von  Fach  zu  werden. 

Von  den  Geometern  der  2.  Hälfte  des  18.  Jahrhunderls,  die  be- 
sonders scharf  ihre  Unzufriedenheit  über  die  Verteilung  des  Materials 
in  den  Elementen  aussprachen,  genügt  es  auf  Lacrois  hinzuweisen, 
welcher  in  seinem  Werk  „Essais  sur  renseignement"  diese  Verteilung 
als   unordentlich  kennzeichnet.     Als   Beispiel   nimmt   er  übrigens  nur 

')  Hiöt.  gen.  d.  math.,  Tome  I,  p.  29.  'j  Glasgow   1782,  1781  uBvr., 

8  Auflagen,  8".  »)  Osford- 1781— 90;  2.  vol.  i".  ')  In  15  Büchem,  Halle 

1781;  2.  Aufl.  1798,  8°.  '^)  Halle  1773.  »)  Halle  1781,   8".  ")  Halle 

1798,  8".         *)  Histuire  des  inatlieuiatiqueB  I,  p.  'il8— 222. 
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eineäj  dafür  jedoch  besonders  wichtiges,  nämlich  Euklids  Folgerung 
des  Grundsatzes  der  Theorie  der  proportionalen  Linien  aus  der  Ver- 
gleichung  der  Flächen  der  Dreiecke. 

Womit  Lacrois  in  unmittelbare  Berührung  kam,  und  was  ihn 
dabei  besonders  unangenehm  berührte,  waren  die  durch  die  „Elemente" 
des  Euklid  und  durch  ihre  seit  Jahrhunderten  erworbene  Autorität 
in  der  Wissenschaft  und  im  Unterricht  hervorgerufenen  Schwierig- 
keiten für  die  neueren  Autoren  der  Elemente  der  Geometrie.  Diese 
Schwierigkeiten  sieht  er  erstens  in  der  Konkurrenz  mit  den  Werken 
des  Euklid,  welche  immer  sehr  gefährlich  für  die  neuesten  Autoren 
ist,  ungeachtet  jeden  Beweises  ihrerseits  zugunsten  des  gewählten 
Planes;  zweitens  in  der  Notwendigkeit,  nach  dem  Beispiel  des  Euklid 
und  überhaupt  der  griechischen  Öeometer  sich  der  synthetischen 
Methode  zu  bedienen  auf  einem  Gebiete,  wo  alle  anderen  Teile  sich 
der  analytischen  bedienen,  wodurch  sie  dem  Lernenden  zugänglicher 
und  geläufiger  werden;  und  drittens  in  der  drohenden  Möglichkeit,  zu 
jeder  Zeit  Vorwürfe  sowohl  von  den  Anhängern  als  auch  den  Gegnern 
des  Euklid  zu  erhalten.  Von  ersteren  für  die  Unzulänglichkeit  in 
der  Strenge  der  Beweise,  die  von  den  Alten  festgesetzt  sind,  und 
von  letzteren  für  die  Unterwerfung  dieser  Fordenmg,  welche  klein- 
liche, nur  den  Verstand  verwirrende  Formen  verursachen,  als  auch  für 
die  Beseitigung  der  analytischen  Prozesse,  welche  die  Methode  der 
Erfindung  darstellen. 

Das  kritische  Verhalten  zn  den  „Elementen"  des  Euklid,  welches 
sieh  in  den  Kreisen  der  Mathematiker  festgestellt  hatte,  und  welches 
eine  große  Anzahl  Arbeiten,  die  der  Erörterung  der  Elemente  der 
Geometrie  gewidmet  sind,  hervorgerufen  hatte,  mußte  vor  jeden  philo- 
sophischen Denker  die  Frage  stellen,  was  eigentlich' die  Elemente  der 
Geometrie  seien.  Woraus  soll  sich  ihr  Inhalt  bilden?  Die  Aufsätze 
d'Aleraberts  in  der  Encyelopedie  methodique^)  waren  in  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  woh!  nahezu  die  bedeutendsten 
Versuche,  diese  Frage  zu  lösen. 

D'Alembert  unterscheidet  in  jeder  Wissenschaft,  darunter  auch 
in  der  Geometrie,  zwei  Arten  von  Elementen.  Wenn  man  in  einer 
Wissenschaft  alle  Sätze  oder  Wahrheiten,  welche  die  Grundlage  zu 
allen  anderen  bilden,  absondert,  und  sie  in  ein  Ganzes  vereinigt,  er- 
hält man  die  Elemente  der  ersten  Art.  Sie  bilden  sozusagen  den 
Keim,  aus  welchem  alle  Teile  samt  ihren  Details  entwickelt  werden 
können,    was  daraus  folgt,    daß  sie  alle  allgemeinen  Wahrheiten  und 

')  Klemena  des  seiences.  Mathematiques,  Tome  I,  p.  61T--635.  Des  öIb- 
meiis  de  Geometrie.     Ebenda,  Tome  IT,  p.  133-I3li. 
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Siitze,  welche  die  Elemente  biideD,  wenn  auch  nicht  augeiischeiniich, 
alle  anderen  Wahrheiten  enthalten.  Daraus  folgt  also,  daß  in  ihren 
Elenaeuten  erster  Art  jede  Wissenschaft  in  ihrem  ■vollen  Umfang  ent- 
halten ist.  In  der  Geometrie  würden  nicht  nur  diejenigen  Sätze 
solche  Elemente  sein,  die  die  Prinzipien  der  ÄusmessuDf;f  und  der 
Eigenschaften  der  ebenen  Figuren  enthalten,  sondern  auch  diejenigen, 
die  die  Prinzipien  der  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie  und 
der  Diffei-ential-  und  Integralrechnung  bei  krummen  Linien  ent- 
halten. 

Wahrheiten  oder  Sätze,  die  die  Wissenschaft  bilden,  können  auch 
von  einem  anderen  Standpunkt  aus  betrachtet  werden.  Einige  von 
ihnen  können  in  sich  selbst  oder  auch  in  ihren  Folgerungen  den 
Gegenstand  auf  die  einfachste  Art  betrachten.  Die  Ueäamtheit  solcher 
Wahrheiten  oder  Sätze  samt  ihren  genau  angeführten  Polgerungen 
stellen  die  Elemente  der  zweiten  Art  dar,  zwar  allgemein  gebräiich- 
lieher,  jedoch  vom  Standpunkt  der  Philosophie  aus  den  Elementen 
der  ersten  Art  viel  nachatehend.  Dieselben  stellen  folglich  die  de- 
tailliertere Betrachtung  der  einfachsten  Teile  des  Gegenstandes  dar. 
In  der  Literatur  der  Geometrie  bilden  sie  die  Eieraente  der  gewöhn- 
lichen Geometrie,  welche  nichts  weiter  betrachtet,  als  die  Eigen- 
schaften der  ebenen  Figuren  und  des  Kreises,  und  deshalb,  wenn  auch 
mit  allen  Einzelheiten,  dennoch  den  einfachsten  Teil  des  Gegenstandes 
enthalten. 

Weiterhin  die  einzelnen  Stadien  der  Entwicklung  jeder  Wissen- 
schaft betrachtend,  dargestellt  erstens  durch  die  Anhäufung  neuer 
Kenntnisse,  und  zweitens  der  sie  ablösenden  Systematisierung  dieser 
Kenntnisse,  erklärt  d'Alembert  das  Unzureichende  der  Traktate,  die 
die  ersten  Versuche  genannter  Systematisierung  darstellen,  damit, 
daß  die  Autoren  gewöhnlich  nicht  zu  den  Erfindern  und  Erschaffern 
der  Wissenschaften  gehören.  Jeder  Traktat  einer  Wissenschaft,  ob 
voll  oder  bloß  ihre  Elemente  darstellend,  muß  nach  seiner  Meinung 
derjenigen  Richtung  folgen,  nach  der  der  Erfinder  ging,  da  einzig 
nur  diese  Richtung  als  fähig  erkMrt  werden  kann,  den  Zusammen- 
hang der  Wahrheiten  oder  Sätze  der  Wissenschaft  in  ihrem  natür- 
lichen Zustand  darzustellen.  D'Alembert  vergißt  dabei  nicht,  auch 
auf  diejenigen  Fälle  hinzuweisen,  in  denen  der  Erfinder  selbst  nicht 
imstande  erscheint,  den  schon  durchgegangenen  Weg  wieder  einzu- 
schlagen, was  jedesmal  geschieht,  wenn  er  während  seiner  Forschungen 
sich  einer  gewissen  Art  Instinkt  überläßt,  anstatt  der  Spekulation'). 
Nach   weiteren   vier   Seiten^)    kehrt   d'Alembert    zu    dem    gleichen 

')  Elemeus  des  BcienceB,  p.  UlB— 619.         ^  Ebenda,  p.  622—623. 
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[  zurück-  Nachdem  er  die  Frage  stellt,  ob  es  ratsam  ist, 
sich  beim  Auslegen  der  Elemente  der  Reihenfolge,  an  welche  sich 
die  Erfinder  hielten,  anzuschließen,  spricht  er  folgende  Gedanken  aus: 
Zweifellos  ist  diese  Reihenfolge  überhaupt  die  vorteilhafteste,  als  die 
am  meisten  dem  Gedankengang  entsprechende.  Die  Vernunft  lehrend, 
klärt  sie  auf,  weist  den  Weg,  welcher  weiter  zu  verfolgen  ist,  und 
gibt  die  Möglichkeit,  auf  diesem  Wege  jeden  folgenden  Schritt  vorauszu- 
sehen. Diese  ßeihenfolge  ist  es  nämlich,  die  als  analytische 
Methode  bezeichnet  wird,  die  von  zusammengesetzten  zu  abstrakten 
Ideen  führt,  aufsteigend  von  bewußten  Schlußfolgerungen  y.n  un- 
bewußten Prinzipien,  und  die  Entwicklung  der  letzten  durch  die  Ver- 
allgemeinerungen der  ersten  erreicht. 

Für  die  Elemente  der  Geometrie  schlägt  d'ÄIembert  fol- 
genden Plan  vor.  Indem  er  ihre  gewöhnliche  Teilung  in  Longi- 
metrie,  Planimetrie  und  Stereometrie  als  nicht  zutreffend  er- 
klärt, weil  sie  neben  der  Betrachtung  der  geraden  Linien  und 
der  Ebene  die  Betrachtung  der  Kreislinie  und  der  sphärischen 
Figuren  vei^ißt,  teüt  er  sie  in  die  Geometrie  der  geraden  Linien 
und  der  Kreislinie,  Geometrie  der  Flächen  und  Geometrie  der 
Körper.  Der  erste  dieser  drei  Teile  zerfällt  in  zwei  Abteilungen, 
In  deren  erster  werden  die  Linien  ihrer  Lage  nach  betrachtet,  und  in 
der  zweiten  ihre  Beziehungen  zueinander.  Ungeachtet  dessen,  daß 
die  gerade  Linie  unvergleichlich  einfacher  ist,  als  die  Kreislinie, 
müssen  beide  in  den  Elementen  dennoch  zusammen  betrachtet  werden, 
und  nicht  jede  besonders,  da  die  Eigensehaften  der  Kreislinie  ungemein 
nützlich  sind  beim  Beweise  dessen,  was  znr  Vergleichung  der  geraden 
Linien  ihrer  Lage  nach  dient.  Der  Satz  von  der  Ausmessung  des 
Winkels  mittels  des  Kreisbogens,  beschrieben  aus  seinem  Scheitel 
als  Zentrum,  und  das  Prinzip  der  Kongruenz  bilden  zusammen- 
genommen die  Basis  des  ganzen  ersten  Teils  der  Geometrie  der 
Linien  in  den  Elementen,  da  mit  ihrer  Hilfe  alle  ihre  Satze  bewiesen 
werden  können.  Die  Erörterung  dieses  ersten  Teiles  abschließend, 
muß  der  Verfasser  zur  Auslegung  des  zweiten  Teiles  übergehen,  als 
dessen  Grundsatz,  nach  d'Alemberts  Meinung,  das  Theorem  von  der 
Teilung  der  Seiten  des  Dreiecks  in  proportionale  Teile  durch  eine 
seiner  Basis  parallele  Linie  dient.  Um  dieses  Theorem  zu  beweisen, 
genügt  es  zu  zeigen,  daß  wenn  die  erwähnte  Parallele  durch  die 
Mitte  einer  der  beiden  Seiten  des  Dreicks  geht,  sie  auch  durch  die 
Mitte  der  anderen  geht,  weil  danach  leicht  zu  beweisen  sein  wird, 
daß  im  Falle  der  Kommensurabilität  des  Abschnittes  mit  der  ganzen 
Seite  die  erhaltenen  Abschnitte  proportional  sind.  Was  den  entgegen- 
gesetzten Fall   anbetrifft,   bleibt   nur  übrig,   mittels   der  apagogischen 
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Methoile  zu  beweisen,  daß  das  eine  Ton  den  betriichteteii  Verhält- 
nissen weder  kleiner  noch  größer  sein  kann  als  das  andere,  es  ihm 
folglich  gleich  sein  muß.  Die  apagogische  Methode  sowohl  iu  diesem 
als  auch  in  den  meisten  anderen  Füllen,  wo  es  sich  um  inkommen- 
suriibele  Größen  handelt,  wird  an  Stelle  der  direkten  Beweise,  welche 
hier  nicht  anwendbar  sind,  aus  folgenden  Gründen  gebraucht.  In 
den  Begriff  der  inkommensurabelen  Größen  gehört,  wenn  auch  nicht 
augenscheinlich,  auch  die  Idee  der  Unendlichkeit,  welche  sich  uns 
immer  als  negativer  Begriff  der  Endlichkeit  darstellt,  was  auch  als 
natürliche  Folge  hat,  daß  alles,  was  die  mathematische  Unendlichkeit 
anbetrifft,  unmöglich  direkt  und  a  priori  zu  beweisen  ist.  In  voll- 
kommener Anerkennung  der  Schwierigkeiten,  welche  die  inkommen- 
surabelen Größen  Anfängern  verursachen,  gibt  d'Alembert  den  Rat, 
sie  wegen  ihrer  Wichtigkeit  in  der  Geometrie  und  besonders  in  der 
Theorie  der  Proportionen  der  Linien  lieber  früher  als  später  in  die 
Elemente  einzuführen.  Dabei  ist  es  unmöglich,  ohne  den  einzigen  Satz 
auszukommen,  den  die  Theorie  der  inkommensurabelen  Größen  ver- 
langt und  der  die  Grenzen  der  Größen  behandelt.  Dieser  Satz  lautet 
folgendermaßen:  Größen,  welche  die  Grenzen  einer  und  derselben 
Größe  bilden,  oder  Größen,  welche  eine  und  dieselbe  Grenze  haben, 
sind  einander  gleich. 

Die  Geometrie  der  Flächen  behandelt,  nach  d'Alemberts  An- 
sieht, ihre  Ausmessung,  ebenso  wie  die  Geometrie  der  Körper  die 
Ausmessung  des  Banminbalts  behandelt.  Ais  Grundprinzip  beim 
Ausmessen  der  ersten  dient  das  Prinzip  der  Ausmessung  des  Recht- 
ecks, und  in  der  zweiten  das  Prinzip  der  Ausmessung  des  recht- 
winkligen Parallelepipedons.  Die  Schwierigkeit,  die  wir  in  der  Geo- 
metrie der  Körper  antreffen  und  der  keine  in  der  Geometrie  der 
Flüchen  entspricht,  liegt  in  dem  Satze  von  dem  Inhalte  der  Pyramide, 
der  den  dritten  Teil  des  Inhalts  eines  Parallel epipedons  darstellt, 
welches  mit  der  Pyramide  gleiche  Grundfläche  und  Höhe  hat.  Um 
diesen  Satz  zu  beweisen,  ist  es  notwendig,  zuerst  den  Satz  von  der 
VoSumengleichheit  der  Pyramiden,  die  gleiche  Grundfläche  und  Höhe 
haben,  zu  beweisen,  was  leicht  zu  bewerkstelligen  ist  mittels  der 
Exhaustionsmethode.  Der  gleichen  Methode  oder  der  Methode 
der  Grenzen  muß  mau  sieh  iu  der  Geometrie  der  Flächen  bedienen, 
beim  Messen  des  Flächeninhalts  des  Kreises  und  in  der  Geometrie 
der  Körper  beim  Berechnen  der  Oberfläche  und  des  Inhalts  der  Kugel. 
Zu  diesem  Zweck  muß  man  z.  B.  im  ersten  B'all  zeigen,  daß  die 
Grenze  des  Flächeninhalts  beim  eingeschriebenen  oder  umgeschriebenen 
Vieleck  das  Produkt  des  Umfanges  in  die  Hälfte  des  Radius  ist,  und 
danach,     weil    äugen seheinlich   die    Flache    des    Kreises    als    dieselbe 
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Grenze  erscheint,  en<l gültig  daraus  schließen,  daß  die  Flache  des 
Kreises  das  Produkt  des  Umfangee  mit  dem  halben  Radius  ist,  oder 
des  KadiuB  mit  dem  halben  Umfang. 

Von  der  Methode  der  Grenzen  spricht  d'Alembert  auch  in 
den  Abhiindiungea  Differentiel^)  und  Limite^).  In  der  zweiten  Ab- 
handlung, deren  Hauptteil  deai  Abbe  de  la  Chapeile')  gehört,  be- 
müht sich  d'Alembert,  dessen  Definition  der  Grenzen  klarer  und 
strenger  zu  machen.  De  la  Chapelle  gab  folgende  Definition:  Eine 
Größe  ist  danu  die  Grenze  einer  anderen  Größe,  wenn  die  zweite 
der  ersten  näher  als  jede  gegebene  Größe  kommen  kann,  wie  klein 
der  Abstand  auch  vorausgesetzt  würde,  dabei  aber  auf  solche  Weise, 
daß  die  sich  annähernde  Größe  niemals  diejenige  übertreffe,  der  sie 
Eich  nähert;  die  Differenz  zwischen  einer  solchen  Größe  und  der 
Grenze  erseheint  auf  diese  Weise  absolut  undefinierbar.  D'Alembert 
ergänzt  diese  Definition  dahin,  daß  die  Grenze  niemals  zusammen- 
fällt, oder  niemals  gleich  wird  mit  derjenigen  Größe,  als  deren 
Grenze  sie  erscheint;  daß  sie  jedoch,  sieh  ihr  immer  mehr  nähernd, 
sieh  Ton  ihr  so  wenig  als  nur  möglich  unterscheiden  kann.  Der 
Kreis  a.  B.  ist  die  Grenze  der  eingeschriebenen  und  umschriebenen 
Vielecke,  weil  er  niemals  mit  ihnen  zusammenfällt,  obgleich  dieselben 
sich  ihm  bis  zur  Unendlichkeit  nähern  können.  Danach,  um  an 
einem  Beispiel  die  Bedeutung  dieser  Bemerkung  zur  Beleuchtung 
einiger  mathematischen  Sätze  zu  zeigen,  verweilt  er  bei  der  Unter- 
suchung des  Ausdruckes  der  Summe  der  unendlich  abnehmenden  geo- 
metrischen Progression.  Überhaupt  räumt  d'Alembert  der  Theorie 
der  Grenzen  wichtige  Bedeutung  ein,  weil  er  in  ihr  die  Grundlage 
der  wahren  Metaphysik  der  Ditferentialreehnung  sieht.  In  der  Ab- 
handlung Differentiel  führt  d'Alembert,  sich  des  ersten  der  beiden 
Tondela  Chapelle  angeführten  Grundsätze  der  Methode  der  Grenzen 
bedienend,  zugleich  auch  seinen  Beweis  an,  in  weichem  er  sich  der 
apagogischen  Methode  bedient.  Dieser  Satz  und  der  ihm  beigefügte 
Satz  von  de  la  Chapelle  sind  in  seiner  Schrift  folgendermaßen  dar- 
gestellt: 1.  Wenn  jede  von  zwei  Größen  die  Grenze  ein  und  derselben 
Grüßen  darstellt,  so  sind  diese  Größen  einander  gleich.  2.  Wir  nehmen 
au,  daß  Ax  B  das  Produkt  zweier  Größen  A,  B  ist.  Nehmen  wir 
femer  an,  daß  0  die  Grenze  der  Größe  A,  und  D  die  Grenze  dei' 
Größe  B  ist,  so  folgt  weiter,  daß  das  Produkt  C  xD  unbedingt  die 
Grenze  von  Ax  B,  dem  Produkt  zweier  Größen  Ä,  B,  sein  wird. 
Den  Beweis  dieser  Sätze  führt  der  Verfasser  nicht  an,   den  Leser  an 


')  Encjclopßdie  methodique,     Mathematiiiues  I,  p,  530— 52(i. 
II,  p,  309—310.        ')  Ebenda  I,  p  521. 
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sein  Werk  „Institutions  de  Geometrie"  verweisend,  um  sich  mit  ihm 
vertraut  zu  machen.  Was  jedoch  den  erwähnten  Beweis  d'Alem- 
berts  des  ersten  Satz.es  anbetrifft,  so  besteht  er  aus  folgendem:  Wir 
nehmen  an,  daß  Z  und  X  die  Grenzen  ein  und  derselben  Größe  Y 
sind,  ich  sage  X=  Z,  denn  wenn  zwischen  ihnen  irgend  eine  Diife- 
renz  V  wäre,  so  wäre  X  =^  Z  +  V.  Aber  nach  Voraussetzung  kann 
die  Größe  Y  sich  beliebig  an  X  nähern ,  d.  h.  die  Differenz 
zwischen  X  und  Y  kann  beliebig  klein  sein.  Da  jedoch  Z  sich  von 
X  um  die  Größe  V  unterscheidet,  so  folgt  dai-aus,  daß  Y  sich  nicht 
mehr  als  bis  zur  Große  V  dem  Z  nähern  kann,  und  folglich  ist  Z 
nicht  die  Grenze  von  Y,  was  der  Voraussetzung  widerspricht^). 

Dem  Abbe  de  la  Chapelle  gehört  auch  in  der  Encyclopedie 
der  Artikel  über  die  Exhaustionsmethode  an^).  Er  definiert  sie  als 
Mittel  zum  Beweise  der  Gleichheit  zweier  Größen,  indem  man  auf- 
deckt, daß  ihre  Differenz  kleiner  als  jede  darstellbare  Größe  ist,  und 
ebenso  beim  Gebrauch  der  apagogischen  Methode.  Aus  dem  Grunde, 
daß  ungeachtet  der  Einfachheit  des  Prinzips  der  Exhaustionsmethode 
deren  Anwendung  nicht  selten  die  Beweise  sehr  lang  und  kompliziert 
macht,  schilt  d'Alemhert  vor,  sie  durch  das  Prinzip  des  unend- 
lich Kleinen  zu  ersetzen,  indem  er  die  völlige  Identität  der  beiden 
Prinzipien  zeigt,  von  denen  das  zweite  bloß  der  verkürzte  Ausdruck 
des  ersten  ist. 

Um  beim  Verteilen  des  Materials  strenger  in  der  Reihenfolge 
und  dem  System  zu  sein,  sollte  die  Behandlung  der  Kugelfläehe  zur 
Geometrie  der  Flächen  gerechnet  werden.  Gleichzeitig  gibt  d'Äleni- 
bert  den  Bat,  die  Theorie  der  Proportionen  der  Linien  mittels  des 
geometrisch  bewiesenen  Satzes,  daß  bei  vier  proportionalen  Linien 
das  Produkt  der  beiden  äußeren  dem  Produkt  der  beiden  inneren 
gleich  ist,  ebenfalls  der  Geometrie  der  Flächen  näher  zu  bringen. 
Den  Gebrauch  der  algebraischen  Rechnung  beim  Beweis  dieses 
Satzes,  ebenso  wie  auch  in  allen  anderen  Fällen  findet  d'Alembert 
für  die  Elemente  der  Geometrie  vollständig  überflüssig,  wegen  der 
völligen  Unfähigkeit  dieser  Rechnung,  in  irgend  einem  Maße  bei 
deren  Darstellung  zur  Erleichterung  beizutr^en.  Als  ein  sehr  nütz- 
liches, zur  Entwicklung  und  Stärkung  des  Verstandes  des  Lernenden 
dienendes  Resultat  der  zu  betrachtenden  Annäherung  erseheint  die 
Beobachtung,  wie  zwei  einzeln  betrachtete  Theorien  im  Beweise  ver- 
schiedener Sätze  zusammentreffen,  wie  z.  B.  der  Satz  von  dem  Quadrate 
der  Hypotenuse. 

Nachdem   d'Alembert    seinen  Plan    für  die  Elemente  der  Geo- 

')  ICncycl.  meth.  I,  p,  531.        =)  Ebenda  I,  p.  703—704. 
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metrie  dargelegt  hat,  bemerkt  er,  daß  sowohl  diese  Darlegung  als 
auch  die  allgejneinen  Erwügungen,  die  im  Artikel  Elements  des 
Sciences  ausgesprochen  sind,  alle  beweisen,  daß  es  nicht  einen 
Geometer  gibt,  von  dem  gesagt  werden  könne,  daß  er  erhaben 
über  die  Aufgabe  sei,  die  Elemente  der  tieometrie  zu  verfassen; 
daß  diese  Zusammenstellung  nur  von  einem  Mathematiker  ersten 
Kanges  gut  verfaßt  werden  kann,  und  daß  endlich  diese  Aufgabe  der 
Verfassung  der  bestmöglichen  Elemente  der  Geometrie  als  würdig 
solcher  Kräfte  erscheine  wie  Dcscartes,  Newton,  Leibniz,  Ber- 
noulli  und  anderer.  Als  Gegensatz  zu  diesen  idealen  Beorderungen 
spricht  d'Alembert  folgende  unerbittliche  Kritik  der  traurigen 
Gegenwart  ans:  Es  gibt  womöglich  keine  einzige  Wissenschaft  in 
der  Gegenwart,  von  der  Zukunft  schon  nicht  zu  reden,  in  der  so 
viele  den  Elementen  gewidmete  Arbeiten  erschienen  sind  als  in  der 
Geometrie.  Und  diese  Werke  sind  größtenteils  von  mittelmäßigen 
Mathematikern  verfaßt,  deren  geometrische  Kenntnisse  nicht  über  die 
Grenzen  des  Inhalts  ihrer  Schriften  gehen,  und  die  deshalb  absolut 
nicht  imstande  sind,  ihrem  Gegenstande  gerecht  zu  werden.  Zu  alle- 
dem ist  es  notwendig,  noch  hinzuzufügen,  daß  es  beinahe  keinen 
einzigen  Autor  der  Elemente  der  Geometrie  gibt,  der  in  seinem  Vor- 
wort nicht  mehr  oder  weniger  schlecht  spreche  über  seine  Vorgilnger 
in  diesem  Fache. 

Die  Bemerkungen,  die  dazu  dienen,  die  Elemente  der  Geometrie 
nach  Möglichkeit  zu  vervollkommnen,  treffen  sieh  nicht  nur  in  der 
Darlegung  des  Planes  derselben  an,  sondern  auch  im  Schlußteil  des 
ihnen  gewidmeten  Aufsatzes,  ebenso  auch  in  einigen  anderen  Auf- 
sätzen von  d'Alembert,  die  sich  in  der  Encyclopedie  methodique 
befinden  (z.  B,  „Axiome",  „Courbe"),  Axiome  sind  vollständig  nutz- 
los, sowohl  für  alle  Wissenschaften  im  allgemeinen,  als  auch  im 
einzelnen  für  die  Geometrie.  Was  für  eine  Notwendigkeit  z.  B.  kann 
in  dem  Axiom  vom  Ganzen  and  seinen  Teilen  sein,  um  zu  sehen, 
daß  die  Hälfte  einer  Linie  kleiner  als  die  ganze  Linie  ist?  Das  Fest- 
legen von  Axiomen  soll  überhaupt  nicht  in  den  Elementen  der  Geo- 
metrie stattfinden.  Völlig  verboten  soll  auch  die  Auslegung  von 
Definitionen  werden,  dieses  besonders  notwendigen  Teiles.  Definitionen 
sofort  im  Anfang  anzuführen  ohne  besondere  Art  der  Analyse  be- 
deutet nicht  nur  gegen  die  gesunde  Philosophie  handeln,  sondern 
auch  vollständig  entgegen  dem  natürlichen  Gang  der  Gedanken.  Ist 
*s  z.  B.  am  Platze,  direkt  zu  sagen:  Die  Eläche  ist  die  Grenze  eines 
Körpers,  der  keine  Dicke  hat?  Ist  es  nicht  besser,  anfangs  den 
Körper  zu  betrachten  so  wie  er  wirklich  ist,  und  erst  darnach  zu 
zeigen,  wie  man    mit  Hilfe   einer  Reihenfolge   von  Abstraktionen  zur 
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Vorstellung  von  einem  Körper,  als  von  einem  räumiiehen  GfebiMe, 
und  danach  erst  durcii  eine  neue  fi«ilie  von  Abstraktionen  zur  auf- 
einander folgenden  Betrachtung  von  Oberfläche,  Linie  und  Punkt 
kommen  kann?  Endlich  sind  auch  solche  Fälle  anzutreiFen,  be- 
sonders in  vollen  Kursen  der  Geometrie,  bei  weichen  die  De- 
finition eines  Gegenstandes  erst  nach  seiner  Analyse  gegeben  werden 
kann,  d.  h.  wenn  sie  als  Resultat  derselben  erscheint.  Die  gerade 
und  die  krumme  Linie  dürfen  überhaupt  nicht  in  den  Elementen 
definiert  werden,  hauptsächlich  ans  dem  Grunde,  weil  ihre  Begriffe 
gar  nicht  auf  noch  einfachere  Ideen  zurückgeführt  werden  können. 
Das  Streben  zur  Genauigkeit  darf  niemals  zu  einem  Hasten  nach 
pseudoidealer  Genauigkeit  werden.  Den  Raum  z.  B.  soll  mao  als 
solchen  darstellen,  wie  ihn  alle  Menschen  verstehen.  Sich  seinethalben 
nach  Beispiel  dei'  Sophisten  Schwierigkeit  erschaffen,  ist  vollständig 
unnütz.  Auch  um  nur  gewöhnlich  scheinende  Genauigkeit  zu  er- 
langen, soll  man  sich  nicht  grober  unvolikommener  physischer  Formen 
bedienen,  zum  Ersatz  abstrakter  mathematischer  Hypothesen,  wie 
z.  B.  ein  Zeitgenosse  d'Alemberts  zum  Ersätze  des  Begriffes  einer 
geraden  Linie  sich  der  Vorstellung  eines  straff  gespannten  Fadens 
bediente. 

Außer  d'Alerabert  beschäftigten  sich  mit  der  Vervollkommnung 
der  Elemente  der  Geometrie  auch  viele  andere  Gelehrte,  sowohl  in 
separaten  Werken,  als  auch  in  Aufsätzen  in  Zeitschriften.  Louis 
Bertrand^)  (1731 — 1812),  in  Genf  geboren,  war  bis  zur  Revolution 
Brofessor  der  Mathematik  an  der  Akademie  zu  Genf,  und  vor  diesem 
Amte  lebte  er  längere  Zeit  in  Berlin,  wo  er  Mitglied  der  dortigen 
Akademie  der  Wissenschaften  geworden  war.  In  den  Sitzungen  der- 
selben verlas  er  einige  von  seinen  mathematischen  Arbeiten  und  von 
den  Mitgliedern  stand  er  Euler  am  nächsten.  In  seinem  für  An- 
fänger bestimmten  Kursus  der  elementaren  Mathematik,  Developpe- 
ment  nouveau  de  la  partie  eleuientaire  des  matheniatiques, 
prise  dang  toute  son  etendue^),  macht  er  sie  zum  Hilfsgegen- 
stand für  die  Theorie  des  Kreises  und  der  geraden  Linie,  als  dem 
Hauptgebiet  der  Elemente  der  Mathematik.  Den  ganzen  ersten  Band^) 
der  Arithmetik  und  der  Algebra  bestimmend,  widmet  er  den  größten 
Teü*)  des  zweiten  Bandes^)  den  Elementen  der  Geometrie,  die  er 
ebenso  wie  d'Alembert  in  drei  Teile  teilt:  der  erste  „Von  der  ge- 
raden Linie  und  Kreislinien"'),  der  zweite  „Vom  Ausmessen  der 
Stücke  der  Ebene,  die  von  geraden  Linien  und  Kreisen  begrenzt  sind"') 

')  Poggendürff,  I,  S.  171.  =)  2  völ,  Gsnöve  1778.  i".  =)  l  -f- XXXII 
-f-  C7C  S.      ')  3^8  S.      ")  1  +  646  S.  und  XIX  Tafeln,      ")  160  S.      '}  1G1-I9i  S. 
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und  der  dritte  Teil,  der  sich  mit  dem  Ausraesaen  krummer  Flächen 
und  Körper  hesehäftigt,  die  vom  Kreise  und  von  der  geraden  Linie 
ahhUngen').  Sieheu  Kapitel  bilden  den  ersten  Teil.  Das  erste  handelt 
von  der  Ebene,  von  geraden  Linien  und  von  Winkeln;  das  zweite 
von  den  Bedingungen,  die  die  Dreiecke  bestimmen;  das  dritte  von 
der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  und  einiger  ebener  Figuren;  das  vierte 
von  der  relativen  Lage  der  Geraden  und  der  Kreislinie,  ebenso  auch 
von  zwei  Kreislinien;  das  fünfte  von  der  Lösung  von  19  Aufgaben 
auf  Grund  der  Prinzipien,  die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  dar- 
gelegt sind;  das  sechste  von  den  eingeschriebenen  und  umschriebenen 
Vielecken  und  von  der  Rektifikation  der  Kreislinie  und  das  siebente 
von  der  Krümmung  der  Kurven  und  KreisUnien.  Zwei  Kapitel,  die 
den  zweiten  Teil  bilden,  enthalten  folgendes:  das  erste  die  ebenen 
geradlinigen  Flächen,  und  das  zweite  den  Flächeninhalt  de**  Kreises 
und  seiner  Teile.  Endlich  von  den  i^eths  Kapiteln,  die  den  dritten 
Teil  bilden,  handelt  das  erste  von  der  Begegnung  der  geraden  Linien 
und  Ebenen;  das  zweite  von  den  Körpern  reguUreu  Körpern  und 
von  der  Kugel;  das  dritte  von  den  Prismen  Pyramiden  Kegeln  und 
Zylindern,  ebenso  auch  von  einigen  Dehnitionen  die  die  Ku^jel  be- 
treffen; das  vierte  vom  Ausmessen  der  Oberfla  heu  der  Z\iinder  ge 
laden  Kegel,  der  Kugel  und  ihrer  Teile,  das  funtte  von  den  Volumen 
der  Prismen,  Pyramiden,  Kegel,  der  Kugel  und  ihrer  Teile  und  dis 
sechste  von  der  Ähnlichkeit  der  Koiper  Bezuglieh  de&  zweiten 
Teiles  bemerkt  Bertrand,  daß  man  das  Kapitel  aus  dem  dritten 
Teil  von  den  krummen  Oberflächen,  zu  deren  Ausmessung  die  Kennt 
nisse  von  den  Eigenschaften  des  Kreises  und  der  geradtn  Linie  ge 
nügen,  ühertragen  könne.  Mit  demselben  Rechte  mußte  mau  es  aus 
dem  dritten  Teil  in  den  ersten  übertragen,  dei  <]t  handelt  von  dei 
Begegnung  gerader  Linien  und  Ebenen  mit  ille  dem  was  sich  zur 
Konstruktion  regelmäßiger  Körper  und  den  Abstanden  ihrei  Mittel 
punkte  von  den  Seiten  und  Scheiteln  der  Ecken,  ebenso  aut,h  den 
Querschnitten  der  Prismen,  ZylindSr,  Pyramiden  usw  von  Ebenen, 
welche  zu  ihren  Grundflaehen  parallel  sind,  bezieht.  Er  unternimmt 
aber  weder  das  eine,  noch  das  andere,  weil  er  dadurch  mit  der  an- 
erkannten Sitte  in  Widerupruch  geraten  würde,  und  welches  vollständig 
dadurch  gerechtfertigt  ist,  daß  beide  erste  Teile  nichts  weiter  ent- 
halten, als  die  Ebene, 

Die  Idee  d'Alemberts  von  der  gleichzeitigen  Behandlung  der 
geraden  Linie  und  der  Kreislinie  in  dem  ersten  Teil  der  Elemente 
der  Geometrie  finden  wir  im  Buch  von  Bertrand  vollkommen  verwirk- 
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lieht,  besonders  im  ersten  Kapitel.  Was  jedoch  seine  andere  Idee  an- 
betrifft, i^mlich  die  der  Einteilung  desselben  ersten  Teiles  in  zwei 
Abteilungen,  so  ist  sie  vollkommen  bloß  in  den  ersten  drei  Kapiteln 
anzutreffen,  von  denen  die  beiden  ersten  vollkommen  der  ersten  Ab- 
teilung angehöreUj  und  das  dritte  der  zweiten.  In  den  nächsten  drei 
Kapitüln  sind  die  beiden  Abteilungen  schon  in  gemischtem  Zustand 
vorhanden.  So  enthalten  von  den  drei  Teilen,  die  das  vierte  Kapitel 
bilden,  der  erste  Teil  die  Sätze  von  der  relativen  Lage  der  Geraden 
und  der  Kreislinie  und  zweier  Kreislinien,  der  zweite  das  Vermessen 
der  Winkel  im  Kreise,  und  der  dritte  die  sich  mit  dem  Kreise  in 
Beziehung  befindenden  proportionalen  Linien.  Ebenso  auch  in  der 
Sammlimg  der  Aufgaben,  welche  das  fünfte  Kapitel  bilden,  gehören 
die  emen  zur  einen  Abteilung,  die  anderen  zur  anderen. 

Das  Bestreben,  die  Elemente  der  Geometrie  zu  vervollkommnen, 
welches  das  Werk  Bertrauds  durchdringt,  äußert  sich  vor  allem  in 
den  von  ihm  gegebenen  Definitionen  der  Ebene  und  der  ge- 
raden Linie,  Der  Raum  ist  unendlich  und  homogen  oder  mit 
anderen  Worten,  ist  sich  selbst  gleich  zu  jeder  Zeit  und  an  jedem  Ort, 
Und  wirklich,  wenn  wir  seiner  Ausdehnung  Grenzen  angeben  wollten,  so 
müßten  wir  es  auf  seiner  ganzen  Ausdehnung  tun,  das  würde  aber 
bedeuten,  daß  die  angegebenen  Grenzen  ihn  nicht  begrenzen.  Was 
seine  Homogenilät  anbetrifft,  so  äußert  sie  sich  darin,  daß  der  Teil 
des  Raumes,  der  von  einem  Körper  an  irgend  einer  Stelle  eingenommen 
wird,  sieb  in  nichts  unterscheidet  von  einem  anderen  Teil,  welcher 
von  demselben  Körper  an  einer  beliebigen  anderen  Stelle  eingenommen 
wird;  dazu  ist  hinzuzufügen,  daß  der  Raum,  weicher  den  Körper  au 
einer  Stelle  umgibt,  derselbe  ist  wie  der  Baum,  der  denselben  Körper 
an  einer  anderen  Stelle  umgibt.  Aus  diesem  Begriff  vom  Raum  folgt, 
daß  man  sich  den  Raum  in  zwei  solche  Teile  geteilt  vorstellen  kann, 
von  denen  man  nichts  von  dem  einen  sagen  kann,  was  nicht  auch  von 
dem  anderen  gesagt  werden  könnte,  und  daß  ihre  allgemeine  Grenze 
zu  einem  jeden  von  ihnen  ein  uüd  dasselbe  Verhältnis  hat,  mag  man 
sie  im  ganzen  oder  in  ihren  Teilen  betrachten.  Diese  Grenze,  die 
den  Raum  in  zwei  Teile  teilt,  ist  dasjenige,  was  man  die  Ebene 
nennt.  Die  Ebene  wie  auch  den  Raum  kann  man  sich  in  zwei  solche 
Teile  geteilt  vorstellen,  von  denen  man  nichts  von  einem  sagen  kann, 
was  nicht  auch  vom  anderen  gesagt  werden  könnte,  und  daß  ihre 
allgemeine  Grenze  außerdem  zu  einem  jeden  von  ihnen  ein  und  die- 
selben Verbältnisse  hat,  beliebig  betrachtet  im  ganzen  oder  in  seinen 
Teilen.  Diese  Grenze,  die  die  Ebene  in  zwei  Teile  teilt,  ist  das,  was 
man  die  gerade  Linie  nennt.  Mit  Hilfe  dieser  Definitionen  beweist 
Bertrand    folgende  Sätze    von    geraden  Linien,    die    ohne   sie    nicht 
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bewieBcii  werden  können  und  deshalb  gewöhnlicli  ala  Axiome  angenommen 
werden:  „Aus  einem  Punkt  der  Ebene  zum  anderen  kann  man  nur 
eine  gerade  Linie  führen."  „Zwei  Pun-kte  der  Ebene  bestimmen  die 
gerade  Linie."  „Zwei  sich  auf  einer  Ebene  schneidende  Linien 
schneiden  sich  nur  in  einem  Punkte,"  Späterhin  werden  dieselben 
Sätze  auch  auf  eine  andere  Weise  bewiesen  mit  Hilfe  der  von  La- 
place  im  Journal  des  seanees  de  l'Ecole  ^Normale  gegebenen  Definition 
der  geraden  Linie. 

Indem  Bertrand  im  allgemeinen  mit  d'Alembert  ziemlieh 
übereinstimmt  in  der  Beweisfährang  von  Sätzen,  welche  von  Über- 
^ngen  von  den  konimenBurabelen  Größen  zu  den  inkommensurabelen 
und  von  den  geraden  Linien  zu  den  krummen  hundeln,  gibt  er  bloß 
einer  giößeren  Verbreitung  der  apagogischen  Methode  Platz.  Er  be- 
dient sich  dieser  Methode  in  allen  Sätzen  nicht  nur  in  der  ersten 
von  den  angegebenen  zwei  Gruppen,  sondern  auch  in  den  beiden 
der  zweiten  Gruppe,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  des  Flächen- 
inhalts des  Kreises  und  der  Oberflächen  des  Zylinders  und  des  Kegels 
beschäftigen,  obwohl  dank  ihrer  Eigenschaften  er  auch  dabei  nicht 
ohne  die  Eshaustionsmethode  auskommen  kann.  Der  Exbaustions- 
methode  bedienen  sich  alle  anderen  Beweise  der  Sätze  in  der  zweiten 
Gruppe  und  ebenso  auch  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  dreiseitigen 
Pyramiden  mit  gleichen  Grundflächen  und  Höhen. 

Das  Bestreben  Bertranda  zur  größtmöglichen  Verkürzung  der 
Anzahl  einzelner  Sätze  tritt  besonders  stark  in  dem  5.  Kapitel  des 
3.  Teiles  hervor,  wo  eine  ganze  Reihe  voq  Sätzen  durch  eine  Reihe 
entsprechender  Aufgaben  ersetzt  erscheint,  die  in  folgendem  einen 
Satze  vereinigt  sind:  Es  sollen  ansgemeasen  werden  das  Prisma,  die 
Pyramide,  die  abgestumpfte  Pyramide,  der  Zylinder,  der  Kegel,  der 
abgestumpfte  Kegel,  die  Kugel,  der  Kugelsektor,  das  Kugelsegment, 
das  abgekürzte  Kugelsegment.  Der  Rauminhalt  der  abgestumpften 
Pyramide  (bez.  des  abgestumpften  Kegels)  wird  hier  als  Differenz 
zwischen  den  Rauminhalten  der  vollen  Pyramide  (bez.  des  Kegels) 
und  dei-  Ergänzungspyramide  (bez.  des  Ergänzungskegels)  gekenn- 
zeichnet. Der  Rauminhalt  des  Zylinders  wird  ausgemessen  mit  Hilfe 
des  Theorems:  Das  Verhältnis  der  Zylinder  zu  den  Prismen  ist  gleich 
dem  zusammengesetzten  Verhältnis  ihrer  Höhen  und  Grundflächen, 
und  das  Ausmessen  des  Inhalts  des  Kegels  und  der  Kugel  wird  auf 
das  Auamessen  des  Inhalts  des  Zylinders  zurückgeführt. 

Indem  das  Buch  Bertrands  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahr- 
hunderts als  eines  der  inhaltsreichsten  und  tiefsinnigsten  Werke  in 
der  elementaren  Mathematik  im  allgemeinen  und  der  Geometrie  im 
besonderen  erscheint,   ist  es    trotz    seiner  geringen  Verbreitung  nicht 
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ohne  wesentliche  Wirkung  auf  die  nachfolgende  Literatur  in  diesem 
Fache  geblieben,  was  aus  der  von  Lacrois  gerichteten  Einladung 
an  diejenigen  seiner  Leser,  welche  sieh  in  die  Prinzipien  der  Ana- 
lysis  und  der  Elementai^eometrie  zu  vertiefen  wilnecheji,  zu  ersehen 
ist,  sich  an  das  Werk  Bertrands  zu  wenden,  welchem  Lacroix 
selbst  viele  wichtige  Ideen  verdankt. 

Äußer  den  betrachteten  sind  noch  zwei  Werke  Bertrands  iin 
Druck  erschienen:  Renouve! lernen ts  periodiques  des  continents  tei^- 
restres^)  und  Snr  une  question  du  calcul  des  probabilites.*)  Aua  den 
Memoiren,  die  er  in  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  ver- 
lesen hatte  und  die  nicht  im  Druck  erschienen  sind,  ist  bekannt 
Sur  le  de'veloppement  des  puissances  d'un  binome,  dont  les  expoaans 
sont  des  fi  actione  ou  des  nombres  negaiifs. 

Aus  den  Schriften  der  zweiten  Hälfte  des  18,  Jahrhunderts,  die 
den  Elementen  der  Geometrie  gewidmet  sind,  waren  am  allerver- 
breitetsten,  besonders  während  des  ganzen  nachfolgenden  19.  Jahr- 
hunderts, die  Elements  de  geometrie;  par  A.  M.  Legendre,  die  in 
Paris  im  Jahre  1794  erschienen  waren.  Im  19.  Jahrhundert  hatten 
sie  viele  Ausgaben,  in  Frankreich  und  Belgien,  und  außerdem 
waren  sie  fast  in  alle  europäische  Sprachen  übersetzt  worden.  Die 
Einkünfte  aus  denselben  waren  so  bedeutend,  daß  sie  vollstäudig 
ihrem  Autor  die  Existenz  sicherten.  Sie  würden  noch  in  einer 
größeren  Anzahl  von  Exemplaren  erschienen  sein,  wenn  sie  daran 
nicht  gebindert  worden  waren  durch  die  in  großer  Anzahl  t 
neuen  Lehrbücher,  die  nach  ihnen  in  allen  Sprachen  zusammengi 
waren  und  oft  nur  ihre  Wiederholung  darstellten.  Ihr  Verfasser, 
Adrien  Marie  Legendre  (1752—1833),  von  Geburt  ein  Pariser, 
lernte  in  dem  College  Mazarin,  wo  er  nach  Beendigung  der  Huma- 
nitätsstudien die  Vorlesungen  über  Mathematik  des  zu  seiner  Zeit 
sehr  bekannten  Lehrers,  des  Abbe  Marie,  besuchte.  Die  Fähig- 
keiten Legendres  lenkten  auf  ihn  die  Aufmerksamkeit  des  Lehrers, 
der  zu  seiner  wissenschaftlichen  Entwicklung  viel  beigetragen  hat. 
Die  Resultate  im  Studium  der  Mathematik,  die  Legendre  zu  jener 
Zeit  erreicht  hatte,  äußerten  sich  in  einzelnen  Kapiteln,  die  er  im 
Auftrage  seines  Lehrers  für  dessen  Werk  Traite  de  meeanique  aus 
dem  Jahre  1774  geschrieben  hat.  Indem  sie  zu  den  bemerkens- 
wertesten des  Buches  gehörten,  traten  sie  besonders  im  Kapitel  von 
den  beschleunigenden  Kräften  in  der  Klarheit  und  Strenge  der  Dar- 
stellung hervor,  so  daß  sie  den  Beifall  von  Lagrange  ernteten.  So- 
wohl  in    praktischer,    als    auch    in   wissenschaftlicher  Beziehung   war 
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wichtig  seine  Bekanntschaft  mit  d'Alembert,  die  er  zu  dieser  Zeit 
geschlossen  hatte,  und  der  ihn  als  Gelehrten  richtig  zu  sohätzea 
wußte.  Mit  dem  Beistand  d'Alemberts  gelang  es  ihm  im  Jahre 
1775  eine  Lehrstelle  der  Mathematik  an  der  Pariser  Kriegsschule  zu 
erhalten,  welche  er  alsdann  his  1780  inne  hatte.  Durch  diese  Stel- 
lung in  materieller  Hinsieht  gesichert,  begann  Legendre  mit  großem 
Fleiße  die  Werke  berdhmter  Geometer  zu  studieren,  hauptsächlich 
Eulerg,  der  ihm  seitdem  als  Muster  in  allen  Arbeiten  und  Forschun- 
gen diente.  Als  erstes  wissenschaftliches  Werk  Legendres  erschien 
im  Druck  im  Jahre  1782  und  erhielt  die  volie  Prämie  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften  sein  Memoire;  Recherches  sur  la  tra- 
jectoire  des  projectiles  daus  les  miüeux  resistants,^)  Nach  diesem 
Aufsätze  folgte  bald  ein  anderer  mit  dem  Titel  Sur  Tattraction  des 
sphcroides  homogenes^,  der  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
im  Jahre  1783  vorgelegt  wurde.  Die  günstige  Meinung,  die  La- 
place  von  diesem  Werke,  welches  ihm  und  d'Alembert  zur  Be- 
urteilung übergeben  wurde,  aussprach,  veranlaß te  die  Pariser  Aka- 
demie der  Wissenschaften  den  Verfasser  in  demselben  Jahre  1783 
zum  Adjuiikten  der  Akademie  zu  ernennen  an  Stelle  von  Laplace, 
der  den  nächsten  höheren  akademischen  Grad  erhielt.  Im  Jahre 
1787  wurde  Legendre  zum  Mitglied  der  Kommission  ernannt,  deren 
Aufgabe  es  war,  die  geodätischen  Arbeiten  zu  verrichten,  um  das 
Pariser  Observatorium  und  das  Observatorium  zu  Greenwich  in  Zu- 
sammenhang zu  bringen.  Sich  mit  der  tätigen  Beteiligung  an  der 
praktischen  Seite  dieser  Operationen,  welche  aus  täglichen  Beobach- 
tungen und  logarith mischen  Berechnungen  bestanden,  nicht  begnügend, 
trug  Legendre  auch  zu  deren  Theorie  viel  bei.  Als  er  bemerkte, 
daß  die  Dreiecke  auf  der  Erdoberfläche,  die  zum  Bau  des  geodäti- 
schen Netzes  gehörten,  nicht  als  eben  angesehen  werden  konnten,  wie 
es  früher  geschah,  entdeckte  er  den  wichtigen  Satz,  der  unter  dem 
Namen  des  Legendreschen  Theorems  bekannt  ist.  In  diesen  seineu 
Arbeiten  führte  er  zum  erstenmal  in  die  Wissenschaft  ein  die  Definition 
der  geodätischen  Linien,  als  den  kürzesten  von  allen,  die  auf  einer 
Oberfläche  gezogen  werden  können.  Zum  Studium  dieses  Gegenstandes 
und  im  einzelnen  zur  Theorie  der  geodätischen  Linien  auf  den  Flächen 
zweiter  Ordnung  kehrte  er  öfters  zurück  nach  mehr  oder  weniger  be- 
deutenden Zeitabschnitten,  Sowohl  diese  als  auch  andere  weniger 
bedeutende  Entdeckungen  und  Neuerungen  waren  im  berühmten  Werke 
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des  Autors  Sur  les  Operations  trigonometriques,  dont  les  resultate  dö- 
pendent  de  la  figure  de  la  terre^)  dargestellt,  zu  der  auch  seine  Suite 
du  calcul  des  trianglee  qui  servent  ä  determiner  la  difference  de  lon- 
gitude  entre  l'Observatoire  de  Paris  et  celui  de  Greenwich^  in  un- 
mittelbarer Beziehung  stand.  In  seiner  Teiinahme  an  den  Arbeiten 
der  Kommiasion  ging  Legendre  viel  weiter  als  es  verlangt  wurde. 
Er  berechnete  nicht  nur  alle  Dreiecke,  die  eich  in  Frankreich  be- 
fanden, sondern  auch  die,  welche  das  üfer  Englands  niit  Greenwich 
verbanden.  Um  diesen  letzten  Teil  seiner  Arbeit  auszuführen,  mußte 
er  sich  nach  London  begeben,  wo  er  mit  großen  Ehren  emp- 
fangen und  sofort  zum  Mitglied  der  Royal  Society  ernannt  wurde. 
Dem  Bericht  über  die  praktischen  Arbeiten  Legendres  und  der  anderen 
Mitglieder  der  Kommission  ist  das  Buch  Expose  des  Operations  faites 
en  France  en  1787  pour  la  jonction  des  observatoires  de  Paris  et  de 
Greenwich  par  Gassini,  Meehaiu  et  Legendre^)  gewidmet. 

Im  Jahre  1791  wurde  Legendre  zum  Mitglied  der  Kommission 
ernannt,  welche  zur  Bestimmung  der  Grundlagen  des  neuen  Systems 
der  Maße  und  Gewichte  gebildet  wurde,  und  zur  Berichtigung  der 
Ausmessung  des  Bogens  des  Meridians  zwischen  DUnkirchen  und  Bar- 
celona, was  mit  ersterem  in  Zusammenhang  stand.  Nach  Beendigung 
der  Arbeiten  dieser  Kommission  hörte  die  unmittelbare  Teilnahme 
Legendres  beim  Erschaffen  des  neuen  Systems  der  Maße  und  Ge- 
vfichte  auf,  bis  zu  seinem  Eintritt  in  die  internationale  Kommission, 
welche  zur  Berichtigung  der  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  bestimmt 
war.  Er  unterschrieb  im  Jahre  1799  den  Berieht,  welcher  von  der 
Kommission  der  Akademie  erstattet  wurde,  worauf  diese  endgültig 
beschloß,  das  metrische  Maßsystem  anzunehmen. 

Auch  nach  Beendigung  der  praktischen  geodütischen  Arbeiten 
setzte  Legendre  die  Bearbeitung  des  theoretischen  Teils  der  Geodäsie 
fort.  So  druckte  er  im  Jahre  1798  sein  Memoire  analytiqne  pour  la 
defcermination  d'un  arc  du  meridien  bei  der  Herausgabe  des  gleich- 
namigen Werkes  Delambres.  In  dem  Memoire  Analyse  des  triangles 
traces  sur  la  surface  d'un  spheroide*)  verallgemeinerte  er  die  von  ihm 
früher  angegebenen  Methoden  und  besprach  im  allgemeinen  Überblick 
alle  hauptsächlichsten  geodätischen  Operationen. 

Die  Beschäftigung  mit  der  Theorie  der  Anziehung  führte  Le- 
gendre zur  Himmelsmechanik  und  die  geodätischen  Arbeiten  zur 
Astronomie.  Der  ersten  widmete  er  zwei  Memoiren  mit  dem  gemein- 
samen Titel  Sur  la  figure  des  planeies^),  in  welchen  er  das  Theorem 

')  Hiatoire  de  rAcadeaiie  Koyale  dea  Sciencea  1787,  p,  35ä  et  auiv. 
')  Ebenda  1788.  ')  Paria  1791,  4".  ')  Mömoires  de  ITwätitut  1306, 

")  Histoire  de  i'Academie  dea  Sciences,   1784  et  1789. 
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bewies,  daß,  -wenii  die  Figur  einer  flüssigen  Masse  sieh  wenig  von 
einer  sphärischen  unterscheidet,  sie  bloß  ein  ümdrebungsellipsoid  sein 
kann.  Von  den  homogenen  Sphäroiden,  für  die  der  Satz  im  Jahre 
1784  bewiesen  wurde,  erweiterte  er  ihn  im  Memoire  des  Jahres  1789 
auf  die  ungleichartigen  Sphäroi'de.  Am  Schluß  dieses  zweiten  Me- 
moires  bestimmte  er  die  Dichtigkeit  der  Erde,  die  er  als  fünfmal  die 
Dichtigkeit  des  Meerwaasers  übertrefi'end  bezeichnete. 

Mit  dem  Verlassen  der  Pariser  Kriegsschule  hörte  die  direkte 
und  indirekte  Beteiligung  Legendres  am  Unterricht  der  mathemati- 
schen Wissenschaften  nicht  auf.  Nach  dem  Eröffnen  der  Pariser  Nor- 
malachuie  im  Jahre  1795  wurde  er,  wenn  auch  nicht  sofort,  dort  zum 
Professor  ernannt.  Noch  später  wurde  er  dem  Lehrpersonal  der  poly- 
technischen Schule  als  Examinator  einverleibt.  Bei  Eröffnung  der 
Universität  im  Jahre  1809  wurde  Legendre  zum  Ehrenrat  ernannt 
und  noch  später  zum  Mitglied  der  Kommission  des  öffentlichen  Unter- 
richts. Im  Jahre  1812  trat  Legendre  an  Stelle  von  Lagrange 
ins  Bureau  des  Longitudes  ein. 

Die  Abfassung  der  Elements  de  geometrie  von  Legendre 
wurde  durch  das  Bestreben,  das  Fach  dieses  Werkes  zu  vervoll- 
kommnen, heiTorgerufen.  Wie  das  lange  Vorwort  zeigt,  welches 
seiner  ersten  Auflage  vorausgeschickt  ist,  erkennt  Legendre  nur 
einen  von  den  zahlreichen  und  verschiedenen  Vorwürfen  an,  welche 
den  existierenden  Lehrbüchern  der  Elementargeometrie  gemacht  werden, 
nämlich  den  Mangel  an  Genauigkeit.  Auf  die  Beseitigung  dieses 
Mangels  konzentrierte  er  sein  ganzes  Bestreben,  alles  andere  über- 
sehend. Dieses  Verhalten  zu  seiner  Aufgabe  blieb  vor  allem  nicht 
ohne  Wirkui^  auf  die  Anordnung  des  Gegenstandes,  welche  in  ihrei- 
Unordnung  den  zum  Muster  genommenen  Elementen  des  Euklid  nicht 
nachsteht.  Ln  Buche  von  Legendre  ist  auch  nicht  die  Spur  von 
der  Sorge  um  die  Harmonie  und  das  System  des  Planes  der  Elemente 
der  Geometrie,  die  die  soeben  betrachteten  Werke  d'Alemberts  und 
Bertrauda  kennzeichnen,  anzutreffen.  Nicht  nur,  daß  er  den  ganzen 
Gegenstand  in  Teile  nicht  teilt,  er  ei-wähnt  auch  darüber  nichts. 
Dieser  Gegenstand  zerfällt  bei  ihm  von  selbst,  seiner  Natur  gemäß, 
in  zwei  Teiler  die  Geometrie  der  Ebene  und  die  Geometrie  des 
Raumes.  Ganz  iiuBerlich  ist  sein  Werk  in  acht  Bücher  geteilt. 
Das  erste,  „Die  Prinzipien"  betitelt,  beginnt  nach  Beispiel  der  Ele- 
mente des  Euklid  mit  einer  Sammlung  von  Definitionen  und  Axiomen, 
zu  denen  der  Verfasser  noch  die  Erklärung  der  Ausdrücke  und  Zeichen 
beifügt.  Weiter  folgen  die  Betrachtungen  der  Eigenschaften  der  sich 
schneidenden  geraden  Linien,  der  Gleichheit  und  der  anderen  Eigen- 
schaften der  Dreiecke,  der  Eigenschaften  der  senkrechten,  schiefen  und 
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parallelen  Liuipn,  und  am  Schlüsse  der  Parallelogramme.  Deu  Inhalb 
des  zweiten  Buches  bilden  der  Kreis  und  die  Ausmessung  der  Winkel; 
des  dritten  die  Proportionalität  von  Figuren;  des  vierten  die  regel- 
mäßigen Vielecke  und  das  Ausmessen  des  Kreises;  des  fünften  die 
Ebenen  und  die  körperlichen  Winkel;  des  sechsten  die  Polyeder;  des 
siebenten  die  Kugel  und  die  sphärischen  Dreiecke  und  des  achten 
die  drei  runden  Körper:  der  Zylinder,  die  Kugel  und  der  Kegel.  Den 
Sehlußteit  des  Buches  unter  dem  Titel  „Notes  sur  les  elements  de 
geometrie"  bilden  eine  Menge  von  Er^nzungsartikeln.  Die  Unord- 
nung und  besonders,  nach  seinem  eigenen  Ausdruck,  das  „Verwechseln 
der  Eigenschaften  der  Linien  mit  den  Eigenschaften  der  Flächen" 
gesteht  er  selbst  ein,  sich  mit  dem  Beispiel  des  Euklid  entschuldigend, 
sowie  mit  der  Behauptung,  daß  eine  Anordnung  nicht  als  schlecht 
angesehen  werden  kann,  wenn  die  einzelnen  Sätze  darin  gut  mitein- 
ander verbunden  sind. 

Der  von  Euklid  eingeführte  Gebrauch,  jedem  Ruch  der  Elemente 
eine  Sammlung  der  darin  enthaltenen  Definitionen  vorauszuschicken, 
wurde  von  Legendre  nicht  nur  in  seinem  ersten  Buche  der  Ele- 
mente, wie  oben  angeführt,  sondern  auch  in  allen  anderen  beibehalten, 
ungeachtet  der  strengen  Verurteilung  seitens  der  philosophische) 
Kritik.  Die  Definitionen  der  Linie  und  der  Fläche  sind  bei  ihm  die- 
selben, wie  bei  Euklid,  „Die  Linie  ist  eine  Länge  ohne  Breite."  „Die 
F^che  ist  das,  was  Länge  und  Breite  hat,  jedoch  ohne  Höhe  oder 
Dicke."  Die  gerade  Linie,  die  Ebene  und  der  Winkel  werden  von 
ihm  schon  anders  definiert.  „Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  Ent- 
fernung von  einem  Punkte  zu  einem  anderen."  „Die  Ebene  ist  eine 
solche  Fläche,  auf  der  jede  gerade  Linie  vollkommen  aufliegt,  welche 
zwei  beliebig  auf  dieser  Fläche  genommene  Punkte  verbindet."  „Wenn 
zwei  gerade  Linien  AB  und  ÄC  sich  begegnen,  so  wird  jede  mehr 
oder  weniger  bedeutende  Größe,  um  die  sie  gegenseitig  voneinander 
entfernt  sind,  der  Winkel  genannt." 

Beim  Beweise  der  Theoreme,  die  von  dem  Übergang  von  den 
kommensurabelen  Größen  zu  den  inkommensurabelen  handeln ,  be- 
dient sieh  Legendre  der  apagogischen  Methode,  zeigend,  daß  das 
eine  der  beiden  Verhältnisse,  deren  Gleichheit  zu  beweisen  ist,  weder 
größer  noch  kleiner  sein  kann,  als  das  andere. 

Beim  Beweise  der  Sätze,  die  vom  Übergang  von  den  geraden 
Linien  zu  den  krummen  handeln,  gebraucht  Legendre  die  von  Archi- 
medes  angegebene  Form  der  Eshaustionsmetbode  in  etwas  verän" 
dertem  Zustande.  Die  wenig  bedeutende  Änderung  dieser  Form,  die 
er  sich  erlaubt,  bestand  im  Gebrauch  der  zwei  folgenden  Hilfaaätze: 
Wenn    die  Fläche    eines  Kreises   gi^ößer    ist,   als    irgend    eine   andere 
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Fläche,  so  kann  in  diesen  Kreis  immer  ein  regelmäßiges  Vieleck  ein- 
geschrieben werden,  dessen  Fläche  ebenfalls  größer  sein  wird  als  die 
gegebene  Fläche,  Wenn  die  Fläche  eines  Kreises  kleiner  ist,  als 
irgend  eine  andere  Fläche,  so  kann  man  diesem  Kreis  immer  ein 
regelmäßiges  Vieleck  umschreiben,  dessen  Fläche  ebenfalls  kleiner  sein 
■wird  als  die  genannte  Flüche.  Anstatt  diese  beiden  Hilfssätze  einzeln 
zu  entwickeln,  führt  Legendre  in  seinem  Buche  folgenden  sie  zu- 
sammenfassenden Hilfseatz  an:  Wenn  zwei  konzentrische  Kreise  ge- 
geben sind,  kann  man  immer  in  den  größeren  von  ihnen  ein  regel- 
mäßiges Vieleck  einschreiben,  ohne  daß  seine  Seiten  den  kleineren 
schneiden,  ebenso  kann  man  auch  um  den  kleineren  Kreis  ein  regel- 
mäßiges Vieleck  umschreiben,  dessen  Seiten  den  größeren  Kreis  nicht 
schneiden;  auf  diese  Weise  werden  im  einen  sowohl  wie  im  anderen 
Falle  die  Seiten  des  konstruierten  Vielecks  zwischen  den  beiden 
Kreisen  eingeschlossen  sein.  Dieser  Hilfssatz  sowohl  als  dessen  scharf- 
sinnige Benutzung  in  der  Exhaustionsmethode  stellen  nicht  die  Er- 
findung von  Legendre  dar.  Er  befindet  sich  im  16.  Satze  des 
12.  Buches  der  Elemente  des  Euklid,  und  dessen  erste  Benutzung  in 
der  Exhaustionsmethode  gehört  Maurolycus  an,  wie  aus  der  Aus- 
gabe seiner  Übersetzung  der  Werke  des  Ärchimedes  zu  ersehen  ist.') 

In  seinem  Vorwort  sagt  Legendre,  daß  er  im  Anfang,  an  Stelle 
der  Exhaustionsmethode,  oder,  nach  seinen  Worten,  der  Methode  des 
Ärchimedes,  die  Methode  der  Grenzen  anwenden  wollte,  weil  sie  als 
vorzügliche  Vorbereitung  zur  Erlernung  der  Differentialrechnung  er- 
seheine. Später  aber  ließ  er  dies  Vorhaben  fallen,  weil  in  die  l'heorie 
der  Grenzen  einige  allgemeine  Anfangsgründe,  die  eher  den  Gegen- 
stand der  Algebra,  als  der  Geometrie  bilden,  hinein  gehören,  und  weil 
zweitens  die  Anwendung  dieser  Theorie  zum  Besprechen  einer  unend- 
lichen Reihe  von  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Figuren  führt, 
was  Länge  der  Auseinandersetzung  und  verschiedene  Schwierigkeiten 
nach  sich  zieht.  Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  daß  der  erste  dieser 
Gründe  mit  der  Aussage  des  Verfassers  in  demselben  Vorwort,  daß 
er  beim  Leser  seines  Buches  Kenntnisse  der  Arithmetik,  und  wenigstens 
des  anfänglichen  Teils  der  Algebra,  voraussetzt,  im  Widerspruch  steht. 

Aus  den  Neuerungen,  die  Legendre  in  den  Elementen  der  Geo- 
metrie gemacht  hat,  ist  das  Heranziehen  des  Prinzips  der  Sym- 
metrie in  die  Zahl  der  Prinzipien  der  Eiern  entargeometrie  hervor- 
zuheben.    Die  direkte  Anwendung  dieses  Prinzips  finden  wir  bei  ihm 


')  Admirandi  Atchimedie  Syracusaui  monumcnta  oiiinia   mathematica  quae 
eztant,    es  traditione  D.  Franc.  Maurolici,    etc.     Panormi  1685,     in-fol.,  p.  5 
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dort,  wo  zum  Beweise  der  Gleichheit  das  Prinzip  der  Kongnienz  sich 
als  un zulänglich  erweist,  nämlich  beim  Betrachten  der  Körper.  Er 
nennt  zwei  solche  Polyeder  symmetriBch/)  von  denen  bei  gemein- 
schaftlicher Basis  der  eine  unter  und  der  andere  über  dieser  Basis 
konstruiert  sind,  bei  der  Bedingung,  daß  die  Seheitel  der  homologen 
körperlichen  Winkel  auf  gleicher  Entfernung  von  der  ßruudfläche 
und  auf  dem  Perpendikel  zur  selben  Grundfläche  gelegen  sind.  Diese 
Definition  erklärt  er  am  Beispiel  zweier  Pyramiden  SABC  und 
TASG,  die  eine  gemeinschaft- 
liche BasiB  ÄSC  haben  und 
deren  Spitzen  S  und  T  auf  dem 
Perpendikel  ST  zur  selben 
Basis  gelegen  sind,  wobei  der 
^,  Perpendikel  sich  im  Schnitt- 
L,  ^   punkt  0  mit  der  Basis  in  zwei 

^'S-  "■  gleiche  Teile  teilt.    Nachdem  er 

alsdann  im  IL  Satz  des  sechsten 
Buches  bewiesen  hat,  daß  jedes  Polyeder  nur  ein  symmetrisches 
Polyeder  haben  kann,  führt  er  in  die  Elemente  der  Geometrie  eine 
neue  Art  von  Gleichheit  ein,  die  manches  Mal  die  Gleichheit  von 
Körpern  durch  Symmetrie  genannt  wird,  Sie  ist  im  folgenden  Satz 
erhalten:  Wenn  zwei  Körper  n  und  h  symmetrisch  dem  dritten  c  sind, 
so  sind  sie  kongruent. 

Das  Einschlagen  des  Weges,  der  ihn  zu  dieser  Neuerung  führte, 
verdankt  er  Robert  Simson,  welcher  in  seinen  „Kritischen  und 
geometrischen  Bemerkungen"  zu  seiner  Ausgabe  der  Elemente  des 
Euklid^),  als  erster  auf  die  9.  und  10.  Definitionen  im  XI,  Buche  der 
Elemente  des  Euklid  hinwies  (die  Definition  ähnlicher  Körper;  die 
Definition  gleicher  und  ähnlicher  Körper),  als  auf  solche,  die  nicht 
als  Definitionen  angesehen  werden  können  und  deshalb  als  Theoreme 
bewiesen  werden  müssen.  Die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  an- 
erkennend, und  zu  gleicher  Zeit  diese  Definitionen  in  die  Zahl  der 
Theoreme  nicht  einführend,  mußte  Legendre,  ebenso  wie  Robert 
Simson,  zum  Auffinden  neuer  Beweise  zu  solchen  Theoremen  sich 
anschicken,  die  Euklid  auf  die  oben  erwähnten  Definitionen  gründete. 
Dabei  mußte  auf  den  28.  Satz  des  XI.  Buches  der  Elemente  des 
Euklid  acht  gegeben  werden,  der  aus  dem  Theorem  über  die  Teilung 
eines  Paralielepipedons  in  zwei  gleiche  Teile  bestand.  Robert 
Simson   betrachtete  diesen   Satz   als  Folge  des  von   ihm  vorher  be- 

')  S.  livie  VI,  XVI.  definition.  ')  The  Elements  of  Euclid  by  Robert 

Simson,  p.  SSSsqq. 
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wiesenen  Theorems:  die  M-seitigen  Prismen,  welche  von  gleidten, 
ähnlichen  und  entsprechend  gelegenen  Seiten  begrenzt  sind,  sind 
einander  gleich.  Was  jedoch  Legendre  anbetrifft,  so  beweist  er  in 
seinen  EJementen  vor  diesem  Satz  folgendes  Theorem^):  eine  Ebene, 
weiche  durch  zwei  entgegengesetzte  und  parallele  Kanten  geht,  teilt 
das  Paralleiepipedon  in  zwei  dreiseitige,  einander  symmetrische  Prismen. 
Diesen  Satz  selbst  jedoch  faßt  er  in  Form  eines  Theorems  zusammen^): 
zwei  symmetrische  dreiseitige  Prismen,  in  die  ein  Parallelepipedon 
sich  teilen  läßt,  sind  volnmengleieh. 

Ans  allem  Gesagten  über  die  Elemente  von  Legendre  folgt,  daß 
sie  durchaus  den  Forderungen  der  Zeit,  die  die  philosophische  Kritik 
stellte,  nicht  entsprachen.  Indem  sie  sich  als  Vorbild  Euklid  und 
Archimedes  nahmen,  hauptsächlich  den  ersteren,  teilten  sie  mit  ihm 
auch  alle  seine  Mängel.  Wie  soll  man  aber  in  diesem  Fall  ihren 
kolossalen  Erfolg  erklären?  Die  Erklärung  dazu  finden  wir  teils  in 
einigen  Bedingungen  jener  Epoche,  hauptsächlich  aber  im  Vorhanden- 
sein wirklicher  wichtiger  Verdienste  neben  den  Mängeln.  Aus  den 
Bedingungen  der  Epoche,  die  zum  Erfolg  des  Buches  von  Legendre 
beitrugen  und  hauptsächlich  im  Anfang,  sind  folgende  aufzuweisen: 
Die  Anforderungen  seitens  der  philosophischen  Kritik  in  bezug  auf 
Elemente  der  Geometrie  wurden  lange  nicht  von  allen  Zeitgenossen 
gestellt.  Viele  von  ihnen,  wie  wir  es  schon  früher  gesehen,  hielten 
es  als  unbedingte  Pflicht  der  Autoren  solcher  Werke,  die  den  Elementen 
der  Geometrie  gewidmet  waren,  den  Werken  der  alten  Griechen  als 
Vorbildern  zu  folgen.  Was  die  erwähnten  Verdienste  des  Buches  von 
Legendre  anbetrifft,  äußerten  sie  sich  in  der  bemerkenswerten  Klar- 
heit der  Darstellung  nnd  der  vom  Autor  erreichten  außerordentlichen 
Genauigkeit.  Zum  Erfolg  des  Buches  von  Legendre  trugen  auch 
viel  die  beigefügten  Noten  bei,  von  denen  viele  sogar  in  Beziehung 
zur  Wissenschaft  sich  als  wertvoll  erwiesen.  Mit  einigen  von  ihnen 
werden  wir  noch  späterhin  zu  tun  haben. 

Obwohl  Legendre  im  Zusammensteilen  der  Elemente  der 
Geometrie  nicht  auf  der  Höhe  derjenigen  Forderungen  der  zeitgemäßen 
Wissenschaft  stand,  die  die  voranschreitenden  Kräfte  der  Wissenschaft 
ihnen  stellten,  mußte  er  dennoch  Kind  seiner  Zeit  bleiben.  Und 
wirklich  war  er  nicht  imstande,  die  Methode  der  alten  Griechen  in 
der  Elementargeometrie  in  ihrem  reinen  Zustand  vollständig  frei  von 
dem  Einfluß  der  arithmetisch  -  algehraischen  Richtung  wiederherzu- 
stellen. Schon  die  Forderung  der  arithmetischen  und  algebraischen 
Kenntnisse,   die   er    den   Lesern   seines  Buches   stellt,    beweist   seine 

')  Der  fi.  Satz  des  VI.  Buches.  =)  Der  8.  Sata  desselben  Buchea. 
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Absicht,  die  Darstellung  der  Elemente  der  Geometrie  von  den  arith- 
metischen Prozessen  der  neuesten  Analysis  abhängig  zu  machen.  Diese 
Absicht  wurde  auch  von  ihm  in  vollem  Maße  ausgeführt.  Überall  in 
seinem  Buche  setzte  er  die  geometrische  Größe,  als  durch  eine  Zahl 
ersetzt,  voraus.  In  seiner  Darstellung  spricht  er  z.  B.  vom  Produkt 
der  Linien  oder  vom  Produkt  der  Linien  und  Flächen.  In  den 
Beweisen,  welche  die  Anwendung  der  Proportionen  fordern,  wendet 
er  zur  Proportion  der  Linien  direkt  arithmetische  Theoreme  an,  die 
nur  für  die  Proportion  der  rationalen  Zahlen  bewiesen  sind.  Auf 
diese  Weise  erscheint  d'Alembert,  dieser  beste  Darsteller  der  den 
Elementen  der  Geometrie  gestellten  zeitgemäßen  Forderungen  in  der 
von  ihm  ausgesprochenen  Ansicht  über  die  ünnützlichkeit  der  Algebra 
für  die  Beweise  in  dem  Gebiet  der  Elementargeometrie,  als  dem 
wahren  Verständnis  des  Geistes  der  altgrieehi sehen  Methoden  der 
Geometrie  viel  näher  stehend,  als  Legendre,  der  sich  die  genaue 
Befolgung  dieser  Methoden  als  Ziel  setzte. 

Von  den  Lehrbüchern  der  Elementargeometrie  in  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  stand  seiner  Verbreitung  nach  neben  den 
„Elements  de  geometrie"  von  Legendre  ein  gleichnamiges  Lehrbuch, 
dessen  Autor  Sjlvestre  Pran^ois  Lacroix^)  (1765—1843)  war, 
ein  Pariaer  von  Geburt,  Sein  ganzes  Leben  war  dem  Unterricht  der 
Mathematik  gewidmet,  was  er  als  Professor  au  der  Marineschule  zu 
Kochefort  seit  1782,  an  der  Kriegsschule  in  Paris  seit  1787  und  an 
der  Artillerieschule  zu  Besan9on  seit  1788,  als  Examinator  der  Aspi- 
ranten und  Zöglinge  des  Artilleriekorps  vom  Jahre  1793,  als  Adjunkt- 
professor der  besehi'eib enden  Geometrie  an  der  Noi-malschule,  als  Pro- 
fessor der  Mathematik  au  der  Zentralschule  der  vier  Nationen,  als 
Professor  der  Anaiysis  an  der  Polytechnischen  Schule  vom  Jahre  1799, 
als  Professor  der  transzendenten  Mathematik  bei  der  Fakultät  der 
Wissenschaften  und  seit  1815  auch  am  College  de  France  durch- 
führte. Außerdem  war  er  vom  Jahre  1794  an  Vorsitzender  des  Bureaus 
der  Kommission  zur  Reorganisation  des  öffentlichen  Unterrichts.  Seine 
literarische  Tätigkeit  war  ebenfalls  beinahe  ausschließlich  dem  Unter- 
richt der  Mathematik  gewidmet.  Diese  Richtung  zu  verändern  zu- 
gunsten der  Ausarbeitung  speziell  wissenschaftlicher  Fragen  erwies 
eich  selbst  Lacroix,  dessen  Ernennung  zum  Mitglied  der  Akademie 
im  Jahre  1799  erfolgte,  nicht  imstande.  Seine  wissenschaftliche  Tätig- 
keit als  Mitglied  dieser  Anstalt  kennzeichnete  sich  beinahe  ausschließ- 
lich durch  Berichte  über  Werke,   die   ihm  zum  Durchsehen    von    der 


•)  Poggendorff,  I,  S.  1340.     Cantor,  Vorlesungen    über  Geachichte    iler 
Matbematik,  IIP,  S.  ÖOü. 
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Klasse  der  Wisaensciiafteu  vorgelegt  wurden,  später  geitaniit  „Die 
Akademie  der  Wissenscliaften'". 

l^ie  Beafcimmuug  als  Elementarlehrbücher  hattea  folgende  Werke 
von  Lacroix:  „Essais  sur  las  plaua  et  lea  aurfaces"^);  „Introduction 
ä  la  geograpliie  niathematique  et  eritique  et  ä  la  geographie  phy- 
siiine"^);  „Essais  de  geometrie  sur  les  plans  et  les  surfaces  courbes"'|; 
„Traite  elementaire  du  calcul  des  probabilit^s"  *) ;  „Manuel  d'arpeii- 
tage"^);  „Introduction  ä  la  connaisaance  de  la  sphere",^)  Die  erste 
und  dritte  dieser  Schriften  und  ebenso-  auch  das  „Complemeat  des 
Eletnens  de  deometrie  ou  Elemens  de  Geometrie  descriptive"')  haben 
als  erste  ihren  Gegenstand,  die  darstellende  Geometrie,  allgemein  zu- 
gänglich gemacht  und  zu  diesem  Zweck  ihre  Prinzipien  entwickelt. 
Der  Populdnsieiung  seines  Gegenstandes  waren  auch  das  viei-te  Werk 
und  die  Artikel  ira  „Dictionnaire  des  sciencea  naturelles"  und  „Bio- 
graphie universelle"  gewidmet.  In  der  letzteren  ist  besonders  be- 
merkenswert der  Artikel  über  Euklid,  welcher  eine  wertvolle  Analyse 
seiner  Elemente  enthalt. 

Das  umfangreiche  Werk  Lacroix'  in  der  lehrenden  Literatur 
war  der  am  Anfang  in  sieben  Bänden  erschienene  „Cours  de  Mathe- 
matiques  ä  l'uss^e  de  l'Ecole  centrale  des  Quatre-Nations"  in  den 
Jahren  1796 — 1799.  Die  einzelnen  Überschriften  jedes  Bandes  dieses 
Werkes  waren:  „Traite  elenientaire  d'Arithmetique";  „Elemena  dAl- 
gebre";  „Elemens  de  Geometrie";  „Traite  elementaire  de  Trigono- 
metrie recti-ligne  et  spherique,  et  d'applieation  de  l'Aigebre  ä  la 
Geometrie";  „Complement  des  Elemens  d'Älgebre";  „Compleraeut  des 
Elemens  de  Geometrie,  ou  Elemens  de  Geometrie  descriptive";  „Traite 
elementaire  de  Calcul  differentiel  et  de  Calcul  integral".  Von  der 
französischen  Regierung  als  Leitfaden  in  den  Lyzeen  und  mittleren 
Lehranstalten  angenommen,  bekam  es  sofort  nach  seinem  Erscheinen 
eine  sehr  große  Verbreitung,  die  sogar  in  der  neuesten  Zeit  nicht  ein- 
gebüßt ist,  was  aus  seiner  fünfundzwanzigsten  Ausgabe  im  Jahre  1897 
zu  ersehen  ist.  Es  erschienen  im  Druck  auch  dessen  Übersetzungen 
in  andere  Sprachen,  wie  zum  Beispiel  in  die  deutsche,  russische 
und  polnische.  Die  ausführliche  Kritik  seines  Werkes  und  den  Be- 
liebt über  die  gemachten  Vervollkommnungen  in  den  Elementen  der 
Mathematik  gab  Lacroix  sechs  Jahre  nach  dem  Erscheinen  des 
letzten  Bandes  in  der  Schrift  „Essais  sur  Tenseignement  en  general, 
et  sur  celui  des  luathcmatiques  en  particulier"^),  wo  ihnen  der  §  III 

')  1  vol.  8",  Paris  IT'JS.  *)  S",  Paris  1811.  ")  Paris  1812.  ')  8", 

PariB  181G.  ')   12°,  Paris  1825.  ')  18",  Paris  1832,  ')  8",  Paris  1798. 

*)  Paris  1805,  8",  398  S. 
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in  der  zweiten  Abteilung,  „Analyse  du  Cours  elementaire  de  Mathe- 
matiquea  pures  ä  l'usage  de  l'Ecole  Centrale  des  Qu atre- Nation s"  ^)  be- 
titelt, gewidmet  ist.  Zur  großen  Verbreitung  der  Lehrbücher  Lacroix' 
trug  die  Art  der  Darstellung  bei,  welche  sich  durch  Klarheit,  Ge- 
nauigkeit und  Einfachheit  auszeichnete. 

In  dem  elementargeo metrischen  Teile  des  Kursus  von  Lacroix, 
welcher  dem  angenommenen  Plan  des  Autors  gemäß  verfaßt  ist, 
worüber  er  sich  übrigens  in  seinem  Berieht  wenig  aufhält,  wird  die 
Elementargeometrie  in  zwei  Teile  geteilt,  welche  nicht  mit  besonderen 
Überschriften  versehen  sind.  Die  Übersicht  ihres  Inhalts  jedoch  zeigt 
klar,  daß  der  erste  Teil  die  Elementar geometrie  der  Ebene  genannt 
werden  soll,  und  der  zweite  die  Elementargeometrie  des  Raumes.  Mit 
der  Einführung  dieser  Einteilung  der  Elemente  der  Geometrie  wich 
Lacroix  der  Unfolgerichtigkeit  aus,  in  die  Bertrand  verfiel,  indem 
er  die  Einteilung  d'Alemberts  annahm  und  zu  gleicher  Zeit  es  nicht 
wagte,  aus  dem  zweiten  Teil  eine  richtige  Geometrie  der  Flächen  zu 
machen.  Seinen  ersten  Teil  verteilt  er  folgendermaßen:  die  erste  Ab- 
teilung „Von  den  Eigenschaften  der  geraden  Linien  und  der  Kreis- 
linien" und  die  zweite  „Von  dem  Flächeninhalt  des  Vielecks  und  des 
Kreises".  Die  zweite  Abteilung  hat  keine  UaterabteiluDgeu.  In  der  ersten 
befinden  sich  folgende  Artikel:  „Definitionen  und  vorläufige  BegrifFe"; 
„Von  senkrechten  und  schiefen  Linien";  „Theorie  der  parallelen 
Linien":  „Von  den  Vielecken";  „Von  der  Geraden  und  der  Kreislinie"; 
„Von  den  eingeschriebenen  und  umschriebenen  Vielecken",  Die  An- 
sichten d'Alemberts  über  die  gleichzeitige  Betrachtung  der  geraden 
Linie  und  der  Kreislinie  und  über  die  Unterabteilung  der  ersten  Ab- 
teilung des  ersten  Teiles  in  zwei  Hälften  werden  bei  Lacroix  über- 
haupt nicht  verwirklicht.  Über  den  zweiten  Teil  endlich  genügt  es 
zu  bemerken,  daß  er  ebenfalls  in  zwei  Hälften  geteilt  ist,  von  denen 
die  erste  betitelt  ist  „Über  Ebenen  und  Körper,  die  von  Ebenen  be- 
gi-enzt  sind"  und  aus  den  Artikeln  besteht:  „Über  Ebenen  und  Gerade"; 
„Über  durch  Ebenen  begrenzte  Körper";  „Über  das  Äusmessen  des 
Rauminhalts"  und  die  zweite  Hälfte  unter  dem  Titel  „Von  den  runden 
Körpern"  außer  dem  Artikel  gleichen  Namens  noch  den  Artikel  „Über 
die  Vergleichung  runder  Körper"  enthält. 

Der  Bericht  von  Lacroix  über  den  angenommenen  Plan  der 
Elemente  der  Geometrie  ist  sehr  kurz  und  bezieht  sich  hauptsächlich 
auf  die  Geometrie  der  Linien.  An  den  Anfang  der  letzten  setzt  er  die 
Betrachtung  der  geraden  Linien  bezüglich  der  Vergleichung  ihrer 
Längen  und  erst  danach  sehreitet  er  zur  Betrachtung  ihrer  relativen 
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Lage.  In  diesem  zweiten  Teil  seiner  Darstellung  der  Geometrie  der 
Linien  vereinigt  er  vor  allem  alle  Sätze,  die  über  die  Ähnlichkeit  und 
Gleichheit  der  Dreiecke  handeln,  aus  dem  Grunde,  daß  die  Dreiecke 
als  Elemente  aller  andern  Figuren  erBeheinen  und  außerdem  am  ein- 
fachsten die  Lage  der  Punkte  und  Linien  auf  den  Ebenen  bestimmen. 
Danach  geht  er  zur  Ähnlichkeit  und  Gleichheit  der  Polygone  über, 
und  zum  Schluß  der  Abteilung  setzt  er  die  Artikel  Über  den  Kreis 
und  die  in  Verbindung  mit  ihm  stehenden  geraden  Linien.  Aus  der 
Verteilung  der  Sätze  iu  der  ersten  Abteilung  der  Elementargeoraetrie 
kann  man  leicht  den  Schluß  ziehen  über  ihre  Verteilung  in  den  andern 
Abteilungen,  die  dem  Ausmesseu  der  Flächeninhalte,  den  Ebenen  und 
den  Eigenschaften  der  Körper  gewidmet  sind,  mit  Hilfe  der  zwischen 
allen  diesen  Teilen  existierenden  Analogie,  deren  Anwendung  im  Unter- 
rieht Lacroix  großes  Gewicht  beilegt,  als  Mittel  das  Gedächtnis  und 
die  Gewohnheit  zur  Verallgemeinerung  der  Ideen  des  Lernenden  zu 
stärken.  Wenn  die  Analogie  beim  Beweise  einiger  Sätze  niclit  durch- 
geführt werden  kann,  wie  es  manchmal  vorkommt,  so  muß  sie  dennoch, 
wenn  auch  nur  im  Verteilen  der  Sätze  und  in  der  Art  der  Darstel- 
lung aufrechterhalten  werden.  Aus  den  Sätzen  der  Eiemeutargeometrie 
gehören,  nach  der  Meinung  von  Lacroix,  bloß  zwei  Arten  von 
Sätzen  in  die  Elemente  der  Geometrie,  erstens  die  zum  Verständnis 
des  Ganges  des  Denkens  erforderlichen  Sätze,  beim  Betrachten  der 
Figuren  mit  Hilfe  der  synthetischen  Methode,  und  zweitens  solche, 
die  aus  praktischen  Operationen  der  Geometrie  folgen,  wie  zum  Bei- 
spiel das  Reißen,  Vermessen  usw.  Was  übrigens  die  Satze  der  zweiten 
Art  anbetrifft,  findet  es  Lacroix  für  notwendig  zu  bemerken,  daß  aus 
ihnen  nur  solche  gewählt  werden  sollen,  die  als  wirklich  bequem  und 
anwendbar  anerkannt  werden  können.  Seinen  Plan  der  Elemente  der 
Geometrie  hält  Lacroix  auf  Grund  seiner  langjährigen  pädagogischen 
Erfahrung  für  natürlich  und  streng. 

Da  er  im  Worte  „die  gerade  Linie"  den  direkten  Ausdruck  der 
unmittelbaren  Resultate  der  Tätigkeit  der  Gefühle  sieht,  nämlich  der 
Vorstellung  des  kürzesten  Weges,  der  zu  verfolgen  ist,  um  von  einem 
Punkt  zum  andern  zu  gelangen,  führt  Lacroix  die  Definition  der 
geraden  Linie  auf  den  Ausdruck  dieser  einzigen  Eigenschaft  zurück. 
Die  Definition  des  Begriffs  in  diesem  Falle  erhält  er  auf  diese  Weise 
mit  der  Definition  der  Bedeutung  des  Wortes,  welche  in  folgendem 
Satze  enthalten  ist:  der  kürzeste  Abstand  zwischen  zwei  Punkten  wird 
die  gerade  Linie  genannt.  Indem  er  die  Ansicht  über  die  Punkte, 
Linien  und  Flächen,  als  abstrakte  Begriffe,  die  außerhalb  uns  selbst 
keine  Objekte  haben,  verneint,  findet  er,  daß  sie  wirklich  existieren, 
wenn  sie  auch,    getrennt  vom  Körper,    dem   sie  angehören,    nicht  ge- 
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dacht  werden  können.  Jeder  KÖrpet  muß  in  Wirkli(:hkeit  abgegrenzt 
sein,  sonst  wird  er  sich  vom  unendlichen  Räume  nicht  unterscheiden. 
Solche  Grenzen  sind  ehen  die  Flächen,  die  ihrerseits  wieder  als  Grenzen 
die  Linien  hahen,  und  diese  letzten  —  die  Punkte.  Alle  diese  Grenzen 
existieren  nicht  nur  in  Wirklichkeit,  sondern  stehen  auch  gerade 
unseren  Sinnen  vor,  weil  diese  ohne  ihre  Hilfe  keine  Figuren  der 
Körper  kennen  würden.  Von  der  Darlegung  dieser  Ansichten  muß 
auch  die  Darlegung  der  Elemente  der  Geometrie  anfangen.  Laiiroix 
führt  es  auch  wirklich  in  seinem  Lehrbuche  durch,  indem  er  seinem 
ersten  Teil  die  der  oben  genannten  Auslegung  gewidmete  Stelle  voran- 
schickt, nämlich  den  „Hauptbegriff  der  Ausdehnung". 

Alle  Axiome  in  Form  einer  Sammlung  an  den  Anfang  der  Elemente 
zu  setzen,  findet  Lacroix  nutzlos,  sogar  lächerlich,  weil  ihrer 
Natur  nach  sich  keine  Hindernisse  in  den  Weg  stellen  können,  sieh 
ihrer  bei  Beweisen  dort  zu  bedienen,  wo  es  als  notwendig  erscheint. 
Als  Definition,  die  besonderer  Aufmerksamkeit  wert  ist  infoige  ihrer 
völligen  Unzulänglichkeit  bei  Euklid  und  die  Überhaupt  ernste  Schwie- 
rigkeiten bietet,  findet  Lacroix  die  Definition  des  Winkels.  Um  diese 
zu  umgehen,  schlägt  er  sogar  vor,  überhaupt  keine  Definition  zu 
geben,  sondern  sich  mit  der  Bekanntmachung  mit  dem  Winkel  oder 
direkt  durch  den  Gegenstand  selbst  zu  begnügen.  In  seinem  Lehr- 
buehe  führt  er  dieses  jedoch  nicht  durch  und  begnügt  sich,  nach 
seinen  eigenen  Worten,  mit  der  ungenügenden  Definition  des  Winkels, 
als  eines  unbestimmten  Raumes,  eingeschlossen  von  zwei  geraden 
Linien,  die  sich  in  irgend  einem  Punkte  treffen,  und  die  man  sieh  als 
beliebig  verlängert  vorstellen  kann.  Derselben  Definition  bedient  sich 
auch  Bertrand,  jedoch  in  folgendem  viel  genauerem  Satze:  Ein 
Winkel  ist  der  Teil  einer  ebenen  Fläche,  eingeschlossen  von  zwei 
geraden  sich  schneidenden  Linien,  die  im  Punkte  ihrer  Begegnung 
endigen. 

Verhältnismäßig  viel  Platz,  wie  es  eigentlich  auch  sein  soll, 
widmet  Lacroix  in  seinem  Berichte  dem  in  verschiedenen  Teilen  der 
Elemente  der  Geometrie  sieh  autreffenden  Übergang  vom  Endlichen 
zum  Unendlichen.  Soleher  Fälle,  die  denselben  augenscheinlich  oder 
nichtaugenseheinüch  darstellen,  existieren  drei:  1.  der  Übergang  vom 
Kommensurabelea  zum  Inkommensurabelen,  der  in  der  Theorie  der 
proportionalen  Linien  gemacht  wird;  2.  der  Übergang  von  geraden 
Linien  zu  krummen,  der  beim  Ausmessen  des  Kreises  und  der  runden 
Körper  vorkommt;  3,  das  Auftreten  der  Gleichheit  des  Rauminhaltes 
von  Körpern  in  Fallen,  wo  das  Prinzip  der  Kongruenz  unanwendbar 
ist,  was  als  Folge  davon  erscheint,  daß  der  Körper  eine  Größe  von 
drei  Dimensionen  ist.     Als  einfachstes  Mittel  in  solchen  Fällen,  dieser 
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Betrachtung  vom  Unendlichen  auszuweichen,  bezeichnet  Lacroix  die 
Grenzen.  Die  beim  Gebranch  dieses  Mittels  angewandten  Prinzipien, 
als  gemeingültig  fiir  Sätze  dieser  Art,  müssen  getrennt  von  ihnen  und 
unabhängig  von  den  Linien  dargestellt  werden,  als  Prinzipien,  die 
nicht  nur  auf  Größen,  die  in  den  Elementen  der  Geometrie  betrachtet 
werden,  anwendbar  sind,  sondern  auch  auf  andere  Größen.  Dank 
diesen  Folgerungen  stellt  Lacroix  die  erwähnten  Prinzipien  in  fol- 
genden Formen  dar;  1.  Wenn  bewiesen  werden  kann,  daß  die  Diffe- 
renz zweier  unveränderlicher  Größen  kleiner  ist,  als  jede  gegebene 
Größe,  wie  klein  sie  auch  wäre,  so  folgt  daraus,  daß  die  beiden  ei-sten 
Großen  einander  gleich  sind.  2.  Wenn  von  drei  Großen  eine  sich 
verändernde  und  dabei  immer  größere,  als  die  beiden  anderen,  die 
unveränderlich  bleiben,  sich  gleichzeitig  einer  jeden  von  ihnen  nähern 
kann,  so  nahe  wie  nur  wünschenswert,  so  sind  die  beiden  unveränder- 
lichen Größen  einander  gleich.  Indem  er  diese  beiden  Theoreme  als 
Ausdruck,  wenn  anch  nicht  als  offenbaren,  der  ersten  Gründe  der 
Grenzmethode  ansieht  und  die  angenommene  Form  des  zweiten  sich 
zuschreibt,  spricht  er  die  Überzeugung  aus,  daß  diese  letzte  besonders 
die  Eigenschaft  besitzt,  alle  ihrer  bedürftige  Beweise  zu  vereinfachen, 
bedeutend  zu  verkürzen  und  sie  symmetrischer  zu  machen.  In  seinen 
Elementen  der  Geometrie  setzt  er  das  erste  Theorem  an  den  Anfang 
des  Artikels  Über  die  Rektifikation  des  Kreises  und  das  zweite  an 
den  Anfang  des  Artikels  vom  Ausmessen  des  Flächeninhaltes  des 
Kreises.  Zu  zeigen,  daß  je  mehr  sich  die  geradlinigen  Figuren  den 
krummlinigen  nähern,  sich  auch  das  Maß  der  ersten  dem  Maße  der 
zweiten  nähert  —  das  sei  die  Hauptsache,  auf  die  nach  Lacroix' 
Meinung  die  Aufmerksamkeit  gerichtet  werden  muß,  bei  Anwendung 
dieser  beiden  Theoreme  zum  Übergang  von  geraden  Linien  zu  krummen. 
Als  Erfindung  kann  hier  bloß  die  Methode  der  Annäherung  6 
werden,  die  am  Ende  mit  Hilfe  der  Induktion  die  gesuchte  f 
Bedeutung  der  betrachteten  Größe  offenbai^t. 

Lacroix  gibt  den  Rat,  die  apagogische  Methode  nur  zum  Be- 
weis der  einfachsten  Satze  anzuwenden.  In  allen  komplizierten  Fällen 
jedoch  muß  man  seiner  Meinung  nach  dieser  Methode  ausweichen, 
weil  sie  den  Veratand  überzeugt,  ihn  jedoch  nicht  erleuchtet.  Zu 
diesen  Ansichten  und  ebenso  auch  zur  oben  angeführten  Überzeugung 
von  der  Möglichkeit,  die  Methode  der  Grenzen  in  allen  Fällen  des  Über- 
gangs vom  Endlichen  zum  Unendlichen  anzuwenden,  gelangte  La- 
croix augenscheinlich  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Ausgaben 
seiner  Elemente  der  Geometrie.  In  ihnen  benutzte  er  wirklich  beim 
Beweise  der  Sätze,  die  vom  Übergang  von  den  komniensurabelen  zu 
mkommensurabelen  Größen  handeln,  in  Übereinstimmung  mit  d'Aleni- 


y  Google 


350  Abschnitt  XXII. 

b  e  r  t  und  Bertrand  die  apagogische  Methode.  Von  diesem 
anfänglichen,  von  ihm  gewählten  Wege  zugnnsten  seiner  er- 
wähnten Überzeugung  abzugehen,  findet  er  übrigens  auch  in 
allen  folgenden  Ausgaben  seiner  Elemente  der  Geometrie  nicht 
für  nötig. 

Dem  Bestreben  znr  Verminderung  der  Anzahl  der  einzelnen  Satze, 
das  ao  klar  bei  Bertrand  ausgedrückt  ist,  bleibt  auch  Lacroix  nicht 
fremd.  Als  Anlaß  dazu  dient  ihm  die  Erwägung,  daß  es  nötig  sei, 
die  Ausführlichkeit  zugunsten  der  l'orderungen  der  Wissenschaft  an 
den  Unterricht,  die  sich  infolge  des  Fortschritts  immer  vergrößern, 
zu  opfern  und  zugleich  das  existierende  Verhältnis  zwischen  dem  Um- 
fang und  der  gegebenen  Zeit  des  Unterrichte  aufrecht  zu  erhalten. 
Als  die  bemerkbarste  Folge  des  betrachteten  Bestrebens  in  den  Ele- 
menten der  Geometrie  von  Laeroix  erscheint  das  Auslassen  des 
Satzes  über  das  Zerlegen  des  Rauminhaltes  der  abgestumpften  Py- 
ramide und  ebenso  auch  des  abgestumpften  Kegels.  Indem  er  vor- 
schlägt, in  Beziehung  auf  diese  Sätze  dem  von  Bertrand  eingeschla- 
genen Weg  zu  folgen,  bemerkt  Laeroix  in  seinem  Bericht,  daß  aus  der 
Auslassung  der  eigenartigen  Art  des  Beweises  dieser  Sätze  keine  Un- 
bequemlichkeit entstehen  kann,  weil  dieselbe  Art  der  BeweisfÜbrung 
auch  beim  Beweise  des  Theorems  über  das  Zerlegen  des  abgestumpften 
dreiseitigen  Prismas  angewandt  wird,  welches  niemals  ausgelassen 
werden  darf. 

Zum  Schluß  seiner  Bemerkungen  vom  Übergang  vom  Endliehen 
zum  Unendlichen  in  den  Elementen  der  Geometrie  bleibt  Laeroix 
bei  der  Darstellung  der  Bedeutung  der  Arbeiten  von  Robert  Simson 
stehen,  die  sie  nach  seiner  Meinung  in  der  Literatur  der  Elementar- 
geometrie hatten,  welche  mit  seiner  Ausgabe  der  Elemente  des  Euklid 
in  Verbindung  standen,  und  bei  dem  oben  erwähnten  Werk  von 
Bertrand.  Indem  er  auf  diese  Ausgabe  Simsons,  als  auf  eine 
wichtige  Erscheinung  in  der  Geschichte  der  Geometrie  hinweist, 
ebenso  auch  auf  das  Werk  Bertrands,  sagt  er,  daß  sie  die  geringe 
Anzahl  von  Sätzen  enthalten,  die  nötig  sind,  um  die  richtigen  An- 
sichten in  allen  schwierigen  Stellen  der  Elementargeometrie  mit  Hilfe 
der  Mittel  allein,  die  uns  die  Werke  der  Alten  liefern,  festzustellen. 
Nach  Erscheinung  dieser  beiden  Bücher  kann  seiner  Meinung  nach 
in  den  Elementen  der  Geometrie  keine  Veränderung  mehr,  außer  der 
Anordnung  des  Inhaltes,  vor  sich  gehen. 

Die  in  den  eben  erwähnten  Meinungen  von  Laeroix  geäußerte 
Ansicht  über  die  Grundbedeutung  der  Vervollkommnung  der  Bearbei- 
tung der  Sätze,  die  vom  Übergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen 
handeln,    teilt  auch  vollkommen  der   russische  Gelehrte  Simeon  Gu- 
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riefi)  (1766—1813).  Er  war  in  den  Jahren  1778—1784  in  Peters- 
burg Schüler  im  Artillerie-  und  Ingenieurkadettenkorps.  Infolge  der 
Bchoü  hier  sich  kundgebenden  Neigung  zur  Beschäftigung  mit  der 
Mathematik  mußte  er  die  Grenzen  des  elementaren  Kursus  dieser  Wissen- 
schaft überschreiten.  Nachdem  er  das  Korps  im  Rauge  eines  Offi- 
ziers verlassen  hatte,  widmete  er  seine  Tätigkeit  nicht  dem  Militär- 
dienst, sondern  dem  Unterricht  der  Mathematik  und  gelehrten  Arbeiten 
in  dieser  Sphäre.  Anfangs  war  er  Lehrer  der  Navigation  und  Artillerie 
in  dem  griechischen  Kadettenkorps  in  Petersburg.  Der  Mangel 
an  M'erken  über  Navigation,  die  der  zeitgemäßen  Lage  der  Wissen- 
schaft entsprachen,  in  der  russischen  Literatur  bewog  (Jurief,  den 
sechsten  Teil  des  „Cours  de  mathematiques"  von  Bezont,  der  diesem 
Gegenstand  gewidmet  war,  ins  Eusaiache  zu  übersetzen  und  ihn  unter 
dem  Titel  „Nautische  Untersuchungen"*)  herauszugeben.  In  dieser 
Ausgabe  fügte  er  viele  eigene  Ergänzungen  bei,  von  ihnen  als  wich- 
tigste die  in  rassischer  Sprache  zum  ersten  Male  gelehrte  Differential- 
und  Integralrechnung.^)  Im  Jahre  1792  machte  Gurief  eine  K«ise 
nach  England,  um  dort  die  hydraulischen  Arbeiten  zu  studieren.  Nach 
der  Rückkehr  im  Jahre  1793  wurde  ihm  die  Vorlesung  der  physico- 
mathemati sehen  Wissenschaften  und  der  Artillerie  für  die  Offiziere 
der  Ruderflotte  anvertraut,  und  seine  umfangreichen  Kenntnisse  in  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik,  die  er  durch  das  Studium  der 
besten  Autoren  erworben  hatte,  lenkten  auf  ihn  die  Aufmerksamkeit 
der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Petersburg,  die  ihn  am  26.  Mai 
179G  zum  Adjunkten  der  pbysico-mathematiachen  Wissens ehaften  er- 
nannte. Sehr  bald  nach  dieser  Ernennung,  nämlich  im  Jahre  1798 
am  31.  Januar,  wurde  er  zum  ordentlichen  Akademiker  befördert.  Die 
ersten  wissenschaftlichen  Arbeiten  von  Gurief,  die  er  der  St.  Peters- 
burger Akademie  der  Wissenschaften  bis  zum  Jahre  1800  vorlegte, 
waren  folgende:  „Memoire  sur  la  resolution  des  principaux  problemes 
qu'on  peut  propoaer  dans  les  courbes  dont  les  ordonnees  partent 
d'un  point  fixe."*)  „Essai  de  demontrer  rigoureuaement  un  theoreme 
fondamental  des  equations  de  eondition  de  la  differentielle  des  fonc- 
tions  ä  plusieurs  variables,  et  du  caleul  des  variations".  ^)  „Obser- 
vation s  aur  le  theoreme  de  Taylor,  avec  sa  demonstration  par  la 
methode  dea  limites;  application  de  ce  theoreme,  ainsi  demontre,  ä  la 
demonstration  du  binome  de  Newton,  dans  le  cas  oü  l'exposant  est 
une  quantite  fractionuaire,    negative  et  ine om mensurable  avec  l'unite; 

')  M^moires  do  l'Academie  Imperiale  des  sciences  de  St.  Petersbourg,  VI 
(181S).  Histoire,  p.  4—6,  —  Poggendorff,  I,  S.  380.  ^  2  Bände.  8t,  Feters- 
l<urg  1790—91,  4".  »)  69  S.  ')  Nova  Acta  Äcademiae  Scientiarum  Iroperialia 
Petropolitanae,  T.  XiT,  p.  176  —  191.         »)  Ebenda,  T.  XJII,  p.   154  —  165. 
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suivie  de  la  resolutioii  d'un  probleme  qui  coiicerne  la  inethode  in- 
verse  des  tangentes,  par  le  moyen  de  ce  theoreme"."^)  Eins  der  Resultate 
der  literarischen  Berülimtheit,  die  Gurief  dank  seiner  wissen  schaftiichen 
und  lehrenden  Tätigkeit  erlangte,  war  seine  Ernennung  am  1.  Septem- 
ber 1800  zum  Mitglied  der  Rusaisehen  Akademie    zu  St.  Petersburg. 

Die  Reform  des  Lehrfaches  und  das  Eröffnen  einiger  neuen 
höheren  Lehranstalten  im  Anfange  des  19.  Jahrhunderts  in  Rußland 
eröffneten  öuriefs  Begabung  ala  Lehrer  neue  Gebiete  zur  Tätigkeit. 
Im  Jahre  1800  wurde  er  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Schule 
der  Schiffsarchitektur  ernannt,  im  Jahre  1800  in  der  geistlichen 
Akademie  zu  St.  Petersburg  und  im  Jahre  1810  im  Institut  des  Korps 
der  Ingenieure  der  Kommunikationswege.  Bei  Eröffnung  der  zweiten 
dieser  Lehranstalten  verlas  er  die  später  gedruckte  „Abhandlung  über 
Mathematik  und  ihre  Zweige".*)  In  den  Ausgaben  der  Akademie  der 
Wissenschaften  waren  23  Schriften  und  Abhandlungen  gedruckt,  die 
er  in  ihren  Sitzuyjgen  vom  Jahre  1800  an  verlas.  Als  Mitglied  einiger 
Kommissionen,  die  von  der  Akademiß  der  Wissenschaften  zum  Durch- 
sehen der  ihr  vorgelegten  Arbeiten  und  Erfindungen  gebildet  wurden, 
beteiligte  sich  Gurief  an  der  Zusammenstellung  zweier  Berichte.  Die 
Hauptgegenstände  der  wissenschaftlichen  Arbeiten  von  Gurief,  welche 
in  den  Ausgaben  der  Akademie  der  Wissenschaften  gedruckt  wurden, 
waren  Mechanik,  Geometrie  und  Differentialrechnung. 

Die  Zwischenatellung  in  den  wissenschaftlichen  und  lehrenden 
Arbeiten  von  Gurief  nahmen  ein:  „Die  Grundlagen  der  Differential- 
rechnung mit  deren  Anwendung  auf  Analytik".')  „Grundlagen  der 
transzendenten  Geometrie  der  krummen  Flächen".*)  „Grundlagen  der 
Mechanik".*)  Rein  lehrende  Arbeiten  von  Gurief,  die  im  19.  Jahr- 
hundert erschienen,  und  die  ausschließlich  der  Elementarmathematik 
gewidmet  waren,  waren  folgende:  „Der  erste  Teil  des  nautischen  Lehr- 
kursus,  die  Grundlagen  der  Geometrie  enthaltend"^);  „Das  erste  Buch 
der  Zahlenlehre,  die  Grundlagen  der  Arithmetik  enthaltend"');  „Gmnd- 
lagen  der  Geometrie",*) 

Aus  der  gelehrten  Tätigkeit  von  Gurief  ist  als  charakteristisch 
zu  bezeichnen  sein  besonderes  Interesse  für  festere  Begründung  der 
schon  bekannten  Wahrheiten  und  der  schon  festgestellten  Prinzipiea. 
Seinem  methodischen  Verstände,  welcher  von  der  Verehrung  der 
strengen  Methoden  der  altgriechischen  Geometrie  durchdrungen  war, 
waren  die  Arbeiten  in  dieser  Richtung  kostbarer,  .tls  die  Aufdeckung 

')  Nova  Aota  Aeaderniae  Stiectiarum  Impetialis  Petropolitanae,  T.  XIV, 
p.  30e-335.  ')  i\  St.  Petersburg  1800.  ')  4",  St.  Petersburg  1811. 

')  i\  ib.  1806.  *)  8°,  ib.  1815.  ")  4'',  ib.  1804—1807,  2  Bände.  ')  4",  ib. 
1806.        ")  8»,  ib.  1811. 
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neuer  Wabrheiten,  Außer  den  Ärlueiten  über  die  Differentialrechnung, 
die  dieser  Richtung  angehörten,  und  einigen  anderen  gehiiren  daxa 
noch  einige  Arbeiten,  die,  obgleich  nicht  gedruckt,  so  doch  der  Aka- 
demie der  Wissenschaften  vorgelegt  waren,  wie  zum  Beispiel  das  von 
ihr  am  26.  Mai  1796  handschriftlich  erhaltene  Werk  „Anfangegründe 
der  transzendenten  Geometrie  und  der  Differentialrechnung,  abgeleitet 
aus  der  wahren  Natur  ihres  Gegenstandes",  oder  des  tod  ihm  im  Jahre 
1797  verlesenen  Manuskripts  „Yersuch  der  Begründung  der  Mathe- 
matik auf  festen  Gründen", 

Die  erste  seiner  Arbeiten  dieser  Art,  die  im  Druck  erschien,  war 
„Versuch  einer  Vervollkommnung  der  Elemente  der  Geo- 
metrie"^). Direkte  Ursache  zum  Verfassen  dieses  Werkes  war  der  Ver- 
such, die  Beweise  der  Theoreme,  die  über  den  "Übei^iig  vom  Endliehen 
zum  Unendlichen  handelten,  von  dem  verbreiteten  Gebrauch  der  Unteil- 
baren von  Cavalieri  und  der Unendliehkleinen  von  Guldin  zu  befreien. 
Um  der  Geometrie  ihre  Genauigkeit  und  Klarheit  wiederzugeben,  die  sie 
nach  der  Meinung  des  Autors,  infolge  dea  Gebrauches  dieser  Größen, 
oder,  was  dasselbe  ist,  infolge  der  Einführung  der  von  ihnen  dar- 
gestellten Methode  der  Unteilbaren  eingebüßt  hat,  stellt  er  an  Stelle 
der  letzteren  die  Methode  der  Grenzen,  die  er  aus  den  obengenannten 
Werken  d'Alemberta  und  des  Abbe  de  la  Chapelle  entnimmt. 
Indem  er  jedoch  die  darin  gegebene  Definition  der  Grenze  als  un- 
genügend und  unbestimmt  findet,  stellt  er  sie,  um  die  darin  befind- 
lichen Mängel  zu  beseitigen,  in  folgender  Form  dar:  „Wenn  irgend 
eine  Größe  durch  irgend  eine  bestimmte  bis  in  die  Unendlichkeit 
dauernde  Operation  sieh  vergrößert  oder  vermindert,  und  dadurch 
sich  einer  anderen  unveränderlichen  Große  so  nähert,  daß  sie  sich 
von  ihr  weniger  unterscheidet  als  um  irgend  eine  willkürlich  ge- 
nommene Größe  derselben  Art  und  mit  alledem  sie  doch  niemals  er- 
reicht, so  ist  diese  andere  unveränderliche  Größe  dasjenige,  was  man 
die  Grenze  der  ersten  sich  vergrößernden  oder  vermindernden 
Größe  nennt. "^)  Indem  er  als  Grundsatz  der  Methode  der  Grenzen 
den  ersten  der  beiden  von  de  la  Chapelle  anerkannten  Sätze  an- 
nimmt, stellt  Gurief  den  Beweis,  den  d'Alembert  diesem  Satz  gab, 
in  folgender  veränderter  Form  dar:  „Nehmen  wir  an,  daß  X  die  sich 
vermehrende  Größe  ist  und  i  B  ihie  beiden  Gienzen  sind,  ao  sind 
sie,  wenn  nicht  einandei  gleich  dir  eine  grißei  als  die  andere. 
Nehmen  wir  an,  daß  4.  großer  ist  alt.  B  um  eme  unveränderliche 
Größe  D,  so  wird  intoigede',sen,  daß  4  und  B  zwei  unvt-ränderliehe 
Größen  sind,  A  =  B  +  D  sein     Da  iber  X  immei  kkintr  ist  als  B, 

')  St.  PeterBbucg  J708,  4",   264  S.   mit   5  Tafeln.  *)  Gurief,   Ver- 

Buch,  S.  34. 
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80  kaon  der  Unterschied  zwischen  X  und  B  -{-  D  niemals  kleiner 
werden  als  D,  kann  auch  folglich  nicht  kleiner  werden  als  jede  wiHkiir- 
lich  gegebene  Größe,  und  du  B  +  J}  =  A  ist,  so  kann  auch  die  Diffe- 
renz zwischen  X  und  A  nicht  kleiner  werden  als  jede  willkürlich  ge- 
gebene Größe  und  A  ist  folglich  nicht  die  Grenze  von  X,  was  der  Vor- 
iiussetzung  widerspricht,  folglich  usw."^)  Dieses  Satzes  bedient  sich 
Gurief  in  allen  Fällen  im  ersten  Kapitel  seines  Werkes,  welches  dem 
Übergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  gewidmet  ist,  außer  dem 
Fall  des  tJbergangs  vora  Komraensurabelen  zum  Inkommensnrabelen, 
welchem  das  zweite  Kapitel  beBtiramt  ist.  Der  Inhalt  des  ersten 
Kapitels  wird  vom  Verfasser  als  „Sätze,  in  denen  die  Gleichheit  zweier 
Größen  aus  drei  Arten  von  Dimensionen  begründet  werden",  bezeichnet. 
Als  zweiten  Grundsatz  der  Methode  der  Grenzen,  deren  er  sich  aus- 
schließlich im  zweiten  Kapitel  bedient,  wo  er  auch  angeführt  wird, 
nimmt  Gurief  folgendes  an;  „Wenn  zwei  sieh  vergrößernde  oder  ver- 
mindernde Größen  X  und  Y,  die  als  Grenzen  A  und  B  haben,  sich  so  ver- 
halten, wie  zwei  unveränderliche  Größen  C  und  D,  so  werden  sich  auch 
ihre  Grenzen  A  und  B  so  verhalten,  wie  diese  unveränderlichen  Größen  C 
und  D"^).  Die  Sätze,  „deren  genauer  und  klarer  Beweis"  den  Gegen- 
stand des  zweiten  Kapitels  bilden,  werden  in  dessen  Überschrift  als 
solche  charakterisiert,  „in  denen  die  Proportionalität  zweier  Größen 
aus  drei  Arten  von  Dimensionen  zu  zwei  anderen  Größen  derselben 
oder  einer  anderen  einfachen  Dimension  gesucht  wird"^).  Diese 
beiden  Kapitel  in  Verbindung  mit  den  Elementen  des  Euklid  bilden, 
nach  der  hochmütigen  Meinung  ihres  Antors,  das  vollständig  ge- 
nügende Material  für  die  Elemente  der  Geometrie,  so  wie  sie  sich 
d'Alembert  wünscht,  und  zu  deren  Zusammenstellung  nach  der 
Meuiung  des  letzteren  die  Kräfte  der  größten  Geometer,  wie  Des- 
cartes,  Newtons,  Leibniz'  und  Bernoullis  erforderlich  sind. 
Den  Plan  solcher  Elemente,  den  d'Alembert  zusammengestellt  hatte, 
sah  Turefn  It  1  ien  a  serwahlte  ten  an,  und  zog  ihm  den  von 
Eukl  d  ant,enommen  n  v  r  Lie  Gu  ief  kann  man  sagen,  daß  er 
zu  dem  n  Rußland  sehr  ve  b  e  teten  Typus  gebildeter  Leute  ge- 
hörte d  e  „roße  Ehrfurcht  f  r  d  e  alten  Autoren  fühlen,  und  gleich- 
zeit  g  seh  genüge  le  Ke  ntn  se  von  ihnen  besitzen.  Die  authen- 
tisch n  Werk  1er  alten  Geometer  und  besonders  die  des  Euklid 
und  Ärch  1  s  kan  te  er  so  o  e  fl  Mich,  daß  er  mit  Gewißheit 
zu  beha  pt  n  wagt  daß  d  e  Exha  s  onsmethode  von  der  Methode 
Newto  s  de  e  ten  nd  letzten  A  hältnisse  hei^tamme,  und  daß 
sie  be    den  alten  t  eo    etern  ga    nclt  gebraucht  worden  sei*).    Diese 

u     ef   \      u  h    S  36  tb  nda    S.  152,         ")  Ebenda,  S.  105. 

*)  Eb  lid     hl 
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Behauptung  sprach  er  zum  Zwecke  der  Widerlegut^  der  entgegen- 
gesetzten Meinung  des  Abbe  de  la  Chapelle  aus.  In  demselben 
Werk  gibt  Gnrief,  wenn  auch  einen  sehr  umfaugreicheu ,  jedoch 
lange  nicht  den  ganzen  Gegenstand  erschöpfenden  kritischen  Überblick 
der  Eieraeote  der  Geometrie  von  Legendre, 

Unter  den  Lehrbüchern  der  Elementargeometrie,  die  in  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  erschienen,  nennen  wir  auch  das 
Lehrbuch,  welches  eingeschlossen  war  in  dem  umfangreichen  Werk 
des  Mitgliedes  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  Bezout, 
„Cours  de  mathematiques"  ^),  das  alle  Abteilungen  der  Elementar- 
mathematik, Mechanik  und  Navigation  umfaßte.  Außer  den  Über- 
setzungen in  viele  europäische  Sprachen  erschienen  die  Ausgaben 
der  einzelnen  Teile  dieses  Kursus  wahrend  der  ganzen  eraten  Hälfte 
des  19.  Jahrhunderts*).  Beim  Zusammen  stellen  der  in  diesem  Kursus 
befindlichen  Elemente  der  Geometrie  bemüht  sich  der  Verfasser,  so- 
weit es  in  seinen  Kmften  stand,  den  obengenannten  Anweisungen  und 
dem  Plan  d'AIemberts  zu  folgen.  Dieses  gut  durchzuführen,  gelang 
ihm  jedoch  nicht.  Sein  Werk,  wie  es  schon  von  der  zeitgemäßen 
Kritik  bemerkt  wurde,  zeichnete  sich  durch  Maugel  an  Strenge  aus. 
Vieles,  was  er  voraussetzte  und  als  augenscheinliche  Folge  benannte, 
bedürfte  des  Beweises.  Einer  der  Hauptgründe  des  Mißlingens,  das 
Bezout  traf,  war  sein  Verfolgen  einiger  Nebenzwecke,  wie  z.  B.  das 
Bestreben,  das  Examen  sowohl  dem  Examiaator,  als  auch  dem  Esami- 
nanden zu  erleichtern. 

Wenn  die  bis  jetzt  betrachteten  Schriften  über  die  Elementar- 
geometrie im  vollen  Sinne  des  Ansdrueks  als  Elemente  der  Geometrie 
sich  erwiesen,  die  von  d'Alembert  genau  festgestellt  waren,  so  ist 
der  der  Geometrie  gewidmete  zweite  Teil  der  „Anfangsgrunde  der 
Arithmetik,  Geometrie,  ebener  und  sphärischer  Trigonometrie  und 
Perspektive"^)  von  Kästner^)  Muster  eines  anderen  Typus  der  Ele- 
mente der  Geometrie,  der  außer  den  allgemeinen  auch  spezielle  Ziele 
verfolgt.  Dieser  Typus  hat  dank  der  ihn  reichlich  vertretenden 
Werke  schon  lange  sein  Bürgerrecht  bekommen.  Aus  den  angewiesenen 
verschiedenen  Formen  in  dem  Aufsatz  „Des  elcmens  de  Geometrie"^) 


')  8",  6  Bande,  Paris  nS4— 69.  =)  Ks  wurde  bis  snm  Jahre   1853  in 

vielen  neuen  Ausgaben  verlegt,  und  in  Übersetzungen  in  der  deutschen,  ruBStschen 
und  polnischen  Sprache.  Mit;  der  Umarbeitung  einiger  seiner  Teile,  die  zum 
Zweck  hatte,  einige  darin  enthaltene  Unvollkommenheiten  au  beseitigen,  be- 
Bchäftigten  sich  Baron  Reynaud,  Garnier,  Keboul  und  Peyrard.  ')  8", 

Cföttingen  1758,  6.  Aufl.,  ib.  1800.  *)  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte 

der  Mathematik  III',  S.  676.  °)  Encyolopedic  methodifiue.     Mathematiques 

IT,  p.  13Ü. 
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von  d'Alembert,  in  denen  die  Elemente  der  Geometrie  dargestellt 
werden  können,  je  nach  den  Forderungen,  die  von  versciiie denen  Gruppen 
von  Lesern  an  sie  gestellt  werden,  nähert  sich  das  Werk  von  Kästner 
am  nächsten  der  Form  eines  Traktates  über  die  praktische  Geometrie, 
das  von  Spekulationen  begleitet  wird,  welche  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
die  praktischen  Operationen  zu  erleucliten  imstande  sind,  und  verhindern, 
daß  man  sich  mit  der  blinden  Routine  allein  begnüge.  Der  erste  Teil 
der  Geometrie  von  Kästner  besteht  aus  der  Geometrie  der  Ebene  und  der 
Anwendung  der  in  ihr  vorgelegten  Regeln  zur  praktischen  Geometrie. 
Unmittelbar  nach  dem  ersten  Teile  folgt  die  Darstellung  der  ebenen 
Trigonometrie,  welche  auf  diese  Weise  den  Charakter  eines  Anhangs 
oder  sogar  eines  Schlußteils  des  Traktats  über  die  praktische  Geo- 
metrie der  Ebene  bekommt.  Den  zweiten  Teil  der  Geometrie  von 
Kästner  stellt  die  Geometrie  des  Raumes  dar,  wonach  unmittelbar 
als  Ergänzung  oder  ihr  Schlußteil  die  sphärische  Trigonometrie  folgt. 
Die  theoretische  Abteilung  des  ersten  Teiles  enthält  die  Geometrie 
der  geraden  Linie  und  der  Kreislinie  Die  Reinheit  seiner  Darstellung 
wird  durch  die  Einführung  zweier  Theoreme  aus  der  Geometrie  der 
Flachen  gestört:  des  Theorems  des  Pythagoras  und  des  Theorems 
über  das  Verhältnis  der  Flächeninhalte  von  Dreiecken  mit  gleicher 
Höhe.  Die  Abteilung  beginnt  mit  der  Erklärung  von  Definitionen, 
Postulaten  und  Axiomen.  Von  den  Definitionen,  die  Kästner  gibt, 
genügt  es,  folgende  anzuführen:  „Die  gerade  Linie  ist  eine  solche, 
(leren  Punkte  gerade  nach  einer  Seite  hin  liegen."  „Die  Kurve  jedoch 
ist  eine  I-infe,  in  welcher  zwischen  zwei  möglichst  nahe  aneinander 
gelegenen  Punkten  sich  immer  einige  Punkte  befinden,  die  nicht  mit 
ihnen  zusammen  auf  einer  geraden  Linie  liegen."  „Die  Ebene  ist 
eine  Fläche,  von  deren  jedem  Punkt  zu  ihren  anderen  Punkten  man 
gerade  Linien  führen  kann,  so  daß  alle  ihre  Punkte  sich  auf  derselben 
Fläche  befinden  werden."  „Ebener  Winkel  ist  die  gegenseitige 
Neigung  zweier  Linien,  die  auf  einer  Ebene  liegen,  und  welche  nicht 
eine  gerade  Linie  bilden."  Folgende  Sätze  sieht  Kästner  als  Axiome 
an;  1)  Durch  jede  zwei  Punkte  geht  nur  eine  gerade  Linie.  2)  Wenn 
zwei  gerade  Linien  zusammentreffen,  ohne  eine  Gerade  zu  bilden,  so 
werden  sie  außer  einem  Punkt  nichts  gemeinschaftlich  haben. 
3)  Größen,  die  so  aufeinander  gelegt  werden  können,  daß  die  Grenzen 
der  einen  und  was  zwischen  ihnen  enthalten  ist,  zusammenfallen  mit 
den  Grenzen  und  allem  was  zwischen  ihnen  sich  befindet,  der  anderen  sind 
einander  gleich  und  ähnlieh.  4)  Gleiche  gerade  Linien  und  gleiche 
Winkel  decken  einander.  5)  Alle  rechten  Winkel  sind  einander 
gleich,  weil  sie  sich  gegenseitig  decken.  6)  Der  Durchmesser  teilt 
den   Kreis    in    zwei  ähnliche   und    gleiche   Teile.     7)  Die    Peripherie 
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des  Kreises  um  das  Zentrum  ist  eine  ununterbrochene  Kurve.  8)  Eine 
unbeBtimmte  gerade  Linie  teilt  eine  unbestimmte  Ebene,  auf  der  sie 
gelegen  ist,  in  zwei  Teile,  die  auf  den  ihnen  entgegengesetzten  Seiten 
gelegen  sind.  Mit  Ausnahme  der  zwei  angeliihrten  Theoreme  ist  die 
ganze  Geometrie  der  Flehen  und  mit  ihr  das  Ausmessen  des  Kreis- 
nmfanges  von  Kästner  in  die  Abteilung  der  praktischen  Geometrie 
zugerechnet.  Als  auf  eine  bemerkenswerte  Eigenartigkeit  der  Geo- 
metrie von  Kästner  ist  auf  die  Einheit  der  Mittel  der  Beweisführung 
Ton  Sätzen,  die  vom  Übergang  vom  Endlichen  zum  Uuendlichen 
handeln,  hinzuweisea.  In  beiden  Fällen  dieses  Überganges,  d.  h,  ebenso 
wie  beim  Übergang  von  den  kommen surabelen  zu  inkommensurabel en 
Großen,  ebenso  auch  beim  Übergang  von  geraden  Linien  zu  krummen 
wird  in  ihr  gleichförmig  dieselbe  Methode  gebi'aucht,  nämlich  die 
Exhiiustionsmethode. 

Von  den  anderen  Lehrbüchern  der  Elementarmathematik,  die  in 
der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  verlegt  worden  sind,  waren 
in  der  Heimat  ziemlieh  verbreitet,  und  sogar  außerhalb  derselben 
einigermaßen  bekannt,  die  Werke  des  Professors  der  Mathematik  und 
Physik  an  der  Universität  zu  Rostock,  zu  Bützow  und  zu  Halle 
Wenceslaus  Johann  Gustav  Karsten  (1732— 1787)^)  ,;Lehrbegri£f 
der  gesammten  Mathematik"^);  „Anfangsgründe  der  raathematisehen 
Wissenschaften"^)  und  „Auszug  aus  den  Anfangsgründen  und  dem 
Lehrbegriff  der  mathematischen  Wissenschaften"*),  Als  bemerkens- 
werte Eigenschaft  des  den  Elementen  der  Geometrie  gewidmeten 
Teiles  dieses  Werkes  erschien  die  vollkommene  Beseitigung  der  An- 
forderung an  den  Leser,  anfängliche  Kenntnisse  der  Arithmetik  und 
Algebra  zu  besitzen.  Um  diesen  Umstand  vielleicht  stärker  zu  be- 
tonen, fängt  die  Darstellung  der  Teile  der  Elementarmathematik  mit 
der  Geometrie  an. 

Der  Wunsch  d'Älemberts,  als  Autoren  der  Elemente  der  Geo- 
metrie Geometer  vom  ersten  Range  zu  sehen  ^),  wurde  in  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  von  Euler  und  Legendre  erfüllt.  Je- 
doch bekam  das  obenerwähnte  Werk  Eulers  gar  keine  Bekanutheit 
und  außerhalb  Rußlands  gar  keine  Verbreitung.  Was  das  Werk  von 
Legendre  anbetrifft,  so  entsprach  es  überhaupt  den  Forderungen 
d'Älemberts  nicht,  bei  Darlegung  der  Elemente  der  Geometrie  dem 
Weg  zu  folgen,  dem  die  sie  erschaffenden  Forscher  in  ihren  Ent- 
deckungen folgten,  d.  b.  eben  derjenigen  Forderung,  welche  d'Alem- 

')  Poggendorff,  I,  S.  1234—1225.  ')  8  Bücher,  8°,  Gteifswald  1767—77, 
2.  Ana.  178-2—91.  ")  3  Bücher,  8°,  Eostock  1780-  ')  2  Bücher,  8",  Greifs- 

waM  1781,  2.  Aufl.  ib.  1785.  ')  Encyclopödie  methodique.  Matheraatiqucs  11, 
p.  l;t5— 130. 
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hert  zwang,  Mathematiker  vom  ersten  Bange  zum  Zusammenstellen 
der  Elemente  der  Geometrie  zu  bewegen.  Sogar  Euklid,  wenn  nicht 
in  der  Beweisführung,  so  im  Verteilen  des  Inhalts  einiger  Teile  seines 
Buches,  stand  den  Anforderungen  d'Alemberfcs  näher  als  Legendre. 
Und  überhaupt  kann  man  an  der  Fähigkeit  nad  der  Möglichkeit  für 
Mathematiker  vom  ersten  Range  den  Anforderungen  d'Alemberts 
zu  genügen,  stark  zweifeln,  sie  sogar  absprechen.  Auf  einen  der 
Gründe  dieser  Zweifel,  nämlich  auf  das  Vorhandensein  unbewußter 
schöpferischer  Prozesse  oder,  nach  dem  Ausdruck  d'Alemberts,  auf 
den  Fall,  wenn  der  Forscher  sich  mehr  Ton  einer  Art  des  Instinktes 
ah  von  Vernunftschlüssen  leiten  läßt,  weist  d'Alembert  schon  selbst 
hin  4.ber  lußcr  diesem  trrunde  und  schon  nicht  allem  zum  /weifeJ 
sondern  zum  Verneinen,  können  luch  anderp  angefiihifc  werden 
Gegen  die  Möglichkeit  iur  Mithemitiker  vom  ersten  Range  dei 
neuen  iiud  neuesten  Zeiten  aut  die  Wege  zurm  kzukehien,  luf  denen 
die  &choptei  dei  Elementargeometrie  bei  ihrem  Ersciiifltn  gingen 
sprechen  noch  folgende  ^  emunttschlübip  Das  Erschaflen  der  grie 
chisehen  Geometiie,  duri,h  die  Elemente  von  Euklid  dargestellt,  als 
Resultat:  der  im  Laufe  ^loßei  Zeitiaume  Mth  entwickelnden  Kollektiv 
arbeit  soLhei  Schopfer,  wekhe  einer  langen  Reihe  vjn  auftinander 
folgenden  Generitionen  und  dabei  so  versehiedenen  Nationen  wie 
der  igjptischen,  griechischen  und  den  mehr  oder  weniger  bekannten 
anderen  angehorten,  ging  bei  vollst  uidig  anderen  Umstanden  und  Bt 
dingungen  vor  sich  al--  die  Arbeiten  der  Forscht r  der  neuen  Wissen 
Bthaft  Um  sich  von  dei  Gerechtigkeit  der  eben  ausgesprochenen 
Behauptung  zu  überzeugen,  genügt  es  der  Eimnerung,  daß  Eulei, 
Legendre  und  andeie  europäische  Mathematiker  des  18.  Jahihunderts 
und  überhaupt  der  neuen  Zeit,  infolge  ihres  Standpunktes  auf  der 
arithmetisch-algebraischen  Richtung  der  Inder,  Analytiker  waren,  abge- 
sehen von  dem  Unterschiede,  der  unumgänglich  hervorgerufen  wird 
durch  den  Fortsehritt  der  weit  vorgerückten  Wissenschaft  im  Ver- 
gleich zum  grauen  Altertum,  während  solche  hervorragende  Kräfte  in 
der  Elementargeometrie,  wie  die  griechischen  Mathematiker  des  fünften 
und  der  folgenden  Jahrhunderte  vor  Christi  Geburt,  als  reine  Geo- 
meter  angesehen  werden  müssen,  weil  sie  immer  auf  dem  Grunde  rein 
geometrischer  Richtung  standen,  welcher  so  schroff  die  indische 
Mathematik  von  der  altgriechischen  unterscheidet. 

Was  jedoch  die  Fähigkeit  der  Mathematiker  vom  ersten  Range  der 
neuen  Zeit  anbetrifft,  die  Wege  wiederherzustellen,  auf  denen  beim  Er- 
schaffen der  Elementargeometrie  ihre  Schöpfer  gingen,  ao  genügt  es  in 
dieser  Beziehung,  um  den  Einzelheiten  beim  Betrachten  dieses  Gegen- 
standes auszuweichen,  die  Aufmerksamkeit  auf  folgenden  Umstand  zu 
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lenken.  Als  d'Älembert  die  Mattematiker  vom  ersten  Range  zum  Zu- 
sammenstellen der  Elemente  der  Geometrie  aufforderte,  dachte  er,  daß  ea 
für  sie  genügend  sein  würde,  beim  Wiederherstellen  der  Wege  der  an- 
fängliehen Schöpfung  dieser  Elemente,  ihren  eigenen  Wegen,  die  sie 
während  ihrer  eigenen  Entdeckungen  gingen,  zu  folgen,  d.  h.  mit 
anderen  Worten,  mit  der  Wiederherstellung  dieser  eigenen  Wege 
wieder  anfänglich  zu  beginnen.  Können  sie  das  aber  bei  den  herr- 
schenden Bedingungen  und  Arten  der  schaffenden  wissenschaftlichen 
Arbeiten  in  der  neuen  und  neuesten  Zeit  in  den  mathematischen 
Wissenschaften?  Um  eine  neue  Entdeckung  zu  machen,  hält  eich  der 
Gelehrte  bei  den  Wegen,  die  seine  Idee  wandelt,  und  bei  den  einzelnen 
Stadien  ihrer  Entwicklung  in  seinen  Gedanken  nicht  auf,  sondern 
bemüht  sich,  so  schnell  wie  möglich  zu  seinem  Ziel  zu  gelangen. 
GewöhuHch  gibt  er  sich  über  dieselben  nicht  nur  keine  klare,  sondern 
überhaupt  gar  keine  Rechenschaft.  Nachdem  ei'  sein  Ziel  erreicht 
und  eine  neue  Entdeckung  gemacht,  gibt  sich  der  Gelehrte  Mühe,  oft 
mit  großer  Anstrengung,  dieselbe  in  den  ihm  selbst  gewohnten  Formen 
darzustellen,  in  denen  gewöhnlich  in  der  gelehi-ten  Literatur  und  im 
Unterricht  die  Wahrheiten  und  ihre  Beweise  dargestellt  werden. 
Dasjenige,  mit  dessen  Hilfe  er  seine  Entdeckung  erreichte,  erseheint 
ihm  in  dieser  seiner  neuen  Arbeit  nicht  als  Beistand,  sondern  direkt 
als  Störung  und  Hemmung.  Er  ist  bemüht,  sieh  davon  zu  befreien, 
es  zu  vei^essen.  Dieses  Bestreben  gelangt  zu  seiner  höchsten  Ent- 
wicklung, die  sich  bis  zur  absichtlichen  Vernichtung  aller  Spuren 
der  anfänglichen  schaffenden  Arbeit  steigert,  bei  solchen  Gelehrten, 
die  ihre  unmittelbaren  Resultate,  als  unelegant  und  manchesmal  als 
Fehler  enthaltend,  finden.  Als  Resultat  aller  eben  angeführten  Um- 
stände un<l  Bedingungen,  bei  denen  die  schöpferische  Arbeit  der  Ge- 
lehrten in  der  neuen  und  neuesten  Zeit  vor  sich  geht,  erscheint  seine 
Lage  augenscheinlich  als  sehr  nahe  angrenzend  an  diejenige,  in  der 
der  Gelehrte  sich  bei  der  unbewußten  schöpferischen  Arbeit  befindet, 
oder  nach  dem  Ausdruck  d'Alemberts  im  Falle,  daß  er  dem  Instinkt 
mehr  folgt  als  dem  Vernunftsehluß, 

Wer  kann  eigentlich  die  Anforderungen  von  d'Älembert  be- 
friedigen, wenn  sogar  die  Mathematiker  vom  ersten  Range  der  neuen 
und  neuesten  Zeit  es  zu  tun  nicht  imstande  und  sogar  dazu  unfähig 
sind?  Das  kann  nur  die  Geschichte  der  Mathematik  erfüllen,  oder  in 
engerem  Sinn,  die  in  dieser  Richtung  von  ihr  gemachten  Forschungen. 
Leider  entbehrt  sie  solcher  Forschungen  nicht  nur  in  der  zweiten  Hälfte 
des  18.  Jahrhunderts,  sondern  auch  in  der  Gegenwart.  Folglich  konnten 
und  können  nicht,  nicht  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts, 
sogar  jetzt  nicht  diejenigen  wahren  Elemente  der  Geometrie  zusammen- 
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gestellt  wei'Jen,  welche  d'Alembert  vorschwebten,  und  die 
Gedajiken  nach  eine  Verbindung  der  Wahrheiten  in  ihrem  natürlichen 
Schein  darstellen  sollten,  indem  sie  zwischen  ihnen  eine  in  Wirklich- 
keit existierende  und  keine  künstliche  Kette  bilden  sollte,  und  die 
außerdem  Ton  derjenigen  Ausdrucksform  befreit  aein  sollte,  welche 
sich  im  Laufe  der  Jahrhunderte  in  der  Wissenschaft  ausgearbeitet 
hatte,  teile  dazu,  um  ihr  etwas  Geheimnisvolles  zu  verleihen,  teils  uiu 
ihren  Gebrauch  in  der  Praktik  zu  yereinfacben. 

Eine  besonders  wichtige  Bedeutung  muß  das  Zusammenstellen 
solcher  wahren  Elemente  der  Geometrie  zum  Erlernen  der  letzteren 
haben,  wenn  man  diese  Elemente  als  Leitfaden  oder  sogar  direkt  als 
Lehrbuch  ansiebt.  Und  wirklieb,  nur  nach  der  Reinigung  der  Elemente 
der  Geometrie  von  allem  Künstlicben  und  allem,  was  der  Natur 
der  menschlichen  Vernunft  und  den  Gesetzen  der  Entwicklung 
der  menschlichen  Kenntnisse  widerspricht,  werden  sie  für  Mensclien, 
die  über  mittleren  Verstand  verfügen,  zugänglich  werden,  das  heißt 
für  die  Mehrzahl  der  Menschheit,  und  ihr  Erlernen  von  dieser  Mehr- 
zahl wird  ein  wirkliches  und  kein  scheinbares  werden,  wie  jetzt  und 
auch  früher.  Nnr  bei  einer  solchen  Befreiung  der  Elemente  der 
Geometrie  von  allem  Fremden  imd  von  außen  Eingeführten  kann  der 
königliche  Weg  der  Erlernung  der  Geometrie  geschaffen  werden,  über 
dessen  Abwesenheit  in  den  Elementen  des  Euklid  einstmals  der  weise 
König  Ptolemäus  dem  Autor  bitter  klagte. 


Praktisclie  Geometrie  (Feldmeßknnst). 

Außer  den  Lehrbüchern  der  Elementargeometrie,  welche,  gleich 
dem  oben  besprochenen  Lehrbuch  von  Kästner,  die,  in  der  Über- 
schrift nicht  bezeichnete,  Verbindung  der  theoretischen  Geometrie  mit 
der  praktischen  darstellten,  erschienen  in  der  zweiten  Hälfte  des 
18.  Jahrhunderts  nicht  wenige  solcher  Lehrbüclier,  deren  Benennungen 
auf  diese  Vereinigung  als  auf  den  Gegenstand  des  Werkes  hinwiesen. 
„Geometria  theoretica -practica"')  oder  „Traite  de  geometrie  theorique 
et  pratique"'),  das  waren  ungefähr  die  allgemeinen  Überschriften  der 
Werke  dieses  Typus,  in  einzelnen  Fallen  mehr  oder  weniger  variierend. 
Das  Erscheinen  einer  bedeutenden  Anzahl  solcher  Werke  in  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  wies  klar  auf  die  Verbreitung  in 
dieser  Epoche  des  von  d'Alembert  bezeichneten  Typus  von  Lesern 
der  elementargeometrischen  Werke,  die  bei  deren  Erlernung  nnr  prak- 

')  Florian  Dabuz,    Mogiint.    (Maim)    17«7.  =)  Seb,    Le   Giert, 

Paris  17G4, 
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tiBche  Ziele  verfolgteü.  In  der  größten  Anzahl  erschienen  Werke  des 
betrachteten  Typus  entweder  in  den  am  wenigsten  kultivierten  Landern, 
wie  RuBland  und  Polen,  die  dementsprechend  über  fünf  und  neun 
solcher  Werke  verfügten,  oder  in  Ländern,  die  sich  in  der  vorherrschend 
praktischen  Richtung  auszeichneten,  wie  Holland,  wo  es  deren  fünf 
gab.  In  den  anderen  Hauptländem  Europas  gab  es  ungefähr  in  Eng- 
land und  Italien  je  eins,  in  Frankreich  zwei,  und  in  Deutsehland  vier 
solche  Werke. 

In  den  Inhalt  dieser  Werke  wurden  verschiedene  Artikel  aus  ver- 
eehiedeaen  Teilen  der  praktischen  Geometrie  eingeführt,  wie  die  Artikel 
über  die  Maße,  von  den  Mitteln  der  Messung  und  von  den  dabei  ge- 
briiuchliehsten  Vorrichtungen  (Astrolabium  und  Mensula),  von  der  Ab- 
steckung und  Messung  der  Strecken  und  Winkel  auf  dem  Felde  und 
auch  der  Entfernungen  und  Höhen,  vom  Ausmesseu  der  Felder,  von 
der  Grün drißaufn ahme,  von  verschiedenen  in  der  Praktik  vorkommen- 
den Füllen  des  Ansmessens  der  Rauminhalte  (unregelmäßige  Körper, 
Korahaufen,  Holzstapel,  Fässer,  Krüge,  Kanonenkugeln).  In  einigen 
von  solchen  Werken  wurden  ebenfalls  Artikel  über  Nivellierungen 
und  sogar  über  Refraktion  eingescliobeu. 

Außer  den  Werken  des  betrachteten  Typus  wurden  im  Laufe  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  noch  Werke  herausgegeben,  die 
der  Darateliung  der  praktischen  Geometrie  allein  gewidmet  waren. 
Nach  den  zurzeit  sehr  unvollkommenen  bibliographischen  Berichten 
erschicTi  in  dem  angegebenen  Zeitraum  je  ein  solches  Werk  in  Eng- 
land und  Rußland,  vier  in  Deutschland  und  zwei  in  Polen.  Das  her- 
vorragendste von  ihnen  war  das  Werk  Mayers  des  Sohnes  „Gründ- 
licher und  ausführlicher  Unterricht  zur  praktischen  Geometrie"').  In 
großem  Gebrauch  in  der  betrachteten  Epoche  waren  einige  Werke 
über  die  praktische  Geometrie,  die  im  Laufe  der  ersten  Hälfte  des 
18.  und  sogar  im  17.  Jahrhundert  erschienen  waren.  Von  ihnen  hatten 
eine  sehr  große  Verbreitung  folgende  Werke:  Chr.  Clavius^),  üeo- 
metria  practica^);  Daniel  Schwenter,  Geometria  practica  nova*); 
Nicolas  Bion,  Traite  de  la  eonstructioii  et  des  principaux  iisagea 
des   instrumenta    de    matiieniatiques^);    J.  F.   Penther,    Praxis   geo- 

')  3  Teile,  8",  Göttingen  1778—83,  4,  Äufi.  181i— 18.  =)  Cftntor,  Vor- 

lesungen IP,  S,  655—557.  ')  Oper»  mathematica,  U,  fol.  Mogunt.  16V2.  Cantor 
Vorlesangea  IP,  S.  579—581.  ')  2  tom.,  4°,  Nürnberg,  1618.  Cantor,  Vorlesungen 
^^  S.  eee— 670.  ')  8",  Paris  1709,  Poggendorff,  I,  S.  194— 19Ö.  Erschien 
in  mehreren  Ausgaben  in  Frankreich  und  war  außerdem  in  einige  anderp  Sprachen 
übersetzt  worden.  Besonders  bemerkenswert  war  die  deutsohe  überBetzuDg  von. 
Doppelmajr,  weil  sie  viele  Ergänzungen  enthielt.  Sie  erschien,  im  Jahre  1713 
m  Nürnberg  unter  dem  Titel  „Mathematische  Werkschule".  und  danach  von 
neuem  herausgegeben  1T17  und  1723;  in-i". 
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nietriae^);   Johann  Bayer,    Vollkomnieiie  Visier-Kunst^);   Pezenas, 
Traite  du  Jaugeage"). 

Für  die  praktische  Geometrie,  ebenso  wie  für  alle  Wissenschaften, 
die  Üher  Maße  handeln,  stellt  die  große  Anzahl  der  letzteren  im 
Lehen  große  Hindernisse  und  Unbequemlichkeiten  in  den  Weg.  Be- 
sonders bemerkbar  war  es  in  Frankreich,  wo  nicht  nur  verschiedene 
Provinzen  verschiedene  Maße  hatten,  sondern  einzelne  Städte  in  ein 
und  derselben  Provinz.  Das  Feststellen  der  Einheit  der  Maße  oder 
die  Gebrauchseinfiihrmig  eines  allgemeinen  Maßes  für  die  ganze  Mensch- 
heit wurde  hier  früher,  und  vielleicht  mit  einer  größeren  Klarheit  ein- 
gesehen, als  in  den  anderen  Ländern  Europas.  Als  erster  trat  mit 
einem  bestimmten  Vorschlag  in  der  Wissenschaft  über  diesen  wichtigen 
Gegenstand  Gabriel  Mouton^)  hervor.  In  seinem  Werk  „Obaer- 
vationea  diametrorum  solis  et  lunac  apparentium  etc."'')  schlug  er  vor 
als  allgemeines  Maß  den  geometrischen  Fuß,  „virgula  geometrica", 
der  im  Erdgrad  COOOOOmal  enthalten  war,  anzunehmen.  Um  die 
Möglichkeit  zu  haben,  die  wirkliche  Länge  dieses  Fußes  zu  jeder  Zeit 
zu  finden,  bestimmte  er  die  Zahl  der  Schwingungen  des  einfachen 
Pendels  derselben  Lange  wiihrend  einer  halben  Stunde,  die  sich  als 
die  Zahl  3959,2  erwies-  Dieselben  Gedanken  wurden  im  nächsten 
Jahre  (1671)  von  Picard  ausgesprochen  und  1673  von  Huygens;  sie 
fanden  sogar  in  der  Royal  Society  solchen  Anklang,  daß  diese  sich  ihnen 
öffentlich  anschloß.  Am  Anfang  des  18.  Jahrhunderts  fing  man  an 
direkt  die  schnelle  Durchführung  in  der  Wirklichkeit  zu  fordern,  was 
in  ihren  Werken  als  erste  Amontons*)  und  Bouguer^)  taten.  Da- 
nach stellte  def  Akademiker  du  Fay  dem  Minister  das  Projekt  des 
Keglements  vor,  welches  die  Einführung  eines  aligemeinen  Maßes  durch 
ein  Gesetz  feststellte.  Die  Annahme  dieses  Projekts  verhinderte  der 
Tod  des  ihm  sympathisierenden  Ministers,  und  ebenfalls  des  Autors 
selbst.  Auf  derselben  Neuerung  bestand  auch  de  la  Condamine  in 
seinem  Memoire*),  in  dem  er  zu  zeigen  sich  bemühte,  daß  das  natür- 
lichste und  am  wenigsten  die  Eifersucht  verschiedener  Länder  her- 
vorrufende Maß,  dem  deshalb  auch  der  Vorzug  gegeben  werde«  müßte, 
das  Aquatorialpendel  erschien,  weiches  die  Länge  von  36  pariser  Zollen 
und  7,21  Linien  besitze,  wenn  man  sich  der  Toise,  die  für  Aus- 
messungen in  Peru  angefertigt  worden  war,  bediente.    Bei  Einführung 


')  1732,  neue  Auflage,  a  Teile,  fol.  Augsburg  1755.  Cantor,  Vorlesungen 
ni',  S.  528—529.  =)  i",  Frankfurt  a.  M,  1603.  ')  i",  MaraeiUe  1742,  Seconde 
Edition,  donn^e  en  1778  par  les  soins  de  M.  de  la  Lande.  Poggendorff, 
11,  8.  422_423.  ')  Cantor,  Voriemingen  III',  S.  76.  ')  4»,  Lagd.   1670, 

p.  433.         ")  Hiatoiro  de  TAcadBrnie  des  sciences  de  Paris,  annee  1703,  p.  51. 
')  Ebenda,  p.  300.         ")  Ebenda,  anaöe  1747,  p.  189. 
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dieses  Maßes  würde  die  pariser  Toiee  um  14,42  Linien  langer 
werden,  und  der  pariser  Breitengrad  würde  56 132  astronomische 
Toisen  enthalten  anstatt  57069  solcher  pariser  Toieen,  die  im  Grad 
des  Meridians  zwischen  Paris  und  Amiens  enthalten  waren. 

Am  Ende  des  18.  Jahrhunderts,  am  Anfang  der  französischen 
Revolution,  wurde  die  Forderung  der  Einführung  eines  allgemeinen 
Maßes  nicht  nur  von  wissenschaftlichen  Anstalten  und  einzelnen  Ge- 
lehrten ausgesprochen,  sondern  auch  von  weiten  Kreisen  der  Gesell- 
schaft. So  legte  am  Anfang  des  Jahres  1790,  dem  allgemeinen  Wunsch 
entsprechend,  der  Bürger  vieler  Städte,  Talleyrand-Perigord,  welcher 
damals  Bisehof  von  Autun  war,  der  Nationalversammlung  den  Bericht 
von  der  Notwendigkeit,  ein  allgemeines  Maß  durch  das  Gesetz  festzu- 
stellen, vor,  wozu  man  sich  eines  von  den  vorgeschlagenen  natürlichen 
Maßen  bedienen  konnte,  und  am  besten  der  Lange  des  Sekundenpendels 
auf  der  geographischen  Breite  von  45".  Da  sich  die  Nationalver- 
sammlung nicht  als  kompetent  genug  fühlte,  um  eine  so  wichtige 
Frage  endgültig  zu  bestimmen,  wandte  sie  sieh  mit  einer  entsprechenden 
Anfrage  an  die  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften.  Die  Ausarbeitung 
der  Antwort  auf  diese  Anfrage  vertraute  die  letztere  einer  zu  diesem 
Zweck  besonders  erwählten  Kommission  an,  welche  aus  den  Akademikern 
Borda,  Lagrange,  Laplace,  Monge  und  Condorcet  bestand.  Die 
Ergebnisse  der  Arbeiten  dieser  Kommission  waren  in  dem  in  ihrem 
Namen  gemachten  vom  19.  März  1791  datierten  Berichte  „Sur  le 
choix  d'une  unite  des  Mesures"')  enthalten. 

Die  Länge  des  Sekundenpendels  auf  dem  45.  Breitengrade  als 
allgemeines  Maß  anzunehmen,  fand  die  Kommission  als  unbequem, 
weil  es  in  das  System  der  Maße  eine  Ungleichartigkeit  einführt,  in- 
dem es  die  Bestimmung  der  Länge  dem  Vermessen  der  mit  ihm  so 
ungleichartigen  Größe,  wie  die  Zeit,  unterwirft,  oder,  was  gleich- 
bedeutend ist,  der  Größe  der  Schwere,  und  außerdem,  was  noch 
wichtiger  ist,  ein  Element  der  Willkür  hineinbringt,  weil  es  sich  eines 
so  willkürlieh  gewählten  Zeitteiles  bedient,  wie  die  Sekunde.  Die 
Längeneinheit  im  allgemeinen  Maßsystem  muß  nach  der  Meinung  der 
Kommission  auf  der  Erde  selbst  gefunden  werden,  weil  nur  eine 
solche  Einheit  von  keiner  andern  Größe  abhängig  sein  wird,  und 
außerdem,  ihrem  Ursprung  nach,  die  Analogie  mit  allen  anderen,  von 
der  Menschheit  gebrauchten  Längeneinheiten  bewahren  wird.  Von 
diesem  Standpunkt  aus  würde  es  natürlicher  sein,  die  Abstände  der 
Orte  auf  der  Erde  auf  das  Viertel  eines  der  Erdkreise  zurückzuführen, 


')  Histoire    de    l'Academie    royale    des 
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als  auf  (iie  Länge  des  Pfiadels.  Als  solcher  Kreis  muß  der  Äquator 
oder  Meridian  angenommen  werden,  und  nur  der  Meridian,  weil  er 
aus  volUiommen  begreiflicher  praktischer  Erwägung  dem  von  den 
Völkern  Europas  dargestellten  zivilisierten  Teil  der  Menschheit  die 
größten  Bequemlichkeiten  darbietet.  Als  wirkliche  Maßeinheit  muß 
der  vierte  Teil  des  Erdmeridiajis  gewählt  werden,  und  die  im  prak- 
tischen Leben  gebrauchte  Einheit  ihr  lOOOOOOO.  Teil  sein.  Im  Ein- 
klang mit  dem  eingeführten  Dezimalsystem  in  der  Arithmetik  muß 
das  System  der  Einteilung  dieser  Einheiten  nicht  ein  sexagesimales, 
wie  früher,  sondern  ein  dezimales  werden.  Der  Bericht  hält  sich  nicht 
bei  den  Erwägungen  auf,  welche  die  Kommission  zwangen,  das  Dezimal- 
system vorzuziehen,  aus  dem  Grunde  vielleicht,  daß  dieser  Gegenstand 
schon  früher  einer  genauen  Betrachtung  im  „Rapport  fait  ä  I'Academie 
des  Sciences  par  MM.  Borda,  Lagrange,  Lavoisier,  Tillet  et 
Condorcet,  le  27  Octobre  1790"^)  unterzogen  war.  Dieser  „Rapport" 
war  entstanden  infolge  des  Wunsches  der  Nationalversammlung,  die 
Meinung  der  Akademie  über  die  Frage  zu  wissen:  „s'il  convient  de 
fixer  invariablement  le  titre  des  metaux  monnoyes,  de  maniere  ((ue 
les  especes  ne  puissent  Jamals  eprouver  d'alteration  que  dans  le  poids, 
et  s'il  n'est  pas  utile  que  !a  difference  toleree  sous  le  nom  de  remede, 
soit  toujours  en  dehors,  Elle  a  Charge  en  meme  temps  I'Academie 
d'indiquer  aussi  l'eehelle  de  division  qu'elle  croira  Ja  plus  convenable, 
tant  pour  les  poids  que  pour  les  autres  mesurea,  et  pour  les  mon- 
noies?  Die  Messungen  des  Meridians,  die  zur  Bestimmung  dieser 
Einheiten  notwendig  sind,  müssen  als  Ziel  die  Bestimmung  der  Länge 
des  Bogens  des  Erdmeridians  haben,  welche  dem  10000000.  Teil  des 
Bogens  des  Himmelsmeridians  =  90"  entsprechen  würde,  und  so  ge- 
legen wäre,  daß  seine  eine  Hälfte  nach  Norden  und  die  andere  nach 
Süden  von  der  Parallele  45"  sich  befinde.  Um  dieses  Ziel  in  Wirk- 
lichkeit zu  erreichen,  schlug  die  Kommission  vor,  den  Bogt 
Meridians  von  Dünkirchen  hia  Barcelona  unmittelbar 
welcher  etwas  mehr  als  9%"^  einschloß.  Als  die  Hauptvorteile,  welche 
dieser  BogeTi  darstellte,  wies  die  Kommisaion  auf  die  hinlängliche 
Größe  seiner  Ausdehnung  und  auf  seine  Teilung  durch  die  Parallele 
45"  in  folgende  Teile:  den  nördlichen  Teil  =  G"  und  den  südlichen 
="  S'/j",  imd  auf  das  Befinden  seiner  Endpunkte  auf  der  Höhe  der 
Meeresfläche  hin.  Außer  diesem  Bogen  kormte  ebenso  vorteilhaft  sein 
der  Bogen,  der  noch  westlicher  lag  und  vom  Ufer  Frankreichs  bis  zum 
Ufer  Spaniens  ging.     Jedoch   der  Vorzug  mußte   dem  ersten    gegeben 


')  Hiatüire    do    FAcademifi    royale    des    scienues,    aniiüc  1788    (Paris  ITU!), 
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werden,  weil  er  schon  zum  Teil  nämlich  zwischen  Dnnkuchen  und  Per 
pign an  ausgemessen  war  und  deshalb  ein  kosthaies  Mittel  der  Prüfung 
der  sich  ihm  anschließenden  neuen  Vermessungen  und  Beohachtungen 
besaß.  Als  Operationen,  die  zur  Ausfuhiung  der  ganzen  Arbeit  über 
das  Ton  der  Kommission  vorgeschlagene  lilgemeine  Maß  notwendig 
waren,  erkannte  sie  folgende  an:  1,  Die  Be'stimniung  der  I  ingen 
differenz  zwischen  Dünkirehen  und  Barcelona  and  überhaupt  das  Aus 
führen  auf  dieser  Linie  aller  astronomischer  Beobachtungen  wJche 
als  nützlich  anerkannt  werden  könnten.  2.  Die  Vermessung  der  früheren 
Basen,  deren  mau  sieh  bei  der  Messung  des  Grades,  in  Paris  aus- 
geführt, bediente,  und  bei  den  Arbeiten  der  Zusammenstellung  der 
Karte  von  Frankreich.  3.  Die  Prüfung,  durch  eine  neue  Reibe  von 
Beobachtungen  der  Dreiecke,  die  früher  zur  Messung  des  Meridians 
gebraucht  wurden,  und  ihre  Verlängerung  bis  Barcelona,  4.  Die 
Ausführung  von  Beobachtungen  unter  45"  geographischer  Breite  zum 
Peststellen  der  Zahl  der  Schwingungen  im  luftleeren  Räume,  am 
Meeresstrande,  im  Laufe  eines  Tages,  bei  der  Gefriertemperatur,  eines 
einfachen  Pendels,  dessen  Länge  dem  10000000.  Teile  des  Bogen s  des 
Meridians  gleich  sein  würde,  5.  Die  Pröfung  durch  neue,  sorgfältig 
,  ausgeführte  Experimente  des  Gewichts  eines  gegebenen  Volums  de- 
stillierten Wassers,  welches  sich  im  luftleeren  Raum  bei  der  Gefrier- 
temperatur  befindet,  6.  Die  Zurückführung  auf  irgend  welche  neueste 
Maße,  zum  Beispiel  auf  die  pariser  Toise  oder  das  Pfund  oder  alle 
andern  im  Handel  gebräuchlichen  Längen-,  Flächen-,  Kubik-  und  Ge- 
wichtsmaße mit  der  Bedingung,  daß  nach  der  Bestimmung  der  Ein- 
heiten des  neuen  allgemeinen  Maßsystems  alle  ihre  Ausdrücke  auf  die 
früheren  Maße  durch  einfache  Regeldetri  zurückzuführen  sind.  In 
Beziehung  auf  die  vierte  von  den  aufgezählten  Operationen  wurde  im 
Bericht  bemerkt,  daß  die  aufgefundene  Zahl  der  Schwingungen,  einmal 
bekannt  geworden,  die  Möglichkeit  geben  wird,  die  Einheit  der  Länge 
selbst  von  neuem  zu  finden  mit  Hilfe  der  Beobachtungen  über  das 
Pendel,  Damit  wird  die  Vereinigung  der  Vorteile  des  Systems  der 
Maße,  welche  von  der  Kommission  vorgeschlagen,  mit  den  Vorteilen 
des  Systems,  welche  als  Einheit  die  Länge  des  Pendels  annimmt,  er- 
reicht. Nach  der  Erstattung  dieses  Berichts  in  der  Nationalversamm- 
lung wurde  er  von  ihr  am  2ti.  März  1791  angenommen  und  bekam 
danach  die  Kraft  des  Gesetzes.  Die  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften, der  die  Leitung  aller  obengenannten  Operationen  anvertraut 
war,  mußte,  dem  Vorsehlag  des  Berichts  entsprechend,  für  dieselben 
einzelne  Kommissionen  bilden,  deren  erste  Arbeit  das  Vorlegen  des 
iillgemeinen  Planes  der  bevorstehenden  Arbeiten  sein  mußte.  Als  Mit- 
glieder dieser  Kommissionen  für  die  erste  und  dritte  Operationen  er- 
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wählte  die  Akademie  Cassini,  Mechain  und  Legendre,  für  die 
zweite  Monge  und  Meusnier,  für  die  vierte  Borda  und  Coulomb, 
für  die  fünfte  Lavoisier  iind  Haüy  und  für  die  sechste  Tiliet, 
Brisson  und  Vandermonde.^) 

Die  Benennung  „Metrisches  System"  bekam  das  neue  System  der 
Maße  und  Gewichte  zum  erstenmal  im  ,, Rapport  fait  ä  I'Academie 
des  Sciences,  sur  ie  Systeme  genöral  des  Poids  et  Mesures,  par  les 
Citoyens  Borda,  Lagrange  et  Monge"^).  Dieser  von  der  Akademie 
angenommene  Bericht  wurde  in  ihrem  Namen  der  gesetzgebenden 
Versammlung  vorgelegt  als  derjenige  zweite  Bericht,  welcher  nach 
dem  im  ersten  Bericht  gegebenen  Versprechen  den  vollen  Plan  des 
neuen  Systems  darstellen  mußte.  Als  Darstellung  dieses  Planes  in 
Beziehung  auf  die  Längen-  und  Kubikmaße  dienen  folgende  im  Be- 
richt angeführte  Tabellen; 

Seconile  Premiere 

nomenclature.     nomenelflture. 

Quart                    Quarrt  toises 

du  meridien        du  mtiridien  ,  .  .  5132430 

Mesucee  geogr.  j  Decade  513243 

et  nautiques    I  Degr^ 61 324 

Meeuree    I  Poate 5 133 

itiii^raires  l  Mille Millaire 513 


Meaurea    t  Stade 

agrairea  iPerche 

iMetre Metre 
Palme Deei-mötre . . . 
Doigt Centi-metre  . 
Trait Milli-metre  .  . 


Seccmde 

Premiöre 

Valenrs  en 

Yaleuis  eo 

nomencbture 

pint 

es  de  Paris 
pintes 

boisseanx 
boiaseaus 

Mibique 

Tonneau 

Muid 

1061',, 

78,90 

Setier 

....Deci-muid 

7,89 

Cetiti-muid  , . ,    . 

0,789 

Piilme 
cubique 

!«' 

Piote  

0,0789 

Zum  Ausdruck  der  neuen  Maße  in  den  alten  wurde  in  der  ersten 
dieser  Tabellen  das  Viertel   des   Meridians   als   gleich  der   90  mal  ge- 

')  Esposö  dea  ttavaux  de  TAcadeiaie,  sur  le  projet  de.  l'uniformite  des 
meaures  et  dea  poida,  Histoire  de  PAcademie  loyale  dea  scienceä,  aanee  1788 
(Paris  1791),  i>.  17—20.     ')  Ebenda,  aun^e  1789  (Paria,  Tan  11  de  la  Republiqne), 
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1  57027.  Toise  angesehen,  die  der  Lange  des  45.  Breiten- 
grades auf  dem  Meridian,  welcher  über  Frankreich  geht,  nach  den 
Angaben  des  Abbe  de  la  Caille^)  auf  Grund  der  Vermessungen,  welche 
von  früheren  Astronomen  der  Akademie  aasgei'ührt  waren,  entapraehen. 
Das  zweite  der  geographischen  und  nautischen  Maße  bekam  seine  Be- 
nennung als  Grad  aus  dem  Grunde,  weil  nach  der  Bestimmung  der 
Akademie  in  dem  neuen  Maßsystem  der  100.  Teil  des  Viertels  des  Kreis- 
unifauges  als  Grad  angenommen  wurde.  Er  stellte  folglich  die  Länge  des 
Erdgrade8dar,„mitle",  oder  sein  100.  Teil  die  Länge  der  dezimalen  Er d- 
minute  („minute  decimale  terrestre")  und  „perche",  als  100.  Teil  dieser 
letzten,  die  Länge  der  dezimalen  Erdsekunde  (seconde  decimale  ter- 
restre). „Stade"  stellte  die  Seite  eines  Quadrats  dar,  welches  im  neuen  Maß- 
system als  neuer  Morgen  Landes  angenommen  wurde,  welcher  beinahe  um 
das  Doppelte  den  früheren  französischen  Morgen  übertraf  Die  zweite 
Nomenklatur  parallel  der  ersten  anzunehmen,  hielt  sich  die  Akademie 
für  gezwungen  infolge  der  TJn Vollkommenheiten,  die  der  letzteren 
eigen  waren:  die  Lauge  der  Benennungen,  die  Kompliziertheit  der  von 
ihnen  ausgedrückten  Begriffe  und  der  Möglichkeit,  die  eine  Benennung 
mit  der  andern  zu  verwechseln,  wegen  ihrer  gleichen  Endungen.  Zur 
Erläutening  der  angezeigten  Kompliziertheit  der  Begriffe  durch  ein 
Beispiel  bleibt  der  Bericht  auf  der  Benennung  „Deci-metre"  stehen,  in 
welchem  er  die  Vereinigang  dreier  Begriffe  sieht:  der  metaphysischen 
Idee  des  Zehntels,  der  metaphysischen  Idee  eines  bestimmten  Maßes 
und  endlich  die  Anwendung  der  ersten  Idee  auf  die  zweite.  Um  auf 
diese  Weise  zum  ausgedrückten  physischen  Maß  zu  gelangen,  muß 
der  Verstand  drei  Operationen  verrichten.  Als  Benennungen  in  der 
zweiten  Nomenklatur  bemühte  sich  die  Akademie,  solche  zu  wählen, 
die  sich  durch  Eigenschaften  auszeichneten,  die  den  Mängeln  der  ersten 
Nomenklatur  entgegengesetzt  waren  und  aus  der  existierenden  Metro- 
logie entnommen  waren:  der  französischen,  wie  deeade,  degre,  poste, 
perche,  und  der  alten,  wie  atade,  palme,  oder  aus  den  Benennungen 
von  Gegenständen,  die  an  eine  entsprechende  Länge  erinnern,  wie 
doigt,  trait.  Dieselben  Überlegungen  gaben  die  Anleitung  beim  Aus- 
arbeiten der  zweiten  Nomenklatur  der  Kubikmaße,  die  in  dem  neuen 
Maßsystem  dieselben  wie  für  Flüssigkeiten  ebenso  auch  für  Köruer 
sein  sollten.  Für  die  Zurückführung  der  neuen  Maße  in  frühere  bei 
Zusammenstelluug  der  zweiten  Tabelle  benutzte  die  Akademie  „pinte 
de  Paris"  als  das  zu  jener  Zeit  gebräuchliche  Flüssigkeitsmaß  und 
„boissean"  als  das  ebenso  gebräuchliche  Kommaß. 

Die  begonnenen  Arbeiten  zur  Einführung  des  metrischen  Systems 


')  Hiatoite  de  l'Academie  des 


y  Google 


3ß8  Äliachnitt  XXIJ. 

wurden  von  den  Umständen  der  Revolutionszeit  sehr  aufgehalten.  Die 
nach  Beendigung  dieser  Arbeiten  erfolgte  offizielle  Einführung  des 
metrischen  Systems  in  Frankreich  konnte  erst  im  Jahre  179Ö,  am 
22.  Dezember  zustande  kommen  (1  uivöae  de  l'an  IV  de  la  Republique). 
Etwas  früher,  nämlich  den  31.  Juli  1793  (13  thermidor  de  l'an  I  de 
la  Republique),  wurde  das  Dekret  von  der  Annahme  des  Meters  als 
Gruiidmaß  erlassen.  Um  das  metrische  System  vollkommener  zu 
machen  und  ebenso  auch,  um  ihm  die  Möglichkeit  zu  geben,  sieh 
möglichst  weit  über  andere  Nationen  zu  verbreiten,  wurde  im  Jahre  1797 
in  Paris  die  internationale  Kommission  zusammengerufen,  welcher 
Lorenzo  Mascheroni  angehörte,  der  dem  Gegenstand  ihrer  Beschäf- 
tigung sein  Werk  „Notizie  generali  del  nuovo  sistema  dei  pesi  e 
misure  de  dotte  dalla  grandeza  della  terra"  ^)  widmete. 

Derjenige  Teil  der  praktischen  Geometrie,  welcher  als  Gegen- 
stand die  Kunst  des  Messens  der  Felder  hatte,  wurde  von  der  Feld- 
nießkunst  dargestellt.  Sie  wurde  in  drei  Teile  geteilt.  Der  erste 
Teil,  oder  die  Feldmeßkunst  im  eigentUchen  Sinne  des  Worts,  be- 
schäftigte sich  mit  der  Messung  der  Dimensionen  des  Feldes,  ebenso 
wie  mit  der  Verrichtung  der  dabei  erforderlichen  Beobaehtnugen  in 
diesem  Felde  selbst.  Der  zweite  Teil,  oder  die  Grundrißaufnahme 
genannt,  hatte  als  Ziel  die  gefundenen  Größen  und  die  Ergebnisse 
der  gemachten  Beobachtungen  auf  das  Papier  zu  bringen.  Gegenstand 
des  dritten  Teils  endlich  war  die  Bestimmung  des  Flächeninhalts 
des  Feldes.  Der  erste  Teil  wurde  der  eben  gegebenen  Definition 
seines  Gegenstands  gemäß  seinerseits  wieder  in  folgende  zwei  Unter- 
abteilungen geteilt:  das  Messen  der  Entfernungen  und  die  Beobach- 
tungen der  Winkel.  Als  gebräuchliche  Vorrichtungen  im  ersten  Teil 
dienten  entweder  die  Meßkette  oder  der  Wegemesser,  im  zweiten  das 
Graphometer,  Meßtisch,  Boussole,  Meßscheibe  usw.  Die  Bestimmung 
des  Flächeninhalts  des  Feldes  im  dritten  Teil  der  Feldmeßkunst  wurde 
durch  das  vorhergehende  Teilen  derselben  in  Dreiecke,  Quadrate, 
Parallelogramme,  Trapeze  und  hauptsächlich  Dreiecke  erzielt,  wonach 
die  Bestimmung  ihres  Flächeninhalts  und  deren  Summierung  folgte. 

An  den  dritten  Teil  der  Feldmeßkunst  schloß  sich  unmittelbar 
der  besondere  Teil  der  praktischen  Geometrie  an,  der  sich  mit  der 
Teilung  der  Länder  und  der  Felder  und  mit  deren  Verteihing  zwischen 
ihren  Besitzern  beschäftigte.  Indem  man  sie  als  selbständigen  Teil 
der  praktischen  Geometrie  betrachtete,  nannte  man  sie,  sich  an  die 
Etymologie  des  Wortes  haltend,  die  Geodäsie  im  engen  Sinne  dieses 
Wortes.     Der  im  weiteren  Umfang  verstandene   Sinn  der  Benennung 
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„Geodäsie"  umfaßte  dagegen  nicht  nur  die  Feldmeßkunst,  sondern  auch 
solche,  höherstehende  geometrische  und  trigonometrische  Operationen, 
wie  das  ZusammeD stellen  von  Karten  und  das  Messen  der  Grade  des 
Meridians,  oder  überhaupt  irgend  welcher  seiner  Teile. 

Die  Grundfrage  der  Geodäsie,  im  obengenannten  engen  Sinne 
des  Wortes  verstanden,  war  die  Frage,  irgend  eine  Figur  in  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Teilen  zu  teilen,  was  in  den  meisten  Fällen  auf 
Teilung  des  Dreiecks  in  gegebenem  Verhältnis  zurückgeführt  wurde, 
welches  darum  auch  mit  allen  Details  betrachtet  wurde,  in  vielen, 
diesem  Gegenstand  gewidmeten  Werken,  aus  denen  angeführt  zu 
werden  verdienen:  „Application  de  l'algebre  ä  la  geometrie"  par 
Guisnee')  und  „Pratique  de  la  geometrie  sur  le  papier  et  sur  le 
terrain"^)  par  Le  Clerc.  In  ihnen  wurde  diese  Frage  in  den  Fällen 
betrachtet,  wenn  die  Gerade,  die  das  Dreieck  in  gegebenem  Verhältnis 
teilte,  durch  den  Punkt  ging,  1)  der  mit  der  einen  seiner  Spitzen 
zusammenfiel,  2)  der  auf  einer  seiner  Seiten  lag,  3)  der  inwendig  im 
Dreieck  lag,  4)  welcher  sich  außerlialb  befand.  In  denselben  vier 
fällen  wurde  auch  die  allgemeine  Frage  von  der  Teilung  einer  Figur 
in  gegebenem  Verhältnis  betrachtet.  Im  Falle,  daß  verlangt  wurde, 
irgend  eine  Figur  in  einem  gegebenen  Verhältnis  durch  eine  Gerade 
zu  teilen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe  und  der  ge- 
gebenen Geraden  parallel  sei,  wurde  die  Figur  zuerst  durch  Gerade 
geteilt,  die  aus  den  Spitzen  ihrer  Winkel  parallel  der  gegebenen  Ge- 
raden geführt,  sie  in  Trapezoide  teilte.  Im  Falle  einer  krummlinigen 
Figur  w\irde  die  sie  begrenzende  Linie  in  Teile  geteilt,  die  ohne 
fühlbaren  Fehler  als  geradlinig  angesehen  werden  konnten,  was  die 
Möglichkeit  gab,  die  ganze  Figur  als  geradlinig  anzusehen,  und  folg- 
lich solche  Methoden  anzuwenden,  die  für  Figuren  solcher  Art  aus- 
gearbeitet waren. 

Unter  den  Fr^en  der  Feldmeßkunst,  die  hauptsäehUch 
durch  ihre  Ausführung  Wichtigkeit  gewannen,  lenkte  die  besondere 
Aufmerksamkeit  im  Aafang  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahr- 
hunderts die  Frage  auf  sich,  ob  beim  Messen  eines  geneigten  Feldes 
dessen  wirklicher  Flächeninhalt,  oder  der  Inhalt  seiner  horizontalen 
Grundfläche  zu  nehmen  sei?  Wie  wichtig  diese  Frage  auch  vom 
ökonomischen  und  praktischen  Standpunkt  aus  betrachtet  wäre, 
kann  sie  jedoch  nicht  als  direkt  zur  Geometrie  gehörend  betrachtet 
werden.  Und  wirklich,  wie  man  sich  auch  entscheiden  würde,  in  der 
Praktik  müßte  man  immer  nur  eine  und  dieselbe  Größe  ausmessen, 
die  Grenzen   des   Feldes   nämlich   und   ihre  Neigung   zum  Horizont, 

'1  Paris  1705;  2=  edition,  ib.  17G3,  4".         *)  Amsterdam  1691,  13". 
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und  welchen  Flächeninhalt  man  dann  bestimmen  würde,  den  wirk- 
lichen oder  den  der  horizontalen  Grundfläche,  das  Endresultat  würde 
immer  eine  und  dieselbe  Große  darstellen,  nämlich  die  Änsdehnung 
des  Feldes,  Bei  den  französischen  Feldmessern  wurde  die  Methode, 
welche  bei  der  Messung  des  Feldes  sich  ihrer  horizontalen  Grund- 
fläche bediente,  „methode  de  cultellation",  und  die  andere,  die  sich 
ihrer  wirklichen  Fläche  bediente,  „methode  de  developpenient"  genannt. 

In  Deutschland  lenkte  die  im  Jahre  17(56  in  der  Danziger 
Physischen  Gesellschaft  für  Bewerbung  um  die  Prämie  des  Fürsten 
Jablonowaky  vorgelegte  Frage:  „einen  unzugänglichen  und  undurch- 
sichtigen Wald  oder  Morast  auf  die  beste  Weise  auszumessen,  aufzu- 
nehmen und  zu  vertheilen"  einige  Aufmerksamkeit  auf  sich.  Außer 
den  beiden  Autoren  Auer  und  Wilke^),  deren  Werke  mit  der  Prämie 
gekrönt  wurden,  beschäftigten  sich  mit  der  Lösung  derselben  Frage 
auch  einige  andere  deutsehe  Gelehrte. 

Als  bemerkenswerteste  Arbeit  in  wissenschaftlicher  Hinsicht,  die 
in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  den  Fragen  der  Feldmeß- 
kunet  gewidmet  war,  ist  das  Werk  von  Lorenzo  Mascheroni, 
Problemi  per  gli  agrimensori  con  varie  solnzioni^)  zu  nennen,  welches 
1803  in  die  französische  Sprache  übersetzt  wurde.  Besondere  Be- 
achtung verdienen  darin  die  Aufgaben,  die  mit  Hilfe  bloß  eines  Lineals 
gelöst  werden  oder,  nach  der  spater  angenommenen  Terminologie, 
mit  Hufe  der  Geometrie  des  Lineals. 

Von  den  Teilen  der  praktischen  Geometrie  stand  ihrer  Entwick- 
lung nach  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  am  niedrigsten 
die  Kunst  der  direkten  Ausmessung  des  Inhalts  der  Gefäße, 
welche  in  Frankreich  Jaugeage  und  in  Deutschland  Visierkunst 
genannt  wurde.  Ungeachtet  der  großen  praktischen  Wichtigkeit  dieser 
Kunst  besonders  in  den  Ländern,  in  denen  die  Steuern  und  Zölle  auf 
Getränke  und  andere  Flüssigkeiten  den  Hauptteil  der  staatlichen  und 
öffentlichen  Einkünfte  bildeten,  erreichte  die  Willkür  in  der  Wahl 
der  theoretischen  Grundlagen  der  Ausmessung  und  die  damit  bedingte 
Fehlerhaftigkeit  der  Resultate  in  keinem  anderen  Fach  als  in  diesem 
einen   so  hohen  Stand  der  Entwicklung.     Das  Faß   wurde   z.  B.  bald 

')  Cantor,  Vorlesungen  über  Gesohiclite  der  Mathematik  UI',  S.  556.  Das 
mit  der  Präm  e  ReXrbnte  W  rk  \\  Ikes  Abhandlung  über  d  e  Furstl  Jal  lo 
nowakisehe  Pr  sa  tgal  e  aus  der  Erdmeßk  nst  etc  f32  S  m  t  1  Tafel  war  n 
der  Sammlung  Solut  s  ]  rol  le  natum  a  cels  ssimo  j  r  nc  pe  Jiblonov  o  es 
bistoria  polo  i  i  ometna  et  oeconom  a  j  ropos  tomm  quas  so  etas  Ph  s  ca 
Qodanensis  1  G6  praem  it  Jablonov  an  «  Corona  t  (i)anz  g  176  )  h  rausgegeben 
von  der  Dana  ger  Pbvs  sehen  Oeselhcbatt  gelruckt  In  dp  elben  ='ammlnng 
war  »nch  da    W  e  k  A    ein  alged  uckt    vo  den  ^3     S    m  t  1  Tai  I)  *)  8° 
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als  abgekütztea  Ellipsoid  betrachtefc,  bald  ala  Zylinder,  dessen  Diameter 
gleich  ißt  der  halben  Summe  der  Diameter  der  Grandfiächen  des  ab- 
gestumpften Kegels,  der  dieselbe  Höhe  hat,  bald  als  zwei  abgestumpfte 
Kegel,  die  an  beiden  Seiten  der  gemeinschaftlichen  großen  Grandfiächen 
gelegen  sind.  Die  Resultate  der  Ausmessung  in  der  ersten  Voraus- 
setzung erschienen  im  Vergleich  zur  Wirklichkeit  stark  vergrößert, 
bei  den  beiden  anderen  jedoch  im  Gegenteil  stark  verkleinert.  In 
vollem  Einklang  mit  der  ungenau! gkeit  und  Fehlerhaftigkeit  der 
theoretischen  Gründe  der  Ausmessung  des  Inhalts  von  Gefäßen 
standen  die  dazu  in  der  Praktik  gebrauchten  Instrumente;  als  solche 
dienten  die  Stäbe,  Veiten,  pytometrische  Lineale,  Ruten,  Rohre, 
Gerten,  Bänder  und  eine  Menge  verschiedener  Visiere  mit  4,  6 
und  8  Seiten,  die  eine  bedeutende  Anzahl  von  Skalen  enthielten,  die 
nach  verschiedenen  und  dabei  gewöhnlich  fehlerhaften  Methoden  kon- 
struiert waren.  Die  Folgen  eines  so  traurigen  Zustandes  der  für  das 
praktische  Leben  so  wichtigen  Kunst  sind  nicht  schwer  vorauszusehen. 
Der  reiche  Kaufmann  Bruni  aus  Marseille  erlitt  einen  Schaden  von 
40000  Franken  wegen  der  fehlerhaften  Ausmessung  des  Inhalts  der 
Fässer  mit  dem  zugestellten  Öl  aus  dem  Osten.  Bei  der  Ausmessung 
eines  Fäßchens  mit  Branntwein,  das  aus  Orleans  gesandt  war  und  in 
Wirklichkeit  58  Finten  enthielt,  mußte  in  Pai-is  im  Jahre  1783  für 
76  Finten  Einfuhrzoll  bezahlt  werden. 

Aus  den  Versuchen,  die  Visierkunst  auf  eine  möglich  höchste 
Stufe  zu  bringen,  die  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  ge- 
macht wurden,  erregte  wenigstens  in  Frankreich  die  größte  Anfmerk- 
samkeit  das  W^erk,  welches  dem  königlichen  Frofessor  der  Mathematik 
an  der  königlichen  Kriegsschule,  Dez,  gehörte.  Seinen  Erfindungen 
und  Forschungen  auf  diesem  Gebiete  weihte  er  sein,  von  der  Pariser 
Akademie  der  Wissenschaften  gedrucktes  „Memoire  sur  la  theorie 
du  jaugeage"^)  und  den  umfangreichen  Artikel  „Jauger"  in  der 
Encyclopedie  methodique*).  Der  Vorzug  des  von  ihm  erfundenen 
Apparates  zum  Ausmessen  des  Inhaltes  der  Fässer  vor  anderen  aolchen 
Apparaten  wurde  durch  zahlreiche  Versuche,  die  am  22.  Februar  1776 
in  der  Steuerverwaltuug  in  Gegenwart  von  Mitgliedern  der  Kom- 
mission, die  zu  diesem  Zweck  von  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften ernannt  war,  festgestellt.  Auf  Grund  des  Berichtes,  den  diese 
Kommission  vorlegte,  nahm  die  Regierung  in  Person  des  Ministers 
Turgot  diese  Erfindung  von  Dez  an  und  beschloß  sie  zum  Ge- 
brauche seiner  Beamten  einzuführen.  Die  Anerkennung  der  Erfindung  von 

')  Memoirea  de  mathematiqiie  et  de  physique,  preaentes  ä  l'Acadeißie 
Royale  des  Bciences  par  divers  Savans  et  lös  dana  aes  Asaembiees,  annee  177y, 
p.  383—389.         ')  Matheraatiques  II,  p.  245—257. 
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Dez  wurde  von  der  Regierung  auch  schon  früher  durch  die  ihm 
am  22.  Dezember  1775  bewilligten  Patente  über  diese  Erfindung  aus- 
gesprochen. 

Zu  seiner  Erfindung  wurde  Dez  durch  die  von  ihm  an- 
genommene Methode  zur  Ausmessung  der  Fässer  von  Camus  ge- 
bracht, welche  crkSärt  und  gedruckt  war  im  Jahre  1744  im  Memoire 
des  Autors  „Sur  un  insti-ument  propre  ä  jauger  les  tonneaux  et 
les  autres  vaisseaux  qui  servent  ü,  contenir  des  liqueurs"').  Camus 
betrachtete     das    Faß     als     einen 


0 
B 

\^ 

^ 

L 

V 

Körper,   der 
Umdrehung 


Idet  wird   durch 
die    Achse    hü 
Linie,    die    aus 
dem   Bogen   einer   Parabel   mBM 
in    ihrem    Scheitel  B   und   zweier 
Tangenten  mK  und  MF   in   den 
Endpunkten  dieses  Bogens  m  und 
M  besteht.    Die  aus  diesen  beiden 
Punkten   auf   die  Achse    gefällten 
Perpendikel  MQ   und    mq    teilen 
ihre  beiden  Hälften  HC  und  kC 
in  gleiche  Teile.     Wenn   man   da- 
nach den  Diameter  des  Passes  HD 
j,j    j  bei  ihrer  Biegung  oder,  was   das- 

selbe ist,  bei  ihrer  Mitte  durch  h 
bezeichnet,  mit  f  den  Diameter  FN  des  Bodens  des  Fasses  und  mit 
l  die  innere  Länge  Hh,  so  bekommt  man  für  den  Inhalt  des  Fasses 
oder,  was  dasselbe  ist,  für  das  darin  enthaltene  Volum  der  Flüssig- 
keit den  Ausdruck 


(1) 


itl- 


dessen  sich  Dez  auch  bediente, 

Camus  erhielt  diese  Formel  folgendermaßen.  Sind  MC  =  l, 
BC  =  a,  FH=h,  so  ist  BL  =  a  ~h  und  nach  der  Voraussetzung 
^Qi  ="  "2  ^"  ^^^  Terlängere  danach  MF  bis  zum  Schnitt  0  mit  der 
Achse  der  Parabel.     Dann  sind 


QiL  ==  (2, 0     und     Q^B  =^  ^  ft  0  =  ~  Q,L, 


und  folglich 


')  Histoire  de  TAcadKmie  Rojale  des  sciencea,  i 
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Das  parabolische  Segment  MQ^B  wird  auf  diese  Weise 

Der  Punkt  P  der  Achse,  der  dem  Schwerpunkt  P  des  Segments  ent- 
spricht, gibt 

j;p  =  4Bft  =  "--=-?, 

und  folglieh 

CP  = 


iaj-h_ 


und  der  Umkreis,  der  vom  Punkte  P  um  den  Punkt  0,  als  Zentrum, 
umschrieben  wird,  wird  gleich  2%  ■  — '^~~  ■  ^^^  Inhalt  des  Körpers 
welcher  durch  die  Rotation  des  Segments  MQiB  gebildet  wird,  wird 
auf  diese  Weise  durch  die  Formel  ausgedrückt 

Der  Inhalt  des  Zylinders,  welcher  durch  die  Kotation  des  Rechtecks 
JtfCumdie  Achse  jffÄ  gebildet  wird,  ist  %■  MQ,-(MQ)\  Weil  jedoch 
MQi  —  -g-i  und  MQ  =^  — 'T  ■ ,  so  wird  damit  dieser  Inhalt  durch 
die  Formel  bezeichnet 

Undlich  ist  der  Inhalt  des  abgestumpften  Kegels,  gebildet  durch  die 
Rotation  des  Trapezes  FHQM  um  die  Achse  Kh, 

a  .  -^^  -  {MQ^  +  MQ  -  FH+  FW) 
oder 

6 9  "" 

Das  Addieren  der  Inhalte  dieser  drei  Körper  gibt  folglich  den  Inhalt 
des  ganzen  Fasses,  welcher  durch  die  Formel  ausgedrückt  wird 

^'^>  ''^■- -"186 ' 

aus  der  durch  Einführung  au  Stelle  von  BC  des  ganzen  Diaraeters 
BD,  an  Stelle  von  FH  des  ganzen  Diameters  des  Bodens  des  Fasses 
-F-A'  und  an  Stelle  von  HC  der  ganzen  Lange  des  Fasses  Hh,  die 
Formel  (1)  erbalten  wird,  welche  Dez  gebraucht. 

Vollkommen    bestätigt   durch   eine    Menge    von    Versuchen    und 
Vergleichen  der  Resultate  der  nach  der  Formel  berechneten  mit   den 
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wirklich  in  den  verschiedensten  Gefäßen  vorhandenen  ] 
erwies  sich  jedoch  die  Formel  des  Camus,  ihrer  KompUeiertheit 
wegen,  als  unbequem  für  den  Gebranch  in  der  Praxis,  besonders 
wenn  man  den  geringen  Stand  der  Kenntnisse  und  der  Entwicklung 
des  Verstandes  der  Leute  in  Betracht  zieht,  denen  gewöhnheh  das 
Ausmesseii  der  Fässer  und  anderer  Gefäße  anvertraut  wurde.  Diese 
Formel  in  einfacherer  Art  darzustellen  und  sie  dadurch  bequemer 
zur  Anwendung  zu  machen,  half  Dez  die  Beobachtung,  daß  in  Wirk- 
lichkeit die  Differenz  zwischen  dem  Durchmesser  des  Fasses  an  der 
Stelle  seiner  Biegung  und  dem  Durchmesser  seines  Bodens  sehr  un- 
bedeutend ist.  Diese  Differenz  mit  a  bezeichnend  und  in  der 
Formel  (1)  auf  Grund  des  Ausdrucks 

die  entsprechenden  Substitutionen  ausübend  und  in  den  erhaltenen 
Zahlen  unbedeutende  Veränderungen  zulassend,  die  nicht  zu  irgend 
fühlbaren  Fehlern  führen,  brachte  Dez  die  Formel  (1)  in  folgender 
einfachen  Form 

oder  nach  der  Transformation  der  letzten  zur  Formel 

(3)  l-'i't'+Uo-rif- 

Der  Fehler,  der  durch  diese  Vereinfachung  der  anfänglichen  Formel 
entsteht,  ist  sehr  unbedeutend.  Und  wirklich  beträgt  die  Differenz 
zwischen  den  Formeln  (1)  und  (3),  was  nicht  schwer  zu  ersehen  ist, 

l  :tl (0,ni2'2  ■  a  -  0,02711  ■  b)  ■  a, 
was  kaum  den  .      Teil    des  Inhalts    des    Fasses    ergibt,   sogar    wenn 
man  a~—-b   annimmt,    nämlich   nach   der  Versicherung  des  Autors 
beim  ungünstigsten  der  Fälle,  vor  dessen  Begegnung  man  sich  in  der 
Praxis  hüten  muß. 

Es  würde  zu  weit  führen,  die  Beschreibung  des  Visiers,  das  von 
Dez  nach  der  Formel  (3)  konstruiert  wurde,  zu  schÜdem.  Wir 
linden  es  für  genügend,  uns  mit  der  Bemerkung  zu  begnügen,  daß 
die  Hauptbedeutung  in  diesem  Apparat  zwei  Skalen  haben,  von  denen 
die  eine,  nach  der  Benennung  des  Autors,  die  Skala  der  Längen 
(echelle  des  longneurs),  zum  Ausmessen  der  Länge  l  des  Fasses 
dient,  und  die  andere,  oder  die  Skala  der  Durchmesser  (echelle  des 
)  zur  Ausmessung  des  Multiplikators 
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Demjenigen,  der  sich  dieses  Visiers  bediente,  blieb  nur  übrig,  um 
das  Endresultat  der  vollzogenen  Ausmessung  zu  erbalten,  die  Än- 
zeijren  der  beiden  Skalen  zu  multiplizieren. 


Elemeiitargeometm«))«  Einzelnntersncliniigen. 

Ebenso  wie  früher,  vielleicht  auch  noch  in  größerem  Maße,  war 
die  Aufmerksamkeit  einiger  Spezialisten  und  überhaupt  vieler  Leute, 
die  dem  aufgeklärteren  Teile  der  GeBellschaft  angehören,  im  Laufe  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhondeits  auf  das  Vermächtnis  des  Alter- 
tums, die  berühmten  Auigiben  der  Dreittilung  eines  Winkels, 
Quadratur  des  Kreises  und  des  Veidoppelung  des  Würfels, 
gerichtet.  Als  auf  sehr  bedeutende  Zeichen  der  Aufmerksamkeit  auf 
diese  Aufgaben  seitens  der  Speziahsten  ist  auch  auf  das  Erscheinen  in 
der  zweiten  Hälfte  des  18  Jahrhunderts  von  Werken,  die  der  Geschichte 
dieses  Gegenstandes  gewidmet  waren  hinzuweisen.  Es  gab  drei 
solche  Werke.  Als  erstes  erschien  das  schon  früher  erwähnte^)  Werk 
Montuclas  „Histoire  des  reLhercbes  sur  la  quadrature  du  cercle"^, 
das  im  letzten  6.  Kapitel  einen  kurzen  historischen  Überblick  der  Auf- 
gaben über  die  Verdoppelung  des  A\  urfels  und  die  Dreiteilung  eines 
Winkels  enthielt.  Die  beiden  anderen  Werke,  die  ausschließ! ich  der 
Aufgabe  der  Verdoppelung  des  Murfels  gewidmet  waren,  gehörten 
Nikolaus  Theodor  Reimei")  (1772—1832),  der  im  Jahre  1796 
Privatdozent  an  der  Universität  in  Göttingen  war,  und  später,  vom  Jahre 
1801,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Kiel.  S.  oben 
S.  28  im  XIX.  Abschnitte. 

Die  Aufmerksamkeit  auf  diese  berühmten  Aufgaben  seitens  der 
Mitglieder  der  gebildeten  Gesellschaft  kennzeichnete  sich  durch  das 
Erscheinen  einer  bedeutenden  Anzahl  von  Versuchen  dieselben  zu 
lösen.  Die  Aufgabe  der  Quadratur  des  Kreises  beschäftigte  übrigens 
die  gebildete  Gesellschaft  mehr  als  die  beiden  anderen.  Besonders 
viel  beschäftigte  man  sich  mit  ihr,  nach  der  gedruckten  Literatur  zu 
urteilen,  in  Polen,  wo  ihr  15  Werke  gewidmet  waren,  und  in  Frank- 
reich, wo  es  7  solcher  Werke  gab.  Elf  der  Werke  über  die  Quadra- 
tur des  Kreises,  die  in  Polen  erschienen,  gehörten  einem  Autor,  dem 


')  Cantor,  VurleBungen  über  Geschichte  der  MathematiV,  TU',  S.  606. 
=)  Paria  1754.         ')  Poggendorff,  II,  S.  596. 
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Vizeoberst  Eiigenius  Innocentius  Corsonieh,  der  darin  bewies, 
daß  7t  =  3  sei.')  Sowohl  dieses  Resultat,  als  aucb  döBsen  in  den- 
selben Werken  versuchter  Beweis  waren,  seinen  Worten  nach,  von 
vielen  Mathematikern  und  von  sieben  Akademien  gutgeheißen.  Und 
vrirklich  wurde  der  von  ihm  zusammengestellte  genaue  Bericht  über 
seine  sechsjährige  Beschäftigung  mit  den  entsprechenden  Gfegen stünden 
außer  in  Warschau,  wo  er  im  Jahre  1779  erschien,  noch  in  den 
,,tfova  Acta  ernditorum"^)  gedruckt  unter  dem  Titel  „Quadratura 
lunalae,  circuli  et  segmenti,  nee  non  curvatura  sphaerae  a  V.-Col. 
E.  Corsonieh,  ope  4  propositionum  fundamentalium  invictc  demon- 
strata,  et  judieio  Academiarum  celeberrimarum  subjecta"").  Jedoch 
nicht  aOe,  die  mit  den  Arbeiten  von  Corsonieh  bekannt  waren,  be- 
friedigten sich  mit  seinen  Beweisen.  Als  Opponent  in  der  Heimat 
des  Autors  trat  in  der  Literatur  der  Warschauer  Professor  Johann 
Koc  vor.  Die  Polemik  über  einige  im  Druck  erschienene  Versuche 
der  Lösung  dieser  berühmten  Aufgaben  entstand  auch  in  anderen 
Ländern.  So  herrsehte  in  Italien,  wo  man  sich  mehr  mit  der  Drei- 
teilung eines  Winkels  und  der  Verdoppelung  des  Würfels  beschäftigte, 
als  mit  der  Quadratur  des  Kreises,  nach  der  Literatur  zu  ui'teilen, 
eine  heiße  Polemik  zwischen  Francesco  Boaretti  einerseits  und 
Vincenzo  Dandolo  und  Antonio  Eomano  andererseits,  in  den 
Jahren  1792 — 9ü  Über  den  vom  ersteren  gegebenen  Versuch,  diese 
beiden  Aufgaben  mit  HÜfe  des  Zirkels  und  Lineals  zu  lösen.*) 

Die  Literatur  über  die  Lösung  dieser  drei  berühmten  Aufgaben 
erschöpfte  sich  jedoch  nicht  mit  den  Werken ,  die  im  Druck  er- 
schienen. Der  bedeutend  größere  Teil  der  Versuche,  diese  Aufgaben 
zu  lösen,  blieb  in  Manuskripten  und  in  diesem  Zustande  den  Aka- 
demien und  gelehrten  Gesellschaften  vorgelegt,  belästigte  er  sie  äußerst, 
da  er  zu  seiner  Durchsicht  eine  vollständig  nutzlose  Anwendung  von 
Mühe  und  Zeit  beanspruchte.  Aus  den  zahlreichen  Durchsichten  in 
der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  war  nur  ein  einziger  Fa!l, 
der  der  Wissenschaft  einen  neuen  interessanten  Satz  gab.  Er  be- 
schäftigte die  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  und  wurde 
im  Artikel  „Memoire  sur  la  Quadrature  de  la  partie  bfd  du  cercie 
aJtrhda"  (par  M.  Bourrand*))  des  von  ihr  im  Jahre  1774  ge- 
druckten 6.  Bandes  der  „Memoites  de  mathematique  et  de  phy- 
sique,  presentes  ä  TAcaderaie  ßojale  des  Sciences,  par  divers  Savans" 

')  Dra  Teofiia  ^ebtawskiego  Bibliografga  piamienmctw»  polatiego  z 
dzift^i  Matematyki  i  fi'.yki  orM  ich  zaatosowan  W  Krakowie  1873.  *)  Anno 
1776.  ')  p.  108—124,  ')  G.  Valentin,  Emp  aplteup  Schrift  über  Winkel- 

dteitheilung,     Bibliotheca  matlicmatica,  VII  (18931    S   lH— lli  ")  p.  400. 
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dai^esteUt.     Der  Gegenstand  dieses  Artikels  war  folgender  neue  Satz: 
Wenn  wir   im  Xreise  rha    eine  Sehne  ba  ziehen,    die  die  Endpunkte 
des  Bogens  von  120"   verbindet,   und    den  Durchmesser  hd,   der  den 
Teil  bd  von  30"  von  diesem  Bogen  ab- 
teilt,    so    stellt     der    Sektor    cbd    den 
,Teil    des    Kreises   rha    dar.      Wenn 
danach  mit  der  Sehne  ad,  die  die  End- 
punkte   des   Bogens    von  90"  verbindet,  ■ 
um    den  Punkt  a,  als  um  das  Zentrum, 
der  Bogen  fd  beschrieben  wird,  so  wird 
der  Sektor  fsad,  der  zum  Zentriwinkel 
a    von     lö"    gehört,     den  Teil    des 

Kreisss    bilden,    dem    er    angehört,   und 
welcher     doppelt     so     groß     ist,      als 

der  gegebene  Kreis  rba.  Dieser  Sektor  wird  folglich  den  -  Teil  des 
Kreises  rha  darsteilen,  und  deshalb  dem  Sektor  cbd  gleich  sein. 
Diese  beiden  Sektoren  aber  haben  den  gemeinschaftlichen  Teil  fsd 
und  deshalb 

Asda  =  Acsi  -f  hfd. 

Es  stellt  sieh  auf  diese  Weise  heraus,  daß  die  Differenz  zwischen  den 
Flä«hen  der  Dreiecke  sda  und  csh  durch  die  Flache  des  Teiles  bfd 
des  gegebenen  Kreises  ausgedrflekt  wird,  worin  eben  der  Beweis  dieses 
Satzes  besteht. 

Die  sich  immer  vergrößernde  Anzahl  der  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  vorgelegten  Erzeugnisse  der  Eretsquadrierer  und 
anderer  Personen,  die  sich  mit  anderen  berühmten  Aufgaben,  wenn 
auch  in  geringerem  Maße,  beschäftigten,  erreichte  endlich  einen  solchen 
Umfang,  daß  die  Akademie  anfing  ernstlich  darüber  nachzudenken, 
ihre  Mitglieder  von  der  nutzlosen  Anwendung  der  Zeit  und  der  Mühe 
bei  dem  Durchsehen  dieser  Erzeugnisse  zu  befreien.  Zorn  Erreichen 
dieses  Zieles  wurde  das  entschiedenste  Mittel  gewählt.  Im  Jahre 
1775  veröffentlichte  die  Akademie  folgende  Erklärung:  „L'Academie 
a  pris,  eette  annee,  la  resolution  de  ne  plus  examiner  aucune  Solu- 
tion des  Problemes  de  la  duplication  du  cube,  de  la  trisection  de 
l'angle,  ou  de  ia  quadrature  du  cercle,  ni  aucune  machine  annoncee 
comme  un  mouvement  pei^petuel".  ^)  Der  beständige  Sekretär  der 
Akademie,  Condorcet,  motivierte  diese  Erklärung  durch  folgende 
Betrachtungen:    Von  der  Aufgabe  der  Verdoppelung  des  Würfels  ist 

')  Histoire  de  rAcad^mie  Rojale  des  aciences,  annöe  1775,  p.  Gl. 
Cartok,  QeaoWchie  der  Mathemalik  IV,  35 
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alles,  was  nur  möglich  ist  von  ihr  zu  wissen,  bekannt.  Beltannt  sind 
die  einfachsten  Methoden  der  Lösung;  bewiesen  ist,  daß  es  niitztos 
sein  würde,  deren  Lösung  mit  Hilfe  nur  eines  Kreises  und  einer  ge- 
raden Linie  ku  machen.  Die  Analyse  des  Problems  der  Dreiteilung 
eines  Winkels  ist  so  vollständig,  daß  sie  schon  seit  langer  Zeit  nichts 
mehr  zu  wiinschen  übrig  läßt.  Auf  diese  Weise  kann  es  keinem 
Zweifel  unterliegen,  daß  diejenigen,  die  zur  Lösung  dieser  Aufgäbe 
nur  den  Zirkel  und  das  Lineal  gebrauchen,  ein  fehlerhaftes  Resultat 
erhalten  müssen.  Diejenigen  von  ihnen,  die  zu  richtigen  Resultaten 
gelangen,  erreichen  sie  durch  den  unbemerkten  Gebrauch  auch  anderer 
Kurven  zusammen  mit  dem  Kreise  und  der  geraden  Linie,  wodurch 
ihre  Lösungen  sich  von  den  schon  bekannten  nicht  unterscheiden 
können,  und  aus  diesem  Grunde  wird  deren  Betrachtung  vollständ^ 
nutzlos.  In  einer  ganz  anderen  Lage  befindet  sich  die  Aufgabe  der 
Quadratur  des  Kreises.  Angenäherte  Lösungen  sind  schon  in  großer 
Anzahl  gefunden,  und  die  Akademie  erkennt  in  vollem  Maße  den  Wert 
der  Arbeiten  in  der  Richtung  der  Vervollkommnung  der  Methoden 
solcher  Lösungen  an.  Die  Kreis  quadrier  er  jedoch  suchen  nicht  die 
angenaheiten  Lösungen,  sondern  die  genauen.  In  Beziehung  auf  diese 
letzten  zerfällt  die  Aufgabe  der  Quadratur  des  Kreises  in  zwei  selb- 
ständige Aufgaben:  in  der  ersten  wird  die  Quadratur  des  ganzen 
Kieiaes  gesucht,  in  der  anderen  die  Quadratur  irgend  eines  Teiles, 
dessen  Sehne  als  bekannt  angesehen  wird.  Die  Unmöglichkeit  der 
ersten  Aufgabe  wurde  von  solchen  Autoritäten  anerkannt,  wie  Gre- 
gory und  Newton,  ist  von  vielen  Geometern  bewiesen,  und  am 
besten  von  Johann  BernouUi,  In  betreff  der  zweiten  Aufgabe 
herrscht  zwischen  den  Geometern  keine  solche  Einstimmigkeit  über 
die  Unmöglichkeit  ihrer  Lösung,  infolge  der  häufig  vorkommenden 
Möglichkeit  in  besonderen  Fällen  die  Größen  zu  bestimmen,  was  im 
allgemeinen  Fall  unmöglich  ist.  Infolge  dieser  Lage  der  Sache  fand 
Condorcet  zur  Rechtfertigung  der  Erklärung  der  Akademie  im  be- 
trachteten schwierigen  Falle  nichts  besseres,  als  an  ihre  70jährige  Er- 
fahrung zu  appellieren,  welche  klar  die  vollkommene  Nutzlosigkeit 
für  die  Wissenschaft  der  Prüfung  der  ihr  zugestellten  eingebildeten 
Lösungen  dieser  Frage  gezeigt  hat,  als  Erzeugungen  von  Autoren,  die 
mit  der  Natur  und  den  Schwierigkeiten  dieser  Frage  nicht  bekannt 
seien,  und  deshalb  solche  Methoden  anwenden  die  zur  Losung  dieser 
Frage  nicht  führen  können,  sogai  m  dem  Fallt,  wenn  sie  möglich 
wäre. 

Es  gab  auch  noch  andere  Autgaben  aus  der  Zahl  der  von  det  ilten 
griechischen  Geometrie  gestellten,  für  weit  he  sii.h  die  Georaeter  in 
der   zweiten    Hälfte    des    18,  Jahrhundeits    mteiesbieiteu       So    giben 
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Lambert,  Euler'J  und  FuB^)  neue  Lösungen  der  Aufgabe  über  die 
Konstruktion  eines  drei  gegebene  Kreise  berührenden  Kreises.  Be- 
sonderer Beachtung  unter  eoleLeD  Aufgaben  erfreute  sich  die  Auf- 
gabe des  Pappus  von  Alexandria  Ton  der  Einbe Schreibung  in  den 
ftreia  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  duruh  drei  auf  einer  geraden  Linie 
gegebene  Punkte  gehen,  welche  von  Gramer  im  Jahre  1742  in  fol- 
gender allgemeineren  Formulierung  dargestellt  wurde:  In  einen  Kreis 
ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte 
gehen  müssen.  Diese,  in  der  anfänglichen  besonderen  Form  sehr  ein- 
fache Aufgabe  stellte  in  der  verallgemeinerten  Form  einige  Schwierig- 
keiten dar,  die  auch  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  sie  lenkten. 
Als  erster  löste  sie  in  dieser  Form  Castillon^),  dem  sie  von  Gramer 
vorgelegt  wurde.  In  demselben  Bande  der  Memoiren  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften  gab  auch  Lagrange  seine  Lösung  dieser 
Aufgabe.  Im  Jahre  1780  erschienen  drei  neue  Lösungen  von  Euler*), 
Fuß*)  und  Lexell^).  In  noch  allgemeinerer  Form  und  dabei  end- 
gültig wurde  die  Aufgabe  des  Pappus  von  Älexandria  dargestellt 
und  gelöst  von  den  italienischen  Geometem:  A.  Giordano')  aus 
Otfcaiano,  der  diese  Arbeit  mit  bemerkenswerter  Einfachheit  im  Alter 
von  16  Jahren  verrichtete,  und  Alalfatti.^)  Die  Aufgabe  des  Pap- 
pus von  Alesandria  hatte  in  ihrer  endgültigen  allgemeinen  Form 
folgende  Darstellung;  In  einen  Kreis  ein  Vieleck  einzuschreiben,  dessen 
Seiten  in  einer  beliebigen  Anzahl  genommen  durch  eine  gleiche  An- 
zahl von  Punkten  gehen  müssen,  welche  in  der  Ebene  des  Kreises 
willkürlich  gelegen  sind.  Die  letzte  dieser  Aufgabe  gewidmete  Arbeit 
am  Ende  des  18.  Jahrhunderts  war  das  Werk  von  Lhuilier"),  welches 

')  Solviio  faeilis  ]iiol>lematis,  quo  quaentur     rculua    q     datog  t  e  Iob 

tangat      Nova  Acta   4.(,adeiniae  feciPEtiaium  Pet    [  ol  tanae    M   p   "'S — 101 
1  Solution  du  probltme  de  troavcE  un  tercle     jii     tou  he  tto  a    ercle^   donnea 
de  grandeur  et  de  poaition      Bbendi    p   102 — 113  }  Sur  un  proll&me  de 

göomötno  plane,  qu'oa  regarde  comme  lort  d  iiic  le  Nou  eaus  Memo  ea  de 
1  Acadömie  Koyale  de^  Sciences  st  Bellea  Lettres  l  Be  1  n  ann^o  1  7  p  "66 
bis  2&3  *)  ProblematiB  cujusdam  Pajpi  Alesandnn    constr     t  o      A  ta  A  a 

demiae  Scientiarum  Imperialis  Petropohtame    IT'^O   I    p  91— ib  )     olut  o 

probleinatia  geometnci    Pjppi   Alexandnni    elenda    p   B7 — 104  j  &olut  o 

problematia  geometrici  ia  Actia  Academiae  S  e»t  a  um  BerobnenE  s  pro  Anno 
1776,  a  celeb.  Caatillon  piopoaiti,  ebenda,  1  bO    II    p   70—90  ;  Co 

sideraEioni  aintetiche  sopra  di  un  celebre  probleroa  p  a  o  e  nuol  z  one  d  al 
quanti  problemi  afflni.  Memorie  mat.-fls.  della  Soe  ett  Ital  aaa  delle  enze 
IV,  1788,  ^  Soluzione  generale  di  im  prol  lema  ^eomet  co  d    Pajjo  41  s 

aandrino,  ebenda,  IV,   1788-  ")  Solution  algebnjue  dn  probleme  su  vant    A 

un  ceicle  donnö,    insciire   un  poljgone  dont  leg  cötös   pa  tent     [  ai   dea   po  nta 
donnea,    NouTeaui  Memoirea  de  TAcademie  Hovale  des  S    od  ea    t  B  lle    L  t    e 
ü  Berlin,  annee  1796  (publik  1799),  p,  a4— 116 
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einige  Audernn gen  in  die  LösTingen  der  italienischen  Geometer  hinein- 
brachte. 

Ebenso  als  Beendigung  der  Arbeiten,  die  schon  früher  ange- 
fangen waren,  nämlich  in  der  ersten  Hälfte  des  16.  Jahrhunderts^), 
erechien  das  Werk  von  Mascheroni  La  Geometria  del  compaBSO^), 
das  im  Jahre  1797  erschien.  Sein  Gegenstand,  wie  schon  aus  dem 
Titel  ersichtlich,  besteht  aus  der  Lösung  ausBchließlieh  nur  mit  Hilfe 
des  Zirkels  aller  Aufgaben,  die  gewöhnheh  mit  dem  Zirkel  und  Lineal 
gelöst  werden.  Sich  mit  den  Aufgaben  der  Elemenfcargeometrie  nicht 
begnügend,  zeigt  Mascheroni  in  seinem  Werke,  daß  die  Geometrie 
des  Zirkels  leicht  zur  angenäherten  Lösung  der  Aufgaben  von  den 
Kegelschnitten  und  sogar  von  noch  höheren  Teilen  der  Geometrie  an- 
gewandt werden  kann.  Lorenzo  Mascheroni')  (1750—1800),  ein 
Abbe,  beschäftigte  sich  am  Anfang  seiner  wissen  seh  aftlich-lehr  enden 
Tätigkeit  mit  Poesie  und  Belletristik,  Aber  nach  einigen  Jahren  des 
Vortrages  der  humanistischen  Wissenschaften  und  der  griechischen 
Sprache  in  Bergamo  und  Pavia  fühlte  er  sieh  zur  Mathematik  hin- 
gezogen. Nachdem  er  sich  ihrem  Studium  vollständig  gewidmet  hatte, 
wurde  er  so  bald  ihrer  Herr,  daß  er  schon  nach  einem  kurzen  Zeit- 
raum imstande  war  den  Vortrag  der  Geometrie  auf  sich  zu  nehmen, 
anfangs  im  Marien kotlegi um  in  Bergamo  und  danach  im  Archigym- 
nasium  in  Ticino.  Späterhin  wurde  er  Pnifessor  der  Elementarmathe- 
matik an  der  Universität  in  Pavia,  Korrespondent  der  Akademie  von 
Padua  und  Mitglied  der  italienischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
Als  Überzeugter  und  heißer  Anhänger  der  Revolution  kam  er  mit 
Enthusiasmus  den  Veränderungen  in  Italien  eutgegeu,  die  die  Armeen 
der  ersten  französischen  Republik  in  ihr  politisches  Leben  hinein- 
brachten. Nach  Gründung  der  zia alpinischen  Republik  wurde  er  zum 
Mitglied  des  gesetzgebenden  Körpers  erwählt  und  begab  sich  bald 
darauf  nach  Paris,  um  an  der  internationalen  Kommission  teilzunehmen, 
die  zur  Ordnung  des  metrischen  Systems  der  Maße  und  Gewichte  zu- 
sammengerufen war.  Während  seines  Aufenthaltes  in  Paris  und  kurz 
vor  seinem  Tode  wurde  er  zum  Mitglied  des  Stadtrats  in  Mailand  er- 
nannt. 

')  Die  ersten  Arbeiten  dieser  Art  wäre»  Cardanos  und  Tartaglias 
LöBnngen  einiger  Aufgaben  der  Geometrie  von  Euklid  mit  Hilfe  eines  Lineals 
allein  oder  eines  Lineala  und  Zirkels,  der  jedocb  immer  unveränderte  Öffnung 
hat.  Cantor,  VorleBungen  übör  Geachichte  der  Mathematik,  IP,  S.  536-53i> 
und  häufiger.  *)  Pavia,  8",  VIII  -}-  264  pp.,  14  tavole.  In  das  Franaösiache  von 
Carette  (Paria  1798)  überaetat  und  später  von  ßruson  (Berlin  1826)  ins 
Deutsche.  ')  Poggendorff,  II,  S.  71—72,  Biografia  di  Lorenzo  Mascheroni 
di  Camillo  Ugoni,  Bergamo  1873,  BiUiografia  mascberoniana  per  Giuseppe 
Eavelli,  Bergamo  1881. 
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Durch  das  Einführen  der  Algebra  in  die  Elemente  der  Geometrie 
in  Widerspruch  mit  den  altgrieehischen  Geometern  geraten,  setzte 
Legendre  denselben  Weg  fort.  lu  seinen  Arbeiten  gab  er  den  analy- 
tischen Methoden  einen  weiten  Zngang  in  der  Lösung  der  Fragen  der 
Element argeometrie.  So  gibt  er  im  V.  Anhang  zu  seinen  „Elementen" 
analytische  Lösungen  der  Aufgaben,  die  da  handeln  von  Dreiecken, 
in  einen  Kreis  eingeschriebenen  Vierecken,  Parallel epipeden  und  der 
dreiseitigen  Pyramide.  Bei  der  Wahl  eines  Beispiels  aus  ihnen  für 
unsere  Darstellung  genügt  es  an  der  Bestimmung  des  Radius  des 
Kreises,  der  um  ein  Viereck  umBchrieben  ist,  und  an  dessen  Flache, 
als  Beispiele,  in  denen  der  Autor  die 
Theorie  des  eingeschriebenen  Vierecks  er- 
gänzt hat  und  welche  deshalb  eine  selb- 
ständige Bedeutung  haben. 

Es  seien  die  gegebenen  Seiten  des 
dem  Kreise  eingeschriebenen  Vierecks 
ABCD 


AB  = 


.  BC  =  h,  CD  = 


DA^d, 


und  seine  unbekannten  Di^onalen  AC~x, 
BD  ^  y.      Dann     werden     auf     Grund- 
lage der  Theoreme  über  das  Produkt  der  Diagonalen  eines  eingeschrie- 
benen Vierecks  und  über  ihr  Verhältnis 


xij  =  ac  ^  hd    und     -    =-  -^r^-] 


ad-\-hc 


daraus  folgt,  daß 

_  -i/(i^^bd)'(ad~+  bc)               -,/(a7+W(^Te'') 
^~V  abJrcd  "  ~'     '■'-y äd^hc    -       ■ 

Wenn  mau  sich  danach  der  bekannten  Darstellung  des  Radius  eines 
umschriebenen  Kreises  des  Dreiecks  durch  die  drei  Seiten  und  die 
Fläche  des  letzteren  bedient,  so  erhält  man  für  den  gesuchten  Radius, 
als  den  Radius  eines  umschriebenen  Kreises  des  Dreiecks  ABC,  den 
Ausdruck 


cV 


welcher  sich  nach  Ersetzen  des  x  durch  seinen  eben  gefundenen  Wert 
und  ferner  nach  Zerlegung  der  erhaltenen  Resultate  in  Faktoren  in 
den  endgültigen  Ausdruck  verwandelt 

'ZZ  l„'c  +  bd-)(a~d  +  bc)(ab  +  vd)         " 

V  {a  +  b  +  e-d)(a  +  b  +  d-c){a  +  c  +  d~-b)(b-ic  +  d-a) 
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Auf  GruEdlage  derselben  Darstellung  den  Radius  eines  einem  Dreieck 
umschriebenen  Kreises  durch  dessen  drei  Seiten  uud  seine  Fläche 
werden  die  Flächen  der  Dreiecke  ABC  und  ABC  sich  in  folgenden 
Ausdrücken  darstellen 

'ihx  —  edx 

Ö.ABC^    — —      und     A^Ü6'=  *       - 

und  folglich  wird  die  ganze  Fläche  des  dem  Kreise  eJngeschi'i ebenen 
Vierecks  sein 

oder  nach  Ersetzen  des  x  und  des  M  durch  ihre  Werte 
ABCD 


=  ^  Y(a  +  h  +  c  -  d)[a  +  1)  ^  d~c){a-\-c-^  d  —  mh^  c  -\-  d  --  a) , 

und  bei  2)  =  y-  («  +  &  +  c  +  d) 

ABCD  --=  y(p  -  a){p'"t})  (^-  c)(p  -  <)"- 

Wenn  eine  so  weite  Anwendui^  der  analytischen  Methoden  in 
deo  elementar-geometrischen  Untersuchungen  von  Gelehrten  zugelassen 
wurde,  welche  überzeugte  Anhänger  der  altgiueehischen  Geometer 
waren,  so  ist  es  nicht  schwer  sieh  vorzustellen,  wie  in  solchen  Fällen 
Gelehrte,  die  sieh  anders  zu  den  Atten  verhielten ,  handelten  In 
ihren  Schriften  haben  die  synthetischen  Methoden  vollständig  den 
analytischen  den  Platz  geräumt.  Diese  Erscheinung  ist  unmöglich 
außer  acht  zu  lassen,  als  sehr  charakteristische  iur  die  elementar 
geometrischen  Untersuchungen  in  der  zweiten  Hälfte  des  Itf  Jahr- 
hunderts, 

Die  sphärische  Geometrie  bis  in  die  zweite  Hahte  des 
18.  Jahrhunderts  überschritt  fast  gar  nicht  die  engen  Grenzen  ihrei 
kleinen  Teils,  den  sie  mit  der  sphärischen  Trigonometrie  teilte  und 
die  sich  mit  den  sphärischen  Dreiecken  beschäftigte.  Dieser  Teil, 
durch  die  Bedürfuisse  der  Astronomie  und  nachher  als  notwendig  für 
die  Navigation  und  Geodäsie  ins  Leben  hervorgerufen,  entsprach  un- 
geachtet der  erreichten  hohen  Entwicklungsstufe  nur  demjenigen 
kleinen  Teil  der  Geometrie  der  Ebene,  der  zum  Gegenstand  die  gerade 
Linie  und  das  Dreieck  hat.  Alle  anderen  Teile  der  sphärischen  Geo- 
metrie jedoch,  die  den  viel  größeren  Teilen  der  Geometrie  der  Ebene 
entsprachen,  harrten  noch  ihrer  Forscher.  Als  erster  erschien  in  der 
zweiten  Hälfte  des  IS,  Jahrhunderts  der  schon  oben  erwähnte  Anders 
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Johann  Lexell  (1740—1784)^).  Er  wurde  in  der  Stadt  Abo  geboren  und 
fing  seine  wissenschaftlich-lehrende  Tätigkeit  an  der  Universität  als  Dozent 
der  Mathematik  in  derselben  Stadt  an.  Im  Jahre  1769  wurde  er  MitgUed 
der  St.  Petersburger  Akademie  der  Wissenschaften,  und  im  Jahre  1771 
war  er  daselbst  schon  Professor  der  Astronomie  und  ordentlicher 
Akademiker.  Er  wurde  ebenfalls  zum  Mitglied  der  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Stockholm  ernannt.  Da  in  Petersburg  die  Asti'O- 
nomie  das  Hauptfach  Lexells  wurde,  so  gehörten  ihr  alle  seine 
Schriften,  die  in  einzelnen  Ausgaben  erschienen  und  der  größte  Teil 
derer,  die  in  den  Veröffentlichungen  der  Akademien  in  Petersburg  und 
Stockholm  und  in  den  „Philosophical  Transactiona"  enthalten  waren. 
Von  den  Abhandlungen  Lexells  in  der  Mathematik  gehörten  seebs 
der  Geometrie  an,  acht  der  Integralrechnung,  je  zwei  der  Differential- 
rechnung, der  Trigonometrie  und  der  Geodäsie,  vier  der  theoretischen 
Mechanik  und  je  eine  der  Algebra  und  den  Reihen.  Von  den  astro- 
nomischen Arbeiten  Lexells  waren  am  bekanntesten  seine  Schriften 
über  die  Sonnenparallaxe  und  ihrer  Bestimmung,  die  sich  in  den  Ver- 
öffentlichungen der  Petersburger  und  Stockholmer  Akademien  befanden. 
Als  auf  die  wichtigste  von  ihnen  ist  auf  die  im  Jahre  1772  in  Peters- 
burg als  Sonderausgabe  erschienene  „Disquisitio  de  investiganda  vera 
quantitate  parallaxeos  solis,  et  transitu  Veneris  ante  discum  solis 
anno  1769"*)  hinzuweisen,  in  welcher  der  Autor,  die  Berechnungen 
nach  den  Methoden  Eulers  führend,  die  Sonnen paraliaxe  gleich  8",68 
fand. 

Die  erste  Arbeit  Lexells,  die  der  sphärischen  Geometrie  ge- 
widmet war,  war  der  Artikel  „De  epicycloidibus  in  superflcie  sphaerica 
descriptis"^),  der,  wie  aus  dem  Titel  zu  ersehen,  sich  mit  Gegen- 
ständen beschäftigte,  die  schon  früher  von  den  Geometern  berührt 
worden  waren.  Als  vollständige  Neuheit,  dem  Gegenstand  der  Er- 
forschung nach,  traten  folgende  drei  Arbeiten  Lexells  hervor,  welche 
in  den  Jahren  1781  und  1782  erschienen  „Solutio  problematis  geo- 
metrici  ex  doetrina  sphaericorum"'),  „De  proprietatibus  circulorum  in 
superflcie  sphaerica  descriptorum"*)  und  „Demonstratio  nonnuUorum 
theorematum  ex  doctrina  sphaerica".^)  Als  Hauptgegenstand  ihrer 
Betrachtung  erscheinen   die   Eigenschaften  von  Kreisen,    die   auf  der 

')  Poggendorf fs    BiograpliiBch-iiterariBohes    Handwörterbuch,    I,    S.  1444 
biä  1446,     Ptecis    de    la    vie    de  M.  Lesell.     Nova  Acta  Academiae   Scientiarum 
Imperialis  Petropolitanae,  II.    Historia  Academiae  ad  aciuim  1784,  p,  16—19. 
*)  4°,  131  S.,  mit  1  Tafel,  *)  Act»  Academiae  Scientiarum  ImperialiB  Petro- 

politanae pro  Anno  1779,  pars  I,  p.  49—71,  ')  Bbeuda,  pro  Anno  1781, 

pars  I,  p,  112— 12G,         ^)   Ebenda,   1782,  pars  I,  p.  58—103.  «)  Ebenda  1782, 

pars  II,  p.  85— 9ü. 
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Kugel  konstruiert  sind.  In  der  Geometrie  der  Ebene  werden  folglich 
analog  zu  diesem  Gegenstände  Eigenschaften  von  Kreisen,  welche  in 
der  Ebene  konstruiert  sind,  vorhanden  aein. 

Als  der  am  meisten  bemerkenswerte  Satz  aus  diesem  von  Leseil 
gewählteo  Gebiet  der  sphärischen  Geometrie  erkennt  man  gewöhnlich 
das  schöne  Theorem  über  die  Linie,  die  den  geometrischen  Ort  der 
Spitzen  der  sphärischen  Dreiecke  darstellt,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche Basis  und  gleiche  Oberfläche  haben.  Angenommen,  ABC  sei 
_  eines  der  sphärischen  Dreiecke,  deren  gemeinsame 

Basis  AH  =  c  ist  und  die  gegebene  Oberfläche 
^  +  B  +  C  -  JE  =  Ä.  Es  sei  ferner  JPK  der 
unbestimmt  verlängerte  Perpendikel,  der  aai  AS 
in  der  Mitte  errichtet  ist.  Dann  wird,  wenn  JP 
ein  Quadrant  ist,  der  Punkt  P  der  Pol  des  Bogens 
AB  sein  und  der  Bogen  PCD,  der  durch  die 
Punkte  P  und  C  gezogen  ist,  perpendikuIarzu^B 
sein.  Es  sei  weiter  rTD^p,  Cß  —  q,  daim  wer- 
den die  rechtwinkligen  Dreiecke  jIC'-O  und  £6'i), 
^'«'  '"■  in  welchen  AC  =  h,  BG  =  a,  A  J)  ■^- p  +  ^  e, 

BD  =  p  —  ^c  ist,  geben 

cos  ö  =  cos  q  cos  \P  ~  a'^) 
cos  fi  =  cos  g  cos  (jt  +  o  '^l  ■ 
Setzt  man  jetzt  in  die  schon  früher  gefundene  Formel 

die  Werte 

cosd  -f  COS&  ==  2co8  2-cosp'  cos-  c 
1  -j-  cosc  —  2cos^-  -c 

sin  h  sin  C  ■=  sin  c  ■  sin  B  =  2Bin  -  c  ■  cos  -  c  ■  sin  B, 
so  bekommt  man: 

cos-    C+COH^.COai/ 


Außerdem  ist  noch  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BCB 
sin  o  ■  sin  J3  =  sin  q 
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oder 

(1)  cosp  ■  eos  q  -=  cot    8  ■  sin  -  c  ■  ein  q  —  cos  —c, 

was  endlich  auch  jene  Beziehung  zwischen  p  ^xaA.  q  vorstellt,  die  die 
Linie  beetimmen  muß,  auf  der  alle  Punkte  6'  gelegen  aiad. 

Wenn  man  jetzt  JP  um  die  Größe  PK  =  x  verlängert  und 
KC^y  zieht,  so  läßt  sieh  die  Seite  KC  des  Dreiecks  l'KC,  in 
welchem  PC  =  -^%  —  (i  und  der  Winkel  KFC  =  it  —  p  aus  tler 
Formel 

cos  KC  =  cos  KFC-  sin  PK-  sin  PC  +  cos  PK  eos  FC 
oder 

cos  j/  =  sin  2  ■  cos  x  —  sinx-  cos  q  ■  cos  j* 

bestimmen.  Man  erhält  nach  Substitution  des  iia«h  der  Formel  (1) 
gefundenen  Wertes  von  cosg-coap 

cos  j/  =  sin  a^  ■  cos  „  c  +  sin  g'  (cos  x  —  sin  a;  cot  -^  S" ■  sin     e)  ■ 

Man  sieht  daraus,  daß  wenn  man  annimmt 

cos  a:  —  sin  a:  ■  cot  ö"  ■?  ■  sin     c  =  0 
oder 

cot  X  =  cot     S  ■  sin  g-  c, 
alsdann  gefunden  wird 

(2)  cos  y  ~  sin  3:  ■  cos  -  c 

und  folglich  wird  der  Wert  y  eine  Konstante  werden. 

Errichtet  man  also  auf  der  Basis  AB  in  der  Mitte  den  Perpen- 
dikel JP  und  nimmt  auf  der  andern  Seite  des  Pols  den  Bogen  PK 
so,  daß 

cot  PK  =  cot     S  ■  sin     c, 

so  werden  alle  Spitzen  der  Dreiecke,  die  eine  gemeinschaftliche  Baais  C 
und  gleiche  Oberfläche  S  haben,  auf  dem  kleinen  Kugelkreise  EC 
gelegen  sein  und  alle  Punkte  dieses  Kreises  EC  denselben  nach  der 
Formel 

cos  KC  =  sin  PK-  cos  -  c 
gefundenen  Abstand  KC  von  dem  Pol  K  haben. 
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Die  Bedeutung,  die  Lexell  selbst  diesem  Theorem  gab,  oder,  wie 
er  es  nannte,  diesem  Problem,  ist  daraus  ersichtlich,  daß  er  ihm  einen 
besonderen  Artikel  widmete,  nämlich  die  schon  oben  erwähnte  „So- 
lutio  problematis  geometrici  ex  doctrina  sphaericorum".  Legendre 
stellte  am  Ende  seiner  Bemerkung  X')  zu  seinen  „Elements  de  geo- 
metrie"  die  Lösnag  dieses  Theorems  in  einer  gedrängteren  Weise  dar, 
als  der  Autor.     In  dieser  Form  ist  sie  auch  von  uns  dargestellt. 

Nach  dem  Tode  von  Lexell  übernahmen  die  Fortsetzung  der 
von  ihm  unternommenen  Ausarbeitung  der  sphärischen  Geometrie 
zwei  andere  Mitglieder  der  Petersburger  Akademie  der  W  is-ien^chafteu 
Nikolaus  Fuß  und  Friedrich  Theodor  Schubert.  Der  eiste  von 
ihnen  legte  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  in  diesem  Gebiet  in 
den  im  Jahre  1788  erschienenen  zwei  Memoiren:  „Problematum  quo- 
rundara  sphaericorum  solutio"*)  und  ,^e  proprietatibus  quibusdam 
ellipseos  in  superficie  sphaeriea  de  scriptae".*)  In  dem  ersten  von  ihnen 
löste  Fuß  folgende  drei  Aufgaben:  Auf  gegebener  Basis  zwischen  zwei 
gegebenen  größten  Kugelkreisen  ein  Dreieck  zu  konstruieren,  an  dessen 
Spitze  der  Winkel  ein  Maximum  sei;  ein  Dreieck  zu  konstruieren, 
an  dessen  Spitze  die  Summe  zweier  Seiten  ein  Minimum  sei;  ein 
Dreieck  zu  konstruieren,  dessen  Fläche  ein  Maximum  sei.  Da  die 
Losung  der  ersten  Aufgabe  zu  einer  kubischen  Gleichung  fährt,  ao 
untersucht  der  Autor  zuerst  die  Bedingungen,  bei  denen  die  Aufgabe 
drei  Wurzeln  zuläßt.  Diese  Untersuchung  findet  mit  Hilfe  der  Drei- 
teilung des  Winkels  statt  und  wird  von  Berechnungen  begleitet,  die 
einem  bestimmten  Fall  angehören.  Danach  folgt  die  Betrachtung  des 
Falles,  bei  dem  die  beiden  größten  JKugelkreise  aufeinander  senkrecht 
stehen  und  welcher  die  kubische  Gleichung  zur  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  bringt.  Obwohl  die  zweite  Aufgabe  nicht  schwer  erscheint, 
führt  dennoch  der  Gebrauch  gewöhnlicher  Mittel  zu  ihrer  Lösung  zu 
Solchen  Gleichungen,  deren  Lösung  große  Schwierigkeiten  in  den  Weg 
setzen.  Der  Autor  umgeht  sie,  indem  er  die  Spitze  des  Dreiecks  um 
einen  unendlich  kleinen  Bogen  ändert,  als  Resultat  erscheint  eine 
äußerst  einfache  Lösung.  Außer  dem  Memoire  von  Fuß,  und  sogar 
früher  als  dessen  Erscheinung,  erschien  die  dritte  Aufgabe  im  zweiten 
Heft  des  „Leipziger  Magazins  für  reine  und  angewandte  Mathematik" 
von  J.  Bernoulli  und  Hindenburg,  was  darauf  hinweist,  daß  die 
deutschen  Gelehrten  an  den  Untersuchungen  über  die  sphärische  Geo- 
metrie,  die   von   den    Petersburger   Akademikern   ausgeführt  wurden, 


')  Note  X.     Sur  l'aire   du  triangle  epherique.  *)  Nova  Acta  Academiae 

ScieDtiarum  Imperialis  Petropolitauae,  il,  p.  70— S3.  ')  Ebenda,  III,  p.  80 
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ebenfalls  teilzunehmen  anfingen.  Ungeachtet,  daß  die  Lösung  dieser 
Aufgabe  schwieriger  erscheint,  als  die  der  zweiten,  gelang  es  Fuß  mit 
Hilfe  der  Methode,  die  der  Methode  der  zweiten  Aufgabe  ähnlich  ist, 
einen  viel  schöneren  Ausdruck  der  Lösung  der  dritten  Aufgabe  zu 
finden,  welcher  dabei  geometrisch  auf  der  Kugel  konstruiert  werden 
kann.  Sein  zweites  Memoire  widmete  Fuß  den  Eigenschaften  der 
bekannten  sphärischen  Ellipse,  d.  h.  der  Kurve,  die  den  geo- 
metrischen Ort  der  Spitzen  der  Dreiecke  darstellt,  in  denen  bei  ein 
und  derselben  Basis  die  Summe  der  zwei  andern  Seiten  konstant  ist. 
Zu  der  Untersuchung  dieser  Eigenschaften,  die  den  Eigenschaften  der 
ebenen  EUipse  analog  sind,  wurde  Fuß  durch  die  zweite  Aufgabe  des 
ersten  Memoires  veranlaßt.  Als  Mesultat  dieser  Untersuchung  erschien 
die  Schlußfolge,  'daß  die  zu  betrachtende  Kurve  eine  Durchachnitts- 
linie  der  Kugel  mit  dem  Kegel  zweiten  Grades  sei,  dessen  Spitze  in 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt.  Anders  ausgedrückt:  die  sphärische 
Ellipse  ist  die  Krümmungslinie  der  Kegel  zweit 
auf  der  Kugel  konstruiert  werden,  ebenso  wie  die 
d.  h,  mit  Hilfe  eines  Fadens,  welcher  von 
Stifte  stets  straff  gespannt  wird  und  dessen  Enden  in  zwei  Brenn- 
punkten befestigt  sind.  Wenn  mau  die  Abszisse  dieser  Kurve  auf 
dem  größten  Kugelkreise  nimmt, 
der  dnrch  die  Punkte  A  und  B 
geht,  in  denen  die  Enden  des 
Fadens  befestigt  sind,  indem 
man  aus  der  Mitte  G  zwischen 
ihnen  ausgeht,  und  diese  Abszisse    E~~^~^^_/  \     Jw"'^^ 

mit  X  bezeichnet,   die  Ordinate  A  (•  X 

auf    dem    größten    Kugelkreise  yjg,  n, 

(z.    B.     YJC) ,     der     senkrecht 

zum  größten  Kugelkreise  ACB  steht,  mit  t/  bezeichnet,  die  Länge 
des  Fadens  A  YB  mit  2c  und  den  Bogen  des  größten  Kugelkreises  AB 
mit  2a,  so  kann  man  mit  Hilfe  der  sehr  bekannten  Transformationen 
und  Reduktionen  hei  dem  Kalkül  der  Sinusse  eine  Gleichung  erhalten 

welche  die  Natur  der  sphärischen  Ellipse  ausdrücken  wii-d.  Die  An- 
wendung dieser  Gleichung  auf  den  speziellen  Fall,  in  welchem  die 
Länge  des  Fadens  2e  gleich  der  halben  Peripherie  des  größten  Kugel- 
kreises  ist,  führte  den  Autor  zu  folgendem  bemerkenswerten  Resultat. 
Wenn  die  Länge  des  Fadens  der  halben  Peripherie  des  größten  Kugel- 
kreises gleich  ist,  so  ist  die  mit  ihrer  Hilfe  konstruierte  Kurve  immer 
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ein  größter  Kugelkreisj  wie  groß  auch  die  Entfernung  zwischen  den 
beiden  Punkten,  in  denen  der  Faden  befestigt  ist,  sein  mag. 

Schubert  beschäftigte  eich  in  seinem  der  Petersburger  Akademie 
der  Wissenschaften  im  Jahre  1798  mitgeteilten  Memoire  „Problemata 
ex  doetrina  sphaerica"^),  welches  der  Ausarbeitung  der  sphärischen 
Geometrie  gewidmet  war,  mit  der  Lösung  der  vier  Fragen  über  die 
geometrischen  Orte  der  Spitzen  der  Dreiecke,  in  denen  bei  der  ge- 
gebenen Basis  folgendes  in  den  einzelnen  Fallen  gegeben  wird:  im 
ersten  das  Verhältnis  der  Sinusse  der  beiden  andern  Seite»,  im  zweiten 
das  Verhältnis  ihrer  Kosinusse,  im  dritten  das  Verhältnis  der  Sinusse 
der  Hälften  derselben  Seiten  und  im  vierten  das  Verhältnis  der  Ko- 
sinusse derselben  Hälften.  Der  Autor  zeigt,  daß  der  gesuchte  geo- 
metrische Ort  in  der  ersten  Frage  dai^eetellt  wird  durch  den  Durch- 
schnitt der  Kugel  mit  dem  Kegel,  dessen  Grundfläche  eine  Ellipse 
ist,  welche  sich  auf  die  Ebene  der  gegebenen  Basis  projiziert  und  als 
Projektion  die  Hyperbel  hat.  Der  erwähnte  Durchschnitt  stellt  eine 
Kurve  doppelter  Krümmung  dar.  Der  geometrische  Ort  in  der  zweiten 
Frage  ist  der  zur  Basis  senkrechte  größte  Kugelkreis.  Endlich  sind 
die  gesuchten  geometrischen  Orte  in  der  dritten  und  vierten  Frage 
durch  zwei  kleine  Kugelkreise  dargestellt,  die  untereinander  gleich 
und  parallel  sind  und  senkrecht  zur  gegebenen  Basis  stehen. 


Parallelenlehre. 

Beständig  wachsend  erreichte  das  Interesse  an  der  Parallelenlehre 
bei  den  Gfelehrten  im  betrachteten  Zeitraum  von  1759—1800  ein 
solches  Maß,  das  bedeutend  dasjenige  übertraf,  welches  in  gleichen 
Zeitabschnitten  der  vorhei^eh enden  Periode  erreicht  wurde.  In  diesem 
Zeitraum  erschienen  G7  Werke,  die  in  ihrem  ganzen  Umfang,  oder 
einigen  ihrer  Teile,  der  Parallelenlehre  gewidmet  waren,  während  in 
der  ganzen  vorhergehenden  Periode,  von  Euklid  angefangen,  nur 
55  *)    solcher   Werke    existierten.      Der    größte    Teil    der    erwähnten 

')  Nova  Acta  Academiae  Petropolitaaae,  XII,  p.  106—216.  ^  Engel 

und  ataokel,  Die  Theorie  der  Paraliellinien  wa  Euklid  his  auf  Gauß.  Leipzig 
1895,8.387—316.  Stäckel,  Zur  Bibliographie  der  Parallelentheorie.  Biblio- 
theca  Mathematica.  Neue  Folge,  XIII,  S.  47 — i»  Zur  Angabe  der  in  diesen 
beiden  Werken  bezeichneten  Schriften  sind  noch  zwei  in  Rußland  erschienene 
Arbeiten  hiazuinfügen ;  das  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Werk  von 
Gurief,  „Versvch  einet  Vervollkommnung  der  Eiemente  der  t^eometrie"  und  der 
Artikel  „Theorie  des  lignes  paralleles",  mitgeteilt  in  der  Sitzung  der  Petersburger 
Akademie  der  WisBenschaft«!!  im  Jahre  1739  (94.  Oktober).  Nova  Acta  Academiae 
Soientiarum  Imperialis  Petropolitanae,  XV,  p.  77 — 78, 
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Schriften,  nämlich  44,  gehörten  Deutschland  an.  Was  die  andern  an- 
betrifift,  so  gehörten  7  Frankreich,  ebenfalls  7  Italien,  4  England, 
2  Rußland  und  je  I   der  Schweiz,  Schweden  und  Holland  au. 

Einer  und  vielleicht  der  wichtigste  Ton  den  Gründen,  welche  die 
soeben  in  Zahlen  angegebene  hohe  Entwicklung  des  Interesses  an  der 
Parallelenlehre  in  Deutschland  hervorriefen,  war  das  Erscheinen  der 
Dissertation  „Conatuum  praeeipuorum  theoiiam  parallelarum  demon- 
strandi  recensio,  quam  publieo  examini  Submittent  Abrah.  Gottbelf 
Kaestuer  et  auctor  respondens  Georgins  Simon  Klflgel"^)  im 
Jahre  1763.  Der  Gegenstand  dieser  Dissertation  bestand  aus  der 
Geschichte  der  Parallelenlehre  und  der  Kritik  der  ihr  gewidmeten 
30  Arbeiten.  Die  Idee  zu  diesem  Werk,  ebenso  auch  das  dazu  er- 
forderliche Material,  wurde  dem  Autor  wahrscheinlich  von  Kästner 
gegeben,  der  sich  für  die  Parallelenlehre  während  seiner  ganzen  ge- 
lehrten Tätigkeit  interessierte.  Indem  er  in  seinen  eigenen  Unter- 
suchungen auf  diesem  Gebiet  nicht  zu  genügenden  Resultaten  gelangte, 
suchte  sie  Kästner  bei  den  anderen  Autoren  und  stellte  deshalb  mit 
Sorgfalt  eine  Sammlung  derselben  zusammen,  welche  am  Ende  seines 
Lebens  ziemlich  bedeutenden  Umfang  erreichte.  Diese  Sammlung  benutzte 
natürlich  Klügel  bei  seinen  Arbeiten.  Einige  Angaben  aus  der  Ge- 
schichte der  Parallelenlehre  waren  ebenfalls  in  dem  Artikel  von 
Castillon  „Sur  tes  paralleles  d'Euclide"')  enthalten. 

Dank  seiner  Autorität  und  Popularität  trug  d'Alembert  viel 
dazu  bei,  das  Interesse  an  der  Parallelenlehre  in  Frankreich  und 
anderen  Staaten  Europas  hervorzurufen  und  zu  unterhalten.  „Die 
Erklärung  und  die  Eigenschaften,  der  geraden  Linie  sowie  der  paral- 
lelen Geraden  sind  die  Klippe  und  sozusagen  das  Ai^emis  der  Ele- 
mentargeometrie", hatte  er  in  einem  bemerkenswerten  Aufsatze  Über 
die  Elemente  der  Geometrie  1759^)  ausgerufen  und  hatte  hinzugefügt, 
man  könne  allerdings  parallele  Gerade  als  solche  erklären,  die  auf 
einer  dritten  Geraden  senkrecht  stehen,  dann  aber  sei  unbedingt  er- 
forderlieh, zu  beweisen,  daß  der  Abstand  der  beiden  Geraden  immer 
gleich  dem  gemeinsamen  Lote  sei.  Später  in  dem  im  Jahre  1785 
gedruckten  Artikel  „Parallele"*)  in  der  Encyclopedie  methodique 
sagte  er:  „Der  strenge  Beweis  der  Theorie  der  Parallelünien  ist  viel- 
leicht in  der  E  lern  entarge  ometrie  die  schwerste  Aufgabe.  Wie  es  mir 
seheint,  ist  die  wahre  und  dabei  die  reinste   Definition  der  parallelen 


')  Göttingen,  4",  30  S.,  mit  1  Tafel.  *)  Nouveaui  m^moires  de  l'Aca- 

demie    rojale    de    Berlin,    annee  1786—1787.    Berlin  i792,   p.  333—254,    aaneeB 
1788—1789,  ib.  1793,  p.  171—303,  i".  ')  D'Alemliert,  Melaage  de  Litte, 

ratare,    d'Hiatoire   et   de   Philosophie.     Nouvelle  edition.     T.  V.  Amsterdam,  8°. 
')  T.  II,  3'  Partie,  p.  620,     Mathematiquea. 
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Linie,  welche  übeihaupt  gegeben  werden  kann,  diejenige,  welche  sagt, 
parallel  seien  (rerade  wenn  zwei  Punkte  der  einen  gleiehweit  von 
zwei  Punkten  emei  anderen  Gferaden  entfernt  aind.  Zwei  Punkte  an- 
zuführen ist  villkonimen  genügend,  weil  Kwei  Punkte  die  gerade  Linie 
bestimmen.  Dana  h  muß  lewiesen  werden  (und  das  ist  das  Schwerste), 
daß  alle  anderen  Punkte  der  zweiten  Geraden  gleichweit  entfernt  sind 
von  der  gegebenen  ReiaJen  und  daß  folglich  sich  diese  Linien  niemals 
schneiden  weiden  Zu  s^gen  daß  die  parallele  Linie  eine  solche  ist, 
deren  Punkte  lue  gleiehweit  von  einer  anderen  Linie  entfernt  sind 
oder  eine  sokhe  wekbe  bei  der  Verlängerung  sich  niemals  mit  ihr 
schneidet,  heißt  das  wonach  getragt  wird,  voraussetzen.  Den  großen 
Geometern  gleich  7U  sagtn  ddß  zwei  parallele  Linien  zwei  gerade 
Linien  sind,  die  m  einer  unendlichen  Entfernung  oder  in  einem  un- 
endlich entfernten  Punkte  sich  ichneiden,  das  heißt  einem  vollkommen 
einfachen  Gegenstände  eine  mßerst  metaphysische  und  abstrakte  De- 
finition geben  ' 

Wie  auch  früher,  waren  dte  Anstrengungen  der  Geometer  der 
zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts,  die  sich  mit  der  Theorie  der 
Parallelliuien  beschäftigten,  auf  die  Entdeckung  eines  strengen  Be- 
weises der  fünften  Forderung  des  Euklid,  oder,  was  dasselbe 
ist,  seines  elften  Axioms  gerichtet,  welches,  wie  bekannt,  folgenden 
Satz  darstellt:  Wenn  eine  Gerade  zwei  Gerade  trifft  und  mit  ihnen 
auf  derselben  Seite  innere  Winkel  bildet,  die  zusammen  kleiner  sind 
als  zwei  Rechte,  so  müssen  die  beiden  Geraden,  ins  Unendliche  ver- 
längert, schließlich  auf  der  Seite  zusammentreffen,  auf  der  die  Winkel 
liegen,  die  zusammen  kleiner  sind  als  zwei  Rechte,  lu  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  waren  zwischen  den,  wie  die  oben  an- 
geführten Zahlen  zeigen,  zahlreichen  Versuchen,  den  Beweis  dieses 
Satzes  zu  liefern,  sehr  wenig  solche,  die  allgemeine  Aufmerksamkeit 
auf  sich  lenkten  und  die  als  vollkommen  genügend  angesehen  in  Lehr- 
bücher übergingen.  In  der  chronologischen  Reihenfolge  ihrer  Er- 
scheinu:^  muß  man  vor  allem  bei  dem  Beweise  von  Bertrand  stehen 
bleiben,  welchen  er  in  seinem  aus  der  früheren  Darstellung  bekannten 
Werke  „Developpement  nouveau  de  la  partie  elementaire  des  mathe- 
matiques"!)  gab. 

Seinem  Beweise  der  fünften  Forderung  schickte  Bertrand  fol- 
genden Satz  voraus:  Zwei  Gerade,  welche  von  einer  dritten  Geraden 
derart  geschnitten  werden,  daß  die  Summe  der  inneren  Winkel,  welche 
auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Geraden  liegen,  zwei  Rechte  be- 
trägt, schließen  einen  solchen  Teil  der  Ebene  ein,   der  in  der  ganzen 


')  Tome  11,  p.  ! 
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Ebene  unendlich  vielmal  enthalten  ist.     Und  wirlilich,  wenn  man  auf 
der  Geraden  GH,  die  den  angegebenen  Bedingungen  genügende  zwei 
gerade  Linien  AB   und   CD    schneiJet,    die   Strecke  LM  gleich   der 
Streelce  KL  macht  und  danach 
durch  den  Punkt  3/ die  Linie  EF 
zieht,  die  mit  GH  den  Winkel 
jF-MA  gleich  dem  Winkel  Di^,  ^ 
bildet,  so  wird  bei  der  Verschie-   C~  ■  ■  ■  ■ 

bungdesStreifena^Ci)B,  diedeii     . 

Punkt  K  zur  Übereinstimmung 
mit  dem  Punkt  L  und  die  Strecke 
KL  mit  der  Strecke  LM  bringt,  Fig.  n. 

dieaer  Streifen  mit  dem  Streifen 

CEFD  übereinstimmen,  was  daraus  foigt,  daß  die  Winkel  DLM 
und  BKL,  als  den  Winkel  DLK  bis  zu  zweien  Rechten  ergänzend, 
einander  gleich  sein  müssen.  Da  aber  die  Anzahl  solcher  Streifen, 
wie  CEF  Bf  gleich  der  Anzahl  der  nacheinander  in  der  Linie  GH 
eingetragenen  Strecken  LM  ist,  so  wird  bei  der  augenscheinlich  un- 
endlichen Zahl  dieser  Strecken  auch  die  Anzahl  dieser  Streifen  un- 
endlich sein.  Nachdem  Bertrand  auf  diese  Weise  seinen  vorläufigen 
Sata  bewiesen  hat,  geht  er  zur  fünften  Forderung  über.    Angenommen, 


daß  die  Geraden  AB  und  CD,  welche  von  einer  dritten  Geraden  KL 
derai-t  geschnitten  werden,  daß  die  Summe  der  inneren  Winkel,  welche 
auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Geraden  KL  liegen,  zwei  Rechte 
nicht  beträgt.     Es  sei  ebenso 

LBKL^LDLK>211, 

LAKL  +  LCLK<2B. 

Wenn  man  nun  die  Gerade  LM  zieht,  die  den  Winkel  CLM  bildet, 
welcher  so  viel  Grade,  Minuten  und  Sekunden  enthält,  als  der  Summe 
L  AKL  -|-  L  CLK  fehlen,  daß  sie  2R  gleich  werde,  so  kann  man 
auf  Grund  dea  vorhergehendea  vorläufigen  Satzes  sagen,  daß  die  ganze 
Ebene  eine  unendliche  Anzahl  solcher  Streifen  enthält,  wie  der  Streifen 
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MLKÄ.  Dasselbe  kann  man  jedoch  vom  "Winkel  MLC  nicht  sagen, 
da  er  im  Gegensatz  zum  Streifen  MLKÄ  in  der  ganzen  Ebene  eine 
endlicke  Zahl  mal  enthalten  sein  wird,  nämlich  360 mal  bei  der 
Größe  von  1  Grad,  21600ßial  bei  der  Große'  von  einer  Minute, 
1296000mal  bei  Größe  von  einer  Sekunde  uavf.  Aus  diesem  Grunde 
wird  die  Voraussetzung,  daß  die  Gerade  LC  sich  auf  der  Seite  von 
Ä  nicht  mit  der  Geraden  KÄ  begegnet,  zu  einer  Absurdität,  da  sie 
zu  dem  Schlüsse  führt,  der  Winkel  MLC,  der  in  der  ganzen  Ebene 
eine  endliche  Anzahl  mal  enthalten  ist,  sei  im  Streifen  MLKÄ  ent- 
halten, welcher  in  der  ganzen  Ebene  eine  unendliche  Anzahl  mal  ent- 
halten ist  oder,  was  dasselbe  ist,  bilde  einen  Teil  von  ihm.  Also 
ist  es  iinmögliob,  daß  die  Gerade  LC  sich  mit  der  Geraden  ÄK  in 
der  Seite  von  A  nicht  trifft,  oder,  überhaupt  gesagt,  ist  es  unmög- 
lich, daß  sich  zwei  Gerade  nicht  treffen,  die  von  einer  dritten  Ge- 
raden derart  geschnitten  werden,  daß  die  Summe  der  inneren  Winkel, 
welche  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Geraden  liegen,  zwei 
Rechte  nicht  beträgt. 

Um  dem  Leser  die  Kraft  dieses  Beweises  verständlicher  zu 
machen,  führt  Bertrand  zum  Schluß  folgende  strengere  Darstellung 
seiner  Gründe  an.  Wie  klein  oder  wie  groß  ein  Winkel  auch  sein 
würde,  dessen  Scheitel  im  Zentrum  des  Kreises  liegt,  welcher  mit 
irgend  einem  endlichen  Eadius  beschrieben  ist,  wird  er  immer  ent^ 
weder  zu  einem  Bogen  gehören,  der  irgend  eine  Große  hat,  oder  zu 
einem  Bogen,  der  gar  keine  Größe  hat.  Im  zweiten  Falle  werden 
seine  Schenkel  zusammenfallen  und  folglich  wird  er  kein  Winkel 
mehr  sein.  Was  jedoch  den  ersten  Fall  anbetrifft,  so  wird,  da  die 
Peripherie  des  Kreises  selbst  eine  endliche  Größe  besitzt,  das  Verhält- 
nis des  Bogens  der  dem  Winkel  gehört,  zur  ganzen  Peripherie  des 
Kreises  not'wendig  das  "N  erhäitnis  einer  endlichen  Größe  zu  einer  end- 
lichen Große  sein,  und  folglich  wird  sich-aueb  der  Winkel  selbst  zur 
ganzen  Wmkelgioße  am  Zentrum,  wie  eine  endliche  Größe  zu  einer 
anderen  endlichen  Große  verhalten,  was  daraus  folgt,  daß  die  Zentri- 
winkel Bich  zur  ganzen  Winkelgröße  am  Zentrum  verhalten  wie  die 
Bogen,  die  zu  ihnen  gehuren,  zur  ganzen  Peripherie  des  Kreises.  Aber 
zur  gleichen  Zeit  wird  derjenige  Teil  der  Ebene,  welcher  von  zwei 
Geraden  emgesuhloistn  ist,  die  von  einer  dritten  Geraden  derart  ge- 
schnitten werden  daß  die  Summe  der  inneren  Winkel,  welche  auf 
derselben  Seite  dei  sth neidenden  Geraden  liegen,  zwei  Rechte  beträgt, 
sich  zur  ganzen  Ebene  nicht  wie  eine  endliche  Große  zu  einer  anderen 
endlichen  Große  verhalten,  sondern  wie  eine  endliche  Größe  zu 
einer  unendluhen  Der  Streifen  ACDB  z.  B.  verhält  sich  zur 
ganzen  Ebene,    dessen  Teil  er  bildet,    wie    eine   endliche  Gerade  KL 
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ztt  eiaer  unendlichen  Geraden  KG.  Also  wie  klein  ein  Winkel  auch 
sein  wird,  er  wird  immer  den  Teil  einer  Ebene  übertreffen,  welcher 
eben  mit  dem  Ausdruck  „Streifen"  bezeichnet  worden  ist.  Die  Be- 
hauptung, daß  ein  Streifen  einen  Winkel  enthält,  Bchließt  folglich 
einen  Widerspruch  ein.  Ebenso  schließt  auch  die  Behauptung  einen 
Widerspruch  ein,  daß  zwei  Gerade,  welche  von  einer  dritten  Geraden 
derart  gesclmitteii  werden,  daß  die  Summe  der  inneren  Winkel,  welche 
auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Geraden  Hegen,  zwei  Rechte 
nicht  beträgt,  sich  bei  der  Verlängerung  auf  der  Seite,  wo  diese 
Summe  kleiner  als  zwei  Rechte  ist,  nicht  treffen  werden. 

Einer  großen  Bekanntbeit,  die  die  Bekanntheit  der  angeführten 
Beweisführung  Bertrands  bedeutend  übertraf,  erfreuten  sich  die  dem- 
selben Gegenstand  gewidmeten  Arbeiten  Legendres  hauptsächlich 
dank  der  Verbreitung  seiner  Elements  de  geometrie,  in  denen  er  sie 
anbrachte.  An  Stelle  der  fünften  Forderung  selbst  bewies  er  in  diesen 
seinen  Arbeiten  einige  andere  Sätze,  auf  denen  die  ganze  Theorie  der 
Parallellinien  ebenso  streng  begründet  werden  konnte,  wie  auf  diese 
Forderung.  Ein  solcher  Satz  war  in  der  ersten  Ausgahe  der  „Ele- 
ments" im  Jahre  1794  der  folgende:  Wenn  die  gerade  Linie  BD  das 
Perpendikel  zu  AB  ist  und 
eine  andere  Gerade  ÄC  mit 
derselben  Linie  AB  einen 
spitzen  Winkel  BA(J  bildet, 
90  begegnen  sich  die  Linien 
AC  und  BD  bei  genügender 
Verlängerung.  L  e  g  en  dr  e 
beweist  diesen  Satz  auf  fol- 
gende Weise :  Der  Punkt  G,  ^_ 
der  FuBpunkt  des  Perpen- 
dikels, der  auf  die  Gerade  A  B  ""'^  ''*' 
von     irgend     einem    Punkte 

J"  auf  der  Linie  AC  gefällt  ist,  kann  nicht  auf  den  Punkt  A  fallen, 
noch  auf  irgend  einen  anderen  Punkt  auf  der  Linie  AL.  Die  erste 
Voraussetzung  ist  unmöglich,  weil  der  Winkel  BAF  kein  rechter  ist. 
Was  jedoch  die  zweite  Voraussetzui^  anbetrifft,  so  erweist  sich  seine 
Unmöglichkeit  aus  folgenden  Erwägungen.  Wenn  der  Fußpunkt  G 
des  Perpendikels  zum  Beispiel  auf  den  Punkt  H  fallen  würde,  so 
würde  sich  das  angenommene  Perpendikel  FM  im  Punkte  K  mit  dem 
anderen  Perpendikel  AE,  das  auf  der  Geraden  AB  in  demPiuikte.4 
errichtet  ist,  schneiden,  dann  würden  von  dem  Punkte  K  aus  auf  die 
Gerade  AB  zwei  Perpendikel  gefällt  worden  sein,  was  unmöglich  ist. 
Also   kann    der  Punkt  G,    der   Fußpunkt   des  Perpendikels  FG,   nur 

CuicOB,  Geschlclite  der  Mathematik  IV.  26 
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auf  irgend  einen  Punkt  der  Linie  ÄJ  fallen.  Auf  Grund  derselben 
Erwägungen,  kann  man  weiterhin  behaupten,  daß  der  Fußpunkt  M 
des  Perpendikels,  der  auf  die  Gerade  AB  von  dem  Punkte  C  aus  ge- 
fällt ist,  nicht  in  den  Punkt  G  fallen  kann  und  nicht  in  irgend  einen 
anderen  Punkt  der  Linie  CrL,  da  der  Punkt  C  auf  der  Geraden  AC 
in  der  Entfernung  AC,  die  AF  übertrifft,  genom]nen  ist.  Ebenso 
kann  auch  der  Fußpunkt  N  des  Perpendikels,  der  auf  die  Gerade  AB 
Ton  dem  Punkte  T  aus  auf  der  Gernden  AC  in  der  Entfernung  von 
AP  genommen,  die  AC  übertrifft,  gefällt  ist,  nicht  auf  den  Punkt 
JM,  nicht  auf  irgend  einen  anderen  Punkt  der  Linie  ML  fallen  usw. 
Also  können  die  Fußpunkte  31,  N  usw.  der  Perpendikel  sich  nur 
bez.  auf  den  Linien  GJ,  MJ  usw.  befinden  auf  Entfernungen  vom 
Punkte  A,  die  bez.  die  Entfernungen  J.  (r,  J.  M"  usw.  übertreffen.  Auf 
diese  Weise  werden  nach  der  allmählicheu  Entfernung  der  Punkte  der 
Linie  AC  vom  Punkte  A,  von  denen  Perpendikel  auf  die  Linie  AB 
gefällt  werden,  auch  diese  Perpendikel  sieb  vom  Punkte  A  entfernen. 
Dabei  eine  Grenze  der  Vergrößerung  des  Abstandes  (z.  B.  AN)  des 
Fußpunktes  des  Perpendikels  vom  Punkte  A  bei  der  gleichzeitigen 
Vergrößerung  des  Abstandes  vom  Punkte  A  desjenigen  Punktes  (z.  B. 
P),  von  dem  das  Perpendikel  gefällt  ist,  vorauszusetzen,  wäre  absurd. 
Und  wirklich,  nehmen  wir  an,  daß  das  letzte  oder  das  am  meisten 
vom  Punkte  Ä  entfernte  Perpendikel  CM.  sei,  so  könnten  wir,  indem 
wir  auf  der  Verlängerung  von^C  den  Punkt  P  nehmen  würden,  auf 
dieselbe  Weise,  wie  auch  früher,  beweisen,  daß  der  Fußpunkt  des 
Perpendikels  PN  auf  die  Linie  3U  fallen  muß  und  folglich  von  A 
auf  einer  Entfernung,  die  die  Entfernung  AM  übertrifft,  sein  mnß, 
was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Also  können  die  Fußpunkte  der 
Perpendikel,  die  von  den  verschiedenen  Punkten  der  Linie  AC  aus 
auf  AJ  gefällt  sind,  in  beliebig  großen  Entfernungen  vom  Punkte  A 
liegen,  folglieh  wird  auch  unter  ihnen  ein  solcher  Fußpunkt  sein,  der 
mit  B  zusammenfallen  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  ihm  ent- 
sprechende Perpendikel  wird  mit  BD  zusammenfallen,  woraus  direkt 
folgt,  daß  die  Linien  AC  und  BD  bei  genügender  Verlängerung  ein- 
ander treffen  werden. 

Dieser  Beweis  ist  nicht  genau,  da  die  Behauptung  von  der  Ab- 
snrdität  der  Voraussetzung,  daß  es  eine  Grenze  der  Entfernung  ^be 
zwischen  dem  Fußpunkt  des  Perpendikels  und  dem  Punkte  Ä,  nicht 
richtig  ist.  Und  diese  TJngenauigkeit  ist  der  Aufmerksamkeit  der 
Zeitgenossen  nicht  entschlüpft.  Gurief  hat  schon  in  seiner  oben  er- 
wähnten kritischen  Analyse  der  „Elements"  von  Legendre  folgende 
Einwände    diesbezüglich    gemacht.^)     Wenn   auch   zusammen  mit  der 

')  VerBach  einet  Vervollkomimiuag  der  Elemente  der  Geometrie,  8,189—190. 
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Entfernung  des  Punktes  C  von  A  der  Abstand  AM  des  Perpendikels 
CM  von  demselben  Punkte  A  wirklich  eine  uoendlicLe  Anzahl  Zu- 
wächse bekommen  kann,  so  folgt  noch  lange  nicht  daraus,  daß  die 
Voraussetaung  von  der  Möglichkeit  der  Existenz  einer  Grenze  für  die 
Entfernung  AM  absurd  ist.  Der  Beweis  Legendres  setzt  dabei  nur 
die  Unmöglichkeit  der  Existenz  des  letzten  der  Perpendikel  fest,  die 
von  dem  auf  AC  genommenen  Punkte  aus  auf  AB  gefällt  werden, 
beweist  jedoch  in  keinem  Falle  die  Unmöglichkeit  der  Existenz  einer 
Grenze  für  den  Abstand  AM.  Es  kann  jedoch  kein  Zweifel  bezüg- 
lich des  ersteren  herrsehen,  deshalb  ist  auch  sein  Feststellen  nicht  als 
Beweis  des  betrachteten  Satzes  anzusehen.  Was  jedoch  die  Unrich- 
tigkeit der  Ansieht,  daß  die  Voraussetzung  der  Existenz  einer  Grenze 
des  Abstandes  AM.  absurd  sei,  anbetrifft,  so  deckt  sie  Gurief  mit 
Hilfe  folgender  Betrachtungen  auf  Da  uns  beim  Beweise  des  Grundsatzes 
der  Theorie  der  Parallellinien  noch  nicht  bewußt  ist,  ob  den  gleichen 
Längen  AF,  FC,  CP  usw.,  die  auf  AP  genommen,  ebenso  unter- 
einander gleiche  Größen  entsprechen,  nämlich  AG,  GM,  MN  usw., 
die  auf  der  Linie  ^J  durch  die  gefällten  Perpendikel  von  den  Punkten 
F,  C,  P  nsw.  abgetrennt  sind,  so  entsteht  die  Möglichkeit  zu  sagen, 
daß  die  Zuwächse  des  Abstandes  AM  z.'B.  der  Reihe  folgen 

1      -'        i      i,      '     ■■■. 

Da  aber  die  Summe  der  Glieder  dieser  Reihe  immer  kleiner  als  2  ist, 
wie  weit  man  sie  auch  fortsetzt,  so  folgt  daraus  direkt,  daß,  wie  weit 
der  Punkt  C  eich  vom  Punkte  A  auch  entfernen  mag,  das  von  ihm 
aus  gefällte  Perpendikel  CM  auf  der  Linie  AJ  immer  eine  um  zwei- 
mal kleinere  als  die  genommene  Größe  AG  von  ihr  abschneiden 
wird.  Die  verdoppelte  Größe  AG  wird  auf  diese  Weise  zur  Grenze 
der  Entfernung  AM. 

Den  Beweis  Legendres  auf  diese  Weise  widerlegend,  gab  Gu- 
rief  in  demselben  Werke')  seinen  eigenen  Beweis  der  fünften  For- 
derung, der  mit  dessen  Teilung  in  drei  Fälle  anfing.  Als  ersten  Fall 
beweist  er  den,  in  welchem  von  den  beiden  inneren  Winkeln,  welche 
auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Geraden  liegen,  der  eine  ein 
spitzer,  der  andere  ein  rechter  ist.  Beim  Beweise  des  zweiten,  in 
welchem  beide  innere  Winkel,  welche  auf  derselben  Seite  der  schnei- 
denden Geraden  liegen,  spitze  Winkel  sind,  benutzt  er  den  ersten  Fall. 
Was  jedoch  den  dritten  Fall  anbetrifft,  in  dem  der  eine  der  inneren 
Winkel,  welche  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Geraden  liegen, 

')  Versutb  einer  Vervollkommnung  der  Element«  der  Geometrie,  S.  238—239. 


y  Google 


396  Abschnitt  XXII. 

ein  spitzer  und  der  andere  ein  stumpfer  ist,  so  führt  er  dessen  Be- 
weis direkt  anf  den  ersten  Fall  zurück.  Der  Beweis,  den  Gurief 
dem  ersten  Fall  gab,  welcher  den  Fall  darstellt,  den  Legendre  zu 
beweisen  versucht,  wurde  Gfurief  durch  das  Durchsehen  der  Arbeit 
des  letzteren  eingeflößt,  wie  er  es  selbst  eingesteht,  indem  er  mit  dem 
ihm  eigenen  Eigendünkel  sagt:  „Wie  achwach  und  unbegründet  dieser 
Beweis  des  Herrn  Legendre  aueii  sei,  er  gab  mir  die  Gelegenheit 
diese  Sache  zu  beendigen,  auf  die  so  viel  Mühe  verwandt  worden  ist, 
wie  im  Altertum,  so  auch  in  der  neuen  Zeit,  von  den  berühmtesten 
Männern."')  Dieser  Beweis  ist  ebenso  ungenau,  wie  der  Beweis  Le- 
gendres,  weil  Gurief  unbemerkbar  für  sich  selbst  denselben  Fehl- 
tritt getan  hat  wie  Legendre. 

Indem  Legendre  von  der  Kritik  Guriefa  keine  Vorstellung 
hatte,  da  dieselbe  in  russischer  Sprache  erschien,  war.  er  selbst  von 
seinem  Beweise  nicht  befriedigt,  lu  der  dritten  Ausgabe  seiner 
„Elements",  die  im  Jahre  1800  erschien,  ebenso  auch  in  allen  folgen- 
den bis  zur  achten  ein  schließlich,  bewies  er  an  Stelle  des  Satzes,  den 
er  als  Grundsatz  der  Theorie  der  Parallellinien  iu  der  ersten  Ausgabe 
annahm,  schon  einen  andereo,  nämlich  den  Satz  von  der  Gleichheit 
der  Winkelsnmme  eines  Dreiecks  mit  zwei  Rechten,  welcher  infolge 
seines  engen  Zusammenhanges  mit  der  Theorie  der  Parallellinien  als 
Grundsatz  dieser  Theorie  ebenso  streng  angenommen  werden  kann, 
wie  der  eretere  Satz  und  wie  die  fünfte  Forderung  selbst. 

Nach  einer  Reihe  mißlungener  Versuche,  den  direkten  Beweis 
dieses  Satzes  zu  finden,  war  Legendre  gezwungen  bei  dem  indirekten 
Beweise  stehen  zu  bleiben,  nämlich  bei  den  Sätzen,  daß  die  Winkel- 
summe eines  Dreiecks  nicht  größer  sein  kann  als  zwei  Rechte,  und 
daß  dieselbe  Summe  nicht  kleiner  sein  kann  als  zwei  Rechte.  Für 
den  ersten  dieser  Satze  gab  er  folgenden  vollkommen  strengen  Beweis. 
Wenn  es  möglich  ist,   so  sei  das  Dreieck  ABC  ein  solches,  bei  dem 

B         F         H         K         M 


7\ 


die  Winkelsumme  größer  als  zwei  Rechte  ist.  Indem  man  dann  auf 
der  Verlängerung  von  AC  die  Strecke  CB  =  AC  nimmt,  den  Winkel 
ECD  =  CAB  konstruiert,   auf   seiner   Seite   die   Strecke  CD  =  AB 

')  Verauch  einer  Tetvollkommnang  der  Elemente  der  Geometrie,  S.  190. 
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macht  und  sodann  die  entspreehenden  Punkte  durch  die  Linien  DE  und 

BD  verbindet,  so  bekommt  man  ein  Dreieck  CDE,  das  gleich  dem 
Dreieck  ABC  ist,  da  sie  übereinstimmen  in  zwei  Seiten  und  dem 
eingeacliloBsenen  Winkel.  Aus  der  Gleichheit  dieser  Dreiecke  folgt, 
daß  der  Winkel  CED  =  ÄCB  ist,  der  Winkel  CDE  ^  ABC  uud 
die  dritten  Seiten  £D  \md  BC  gleich  sind.  Da  die  Linie  ACE  eine 
Gerade  ist,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  ÄCB,  BCD  und  DCE 
zwei  Rechten  gleich,  und  folglich  laut  der  Voraussetzui^,  daß  die 
Wiukelsunime  des  Dreiecks  ABC  größer  als  zwei  Rechte  ist, 

CAB  +  ABC  +  BCA  >  ACB  +  BCD  +  DCE. 

Indem  man  von  beiden  Seiten  dieser  Ungleichheit  den  gemeinsamen 
Winkel  ACB  subtrahiert  und  ebenso  die  gleichen  Winkel  CAB  und 
ECD,  bekommt  man 

ABO  BCD- 

und  da  die  Seiten  AB  und  BC  des  Dreiecks  ABC  gleich  den  ent- 
sprechenden Seiten  CD  und  CB  des  Dreiecks  BCD  sind,  so  wird  die 
dritte  Seite  AC  größer  als  die  dritte  Seite  BD  sein.  Wenn  mau  sich 
danach  die  Linie  AE  als  unbegrenzt  verlängert  denkt,  ebenso  die  auf 
ihr  konstruierte  Reihe  von  gleichen  und  ähnlich  liegenden  Dreiecken 
ABC,  ODE,  EEG,  GHJ  usw.,  so  wird  zu  gleicher  Zeit  durch  die 
Verbindung  der  anliegenden  Spitzen  durch  die  Geraden  BD,  DF,  EH, 
HK  usw.  eine  Reihe  dazwischen  liegender  Dreiecke  BCD,  DEE, 
FGK  usw.  erhalten,  die  alle  untereinander  gleich  sein  werden,  als 
solche,  die  übereinstimmen  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen 
Winkel.  Aus  der  Gleichheit  dieser  Zwischendreiecke  folgt,  daß 
BD  =  DF=FH^  HK  usw. 

Weil  AC^BD  ist,  sei  die  Differenz  zwischen  ihnen  ÄC—BD^D. 
Dann  wird  2D  die  Differenz  zwischen  der  Geraden  ACE,  die  gleich 
2AC  ist,  und  der  geraden  oder  der  gebrochenen  Linie  BDE  sein, 
die  gleich  S-BDistundebenso^G-^if^;-!/),  A.J- BK=AD^xsw. 
Aber  wie  klein  auch  die  Differenz  D  wäre,  ist  es  augenscheinlich, 
<iaß  sie,  genügend  wiederholt,  größer  werden  kann,  als  irgend  eine 
mögliche  gegebene  Größe,  infolgedessen  kann  man  immer  voraus- 
setzen, daß  die  Reihe  der  Dreiecke  so  weit  fortgesetzt  ist,  daß 

AP~BQ>2AB    oder     AP>Bqi-2AB. 

Anderei-seita  jedoch  dieser  Folgerung  widersprechend,  muß  die  Gerade 
AP  kürzer  sein  als  die  gebrochene  Linie  ABQP,  weil  sie  mit  ihr 
die  gemeinsamen  Endpunkte  A  und  F  hat,  d.  h.  es  muß  immer  sein 

AP<AB^BQ+QP    oder    AP<BQ  +  2AB. 
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Die  Voraussetzung,  von  der  man  ausging,  erweist  sich  auf  diese  Weis© 
als  absurd,  folglicli  kann  die  W inkelsuninie  des  Dreiecks  ^SC  nicht 
größer  als  zwei  Rechte  sein. 

Dem  zweiten  Satze  gab  Legendre  den  Beweis,  dessen  Mangel- 
haftigkeit er  später  seihst  anerkannte'),  indem  er  sagte,  daß  „dieser 
zweite  Satz,  obwohl  das  Prinzip  seines  Beweises  gut  bekannt  ist,  uns 
Schwierigkeiten  stellte,  die  wir  nicht  vollends  beseitigen  konnten". 

Zu  Legendres  Versuchen  des  direkten  Beweises  des  Satzes  über 
die  Gleichheit  der  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  mit  zwei  Rechten 
ist  auch  der  Beweis  dieses  Satzes  zu  rechnen,  welcher  in  der  ersten 
Ausgabe  der  „Elements  de  geometrie"  angeführt  wird,  obwohl  er  auch 
nicht  mit  der  Absicht  gegeben  war,  diesen  Satz  als  Grundsatz  der 
Theorie  der  Parallellinien  anzugeben.  Ungeachtet  dessen,  daß  dieser 
Beweis  in  dem  eben  angeführten  Memoire  von  Legendre^)  wieder- 
holt war,  befriedigte  er  den  Autor  nicht,  weil  er  sich  nicht  mit  dem 
Gebrauche  der  Mittel  begnügt«,  die  vom  ersten  Buche  der  Elemente 
des  Euklid  geboten  wurden,  nnd  teils  synthetisch,  teils  analytisch  war. 
Hier  ist  dieser  Beweis. 

Indem  wir  unmittelbar  durch  Auflegung  ohne  Anwendung  irgend 
eines  vorläufigen  Satzes  beweisen,  daß  zwei  Dreiecke  kongruent  sind, 
wenn  sie  übereinstimmen  in  einer  Seite  und  den  beiden  anliegenden 
Winkeln,  bezeichnen  wir  die  erwähnte  Seite  mit  dem  Buchstaben  p, 
die  ihr  anliegenden  Winkel  mit  A  und  1}  und  den  dritten  Winkel 
mit  C  Es  ist  nötig,  daß  der  Winkel  C  vollkommen  bestimmt  ist 
im  Falle,  wenn  die  Winkel  A  und  B  und  die  Seite  p  bekannt  sind, 
weil  im  andern  Fall  den  drei  gegebenen  Größen  A^  B,  p  einige 
Winkel  C  entsprechen  könnten  und  es  ebenso  viel  verschiedene  Drei- 
ecke geben  würde,  die  übereinstimmen  in  einer  Seite  und  den  beiden 
anliegenden  Winkeln,  was  unmöglich  ist.  Also  muß  der  Winkel  C 
eine  bestimmte  Funktion  der  drei  Größen  A,  B,  p  sein,  was  auf 
folgende  Weise  dargestellt  werden  kann  C  ^  ip  (A,  B,  p). 

Wenn  als  Einheit  der  rechte  Winkel  genommen  wird,  so  werden 
die  Winkel  A,  B,  C  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden  können,  die 
zwischen  0  und  2  liegen;  da  aber  C  =  <p  {A,  B,  p),  so  erhalten  wir 
die  Möglichkeit  zu  behaupten,  daß  die  Funktion  tp  die  Linie  p  nicht 
enthalten  kann.  Und  wirklich,  wenn  dank  der  Eigenschaft  des  6' 
durch  die  gegebenen  Großen  A,  B,  p  allein  vollkommen  bestimmt 
zu  werden,   irgend   eine   Gleichung   zwischen  A,  B,  C,  p   existieren 

')  Legendre,  Röfleiions  sur  difförentea  manieres  de  demontrer  la  theorie 
des  parallelee  ou  !e  thöoröme  sur  la  BOmme  des  trois  angles  du  triaugle. 
Memoiiea  de  l'AcadiSmie  Royale  des  sciences  de  Tlnstitut  de  France  XII  (1S33), 
p.  371.        *)  Ebenda,  p.  372—374. 
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könnte,  so  könnte  man  aus  ihr  den  Ausdruck  der  Größe  p  ableiten 
in  der  Abhängigkeit  von  den  A,  B,  C,  woraus  folgen  würde,  daß  die 
Seite  p  einer  Zahl  gleich  sein  würde,  was  absurd  ist.  Also  kann  die 
Funktion    ip    die    Seite  p   nicht   enthalten,    und    folglich    ist    C  =  ip 

Diese  Formel  weiat  gerade  darauf  hin,  daß  wenn  zwei  Winkel 
eines  Dreiecks  zwei  Winkeln  eines  andern  Dreiecks  gleich  sind,  so 
auch  die  dritten  Winkel  gleich  sind.  Wenn  aber  das  bewiesen  ist,  so 
ist  es  nicht  schwer,  auch  daa  Theorem  selbst  über  die  Gleichheit  der 
Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  mit  zwei  Rechten  zu  beweisen. 

Zuerst  nehmen  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ABC  mit  dem 
rechten  Winkel  bei  A  und  fällen  ein  Perpendikel  AT)  von  diesem 
Punkt  A  auf  die  Hypotenuse.  Dann  werden  ^ 
die  Winkel  B  und  D  des  Dreiecks  ABB  den 
Winkeln  B  und  A  des  Dreiecks  BAO  gleich 
sein,  und  folglich  wird,  nach  dem  eben  Be- 
wiesenen, der  dritte  Winkel  BAJ)  dem  dritten  ^.  ^^ 
Winkel  G  gleich  sein.  Auf  Grand  derselben  Er- 
wägungen wird  der  Winkel  DAC=  B  sein,  und  folglich  BAB-\- DAC 
oder  BAC  =  B-^C.  Aber  der  Winkel  BA  C  ist  ein  rechter,  folglich 
werden  die  beiden  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  zu- 
sammen einen  rechten  Winkel  bilden. 

Nehmen  wir  jetzt  irgend  ein  Dreieck  BAC,  in  dem  die 
nicht  kleiner  ist,  als  jede  der  beiden  andern  Seiten,  Wem 
dem  Scheitel  des  Winkels  A,  der  der  Seite  ^ 

BC  gegenüberliegt,  auf  diese  Seite  der 
Perpendikel  AD  fällen,  so  wird  dieses 
Perpendikel  im  Innern  des  Dreiecks  BAG 
verlaufen  und  dasselbe  in  zwei  recht- 
winklige Dreiecke  BAD,  BAC  teilen.  f^^^^ 
Im     ersten     werden     die     beiden     Winkel 

BAD  und  ABD  einen  rechten  Winkel  bilden,  ebenso  auch  im 
zweiten  die  beiden  Winkel  DAC,  ACT).  Bei  der  Vereinigung 
jedoch  aller  dieser  vier  Winkel  werden  sie  die  drei  Winkel  bilden 
BAO,  ABC,  ACB,  oder  ebenfails  zwei  Rechte.  Also  ist  die  Summe 
der  Winkel  in  jedem  Dreieck  zwei  Rechten  gleich. 

Die  Hauptarbeit  in  der  Theorie  der  Paralleliinien  in  der  zweiten 
Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  und,  wenn  man  die  Arbeit  von 
Saecheri  ausschließt,  auch  in  der  ganzen  vorhergehenden  Zeit,  war 
das  Werk   Lamberts  „Theorie  der  Paralleliinien"^).     Es  war  schon 


■eite  BC 
wir  von 


')  Magazin  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  bera,u9g-ogeber 


y  Google 


400  Abachnitt  XXTI. 

im  September  1766  verfaßt,  jedoch  befriedigte  es  den  Autor  nicbt 
und  wurde  aucli  deshalb  während  seiner  Lebzeiten  nicht  verlegt. 
Diese  Pflicht  bezüglich  der  wichtigen  Arbeit  fiel  dem  Direktor  der 
Königlichen  Sternwarte  zu  Berlin,  Johann  BernouUi  (1744 — 1807), 
zu,  dem  die  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  den  Nachlaß 
Lamberts  „unter  annehmliclien  Bedingungen"  überließ,  „damit  er 
einen  für  das  gelehrte  Publikum  nützlichen  Gebrauch  davon  machen 
sollte". 

In  seinem  Werk  ging  Lambert,  Saccheri  gleich,  vom  Viereck 
ASDC,  in  welchem  die  Winkel  Ä  und  B  Rechte  sind,  aus.  Wenn 
in  ihm  ebenso  auch  der  Winkel  C  ein 
Rechter  sein  wird,  so  werden  AB 
und  CI)  einander  nicht  begegnen 
und  die  Frage  wird  auf  den  Winkel 
BBC  zurückgeführt,  in  Beziehung 
welchem  man  drei  Voraussetzungen 


ann:  LBBC--  90»,  LBBÜ>  90",  LBBCOO". 
Nach  der  Durchsicht  einer  jeden  dieser  Voraussetzungen  im  ein- 
zelnen unter  den  entsprechenden  Titeln:  „Erste  Hypothese"*},  „Zweite 
Hypothese"^)  und  „Dritte  Hypothese"^)  kommt  Lambert  hin- 
sichtlich der  ersten  zum  Schluß,  daß  sie  mit  der  Annahme  des 
fünften  Euklidischen  Postulats  gleichbedeutend  ist,  und  die  zweite 
Hypothese  auf  einen  Widerspruch  führt.  Endlich  macht  er  bei 
der  dritten  Hypothese  stillschweigend  eine  mit  dem  zu  beweisenden 
Postulate  gleichbedeutende  Annahme.  Dieser  letzte  Umstand  war 
auch  wahrscheinlich  einer  der  Gründe,  und  vielleicht  auch  der  Haupt- 
grund der  Unzufriedenheit  des  Autors  mit  seiner  Arbeit,  die  ihn  an 
deren  Druck  hinderte.  Die  sehwachen  Seiten  des  Werks  von  Lam- 
bert verhinderten  ihn  jedoch  nicht  bei  seiner  weiteren,  viel  weiter  als 
bei  Saccheri  gehenden  Betrachtung  von  der  zweiten  und  dritten 
Hypothese  zu  einigen  bemerkenswerten  Resultaten  zu  gelangen.  So 
findet  er,  daß  wenn  eine  von  jenen  beiden  Hypothesen  stattfände 
ein  absolutes  Maß  der  Länge  vorhanden  wäre.  Als  letztes  und  vielleicht 
als  wichtigstes  Resultat  erscheinen  die  Betrachtungen  über  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks,  die  Lambert  ze^en,  daß  dieser  Flächeninhalt 
bei  der  zweiten  und  dritten  Hypothese  der  Abweichung  der  Summe 
der  Winkel  des  Dreiecks  von  zwei  Rechten  proportional  ist.  Dieser 
Schluß    bringt    ihn    zur    folgenden    wichtigen   Bemerkung :    „Hierbey 

BernouUi  und  Hindenburg,  Leipzig  8°,  Jahrgang  1786,  2.  Stück,   8.  137  bi» 
164;    S.Stück,    S.  326— 368.     Engel  und  Stack  el,    Die  Theorie    der   Parallel- 
iinien  von  Euklid  bis  auf  GauB,  Leipzig  1895,  S.  152—207. 
')  S.  180—185.         >)  8.  186—193.         ^  8,  192—207- 
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scheint  mir  merkwürdig  zu  seyn,  daß  die  zwote  Hypothese  statt  hat, 
wenn  man  statt  ebener  Triangel  sphärische  nimmt,  weil  bei  diesen 
sowohl  die  Samme  der  Winkel  größer  als  180  Gr.  als  auch  der 
Überschuß  dem  Fläehenraume  des  Triangels  proportional  ist.  Noch 
merkwürdiger  scheint  es,  daß,  was  ich  hier  von  den  sphärischen 
Triangeln  sage,  sich  ohne  Rücksicht  auf  die  Schwierigkeit  der  Parailel- 
linien  erweisen  lasse,  und  keinen  andern  Grundsatz  Toi'aussetzt,  als 
daß  jede  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehende  ebene  Fläche  die 
Kugel  in  zween  gleiche  Theile  theile  Ich  sollte  daraus  fast  den 
Schluß  machen,  die  dritte  Hypothese  komme  bey  einer  imaginären 
Kngelüäche  vor.  Wenigstens  muß  immer  etwas  seyn,  warum  sie  sieh 
bey  ebenen  Flächen  lange  nicht  so  leicht  umstoßen  läßt,  als  es  sich 
bei  der  zwoteu  thun  ließ."^) 

Als  er,  wie  die  Bemerkung  zeigt,  ertuhr,  daß  die  zweite  Hypo- 
these sich  auf  der  Kugel  verwirklicht,  ging  Lambert  weiter  und 
sprach  die  für  seine  Zeit  außerordentlich  kühue  Vermutung  aus,  daß 
zu  demselben  für  die  dritte  Hypothese  die  imaginäre  Kugelt] äche 
führe.  Damit  schaute  er  weit  in  die  Zukunft,  weit  die  Richtigkeit 
seiner  Vermutung  erst  ein  ganzes  Jahrhundert  nachher  bewiesen  werden 
konnte.  Vollkommen  möglich  ist  es,  daß  er  zu  seiner  Vermutung  ge- 
langte, indem  er  den  Radius  der  Kugel  r  durch  den  Wert  "/— 1  ■  r 
in  der  Formel 

r'HA  ^  B  +  <•■  -  n) 

ersetzt,  die  zum  Ausdruck  des  Flächeninhaltes  des  sphärischen  Drei- 
ecks mit  den  Winkeln  A,  S,  C  dient.  Ais  Resultat  dieser  Ver- 
laus chung  mußte  er  den  Ausdruck 

bekommen,  was  dem  Forscher  zeigte,  daß  auf  der  imaginären  Kugel, 
ebenso  wie  auf  der  wirklichen,  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  der 
Abweichung  der  Winkelsurame  des  Dreiecks  von  zwei  Rechten  pro- 
portional ist  und  daß  dieselbe  Summe  nicht  größer  sein  kann  als 
zwei  Rechte,  d.  1\.  alles  das,  was  den  Inhalt  der  dritten  Hypothese 
bildet. 

Mit  der  Theorie  der  ParalleHimen  beschäftigte  sich  eheufalls 
Lagrange.  Er  war,  ebenso  wie  Lambert  und  Legendre,  von  den 
erhaltenen  Resultaten  nicht  befriedigt,  was  aus  folgenden  übrigens 
sehr  ungenügenden  Auskünften  zu  ersehen  ist.  Nach  der  Mitteilung 
Leforts,    von  HoüeP)  dargestellt:    „Lagrange  hatte  erkannt,   daß 

')  Engel  und  St^ckel,  Die  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis 
auf  Öauß,  Leipzig  1895,  S.  202—203.  *)  Hoüel,  Essai  oritif[iie  aar  les  prin- 
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die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  Ton  dem  elften  Axiome 
nnabhängig  sind,  und  hoffte  hieraus  einen  Beweis  dieses  Axioms  zu 
gewinnen.  Alle  anderen  BeweisverBuehe  betrachtete  er  als  ungenügend. 
So  hat  er  sich  in  seinen  Unterhaltungen  mit  Biot  ausgedrückt."  Und 
nach  der  Erzählung  von  de  Morgan^):  „Lagrange  verfaßte  am 
Ende  seines  Lebens  eine  Abhandlung  über  die  ParallelÜnien.  Er  be- 
gann sie  in  der  Akademie  zu  lesen,  aber  plötzlich  hielt  er  inne  und 
sagte:  ,11  faut  que  j'y  aonge  encore';  damit  steckte  er  seine  Papiere 
wieder  ein." 

cipee  fondamentaux  de  la  geumetrie  elementaire  ov.  coinmentaire  aur  lea  XXXII 
premieies  propoaitions  des  Klementa  d'Euclide  p.  76. 

')  Enge!  und  Stäckel,  Die  Theorie  der  Parallellinien  usw.,  S.  212. 


Verbesserungen. 

.  58  Z.  3  V.  u.  statt  *)  Ebenda,  S.  79,  SO  lies  ')  A.  De  Morgan,  op.  cit.  S.  79,  8 
.  69  Z.  4  V.  u.  statt  Ö,  E.  Morgan  lies  S.  E.  De  Morgan. 


y  Google 


ABSCHNITT  XXIII 

TRIGONOMETRIE  ■  POLYGONOMETRIE 
UND  TAFELN 


A.  V.  BRAUNMUHL 


CisTOE,  Geschlclile  < 
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Die  Ansblldong  der  Trigononiefcrie  dureli  Eiiler  und  dessen  Zeit- 
genossen nnd  Nachfoiger. 

Die  definitive  Umgestaltung  der  Trigonometrie  war  1763  durch 
den  ersten  grundlegenden  Aufsatz  Eulers  angebahnt  worden  (vgl.  IIP, 
8.  560 — ööl  und  867 — 869),  obwohl  derselbe  seine  praktische  Be- 
zeichmmgs weise  der  trigonometrischen  Funktionen  schon  viel  früher 
in  seinen  zahlreichen  Abhandlungen  sowie  in  der  „Introdnctio"  an- 
gewendet hatte.  Diese  BeKeichuungsweiee,  die  in  der  Hauptsache  der 
noch  jetzt  gebranchliehen  entspricht,  war  auch  von  einigen  der  her- 
vorragendsten Mathematiker,  wie  von  den  Franzosen  Clairaut  und 
d'Alembert,  alsbald  mit  Glück  gebraucht  worden,  während  andere 
und  darunter  namentlich  die  Engländer  sich  noch  ziemlich  lange  teils 
der  älteren  Abkürzungen^)  bedienten,  teils  überhaupt  keine  Formeln 
schrieben.  Die  Wichtigkeit  seiner  Schreibweise  für  die  ganze  Mathe- 
matik hat  Euler  selbst  mit  folgenden  Worten  hervorgehoben*):  „Wenn 
dies  (nämlich  die  Einführung  der  trigonometrischen  Funktionen  in 
den  Kalkül)  auch  nicht  von  großer  Wichtigkeit  scheinen  möchte,  da 
es  hauptsächlich  auf  der  von  mir  in  die  Rechnung  einge- 
führten Bezeichnungsweise  dieser  Größen  beruht...,  so  hat 
doch  eben  diese  Art  der  Bezeichnung  nachmals  der  ganzen  Analysie 
so  große  Hilfsmittel  verschafft,  daß  dadurch  ein  fast  neues  Feld  er- 
schlossen wurde  . .  ," 

Femer  hat  Euler^),  wenn  er  dies  auch  nirgends  ausdrücklich  her- 
vorhob, die  trigonometrischen  Funktionen  nicht  mehr  allein  als 
Linien,  wie  es  bisher  stets  geschehen  war,  sondern  fast  durchweg  als 
Verhältnisse  aufgefaßt.  Dies  geht  aus  verschiedenen  Stellen  seiner 
Schriften  auf  das  deutlichste   hervor  und  war   schon  durch  den  Um- 


')  Vgl,  B,B.  die  Bezeichnong  bei  F.  C,  Maier,  lU',  S.  569.  AusfütrlicliereB 
hierüber  in:  A.  v,  Braunmühl,  Die  Entwicklung  der  Zeichen-  und  Formel- 
Bprache  in  der  Trigonometrie.  Bibl,  matb.  (3)  III,  1902,  p.  64—74,  *)  Subsidinm 
calculi  ainuuni.  Novi  Comment.  Acad.  ac.  Petrop  ad  annos  1754/55,  erschienen 
1760,  V,  p.  164—166.  ')  So  z,  B.  in  „Ännotationes  in  locum  quendam  Cartesii  ad 
citcuii  quadtaturam  Bpectantem".  Noyi  Comment.  Acad.  Peirop,  1760/61  (er- 
Hchienenl763),VIII,p,  159ff.;  femer  in  „Trigonometria  aphaerica  universa".  Acta 
Acad.  Petrop.  1779,  I,  p.  73.  Vgl,  auch  die  Übersetzong  von  E.  Hammer,  Oat- 
walda  Klasaiker  der  esakten  WiaaenBcbaften,  Nr.  73,  p.  41, 
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stand  gefordert,  daß  er  sie  als  Winkelfunktionen  in  die  Ana- 
lysis  einführte').  Simon  Kltlgel,  auf  den  wir  weiter  unten  noch 
ausführlich  zu  sprechen  kommen  werden,  bat  diese  Neuerung  mit 
folgenden  Worten  gekennzeichnet*):  „Nach  der  alten  Ansicht  der  go- 
niometrischen  Funktionen  waren  es  bloße  Linien,  die  man  unter  sich 
und  mit  dem  Halbmesser  zu  Gleichungen  verknüpfte  ,  .  .,  und  hier  den 
Halbmesser  zur  Einheit  nehmen,  war  nur  Ersparung  im  Schreiben, 
welche  die  Gleichartigkeit  (Homogeneitat)  der  Glieder  zerstörte.  Nach 
der  neuen,  durch  Euler  eingeführten,  sind  sie  Zahlgrößen, 
welche  die  Gleichartigkeit  der  Glieder  nicht  aufheben,  . . ."  Aber 
obwohl  schon  Eulera  Arbeiten  den  Vorteil  dieser  AuffassuDg  ins 
Licht  setzten,  und  später  Kl ü gel  und  andere  für  sie  eintraten,  dauerte 
es  noch  bis  tief  in  das  19.  Jahrhundert  hinein,  bis  dieselbe  auch  in 
der  elementaren  Trigonometrie  durchgriff  und  überall  festen  Fuß  faßte. 
Ahnlich  ging  es  auch  mit  jenem  so  einfachen  und  in  seiner 
Tragweite  doch  so  wichtigen  Gedanken  Eulers,  die  Seiten  der  ebenen 
und  sphärischen  Dreiecke  mit  a,  b,  c  und  die  gegenüberliegenden 
Winkel  mit  den  an  den  Ecken  stehenden  Buchstaben  A,  B,  C  zu  be- 
zeichnen, ein  Gedanke,  den  er  schon  in  jener  Abhandlung  von  1753 
über  die  kürzeste  Linie  zur  vollkommen  symmetrischen  Gestaltung 
der  sphärischen  Formelsysteme  ausgenützt  hatte.  Obwohl  das  Vor- 
teilhafte dieser  Bezeichnung  auf  der  Hand  lag,  fand  auch  sie  nur 
ziemlich  langsam  allgemeine  Verwendung. 

Sehen  wir  uns  um,  was  von  Eulers  Zeitgenossen  und  Nach- 
folgern sowie  von  ihm  selbst  von  1759  ab  neues  in  der  Trigono- 
metrie geleistet  wurde,  so  müssen  wir  um  einige  Jahre  zurückgreifend 
einen  Aufsata  des  Engländers  Francis  Blake  (1718 — 1780)  mit  deui 
^  Titel    „Spherical  Trigonometrie  reduced  to 

Plane"^)  besprechen,  der  deshalb  nicht 
übergangen  werden  kann,  weil  die  darin 
'  angewandte  Methode  nachmals  wiederholte 
Verwendung  fand.  Den  Schlüssel  zur  Be- 
handlung der  sphärischen  Dreiecke  bot  ihm 
der  Fall,  einen  Winket  aus  den  drei  Seiten  zu 
bestimmen,  den  er  folgendermaßen  löste.  Um 
■^  a  in  Aabd  (Fig.  19)  zu  bestimmen,  seien  af  und  ae  die  Tangenten 

')  Er  sagt  im  SubHidium  caiculi  siDUum  a.  o.  a  0.:  „Ebenso  (wie  Johann 
Bernoulü  die  Logaiithmen  zu  analytischen  Größen  macbte)  glaube  ich  die 
SinuB  and  Tangeuten  der  Winkel  zuerst  in  den  Kalkül  eingeführt  zn  haben,  ao 
daß  man  aie  wie  andere  Größen  behandeln  und  mit  ihnen  alle  Operationen 
ohne  jedea  Hindernis  ausführen  kann".  *j  Mathem.  Wörterbuch,  11,  1805' 

p.  618.         =)  P.  T.  XLTIT,  1753,  p.  441ir. 
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der  Bögen  ad  und  aÄ  und  c  sei  das  Zentrum  der  Kugel,  dann  ist 
ce^^secttfe,  c/'=8ecarf  und  -^c  —  äxchd  bekannt.  Somit  ergibt 
sieb  aus  Ace/'  die  Seite  ef,  und  da  af=i^ad,  ae  =  tg(i&  ebenfalls 
bekannt  sind,  so  findet  man  aus  dem  ebenen  Aaef  den  -^eaf—a. 
Im  Grunde  genommen  ist  Blakes  Verfahren  nnr  eine  Vereinfachung 
der  schon  tou  den  Arabern  und  Regiomontan  ausgebildeten  Me- 
thode.^) 

Im  Jahre  1756^)  versuchte  ferner  der  Franzose  Alexander- 
Gui  Pingre  (siehe  SIX.  Abschnitt,  S.  14),  der  sieh  durchweg  der 
Form elschreib weise  Eulers  bediente,  die  Nepersche  Regel  für  recht- 
winklige sphärische  Dreiecke  auf  schiefwinklige  aiiszudehnen,  indem 
er  die  längst  bekannten  Sätze,  welche  sich  durch  Fällen  eines  senk- 
rechten Bogens  von  einer  Ecke  eines  Dreiecks  auf  die  (iegenseite  er- 
geben, in  zwei  Regein  zusammenfaßte,  die  nur  auf  jene  beiden  Auf- 
gaben, in  welchen  drei  Seiten  oder  drei  M'mkel  gegeben  sind,  keine 
Anwendung  fanden.  Dieser  Umstand  veranlaßte  später  (1798)  den 
Schotten  Walter  Fisher,  Pingres  Regeln  zu  verbessern*),  indem  er 
sie  durch  vier  in  allen  Fällen  anwendbare  Theoreme  ersetzte,  die  je- 
doeli  wenig  Verwendung  fanden. 

Jean  Franijois  de  Castillon  kennen  wir  bereits  als  Heraus- 
geber von  Newtons  kleineren  Schriften  (JH%  S.  508).  Durch  das 
Studium  der  Werke  des  letzteren  wurde  er  offenbar  zur  Abfassung 
zweier  Abhandlungen  veranlaßt,  die  er  1764  und  1765  der  Berliner 
Akademie  vorlegte*)  und  in  denen  er  eine  neue  Begründung  einiger 
Sätze  der  ebenen  Trigonometrie  versuchte.  So  gab  er  eine  geome- 
trische Ableitung  des  Halb  winkeis  atzes  und  zeigte,  wie  aus  diesem 
sieben  Theoreme  fließen,  die  schon  Newton  in  seiner  Arithmetica 
universalis  aufgestellt  hatte. ^) 

Eulers  analytische  Formeln  wurden  mit  Glück  verwendet  in 
einer  Dissertation  aus  dem  Jahre  1760,  die  unter  dem  Präsidium  von 
Johann  Kies  {1713—1781),  Professor  in  Tübingen,  von  den  Kan- 
didaten des  Magisterivims  Hoffmann  und  Jäger  verteidigt  wurde. 
Sie  führt  den  Titel  „Trigonometria  methodo  plana  et  facili  exposita" 
und  gibt  die  gonio metrischen  Formeln  sehr  vollständig,  ohne  jedoch 
die  trigonometrischen  Funktionen  als  Verhältnisse  zu  definieren.  Dann 
werden  die  zehn  Hauptgleichungen  zwischen  drei  Stücken  eines  recht- 

')  Vgl.  A.  V.  Braunmülil,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Trigono- 
metrie 1,  1900,  p.  68  und  129.  ')  Mem.  de  l'Acad.  de  Paris  1756  (erfichienen 
1762),  p.  301,  >)  P.  T.  I,  2,  1758,  p.  638—543,  *)  Propositioiis  de  Geo- 

metrie et  de  Trigonometrie  ßlementaire,  demontie'es  d'une  raaniere  nouvelle, 
M^m,  de  l'Acad.   de  Berlin  1760  (pwUiBiert  1768),  p.  351—364.  ')  Arith- 

metica univ,,  Cap,  XIII,  Problemata  geometrica. 
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winkligen  sphäriaclien  Dreiecks  abgeleitet  und  auch  die  weniger  be- 
kannten Relationen  zwischen  vier  Stücken  aufgestellt,  woran  sich  die 
Ableitung  der  Sätze  für  das  schiefwinklige  Dreieck  mit  Einschluß  der 
Neperschen  Analogien  ani-eiht.  Bemerkenswert  ist  die  polare  Gi-up- 
pierung  der  sechs  Dreiecksfälle  zu  zweien,  die  trotz  Vietas  Vorgang') 
selten  genug  zu  finden  war.  Die  Formeln  für  das  ebene  Dreieck  ge- 
winnt Kies,  wie  daa  später  noch  oft  geschah,  durch  Grenzübergang 
aus  jenen  für  die  Kugel,  indem  er  sinjl  =  ^,  igA~  A,  cosA  =  l  setzt. 

Um  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  wurde  auch  zum  ersten  Male 
die  Notwendigkeit  einer  Kleinkreis trigonometrie  auf  der  Kugel  von 
d'AIembert  betont.  Nachdem  derselbe  bereits  in  seinen  Eeflesions 
sur  la  cause  des  venl«,  Paris  1757,  durch  eine  ziemlich  umständliche 
Kecimung  gezeigt  hatte,  wie  man  eine  Relation  zwischen  den  Seiten 
eines  Dreiecks  herstellen  kann,  dessen  Basis  aus  einem  Kleinkreis- 
bogen und  dessen  Schenkel  aus  öroßkreisbögen  bestehen,  löste  er 
einige  Jahre  später^)  die  Hauptaufgaben,  den  Neigungswinkel  eines 
Klein-  und  eines  Großkreises,  welche  dieselbe  Sehne  haben,  zu  be- 
stimmen, die  zwischen  zwei  solchen  Kreisen  liegende  Fläche  aus- 
zudrücken und  endlich  den  Winkel  der  Ebenen  zweier  Kleinkreise  an- 
zugeben. Seinem  Wunsche,  andere  möchten  diese  seine  Ideen  weiter 
ausführen,  kam  1798  Charles  Bossut  nach,  indem  er  sowohl  mit 
Integralrechnung  den  Inhalt  eines  von  drei  Kleinkreisen  gebildeten 
Dreiecks  bestimmte,  als  auch  einen  elementaren  Weg  hierzu  angab.') 

Bedeutende  Förderang  fand  die  Trigonometrie  durch  verschiedene 
Arbeiten  Johann  Heinrich  Lamberts.  Lambert*)  ist  am 
Üv.  August  1728  in  der  damals  schweizerischen  Stadt  Mülhauseu  im 
Oberelsaß  geboren  und  als  Mitghed  der  Berliner  Akademie  und  Ober- 
baurat am  25,  September  1777  gestorben.  Aus  einer  unbemittelten 
Schneidersfamilie  hervorgegangen,  mußte  er  sich  frühzeitig  sein  Brot 
als  Schreiber  verdienen,  brachte  es  jedoch  als  Autodidakt  sich  fort- 
bildend bald  zum  Hauslehrer  bei  dem  Reichsgrafen  Peter  von  Salis, 
wo  er  seinen  Studien  weiter  obliegen  konnte.  Da  aber  Studieren  und 
Produzieren  bei  ihm  Hand  in  Hand  ging,  so  bereitete  er  schon  da- 
mals die  wichtigsten  seiner  Werke  vor.  Nachdem  er  diese,  nämlich 
die  Photometrie,  eine  Schrift  über  die  Kometenbahnen  und  die  Kos- 
mologischen  Briefe  zu  Augsburg  hatte  erscheinen  lassen,  wurde  er 
Mitglied  der  bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  mit  800  Gulden 
Gehalt,  löste  jedoch  dieses  Verhältnis  bald  wieder  und  kam  nach  ver- 

')  Vgl.  A.  T.  Braunmühl,  Gesch.  der  Trig.  I,  p.  180— ISl,     ^)  Reeherchea 
mathem.  Bur  differents  sujeta.  Misc6llaiieaTaiirin.IV,1766— 69, gl, p.  127,9. Zählung. 
')  Traitea  de  calcul  differeiibiel  et  intö^ral,  an  VI,   1797/98,  n,  p.  522—531. 
')  AUgem.  deutsclie  Biographie  XVH,  p.  552 — 556, 
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aßhiedeuen  Versuchen  eine  dauernde  Lebensstellung  zu  finden,  die  ihm 
Muße  zu  seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten  böte,  endlich  1764  nach 
Berlin,  wo  er  auf  Veranlassung  der  dort  herrschenden  Schweizer 
Schule  mit  einem  Gehalt  von  500  Taiern,  der  sich  später  auf  1100  Taier 
erhöhte,  in  die  Akademie  aufgenommen  wurde.  Seine  wissenschaft- 
liche Tätigkeit  war  eine  äußerst  fruchtbare  und  erstreckte  sich  so- 
wohl auf  die  reine  Mathematik,  als  auch  auf  alle  mit  der  Praxis  in 
Beziehung  stehenden  Anwendungen  derselben.  Alle  seine  Arbeiten 
sind,  wenn  auch  nicht  immer  so  bedeutend  wie  die  Eulers  und  La- 
granges, reich  an  originellen  und  fruchtbaren  Gedanken  und  zeichnen 
sich  durch  eine  in  jener  Zeit  seltene  Strenge  der  Beweisführung  aus. 
Die  gleiche  Originalität  zeigt  sein  Stil,  der  derb  und  oft  schrullenhaft 
wie  seine  Persönlichkeit,  doch  nie  die  nötige  Klarheit  und  Prägnanz 
vermissen  läßt. 

Für  unser  engeres  Wissensgebiet  kommen  von  seineu  Publika- 
tionen zunächst  die  „Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und 
deren  Anwendung"^)  in  Betracht.  Im  ersten  Bande  derselben  spricht 
er  sich  {S.  369ff.)  über  die  Art  und  Weise,  wie  die  Trigonometrie  zu 
fördern  sei,  eingehend  aus,  indem  er  hauptsächlich  drei  Gesichtspunkte 
im  Auge  hat:  einmal,  sagt  er,  könne  man  die  Auflösung  der  einzelnen 
DreieeksfäUe  durch  Berechnung  passender  Tafeln  vereinfachen,  dann 
könne  durch  Benut/.ung  der  Algebra  viel  erspart  werden  und  endlich 
könne  man  in  der  Verwendung  der  Trigonometrie  zur  Integralrech- 
nung noch  bedeutend  weiter  gehen. 

Vorerst  wandte  sich  nun  Lambert  der  Neperschea  Regel  zu, 
indem  er  an  Stelle  des  bisher  durch  einen  Induktionsschluß  bewerk- 
stelligten Beweises  derselben  einen  anderen  setzte,  der  mehr  das  Wesen 
dieser  merkwürdigen  Regel  aufdeckte  und  auf  dem  gleichen  Gedanken 
beruhte,  den  schon  Neper  angewendet,  aber  nur  angedeutet  hatte. 
Christian  von  Wolf  hatte  in  seinen  Anfangsgründen  der  Mathe- 
matik^) den  Wortlaut  der  Regel  zum  ersten  Male  in  der  Weise  aus- 
gesprochen, wie  er  heute  noch  allgemein  angegeben  wird.  An  ihn 
schloß  sich  Lambert  an,  indem  er  die  Katheten  des  rechtwinklig 
sphärischen  Dreiecks  durch  ihre  Komplemente  ersetzte  und  zeigte, 
daJi  die  fünf  zirkulären  Stücke  in  fünf  Dreiecken  liegen,  die  sich  in 
einem  Zyklus  um  die  Kugel  aneinaadersehlieSen,  wie  dies  Fig.  20  ver- 
anschauHchen  möge.  Daselbst  stellen  AadF  und  ADcG  zwei  Groß- 
kreise dar,  deren  Pole  P  und  Q  sind,  durch  die  der  Kreis  cQPa 
geht.     Femer    ist  dPC  irgend    ein   anderer  Kreis    durch  P,   welcher 

')  i  Bände,  8",  Berlin  176ä--1772.  ^  Im  S.  Teile,  zweite  Ausgabe  von 

1717,  p.  144  und  16ä;  die  erste  Ausgabe  von  1710  enthält   dieselbe   noch  nicht. 
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deu  ersten  in  C  rechtwinklig  eclmeidend  das  AÄÜÜ  vollendet.  Zieht 
man  endlich  noch  Kreia  GHQh  durch  Q,  so  daß  seine  Ebene  auf  De 
senkrecht  steht,  so  entstehen  die 
fünf  schraffierten  Dreiecke,  von  denen 
Lambert  aus  ihrer  Entstehung  nach- 
weist, daß  sie  die  verlangte  Eigen- 
schaft haben,  dieselben  fllnf  zirku- 
lären Stücke  Tu  besitzen.  So  ist 
'  z.  B.  -^  ^  in  I  gleich  90°  -  TT>  in 
II,  gleich  FQ  in  III,  gleich  90"  -  FQ 
in  IV  und  endlich  wieder  gleich  Ä 
in  V,  und  allgemein  behalten  ein 
Mittelstöck  und  zwei  anliegende  Stücke 
sowie  ein  Mittelatück  und  zwei  gegen- 
überliegende diesen  Charakter  in  allen 
fünf  Dreiecken  bei.  Zeichnet  man  daher  mit  Lambert  die  beiden 
stereographischen  Figuren  (Fig.  21),  in  denen  die  kleinen  Bnelistaben 
die  Komplemente  der  Katheten  be- 
deuten, so  liefern  die  beiden  dar- 
unter stehenden  Gleichungen,  für 
ein  Dreieck  bewiesen,  die  sämt- 
lichen zehn  Fälle  der  Neperschen 
Regel. 

co6C=%mAamB       cos  C  =  cot  A  cot  B  Man  wird  aus  dem  Vorstehen- 

*■  den  erkannt  haben,  daß  Lambert 

wirklich  den  wahren  Grund  der  Neperschen  Regel  aufdeckte,  indem 
«r  bei  Aufstellung  seines  Beweises  unbewußt  mit  dem  Begriff  der 
Gruppe  operierte.') 

An  die  Behandlung  der  Neperschen  Regel  schließt  Lambert 
eine  Zusammenstellung  der  wichtigsten  gonio metrischen  Formeln  an 
und  gibt  dami  die  Vorschriften  zur  Berechimng  der  schiefwinkligen 
sphärischen  Dreiecke,  die  er  mittels  einer  Höhe  in  zwei  rechtwinklige 
zerspaltet.  Die  Anwendung  jener  Regel  auf  die  beiden  Teildreiecke 
imd  die  Verbijidung  der  Formeln  zu  einer  einzigen  Schlußformel  führt 
ihn  dann  seihst  verständlieh  wieder  zii  den  schon  langst  bekannten 
Hauptgleichungen  für  das  schiefwinklige  Dreieck. 

Da  Lambert  stets  die  praktische  Verwendbarkeit  der  Formeln 
im  Auge  hatte,   so   stellte   er  auch  eine  Umformung  des  sphärischen 

')  Vgl.  0,  Pund,  Ober  Substitutionsgruppen  ia  der  Bphärischcn  Trigono- 
metrie UBw.  Mitteilungen  der  mathematischen  GeaeUachaft  in  Hamburg  III, 
1807,  p.  7,  und  C.  0.  Lovett  in  Bulletin  of  the  Amerieaa  Math.  Society, 
2.  Series,  IV,  1898,  p.  252. 
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Kosinuasatzes,   wie    der  Kotan  gen ten form el   für   logarithmische  Reeli- 
nimg  her,  indem  er  z.  B.  im  ersteren  Falle  in 

eos  A  =  cos  i?  cos  C  -\-  siüB  sin  C  cos  a,      cos  a  =  1  —  2  sin  — 

und 

CüS  {B-  C)  .      ?.  ä 

setzte,  wodurch  er  die  elegante  Formel 

,       ,,   .    T.  ■    , .  •    f  -h  <i    -    fp  —  1 
cos  A  —  i!smll  Bin  C  sm      '—    sin      -— 

erhielt.^) 

Ferner  mnß  nocli  erwähnt  werden,  daß  Lambert  ebenso  wie 
Euler  die  trigonometrischen  Fnnktionen  als  Verhältnisse 
auffaßte,  weim  er  dies  auch  ebensowenig  wie  jener  ausdrücklich  her- 
vorhobj  dies  beweist  die  Schreibweise  seiner  Formeln  für  die  recht- 
winkligen ebenen  Dreiecke,  wie 

Je  =  /*  sin  a  =  h  cos  b,     c-^h  cos  a  ^  h  sin  6  usw., 

wo  Jt  die  Hypotenuse,  Ä  und  c  die  beiden  Katheten  bezeichnen. 

Noch  von  einer  anderen  Seite  her  suchte  Lambert  die  Trigono- 
metrie zu  bereichern,  indem  er  nämlich  die  Hyperbelfunktionen 
für  sie  verwertete.  Schon  Gregor  von  St.  Vincentio,  David  Gre- 
gory und  John  Craig  hatten  durch  die  Quadratur  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  wenn  auch  unbewußt,  die  Grundlagen  für  diese  Funktionen 
geschaffen,  bei  Newton  traten  dann  bereits  Vergleiche  zwischen  Kreis 
und  gleichseitiger  Hyperbel  auf,  und  De  Moivre  hatte  schon  ziem- 
lieh dentiieb  erkannt,  daß  durch  Vertausehung  des  Reellen  mit  dem 
Imj^nären  Kreisauf gaben  in  solche  für  die  gleichseitige  Hyperbel 
übergehen.  Der  erste  aber,  welcher  eine  Theorie  der  Hyperbelfunk- 
tionen begründete,  war  der  von  Lambert  selbst  genannte  GrafVin- 
cenzo  ßiccati  (vgl.  BIIP,  S.  474),  der  sie  mit  Hilfe  geometrischer  Be- 
trachtungen entwickelte^),  während  Lambert  1768  zuerst  auf  den 
Gedanken  kam,  sie  zur  Behandlung  trigonometrischer  Probleme  zu  ver- 
werten. ') 

Ist  (Fig.  22)  CDQ  ein  Kreisquadrant,  der  den  Ast  Qq  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  in  Q  berührt,  q  ein  beliebiger  Punkt  der  Hy- 
perbel,  qP\\  QC,   PQ  und  qp  J^  QC,   -^PCQ  =  <o    der  sogenannte 

'^  a.  a.  0.,  p.  ilbS.  —  Eine  etwas  andere  UmgeBtaltung  hat  W.  Crosweli, 
Lehrer  der  Schiffahrtakunde,  durch  eine  Regel  ausgedrückt,  gegeben;  Memoirs 
of  the  American  Academy  oi  Arta  and  Sciencea  11,  part  I,  1780  (veröffentlicht 
1793),  p.  18—20.  ^  Vgl.  8.  Günther,  Lehre  von  den  Hyperhelfunktioaen, 
Halle  18B0,  Kap.  I.  "')  Ohseivations  trigonometriquea.     Hiatoire  de  l'Aca- 

demie  de  Berlin  1768,  24,  p.  327. 
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„tranazendeute"  und  -^qCQ  —  tp  der  „gewöhnliche"  Wiokel,  dann 
folgt  aus  der  Figur:  1.  tg^  =  sine),  CP  =  secco  =  Cp  =-  cosh  u  und 
/  PQ  —  ig  CO  =PQ=  sinhw,  wenn  der  zu  Win- 
kel tp  gehörige  Hyperbelsebtor  QCq  mit 
bezeichnet  wird.  Hieraus  folgt  dann 
leicht  (?M-=- — , —  .,  und  daraus  hinwieder 
2.  V  =  log  tg  (40"  +  g  )  -  Somit  kann  man 
zu  jedem  Winkel  9  den  entsprechenden 
*-  ß  QP  Hjp  erb  eise  ktor  berechnen,   indem  man   sich 

^'•f  --  derbeideoGIeichungenl.undä. bedient.  Damit 

konstruierte  nun  L  am  b  e  r  t  eine  kleine  Tabelle, 
welche  in  der  ersten  Spalte  links  die  Werte  des  Winkels  w  von  0"  bis  90" 
enthält  uod  zu  ihnen  die  entsprechenden  Hyperbelsektoren,  den  sin- 
hyp.,  den  coshyp,,  die  Logarithmen  derselben ,  die  tg.  und  log  tg. 
des  gewöhnlichen  Winkels  und  endlich  in  der  letzten  Spalte  diesen 
selbst  gibt.  Wie  er  dieselbe  zur  Vereinfachung  trigonometrischer 
Rechnungen  anwandte,  erkennt  man  am  besten  aus  einem  Beispiel. 
Es  soll  für  ein  sphärisches  Dreieck  abc  aus  dem  Winkel  c  und  der 
Seite  S^)  eine  Tabelle  berechnet  werden,  die  zu  jedem  Winkel  c  den 
zugehörigen  Winkel  a  gibt.     Dazu  hat  man 

sin  B  ctg  A  =  cos  c  cos  B  +  sin  c  ctg  a 

und  hieraus      °„  =  tgftsecc' —  tgc',      wenn     tg Ä^  =  tg B ctg .4     und 

c  —  90"  —  c  ist.     Sind  nun  die  den  Winkeln  h  und  c'  entsprechenden 

,  Hyperbelsektoren    x   und   y,    so   hat   man    ctga=  — ^  smh{% -- y), 

wodurch  die  Rechnung  auf  eine  einzige  Analogie  gebracht  ist  und 
zwar  auf  die  einfache  Addition  des  konstanten  Logarithmus  von 
cosJf:cos^K  zu  dem  Logarithmus  von  sin/((j(  —  7). 

Dadurch,  daß  Euler  die  trigonometrischen  Linien  als  „Rech- 
nungsgrößen", wie  er  sagte,  in  die  Analysis  eingeführt  hatte,  hatte 
sich  zunächst  vielfach  eine  Trennung  der  elementaren  Trigono- 
metrie, die  nur  zur  Berechnung  der  Figuren  in  der  Ebene  und  auf 
der  Kugel  dient,  von  der  heute  nach  Klilgels  Vorgang^)  als  Gonio- 
metrie bezeichneten  Lehre  von  den  Winkelfunktionen  vollzogen.  Dies 
laßt  sich  am  deutlichsten  aus  zwei  Schriften  erkennen,  die  der  preu- 
ßische  Offizier   Georg   Friedrich   von    Tempelhof    (1737—1807) 

')  Lambert  bezeichnet  durchweg  die  Seiten  mit  den  großen,  die  g^g^n- 
lib  erliegenden  Winkel  mit  den  kleinen  Bnotstaben  des  latoiniachen  Alphabetes. 
')  Mathematiaohea  Wörterbuch  II,  p.  504, 
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unter  dem  Titel  „Anfangsgründe  der  Änalysis  endlicher  Größen" 
(Berlin  1769)  und  „Anfaiigsgrflnde  der  Analysis  des  Unendlichen" 
(Berlin  und  Stralsund  1770)  Teröffentlichte.  Während  nämlich  in 
dem  ersten  AVerke  nur  die  wichtigsten  gonio metrischen  Formeln  so- 
wie die  Periodizität  der  trigonometrischen  Funktionen  geometrisch 
abgeleitet  werden,  und  bei  sämtlichen  geometrischen  Anwendungen 
sogar  wieder  der  Radius  r  mitgeschleppt  wird,  indem  die  Funktionen 
durch  Linien  ersetzt  werden,  sind  in  das  zweite  Werk  ganz  verschieden 
hiervon  die  analytischen  Formeln  Eulers  zur  Dreiecksberechnung  in 
ihrem  vollen  Umfange  aufgenommen.  Eine  Vereinigung  der  beiden 
getrennten  Gebiete  wurde  erst  dadurch  ermöglicht,  daß  Simon  KIö- 
gel  in  seiner  „Analytischen  Trigonometrie"  (Braunsehweig  1770)  das 
WesentUche  in  Eulers  Äufiaesung  erkannte,  indem  er  die  trigono- 
metrischen Größen  ausdrucklieh  als  Verhältnisse  der  Seiten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  definierte  und  sie  num  ersten  Male  als  tri- 
gonometrische Punktionen  bezeichnete.*)  Das  Buch  Elügels  weist 
aber  außerdem  noch  andere  bemerkenswerte  Verdienste  auf.  Das 
wichtigste  ist  wohl  die  Erkenntnis,  daß  die  Additionstheoreme  für 
die  Sinus-  und  Kosinusfunktioii  allein  „alle  Lehrsätze  über  die  Zu- 
sammensetzung der  Winkel"  enthalten^),  was  durch  direkte  Entwick- 
lung aller  einschlägigen  Formeln  aus  diesen  Theoremen  gezeigt  wird. 
Weitere  A'^erdienste  Klügeis  sind,  daß  er  in  diesem  Buche  die  Ab- 
leitung der  sechs  Grundformeln  des  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecks auf  Dreiecke  mit  Seiten,  die  einen  Quadranten  überschreiten,  aus- 
dehnte, die  hervorragende  Verwendbarkeit  der  Neperschen  Analogien 
für  praktische  Rechnungen  hervorhob  und  nachwies,  wie  man  mit 
Hilfe  des  Supplementardreiecks  zu  jeder  Formel  eine  Polarformei  an- 
gehen kann.  Klügeis  Buch  hat  jedenfalls  viel  dazu 
Eulers  analytische  Behandlungs weise  der  Trigonometrie  in  ■ 
Kreisen  bekannt  zu  machen. 

Aber  auch  Kästner  (vgl.  IIP,  S.  576),  der  immer  bestrebt  war 
die  neuesten  Erscheinungen  der  mathematischen  Literatur  den  Lesern 
seiner  zahlreichen  Schriften  auf  seine  etwas  breite  und  umständliche 
Weise  zugänglich  zu  machen,  bediente  sich  frühzeitig  der  Eulerschen 
Formelreehnung  und  veröffentlichte  in  seinen  Astronomischen  Ab- 
handlungen (I.  Sammlung  Göttingen  1772),  ähnlich  wie  Kies  und 
Klügel,  eine  elementare  Ableitung  der  hauptsächlichsteu  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie.     Auch  gab  er  hier,   wie  in  den  Göttinger 


')  a.  a.  0.,  p.  4  heißt  ea:  „Ich  will  dieae  Verhältniase  mit  einem  allgB- 
meinen  Namen;  trigonometriaDhe  Funktionen  der  Winkel  nennen,  ala  deren 
Steile  sie  in  der  Rechnung  vertreten".         ')  Ebenda,  [>.  35, 
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Dissertationen')  und  in  seinen  geometriaelien  Abhandlungen  (2  Samm- 
luDgen,  Göttingen  1790 — 91)  und  nocli  anderwilrts  *)  vielfache  An- 
wendimgen  auf  aBtronomische,  physiknlische  und  geometrische  Fragen, 
■wobei  er  die  trigonometrischen  Formeln  mit  Gewandtheit  handhabte, 
wenn  auch  die  Eleganz  seiner  Lösungen  durch  das  fast  beetändige 
Mitschleppen  des  Sinus  totiia  beeinträchtigt  wird. 

Neun  Jahre  nach  dem  Erscheinen  von  Klügele  Buch  kam  auch 
Euler  noch  einmal  auf  die  sphärische  Trigonometrie  zurück^),  deren 
Formelsj'stem  er  bereits  vor  26  Jahren  mit  Hilfe  höherer  Rechnung 
abgeleitet  hatte.  Offenbar  befriedigten  ihu  die  inzwischen  über  diesen 
Gegenstand  erschienenen  Abhandlungen  und  Bücher  nicht,  und  er 
wollte  daher  zeigen,  wie  man  das  ganze  Formelsystem,  das  auch  noch 
einiger  Ergänzungen  bedurfte,  auf  elementare  Weise  aus  einer  ein- 
zigen Figur  ableiten  könne.  Als  solcher  bediente  er  sieh  des  zum 
schiefwinkligen  sphärischen  Dreieck  AUC  gehörigen 
Dreikants,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkt  0  der 
Kugel  mit  dem  Halbmesser  1  liegt  (Fig.  23).  In  den 
,  Ebenen  COa  und  COh  (a  liegt  auf  OA  und  6  auf 
OB)  seien  Ca  und  Ch  senkrecht  zu  OC  errichtet, 
femer  sei  hp  _L  Ca,  bg  L  Oa,  daun  ist  ^  bqp 
der  Neigungswinkel  von  ■^  Oa,  ferner  ist  -^COa 
=  Seite  h,  ^  OOh  —  Seite  ß  und  <^  «Ofc  ■=  Seite  c 
des  sphärischen  Dreiecks.  Aus  der  Figur  folgt 
dann  unmittelbar: 
Ca  =  igh,     Oa  =  auch,     Cb--=igtt,     06  =  seccr. 

Hieraus  folgt   bq  =  Ob  sin  c  ^  -        und    0  j  =  Oh  cos  c  = Da 

ferner  -^  aCh  =  -^  C  des  Dreiecks  ABC  ist,  so  hat  man 

')  Dissertatioaes  matiematicae  et  physicae,  ijuas  Societati  reg.  Bei.  Got- 
tingenei  annia  1766— 1766  eshibuit  etc.  Alt«nbvirgi  1771.  Beaoiiilers  zu  be- 
merken siod  darunter- Nr.  7:  Gnomonica  universalis  analjtica  1763,  eine  Um- 
arbeitung der  Gnomonica  analyticft  von  1764,  hervorgerufen  durch  seine  erweiterten 
Kenntnisse  trigonometrischer  Formeln;  dann  Nr.  9:  „Qnot  ephaerae  aec[nale8 
mediam  et  m  mutuo  tangere  poBsint",  woselbst  sich  eine  elegante  Ableitung^ 
der  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  höherer  Eechnung  findet.  *)  So 

findet  sich  in  Novi  Comm.  Soc.  Gotting.  VII  ad  annum  1776  (publiziert  1777), 
p.  92—141  bei  Behandiung  des  optischen  Problems  von  Alhazen  (vgl.  P,  S.  744) 
eine  näherungs weise  Anflüsung  einer  trigonometrischen  Gleichung  von  der  Form 
sinip  —  3tg(p  =  A  und  in  Hindenbnrgs  Archiv  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  II,  179Ö,  p.  174  wird  die  Wertänderung  der  beiden  Seiten  des  Aus- 
druckes see^pi  tg^  =  tgl45"+  ^-1  diskutiert  und  in  Einklang  gebracht,  wenn 
qj  von  0"  bis  90"  wächst,     ')  Trigonometria  sphaerica  universa  es  primis  principüs 
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bp  =  Ch  sin  C  =  tg  a  sin  C    und     Cp  ^  Cb  •  cos  C  =  tg  a  coe  C; 
and  da  -^  C«  0  =  90"  -  &  ist,  so  folgt  noch : 

ap^  Ca~Cp=^  tgft  — tgacos  C,  75g  =  (ipcosft  =  sinft  —  tgaeos&coaO 
und 
jj;g  =  (T,j)sinfc  =  — .-  —  tgosin?>cos6'  oder  ^ —  =- cos  6  +  tg  a  sin  ?>  cos  C 

und  hieraus  endlich 

eos  c  =  cos  »  cos  6  +  sin  «  sin  h  cos  C 
Ähnlich  liest  man  aus  der  Figur  unmittelbar  die  Gleichung  des  Sinus- 
satzea  —. —  —  — —  und  die  in  dieser  Form  neue  Gleichung 

^  =  COS^  =  ^-^A'"   .— .s'naco>,    coe 
6g  sine 

ab.  Diese  drei  Gleichungen  umfassen,  wie  Euler  sagt,  die  ganite 
sphärische  Trigonometrie,  und  in  der  Tat  gelang  es  thm  durch  ein- 
fache Rechnung  aus  ihnen  alle  jene  Formeln  abzuleiten,  die  heute  den 
eisernen  Bestand  der  sphärischen  Trigonometrie  bilden. 

Auch  die  Existenz  und  die  Eigenschaften  des  Supplementardrei- 
ecks,  für  das  Euler  jedoch  keinen  eigenen  Namen  hat,  wurden  in 
einem  ,,Theorema"  herforgehoben,  während  eine  Nebeaeinanderstel- 
lung  der  Poiarformelii  nur  für  die  Kosinus-  und  Kotangenten sätze 
durchgeführt  wurde  —  in  diesem  Punkte  war  Klügel  bereite  weiter 
gegangen.  Dagegen  erkannte  Euler  hier  zuerst  die  sechs  möglichen 
Formen  der  dritten  Hauptgleichung,  das  Prinzip  der  zyklischen  Ver- 
tanschung  aber  war  ihm,  wie  seine  Formelschreibuug  zeigt,  entgangen. 

Euler  hat  von  seinen  trigonometrischen  Formeln  den  vielseitig- 
sten Gehrauch  gemacht  in  rein  mathematischen  und  mechanischen, 
wie  in  astronomischen  und  physikalischen  Untersuchungen.  Wir 
wollen  hier  auf  die  wichtigsten  hinweisen,  die  zur  ereten  Gruppe  ge- 
hören. In  den  Petersburger  Akten  für  das  Jahr  1778^)  hatte  er 
bereits  gezeigt,  wie  man  die  trigonometrischen  Funktionen  zur  Lösung 
einiger  schwieriger  dioph  antisch  er  Gleichungen  benutzen  könne  und 
ebenda^)  eine  Abhandlung  über  die  Messung  der  Körperwinkel  durch 
die  Inhaltebestimmung  sphärischer  Figuren  gegeben,    bei  welcher  Ge- 

breviter  et  dilucide  derivata.  Acta  Äcad.  Petrop.  1719  (erachienen  1782),  1, 
p.  72—86. 

')  De  caaibna  quibusdam  maxime  memorabilibua  in  Analysi  indeterminata 
etc.  Acta  Acad.  Petrop.  ad  aniiutn  1778,  pars  11  (erschienen  1781),  p.  85^110, 
^  De  mensura  angulorum  aolidorum.     Ebenda,  p.  31 — 54, 
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legenheit  er  die  trigonometrischen  Funitionen  des  aphäriaclieii  1 
S  eines  Dreiecks  in  den  Seiten  desselben  durch  elegante  Formeln  aus- 
drückte. Diese  wurden  noch  in  einer  erst  nach  seinem  Tode  1792 
erschienenen  Abhandlung  weiter  ergänzt,  die  ebenfalls  aus  dem  Jahre 
1778  stammte.')     Die  in  der  ersteren  Abhandlung  mitgeteilte  Formel 

tg  ä"  ^    — ryeÖB     4-  Qoab  -I-  C08  ' '  ""  "'  ^'  "  ^^^  Seiten 

des  Dreiecks  sind,  hat  D  e  Gua  1783*)  wieder  eßtwickelt,  ohne  jedoch 
Euler  zu  erwähnen.  Endlich  erschien  1786  ebenfalls  posthum  ein  älterer 
Aiifsatz  von  ihm*),  in  welchem  er  mit  alleiniger  Benutzung  des  Ko- 
sinuBsatzes  die  Relationen  zwischen  den  sechs  Linien,  die  vier  Punkte 
in  der  Ebene  verbinden,  aufsuchte.  Dabei  wurde  auch  die  Frage 
behandelt,  wie  man  ein  Kreisviereck  bestimmt,  dessen  Seiten  und  Dia- 
gonalen durch  rationale  Zahlen  ausgedrückt  werden. 

Mit  besonderer  Eleganz  handhabten  die  Eulerschen  Formeln, 
bald  sein  Schüler  Andreas  Johann  Lexell,  sein  Gehilfe  Nikolaus 
Fuß  und  der  Petersburger  Astronom  Friedrich  Theodor  Schubert- 
Der  erste,  auf  den  wir  noch  weiter  unten  eingehend  zu  sprechen 
kommen  werden,  hat  in  mehreren  Abhandlungen*)  eine  ganze  Keihe 
von  wichtigen  Theoremen  über  die  Geometrie  der  Kugelkreiee  ent- 
wickelt, die  geradezu  die  Grundlagen  für  alle  späteren  auf  dieses  Ge- 
biet bezüglichen  Arbeiten  wurden.  So  wies  er  nach,  daß  die  Spitzen 
aller  sphärischen  Dreiecke  von  gleicher  Flache,  die  über  derselben 
Grundlinie  stehen,  auf  einem  Kleinkreise  liegen*),  berechnete  in  ele- 
ganten Formeln  die  sphärischen  Radien  des  einem  Dreieck  umge- 
schriebenen und  des  ihm  eingeschriebenen  Kreises  aus  den  Seiten,  bzw. 
Winkeln  desselben,  gab  ein  Analogon  zum  Ptolemäischen  Satze  vom 
ebenen  Sehnenviereck  für  das  einem  Kleinkreis  eingeschriebene  Vier- 
eck, berechnete  <len  Radius  von  jenem  aus  den  Seiten  von  diesem 
und  löste  die  entsprechenden  polaren  Aufgaben.  Auch  übertrug  er 
den  Satz  vom  harmonischen  Kreis  auf  die  Kugel  (Lexell scher 
Kreis). 

Aach  Nikolaus  Fuß  (vgl.  IIP,  S.  551)  bat  interessante  Aufgaben 
der  Kugelgeometrie  behandelt*),    die  wir  in  folgender  Form  kurz  zu- 

')  Variae  speculationee  anper  area  triangulomm  sphaencorum  Nova  Acta. 
Acttd.  Petrop.  X,  ad  annum  1792  (erBchieaen  1797),  p.  17— b2  T  Memoires 

de  rAcadSmie  de  Paris  1783,  p.  35S.  ')  De  ajmptomatibns  juatiior  punctorum 
in  eodem  piano  aitoruni.  Acta  Acad,  Petrop,  üd  annum  1782  (er8Lb.ieneii  1786), 
pars  I,  p.  3fF.  ')  Acta  Acad.  Petrop.  ad  annum  1781,  pai  I  (erwhienen  1784), 
p.  112— ISG,  und  ebenda,  1782,  pars  I  (erschienen  1786),  ]  58 — 106  und  para  11,, 
p.  86 — 95.  *)  Einen  Beweis  dieses  Satzes  hatte  Euler  schon  1778  gegeben; 

postLum  erschienen  1797  in  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  X,  ad  annnm  1792. 
')  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  II,  ad  annum  1784  (erachienen  1788),  vorgelegt  1786, 
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sammenfasBen  künnen:  Ein  sphärisches  Dreieck  mit  gegebener  Basis 
so  zu  bestimmen,  daß  seine  Spitze  auf  einem  gegebenen  größten 
Kreise  liegt  und  der  Drei  eck  swinkel  an  derselben  oder  die  Fläche  des 
Dreiecks  ein  Masimum  oder  die  Summe  der  Schenkel  ein  Minimum 
wird.  Auch  fand  er^)  als  Ort  der  Spitze  eines  sphärischen  Dreiecks 
über  gegebener  Basis,  für  das  die  Summe  der  Schenkel  konstant  ist, 
eine  „sphärische  EUipse",  welche  mit  der  ebenen  Figur  gleichen 
Namens  viele  Eigenschaften  gemein  hat. 

Endlich  hat  Schubert,  durch  diese  Arbeiten  angeregt,  1786  und 
1798  ähnliche  Fragen  untersucht,  indem  er^)  z.  B,  das  größte  und 
kleinste  sphärische  Dreieck  mit  gegebener  Basis  und  Höhe  bestimmte 
und  die  geometrischen  Orter  eines  Punktes  auf  der  Kugelfläche  be- 
bandelte'), für  welchen  das  Verhältnis  der  Sinus  oder  der  Kosinus 
der  ganzen  oder  halben  kürzesten  Entfernungen  von  zwei  festen 
Kugelpunkten  konstant  ist. 

Auch  der  große  Lagrange  beschäftigte  sich  vorübergehend  mit 
trigonometrischen  Fragen.  Außer  einer  Abhandlung  über  eine  neue 
Begründung  der  sphärischen  Trigonometrie,  auf  die  wir  weiter  unten 
noch  zu  sprechen  kommen,  verofFentlichte  er  1774  „Solutions  de 
quelques  problemes  d'Astronomie  spherique  par  le  moyen  des  series"*), 
worin  er  die  Auflösung  der  transzendenten  Gleichung  tgic  —  mfgy  nach 
X  durch  die  Reihe  x  =  y  —  6Bm2y  +  --ö*Bin4j  ~  -— 6^sin6y+  ■  ■  ■ 
darstellte,  in  welcher  d  —  —r —  bedeutet.  Indem  er  diese  Gleichung 
sowohl  mit  jenen  drei  Fundamentalgleichungen  des  sphärischen  Drei- 
ecks, in  denen  Tangenten  vorkommen,  als  auch  mit  den  Neperschen 
Analogien  verband,  gelangte  er  zu  mehreren,  namentlich  in  der  Astro- 
nomie und  Geodäsie  sehr  brauchbaren  Lösungen  trigonometrischer 
Aufgaben.  So  erhielt  er  z,  B.  zur  Bestimmung  der  Winkel  ß  und  y 
eines  sphärischen  Dreiecks,  von  dem  die  Seiten  h,  c  und  der  Winkel  a 
gegeben  sind  mit  Benutzung  der  erwähnten  Analogien,  die  Reihen- 
entwicklungen: 

J'  =  tg  ^  (ctgy +  tg  *)sin«~-^tg  J-"(ctg^-*-tg-g-)sin2a+---, 


p.  70;    anch   Leipziger  Magazin    für    reine    und    angewandte  Mathematik,    1786, 
p.  241—24.5. 

')  Nova  Acta  Äcad.  Petrop,  III,  ad  annum  1785  (erschienen  1788),  vorge- 
legt 1787,  p.  90—99.  ')  Ebenda,  IV,  ad  annum  1786  (erschienen  1789),  vor- 
gelegt 1786,  p.  89—94.  ^  Ebenda,  XII,  ad  annum  1794  (erschienen  1801), 
vorgelegt  1798,  p.  196—316.  *)  Noaveaux  Memoires  de  l'Acad.  de  Berlin, 
annöe  1776  (erschienen  1779),  gelesen  1774,  p.  214fF.  Oeuvres,  Bd.  Serret,  IV, 
p.  276—398, 
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ß  _  180"  ~  «  +  tg  i  (tg  l  -  clg  ')  »in  « 

-  |tg|-"  (tgy   +  ctgl")  sm2«  +  .  - ., 

welche  nach  Lafjranfres  Bemerkung  um  bo  konvergenter  sind,  je 
kleiner  c  ist  und  je  näher  b  an  90"  liegt.  Auch  zeigte  er,  daß  die 
Verwendung  des  Imaginären,  durch  welche  er  diese  Formeln  gefunden 
hatte,  noch  ithnliche  Gleichungen  komplizierterer  Form  zu  losen  ge- 
stattet. Lambert  hat  1777  ebenfalls  ähnliche  Gleichungen  durch 
Reihen  gelöst^),  und  desgleichen  finden  sich  in  Delambres  großer 
Arbeit  über  die  Bestimmung  des  Meridianbogens  zwischen  DUnkirehen 
und  Barcelona*)  trigonometrische  Gleichungen  mit  Reihen  behandelt, 
die  mittels  der  Methode  der  unbestimmten  Koefüzienten  erhalten 
werden. 

Bedeutende  Verdienste  um  die  Ausbildung  der  elementaren  Tri- 
gonometrie in  Eulerschem  Sinne,  sowie  ura  die  systematische  Aus- 
gestaltung derselben  erwarb  sich  der  Italiener  Antonio  Cagnoli 
(1743— 181G).  Cagnoli^),  zu  Zante  geboren,  zog  sich  bald  von  der 
zuerst  gewählten  diplomatischen  Laufbahn  zurück,  lebte  dann  in 
Verona  als  Privatmann,  wo  er  sich  eine  Sternwarte  erbaute  und  wurde 
nach  Gründung  der  eis alpinis eben  Republik  von  Napoleon  an  das 
Obsei'vatorium  in  Mailand  berufen.  Später  wurde  er  Professor  der 
Astronomie  an  der  Kriegsschule  in  Modena.  Er  gehörte  der  von  Lorgna 
gegründeten  Soeietä  Itaüana  delle  seienze  an,  welche  Mathematiker,  vrie 
Malfatti,  V.  Riccati,  Ruffini  und  Ferroni  zu  den  ihrigen  zählte, 
und  wurde  nach  Lorgnas  Tode  Präsident  dieser  gelehrten  Gesell- 
schaft. Seine  Trigonometria  piana  e  sferica,  welche  1786  italienisch 
und  in  französischer  Übersetzung  von  N.  M.  Chompre  in  Paris  in 
erster  Ausgabe  erschien,  wurde  1804  in  2.  Auflage  italienisch  zu  Bo- 
logna und  1808  abermals  französisch  zu  Paris  publiziert  und  ist  das 
vollständigste  und  umfassendste  Handbuch  jener  Zeit,  in  dem  man 
manches  auch  heute  noch  Interessaiite  und  Lesenswerte  findet.  Wenn 
auch  Cagnoli  noch  immer  ausschließlich  mit  trigonometrischen  Linien 
rechnete,  so  nahm  er  doeb.  die  Einheit  als  Radius  an  und  bediente 
sich  der  Eulersehen  Funktionszeichen,  denen  er  nur  merkwürdiger- 
weise die  abkürzende  Bezeichnung  der  Dreiecksseiten  durch  die  Buch- 
staben des  kleinen  lateinischen  Alphabets  nicht  zugesellte.  Cagnolis 
Haupt  verdienst  liegt  darin,  daß  er  wie  Klügel  die  analytische  Formel- 

')  Bode,  ÄBtronomischeH  Jahrbuch,  für  1780,  p.  61.  ^  Methodea  ana- 

Ijtiques  pour  la  determinatioo  d'un  atc  du  meridien,  an  VII  (1798/99),  Paris,  4", 
p.  84  und  111,  ')  Poggendorff,  Literarisch-biographiBcheB  Handwörterbuch, 
I,  p.  359/00, 
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reehnung  in  den  Vordergrund  stellte  und  nur  die  notwendigsteu  Sätze 
aus  Figuren  ableitete.  Auch  bei  Behandlung  von  komplizierten  Drei- 
*cksaufgaben,  die  er  in  eleganter  Weise  zu  lösen  verstand,  setzte  er 
sich  stets  die  Hersteilung  einer  allgemeinen  Endformel  zum  Ziele, 

Wesentlich  Neues  in  bezug  auf  die  ebene  Trigonometrie  war  da- 
mals nicht  mehr  zu  bringen;  so  ergibt  denn  die  Durchsicht  von  Cag- 
nolis  Werk  sowie  einer  ergänzenden  Abhandlung^)  vom  Jahre  1794 
als  erwähnenswert  nur  eine  TJmgeataltuug  der  Fomiel  des  ebenen 
Kosinussatzes  für  logarithniisohe  Rechnung,  aber  auch  hierin  war  ihm 
schon  1777  Johann  Tobias  Mayer^),  der  jüngere,  zuvorgekommen. 
Zudem  sei  noch  erwähnt,  daß  er  auch  die  sogenannten  Mollweide- 
schen Gleichungen  entwickelte  und  verwenden  lehrte.') 

Au9  seinen  Ergänzungen  zur  sphärischen  Trigonometrie  ent- 
nehmen wir  die  fundamentale  Formel 

sin  c  sin  ß  -f  cos  c  cos  a  cos  B  =  sin^  siu  C  -—  cos  A  cos  C  cos  h 

als  die  erste  Kelation,  welche  zwischen  den  sechs  Stücken  eines  sphä- 
rischen Dreiecks  gegeben  wurde.*)  Ferner  teilte  er  eine  praktische 
Umgestaltung  des  sphärischen  Kosinuasatzes  für  logarithmische  Rech- 
nung mit*),  abweichend  von  jener,  die  Lambert  gegeben  hatte  (S.  411) 
und  entwickelte  Formeln,  um  die  Stücke  rechtwinklig  sphärischer 
Dreiecke  eventuell  bis  auf  Zehntel-Sekunden  genau  erhalten  zu  können. 
Auch  die  Proportionen,  zu  welchen  die  Betrachtung  zweier  Dreiecke 
dieser  Gattung  führt,  wenn  sie  einen  Winkel  oder  die  Hypotenuse  ge- 
meinsam haben,  wurden  von  Cagnoli  aufgestellt  und  außerdem 
wurden  die  Formeln  abgeleitet,  welche  den  Zusammenhang  der  Ele- 
mente eines  sphärischen  Dreiecks  mit  denen  des  zugehörigen  Sebnen- 
dreiecks  gebeiL^  In  der  eleganten  Behandlung  der  trigonometrischen 
Gleichung  «cos^ -j- 6siu  A  =  n  aber  war  ihm  schon  Kästner  1772 
zu  voi^eko  m  m  en . ') 

Wichtige  Fortschritte  machte  in  dem  von  uns  betrachteten  Zeit- 
abschnitte auch  die  für   die  Astronomie  und  Geodäsie  so  notwendige 


')  (  oae  trigoiidmetrithr  Memorie  della  Societä  Italiaaa,  VII,  1794,  p.  35ft". 
'\  Gründlicher  und  ausfuhrbcher  Unterricht  aur  praktischen  Geometrie,  Göttiogen 
1777  4  Bande,  b",  I  p  li—XZ  ')  Trigonoiuetria,  1,  Aufl.  p.  122.  *)  Diese 
Formel  findet  s!L,h  illerdinga  erst  in  der  Ausgabe  von  1B08,  Nr.  1139,  p.  326. 
*)  Diese  tlmfnrinun^'  steht  aL.hon  in  Cose  trigonometriche,  Nr.  VI  der  sphä- 
rischen Probleme  "i  Kap  WU  der  ersten,  Kap.  XX  der  Auflage  von  1308. 

Die  elegante  Formel  (.os-i  —  cos^  cos-^cos  ^  -f  sin    -  sin  -      gibt    z.  B.    den 

Winkel  A    des  '^ehnendren^ekfi    der  dem  Winkel  A  im  sphärischen  entspricht. 
')  Astronomische  Abhandinngen  1774,  p.  13—15. 
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Fehlerrechnung,  tei  welcher  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Ver- 
änderUDgen  handelt,  welche  die  Stücke  eines  Dreiecks  erleiden,  wenn 
gewisse  derselben  um  sehr  kleine  Größen  7.11-  oder  abnehmen.  Nach- 
dem Cotes  in  seiner  Aestimatio  errorum  1722  dieselbe  eingeführt 
(IIP,  S.  360  und  412—414)  und  die  wichtigsten  Sätze  geometrisch  ent^ 
wickelt  hatte,  publizierte  De  la  Caille  1741  einen  „Calcul  des  diff^- 
rences  dans  la  trigonometrie  spherique"^),  in  welchem  er  Cotes' 
18  Theoreme  in  24  Formeln  vereinigte,  die  er  auf  astronomische 
Aufgaben  anwandte.  Später  haben  sich  namentlich  Klügel,  Kästner, 
Boscovich  und  Cagnoli  mit  Ausbildung  dieses  Wissenszweiges  be- 
schäftigt. Ersterer  widmete  ihm  das  8.  Kapitel  seiner  analjtischen 
Trigonometrie  und  einen  Aufsatz  mit  dem  Titel  „Trigonometrische 
Variationsrechnung  zum  Gebrauche  bei  Berechnung  der  Sonnen-  und 
Mondfinsternisse"^)  und  behandelte  die  vier  wichtigsten  Fälle,  indem 
er  ein  Dreiecksstflck  konstant  ließ  und  die  endlichen  Variationen  der 
anderen  untersuchte.  Die  beiden  Hauptfornieln,  welche  er  erhielt, 
sind:  Äa  =  cos  CA?»  +  cos  BAc  und 

AB  :  AC  =  (sincAt  —  aoaasmhAc)  :  (sin  hAc—  cosasincÄft), 

die  sich  aus  dem  Kosinussatne  und  aus  der  Kotangentenforinel  er- 
geben, Kästner  gab  im  ersten  Bande  seiner  „Astronomischen  Ab- 
handlungen"^) ebenfalls  eine  analytische  Ableitung  der  Cotesschen 
Theoreme  und  teilte  auch  Differentialformeln  fi'ir  ebene  Dreiecke  mit, 
aber  das  Verdienst,  aus 'den  vielen  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
möglichen  Relationen  die  vier  Hauptgleichungen 

da  =  cos  Cdh  +  coaBdc  +  smBsi-acdÄ, 

sin Bda  —  aoBC&mÄdb  —  sine  t?^  -f-  sinacos  J?(?C, 

ctgada  —  ctgSiüft  =  cigAdÄ  —  ctgBdB, 

dA  —  sin  6  sin  Cd»  —  cos  cdB  ~  coBbdC, 

die  man  heute  als  Fehlergleichungen  bezeichnet,  ausgewählt  und 
in  dieser  Form  geschrieben  zu  haben*),  gebührt  dem  auch  sonst  ver- 
dienten Jesuiten  Roger  Boscovich  (1711—1787).  Dieser  war  in 
B^usa  geboren,  wurde  1740  Professor  der  Mathematik  und  Philo- 
sophie am  Collegium  Romanum,  dann  Professor  in  Pavia,  dann  Direc- 
teur  de  l'optique  de  la  marine  in  Paris,  kehrte  aber  1783  nach  Italien 
zurück,    wo  er  in  Mailand   starb.     Aus  Boscovichs    Formeln  folgen 

')  Memoires  de  l'Academie  de  Paris  1741,  p.  238ff.  '}  Bode,  Astro- 

noTniachea  Jatrbuch  für  1793,  Berlin  1790,  p   178—182,  =)  A.  a.  0  ,  p.  1 

bia  107.           *)  Opera  IV,  1786,  4",  p.  316—394,  wo  er  ftacb  die  e 
Formeln  für  ebene  Dreiecke  angibt  {p.  3iiä). 
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aUe  anderen,  weshalb  es  ziemlich  überflüssig  war,  daß  Cagnoli  noch 
17  98  eine  Zusammenstellung  von  139  Proportionen  angab^);  aller- 
dings sind  unter  diesen  auch  die  Formeln  für  endliehe  Variationen 
en  th  alten. 

In  Beziehnng  zu  diesen  Betrachtungen  stehen  auch  die  Methoden, 
welche  anzuwenden  sind,  wenn  in  trigonometrischen  Rechnungen  die 
Logarithmen  der  Sinus  von  Winkeln,  die  nahe  an  90"  liegen,  oder 
die  der  Kosinus  sehr  kleiner  Winkel  vorkommen,  oder  wenn  direkt 
Funktionen  kleiner  Winkel  zu  bestimmen  sind.  Israel  Lyons  (1739 
bis  1775),  Rechner  beim  Board  of  Longitnde  in  London,  schlug  hierzu 
ein  Verfahren  ein^),  das  wir  an  einem  von  ihm  gegebenen  Beispiel 
erläutern  wollen.  Ist  in  dem  bei  iJ  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
eck ABC  ÄB^c  und  BC  =  a  (klein  gegen  c)  gegeben,  und  soll 
die  Hypotenuse  h  berechnet  werden,  so  setzt  er  6  =  c  +  S,  nimmt 

cos  6  —  cos  ö  cos  c  =  co8(c  +  £)  =  C08C  —  sin  c  sin  t—  coscsinvers^ 

und  erhält  hieraus 

sin  £  =  ctg  c  sinvers  a  —  ctg  c  sinvers  £. 

Nun  herechnet  er  mit  alleiniger  Benutzung  des  ersten  Gliedes  auf 
der  rechten  Seite  einen  Näherungswert  für  t,  und  mit  diesem  dann 
als  Korrektur  das  zweite  Glied, 

Anders  verfuhren  Lambert  und  Cagnoli,  die  iur  solche  Falle 
die  Ersetzung  der  zu  berechnenden  Formeln  durch  andere  gleich- 
wertige, aber  brauchbarere  vorschlugen.  Ist  z.  B.  die  Entfernung  x 
zweier  sehr  nahe  beieinander  gelegener  Orter  auf  der  Erde  oder 
zweier  Sterne  aus  ihren  Entfernungen  vom  Pol  c  und  x  und  dem 
Unterschied  ).  der  Längen  oder  Rektaszeusionen  zu  bestimmen,  so 
eraetzt    Lambert')     die    Formel     cos«  =  coscoosjt  +  sincsinxcosA 

durch  die  gleichwertige  sin--- =T/ sin — ö~  -[- sin e sin x sin -g-  ,  für 
die  man,  falls  c  —  x  und  k  wenig  von  1  oder  2  Graden  verschieden 
sind,  die  Näheiningeformel  x  =  "j/j.^  sine  sin  x  -\-  {c  ~  xf  nehmen  kann. 
Ähnlich  verfuhr  Cagnoli*),  sprach  aber  das  allgemein  richtige  Prin- 
zip aus,  daß  man  am.  sichersten  rechnet,  wenn  man  den  gesuchten 
Winkel  durch  eine  Tangente  oder  Kotangente  bestimmt.  So  ge- 
brauchte er   z.  B.  für  die  Gleichung    cos  a  = im  Falle   h  und  c 


')  Memone  della  "locjetT,  Itiiliana  VIII,  1,  p,  214—218,  vorgelegt  ITJS,  und 
Trigonometna,  3  Auf!    ]i  360—378.         »)  R  T.  LXV,  2,  1775,  p.  470— i84. 
')  Bodes  AstionomiBches  Jahrbuch  für  1778  (erschienen  1776),  p.  305-210. 
')  Trigonometna,  1    Aufl    p    260,  2.  Aufl.  p.  296. 
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nahezu  gleich  sind,    die  aus   den  Neperscheii  Analogien   entatehende 


Formel  tg  —  =^/tg"'^-- 


Übrigens  bemerkte  Lambert  auch,  daß  mau  sieh  zur  Bestim- 
mung der  Sinua,  Kosinus,  Tangenten  und  Sekanten  sehr  kleiner 
Winkel  der  gewöhnlichen  Tafeln  der  natürlichen  goniometrischen 
Funktionen  bedienen  könne^),  wenn  man  die  Kotangenten  und  Ko- 
sekanten zu  Hilfe  nimmt.  Will  man  z.  E.  sin  1'  und  cos  1'  berechnen, 
80  setzt  man  sin  1'  =  -;~     ,.  und 


cos  r 


=  l/-.^  =  i- 


Hat  man  dann  cosec  1'  auf  5  Dezimalen,  so  bekommt  man  hieraus 
sinl'  und  mit  Hilfe  der  Beihe  auch  cosl'  bis  auf  12  Dezimalen 
genau. 

Auch  Kästner  hat  Formeln  mitgeteilt,  welche  zur  Berechnung 
sphärischer  Dreiecke  mit  kleinen  oder  nahezu  gleichen  Stücken  dienen^), 
und  in  dem  Tafelwerk  TOn  Gardiner*),  auf  das  wir  unten  noch  zu 
sprechen  kommen,  finden  sich  bereits  solche  Formeln  zusammen- 
gestellt. 

Dem  Gedanken,  zur  Berechnung  der  Funktionen  eines  sehr  kleinen 
Winkels  zu  Reihenentwicklungen  zu  greifen,  entsprang  auch  eine  noch 
heute  viel  verwendete  Regel  zur  Bestimmung  von  log  sin  a;  und  logtgir, 
die  der  Greenwicher  Astronom  Nevil  Maskelyne  (1732—1811)  her- 
leitete und  die  seinen  Namen  erhalten  hat.*)  \'ernachlässigt  man 
in  den  Reihen   für   sind;  und  cosa;   die  Glieder  vom  4.  Grade  an,    so 

erhält    man    sina;^  a;  (1 ^-1,     cosa;  -^  1  —  'l-,  oder  da    (1  —  y) 

innerhalb  derselben  Genauigkeifcsgrenze  .-^  1  —  —  ist, 

sin  3: 1— a:(cosa:)-' 

und  hieraus  logsina^^loga: -|- —logcosai;  genau  ebenso  folgt  für 

log  tg  a;  -^  log  ^  —  a  log  cos  ^■ 

Die  Regel    ist,    wie   man    leicht    sieht,   bequem    zur  Berechnung    der 

')  Bodes  ABtronomiacheB  Jahrbuch  für  1778  (publiziert  1776),  p,  209. 
')  Acta  Aead.  Elect.  Mogntitioae  1778—79  (erHchienen  1780),  p.  181—190. 
")  W.  öardiner,  Tables  de  Logaritbines ;  Ausgabe  von  Peaenas,  Dumas  und 
Blanchard,  1770,  4".  *)  Maskelyne  hat  dieseibe  mitgeteilt  in  der  Ein- 

leitung au  aeiaer  Ausgabe  der  Tables  of  Logarithma  von  Michael  Taylor, 
London  1793,  2°,  Problem  II,  p.  21—22,  ohne  eine  Begrftndung  zu  geben.  Diese 
gab  erst   1804  Traliea,  Abhandl.  der  Berliner  Akademie,  1801—1811,  p.  17. 
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Logarithnien  von  sm  x  und  tg  x  für  Winkel  bis  zu  5*  33',  wenn  in 
einer  Logarithmentafel  die  Werte  von 

-„  log  cos X  =  8     und     —      log  cosx  =  T 

notiert  sind,  was  zum  erstenmal  in  der  Tstelligen  Tafel  von  Callet 
1795  der  Fall  war.  Von  ihr  aus  gingen  die  Zahlen  S  und  T  in  die 
neuen  vollständigen  Logarithmentafeln  über. 

Mit  einigen  Worten  sei  auch  noch  auf  die  Näherungsformeln 
hingewiesen,  welche  infolge  der  Verfeinerung  der  astronomischen  Be- 
obachtungen und  der  geodätischen  Messungen  notwendig  wurden. 
Man  hatte  sphärische  Dreiecke  mit  sehr  kleinen  Winkeln  lange  Zeit 
wie  ebene  Dreiecke  behandelt,  bis  J.  L.  Lalande  (III*,  S-  500)  zuerst 
1763  darauf  aufmerksam  machte,  daß  dies  nicht  immer  statt- 
haft sei,  ohne  sich  erheblichen  Fehlern  auszusetzen^),  und  durch  eine 
allerdings  nicht  einwandfreie  Rechnung  fand,  daß  man  dem  ebenen 
Winkel  li  des  hei  A  rechtwinkligen  AABC  die  in  Sekunden  ausge- 
drückte Größe  -^^ZfC®  sin2J?(3  — cos2J?)  hinzufügen  muß,  um  den 
entsprechenden  sphärischen  Winkel  zu  erhalten.  Auch  ergab  sich  ihm 
der  Unterschied  zwischen  der  geradlinigen  und  der  sphärischen  Hypo- 

,  1    AB^-AC^ 

tenuse  zu    g-        ^^  -    ■ 

Weit  praktischer  aber  griff  Adrien  Marie  Legendre  die 
Sache  an,  als  an  ihn  bei  Gelegenheit  der  Feststellung  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Greenw jeher  und  Pariser  Sternwarten*)  die  Not- 
wendigkeit herantrat,  verhältnismäßig  kleine  Dreiecke  auf  der  Erd- 
kugel zu  behandeln.  In  seiner  beriilimten  Abhandlung  „Sur  les 
Operations  trigonom^triques,  dont  lee  resultata  dependent  de  la  figure 
de  la  terre"  1787")  sprach  er  den  nach  ihm  benannten  Satz  aus*),  daß 
ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den  Kugelradiiis  klein  sind, 
wie  ein  ebenes  mit  denselben  Seiten  berechnet  werden  kann,  wenn 
man  von  seinen  Winkeln  je  den  dritten  Teil  des  sphärischen  Exzesses 
in  Abrechnung  bringt.  Lagrange  erkannte  den  Vorteil  und  die 
Notwendigkeit  einer  solchen  Berechnung  darin,  daß  die  vollen  tri- 
gonometrischen Formeln  für  Dreiecke   mit  so  kleinen  Seiten,  wie  sie 


')  Memoires  de  l'Acad.  de  Paris  1763,  p.  347—353.  ^  1787  wurde  auf 

Betreiben    Cassinis   de   Thury   eine   Kommisaion   yon   fronzösi sehen   und  eng- 
lischen   Gelehrten   zur   Ausführung    dieser  Arbeit   gewählt,    welcher  auch  Le- 
gendre angehörte.  >)  Memoirea  de  l'Acad.  de  Paris  1787,  p.  352tF. 
')  A.  a.  0.,  p.  358. 
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hier  in  Betracht  kommeu,  gar  feeine  exakte  Hechnung  gestatten,  und 
gab^)  einen  kurzen  und  sehr  übersichtlichen  Beweis  des  schÖBen 
Theorems. 


Das  Ltitrgebiiade  iler  Trigonometrie.     Versuclie  einer  «lögliehst 
einfaclien  Begränilung  tlesseJbeii. 

Obwohl  uns  das  Vorhergehende  ein  Biid  von  der  theoretischen 
Entwicklung  der  Trigonometrie  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahr- 
hunderts gab,  dürfte  es  doch  nicht  überflüssig  erscheinen,  sieh  die 
Frage  vorzulegen,  wie  raach  und  in  welchem  Umfang  die  allmählich 
angewachsene  Summe  von  neuen  Kenntnissen  in  der  Lehrbücher- 
literatur Verwertung  fand,  da  gerade  sie  zur  Ausbreitung  der  "Wissen- 
schaft in  weiteren  Kreisen  dient  und  dadurch  ihrerseits  wieder  auf 
das  Wachstum  jener  befrachtend  einwirkt.  Wir  wollen  daher  diese 
Frage  durch  den  folgenden  kurzen  Überblick  zu  beantworten  suchen. 

In  allen,  auch  den  gelehrtesten  Kompendien  jener  Zeit,  mit  ein- 
ziger Ausnahme  von  Klügels  Analytischer  Trigonometrie,  wurden  die 
trigonometrischen  Funktionen  noch  als  Linien  definiert,  und  dement- 
sprechend wurde  auch  der  Sinus  totus  oder  Radius  r  mitgeftihrt.  Nur 
zur  Vereinfachung  der  Formeln  setzten  ihn  manche  Schriftsteller,  wie 
Karsten'),  Kästner  und  Cagnoli  gleich  L  Eulers  Bezeichnungs- 
weise  der  Funktionen  dagegen  fand  ziemlich  rasche  und  umfassende 
Verbreitung,  während  der  alte  Gebrauch,  die  Lehrsätze  ia  Proportionen 
za  schreiben,  mit  großer  Zähigkeit  festgehalten  wurde.^) 

Die  Aufstellung  der  Funktionen  für  alle  4  Quadranten  wurde 
seit  der  Veröffentlichung  von  Eulers  ,Jntroduetio"  allgemein  als  not- 
wendig erkannt,  geschah  aber  immer  noch,  selbst  für  die  Tangenten 
und  Kotangenten,  an  der  Figur,  wodurch  Irrtümer  in  den  Zeichen 
nicht  immer  vermieden  wurden.  Durch  die  Beachtung  der  längst 
bekannten  Gleichung  tg « =  -  - ,  oder  wie  sie  damals  stets  ge- 
sehrieben wurde:  tgcc :  r  -=  sin«  ;  cosk,  brach  sich  jedoch  die  Erkennt- 
nis des  Richtigen  allmählich  Bahn,  so  daß  man  a  posteriori  eine 
Übereinstimmung  mit  der  geometrischen  Interpretation  suchen  konnte*). 

')  De  quelques  problemes  relatifs  ans  trianglea  spheriques  avec  une  imalyse 
complete  de  ces  trianglea.  Journal  de  l'licole  Poljt,,  6.  cah,,  1798/99,  p.  293 
biB  296.  »)  WenzesUuB  Johann  Gustav  Karsten  hat  zwei  hier  einachlägige 
Werke  geschrieben;  Matheais  theoretioft  elementaria  atque  Bublimior,  Eoatock 
1760,  8",  und  Lehrbegritf  der  geaammten  Mathematik,  a.  Teil,  2.  Aufl.,  Gfreifs- 
walii  1786,  8".  ■)  Vgl.  a.  B,  Legendres  Elements  de  Gäom^trie  noch  in  der 
14,  Aufl.  von  1832.        ')  Segner,  Elementa  Arithmeticae  Geometriae  et  Calculi 
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Auch  die  Funktionen  negatiTer  Arguniente  wurden  wenigstens  in  den 
umfassenderen  Werken,  wie  bei  Karsten  und  Legendre,  in  den  Kreis 
der  Betrachtung  gezogen  und  richtig  bestimmt.  Die  Ahleitung  der 
gonioinetriachen  Formeln  wurde  trotz  Euler  und  Klügel  (vgl.  S.  413) 
immer  noch  einzeln  geometrisch  vollzogen,  das  vollständigste  Formel- 
system hat  wohl  Cagnoli  aufgestellt.  Dagegen  heschränkte  man 
sich  in  den  größeren  Kompendien^)  nicht  mehr  nur  auf  die  Ableitung 
der  elementaren  Formeln,  sondern  man  nahm  auch  aus  der  ,JJitro- 
ductio"  die  trigonometrischen  und  zyklo metrischen  Reihen  uod  den 
Satz  von  Moivre  in  sie  auf,  ja  selbst  die  Teilungsgleichungen  wurden 
zuweilen  mit  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen. 

Die  Berechnung  der  ebenen  Dreiecke  hatte  durch  den  Gebrauch 
der  Formeln  wohl  etwas  an  Leichtigkeit  gewonnen,  aber  infolge  der 
beständigen  Beibehaltung  des  Sinu.s  totus  ihre  Vollendung  noch 
nicht  erreicht^),  wozu  noch  der  Umstand  beitrug,  daß  Eulers  prak- 
tische Bezeichnungs weise  der  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  von 
den  meisten  seiner  Zeitgenossen,  ja  selbst  von  Cagnoli  und  Louis 
Bertrand  in  der  ebenen  Trigonometrie  so  wenig  wie  in  der  sphä- 
rischen angewendet  wurde;  eine  rühmliche  Ausnahme  hiervon  machten 
Kästner"  und  Klugel  Daß  die  ^imtlichen  '^atze  zur  Berechnung 
der  ebenen  Dreiecke,  wie  wii  sie  jetzt  benitzen,  damals  bereits  in 
Grebraueh  waren  brautht  kaum  hemeikt  zu  werlen;  in  ihrer  Gesamt- 
heit, selbst  mit  Einschluß  der  sogeninnten  Moüweidesehen  Glei- 
chungen*) zu'-tmmenge'-tellt  unl  m  unseiei  Art  abgeleitet  finden  wir 
sie  jedoL.h  nur  m  <  aguolis  Tngonoraetrf^ 

GetniPtri  i  in  neupr  Auflage  Hilae  Mjgdel"  17fi  Alle  Sauri,  Cours  coinplet 
de  mathem^tjqaes  t  I  Paris  I7''4  ü"  und  Joititutions  math^matiques,  Paris 
178b  i  Aufl.  1  20b  wo  ein  kurzer  Aiszug  der  Trigonometrie  aua  dem  Conra 
ateht  P  (  ''Lln.rfler  (S  J)  Inatitutionum  geomatricarum  pars  aec.  aive  Tri- 
gonometna  plana  'S  indol  1  70  i"  DautsLhe  Überaetiuag  von  einem  L'nge- 
nannten  Halle  1782  'ietiLritei  bemerkt  wie  spiter  sich.  Cagnoli,  daß  beim 
Durchgang  dur  h  NiU  und  dirch  Xjnendlith  em  Zeichen  Wechsel  eiatreten  muß. 
')  feo  nahm  b  B  Loi  la  Bertrand  ein  =!chiiler  Euiers,  in  sein  zwei- 
bändiges Werk  De  eluppement  nomeau  de  li  partie  elementaire  des  mathe- 
matiqnes  Geneve  II  1778  4  allp  Fntdeckingen  Lulera,  die  sich  auf  die  Tri- 
gonometrie bez  phen  auf  Ähnlich  vertuhren  Ma  iduit  in  seinen  Principes  de 
1  Astronomie  spheiique  ou  traite  complet  de  tngonometrie  spherique",  Pari» 
17b5    8     und  Karsten  tn  den  o   a   Werken  )  Vgl.  La  Cailie,  Le?ons 

clömenWreB  de  mathematiquea  Par  s  1  bl  uadSauri  in  der  schon  angeführten 
Schr'ft  Ji't  enne  B  z  ut  n  e  nem.  oir  de  matWmatiques,  Paris,  pars  II, 
17  w  n       n  Bp    e  en  Auf  ag  n    einer  „Anfangagciinde  der  Arith- 

in  k  e  met  e  e  enen  und  s  ha  hen  Trigonometrie"  sowie  in  seinen 
Ge  m       s  he      ibhan    u  17         1  11        1  Schon  in  der  1.  Aufl.  von  1786 

8  eken  d  g       a       d  m      nu    at  waJgeloitet  ji.  123,   übrigeni?   finden 
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Bezüglich  der  Behandlung  der  sphärischen  Trigonometrie  muß 
man  die  graphischen  und  rechnerischen  Methoden  auseinander- 
halten. Die  erateren,  die  sich  in  der  alten  Astronomie  schon  einer 
großen  Beliebtheit  erfreut  hatten'),  waren  durch  die  Trigouometriae 
sphaerieae  construetio,  Komae  1737,  4**,  des  uns  schon  bekannten 
Boscovich  wieder  neuerdings  in  tiebrauch  gekommen.  Sie  be- 
ruhten in  der  Hauptsache  auf  der  Orthogonalprojektion  und  wurden 
zur  näher ungs weisen  Auflösung  der  sphärischen  Aufgaben,  vereinzelt, 
wie  bei  Mauduit,  auch  zur  Ableitung  der  trigonometrischen  Haupt- 
sätze verwendet^).  Antoine  Bemi  Mauduit  (1731— 1815}  war  zu- 
erst Professor  der  Mathematik  an  der  Ecole  des  ponts  et  chaussees,  dann 
Professor  der  Geometrie  am  College  de  France  in  Paris  und  hat  in  seinen 
Principes  d'astronomie  spherique  ein  reichhaltiges  Werk  geschaffen. 
Die  ausführlichste  Schrift  aber,  welche  ohne  Kenntnis  der  geschicht- 
lichen Entwicklung  der  Jahrhunderte  alten  Methode  alies  längst  Be- 
kannte wieder  neu  fand  und  in  organischen  Zusammenhang  brachte, 
war  eine  Schrift^)  des  Mathematiklehrers  zu  Montauban  Simeou 
Fagon  Valette  (1719—1801)  aus  dem  Jahre  1757,  sie  baut  un- 
mittelbar auf  Boseovieh  auf,  der  jedoch  nirgends  genannt  wird. 
Auch  der  Abbe  Tommaso  Valperga  di  Caluso  (1737—1815),  der 
erst  Offizier  auf  der  Flotte  des  Malteser- Ordens,  dann  Priester  in 
Neapel  und  Turin  war,  woselbst  er  Professor  der  griechischen  und 
orientalischen  Sprachen  und  Direktor  der  Sternwarte  wurde,  hat  noch 
1786  eine  ähnliche  Arbeit,  allerdings  nicht  in  Form  eines  Lehrbuches 
veröffentlicht*). 

Die  weit  wichtigere  rechnerische  Behandlung  der  sphärischen 
Trigonometrie,  welche  die  Lehrbücher  fast  ausschließlich  brachten, 
wurde  damals  im  Gegensatze  zu  Eulers  Methode,  die  er  in  seiner 
Abhandlung  von  1779  befolgte,  in  der  Weise  vorgenommen,  daß  zuerst 
die  Sätze  für  das  rechtwinklige  und  dann  jene  für  das  schiefwinklige 
Dreieck  als  Folgeningen  aus  ei^sterea  gebracht  wurden.  So  leiten 
z.  B.  Segner,  dessen  vielbefolgte  Bez ei chnungs weise  aus  der 
nachfolgenden  Figur  24  erhellt,  und  ebenso  Sauri  und  Bosco- 
vieh  sowie  viele  andere  auf  diese  Weise  die  folgenden  fünf  Glei- 
chungen ab: 

sie   Biüh   auch   in  Mauduita  o.  a.  Werke    p.  83   und  84    ohne    Beweis    aua    den 
Neperachen  Analogien  der  Bphärischen  Trigonometrie  geschlossen. 

')  A.  V,  Braunmühl,  Gesch.  d.  Trig.  I,  Kap,  2,  g  1,  Kap.  3,  §  'i,  Kap.  4, 
§  2,  Kap.  7.  §  1,  Kap,  8,  §  6,  Femer  Zeuthen,  Bibl.  mathem.  1900,  p.  20—27. 
^  A.  ft.  0.,  p.  65  ff.  ')  TrigonomiStrie  apherique  reaolue  par  le  moyen  de  la 

Regle  et  du  Compaa,  Bourges  1767,  8",  *j  De  Tutilitö  dea  projections  ortho- 

graphiques.     Memoires  de  l'Acad.  de  Turin  II,  1786,  p.  391—327. 
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1)    sin H:ainh  =  &inm:  sin 31;  2)    sin  JS :  sin h  =  ctg M :  ctg m; 

3)    sin^:  sin»  =  coaM:  cosm;  4)    cos^:cosk  =  ttgif:  ctgÄ; 

5)    cos  B  :  cos  h  =  cos  U :  cos  7( 
und   fügen   ihnen   noch   die  beiden  durch  korrespondierende   Addition 
und  Subtraktion  ans  3)  und  5)  hervorgehenden  Formeln: 

,     B4-b     ,     H-\-h       ,     H  —  h     .     B  —  b 

hinzu').     Die   Methode,   mit  diesen  7  Formßtn  alle  Dreiecks  aufgaben 
zu  behandeln,  war  damals  sehr  verbreitet,  wenn  auch  manche  Autoren 
noch    nebenbei    die    allgemeinen    Formeln 
für   das   schiefwinklige  Dreieck   entwickel-  „--"^ 

ten,    indem    sie    die   Hauptsittze    aus   dem  Z'"^' «\ 

Dreikant   ableiteten    und  aus   diesen    dann  ^  i         \ä 

die    übrigen    durch    Rechnnug    gewannen.  '  /*|  \ 

Andere  wieder,  wie  Cagnoli,  Scherffer,      /'  ■  \ 

Karsten    und   Mauduit   stellten   sich  als         "~---.,_^__^ l .— -,— ""^'"^ 

Grundlage    ihrer    Formeln     den    Kosinus-,  -^ 

den  Sinussata  und  die   Kotangentenformel  *'"  ^■'■ 

mit    Hilfe    der    Sätze    des    rechtwinkligen 

Dreiecks  her.  Auch  die  Neperschen  Analogien  kommen  hei  den 
genannten  Autoren  Tor,  die  auch  ihre  praktische  Verwendung  ausein- 
andersetzten. Dagegen  wird  die  Methode,  das  ganze  Formelsyetem 
durch  Anwendung  des  Supplementardreiecks  zu  verdoppeln,  merk- 
würdigerweise nirgends  ausschließlich  angewendet. 

Wenn  wir  im  vorhergehenden  die  hauptsächlichsten  Methoden 
kennen  gelernt  haben,  nach  denen  die  Trigonometrie  für  den  Unter- 
richt entwickelt  wurde,  so  müssen  wir  noch  der  am  Ende  des  Jahr- 
hunderts auftretenden  Versiiche  gedenken,  welche  dahin  zielten,  das 
ganze  trigonometrische  Lehrgebäude  auf  die  einfachst- 
mögliche  Grundlage  zu  stützen.  Ohne  diese  bestimmte  Absieht 
auszusprechen  lotete  Ka  tner^)  die  Hauptformeln  der  ebenen  Tri- 
g  nometr  e  reehnensf-h  aus  dem  Sinussatze  und  der  Winkel beziehung 
A  +  L+  <   ~  IbCI"  ab   und   i  och   viel  früher^)   hatte  der   Oberberg- 

D  eae  waren  ho  ml  Jahrhundert  von  Thomas  Baker  (!(J25  bis 
1690  Pfarrer  n  B  shoi  \ymmet  in  Devonahire,  mitgeteilt  worden.  Siehe  A, 
T  Braunm    hl       esch    d    Tr  g    11,  j\  48.  *)  Anfangsgründe  der  Arithmetik, 

Ceonetre  und  Tr  g  nometr  e  z  B.  3,  Aufl.  1774,  p.  418;  4.  Anfl.  1786,  p.  606. 
K  Btner  wol  te  e  gpntl  ch  nur  e  ae  „Vergleichung  der  Seiten  des  Dreiecks  und 
e  nes    se  ner  ^\  nkel      knden  ')  A.  v,  BraunmiihI,  Geach.  der  Trig.  II, 

1    9—1  *- 1  1  el     '^  hr  ft  be  et;  Aualysis  triangulorum  1746,  2". 
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hauptmaun  Friedrich  Wilhelm  Oppel  in  Freiberg  (1720—1769) 
gezeigt,  daß  sich  aus  der  Kenatnis  des  Sims-  und  Kosinussatzes  die 
sämtlichen  Formeln  der  sphäriechen  Trigonometrie  gewianea  lassen. 
Damit  nicht  zufrieden  suchte  De  Gua  deMalves  (IIP,  S.  576—577) 
zu  Äeigen^),  daß  die  Kosinusformel  allein  zu  diesem  Aufbau  genüge. 
Diesen  Gedanken,  den  übrigens,  wie  De  Gua  selbst  bemerkt,  schon 
der  Petersburger  Akademiker  F.  0.  Maier  (IIP,  S.  558—559)  aus- 
gesprocheu  hatte,  führte  er  in  der  Abhandlung  „Trigonometrie 
spherique  deduite  tres  brievement  et  completement  de  la  seule 
Solution  algebrique  du  plus  simple  des  ses  problemes  generaus  etc." 
1783  aus.  Dabei  hatte  er  die  unglückliche  Idee  für  seine  neu  auf- 
gebaute Trigonometrie  auch  eine  neue  Funktionsbezeichnung  einzu- 
führen, die  durch  ihre  Schwerfälligkeit  die  Lektüre  seiner  sonst  ver- 
dienstlichen Abhandlung  sehr  unangenehm  macht.  Da  sie  jedoch 
keine  Nachahmung  fand,  gehen  wir  auf  dieselbe  nicht  weiter  ein. 
De  Gua  leitet  nun  zunächst  den  Kosinussatz 

coa  fl  =  cos  i>  eos  c  -j-  sin  b  sin  c  cos  A 

geometrisch  ab,  indem  er  sich  derselben  Figur  bedient,  die  wir  bei 
F.  Blake  (S.  400)  antrafen,  und  berechnet  ans  dieser  Formel 


sin  A  ^-^Yi  ~  cos  a^  —  cos  b^  —  COS  c*  +  2  cos  a  cos  &  cos  c  :  (sin b  sin  c). 

Da,  man  aus  der  Symmetrie  dieser  Form  erkennt,  daß  ain  B  und  sin  C 
denselben  Zähler  erhalten  müssen,  so  folgt  unmittelbar 

sin --1  :  sin  JJ  :  sin  C  =    .    ,-^--:-. : — ;    ,-.-.=  sin  «:  sin/y  ;  sin  f, 

also  der  Sinussatz.  Durch  sehr  umfangreiche  Rechnungen  ergeben 
sich  dann  der  Kosinussatz  für  die  Winkel,  die  Kotangentenformel 
und  noch  10  andere  recht  komplizierte  Gleichungen,  welche  zu  prak- 
tischer Verwendung  «um  Teil  sehr  wenig  brauchbar  sind. 

Die  abschreckenden  Rechnungen  De  Guas  verankßten  Lagrange 
in  der  schon  erwähnten  Abhandlung  „De  quelques  Problemes  relatifs 
aux  triangles  spheriques  ayee  une  Analyse  complete  de  ees  triangles"^ 
eine  einfachere  Ableitung  au  geben.  Kosinus-  und  Sinussatz  erhält 
er  wie  De  Gua,  indem  er  aber  dann  den  ersteren  für  die  Seiten  a  und  r 
ansetzt,  mit  Hilfe  der  zweiten  dieser  Formeln  cosc  aus  der  ersten 
eUminiert  und  sin  c  =  sin  a  sin  C-.smA  einführt,  ergibt  sich  ihm  als 
dritte     Gleichung     ctg«  sind  =  ctg ^  sin  (7  +  cos 6  eos  C      Vor      der 


')  Memoires  de  l'Acad.  de  Paris  1786,  p.  291—343,  vorgelegt  I7t 
•)  Journal  de  i'Öcole  Polyteohuique,  eahier  6,  1798/90. 
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eben  erwähnten  Einführung  von  sine  hatte  sich  Eulera  Formel 
cos  (j  sin  fe  =  cos  &  sin  a  cos  C  +  sin  c  cos  A  ergeben:  indem  er  nun  in 
dieser  a  mit  b  und  folglich  auch  A  mit  B  vertauschte  und  den  hier- 
durch erhaltenen  Ausdruck  für  cos  b  sin  n  in  sie  einführte,  ergab  sich 
mit  Hilfe  der  Beziehung  sine  =  sin fc  sin  C:  sin  i?  leicht  der  Kosiaua- 
satz  für  die  Winkel  als  vierte  Hauptgleichung.  Obwohl  diese  Formeln 
genügen,  wie  Lagrange  sagt,  um  alle  auf  sphiinsche  Dreiecke  be- 
züglichen Aufgaben  zu  lösen,  so  leitet  er  dennoch  aus  ihnen  die  be- 
kannten 6  Gleichungen  für  das  rechtwinklige  Dreieck  sowie  die 
Sätze  zur  Bestimmung  der  Seiten  aus  den  Winkeln  und  der  Winkel  aus 
den  Seiten  ab  und  verschafft  sich  die  Neperschen  Analogien,  indem 
er  in  beiden  Fällen  auch  das  Supplementär dreieck  verwendet. 

Da  Lagraiiges  Arbeit  unmittelbar  an  De  Guas  Gedanken  an- 
knüpfte, mußten  wir  ihre  Besprechung  gleich  hier  anfiigen  und 
können  erst  nachträglich  noch  auf  eine  Abhandhing  des  uns  schon 
bekannten  Schubert  hinweisen,  die  schon  1796  erschienen  war^)  und 
denselben  Gegenstand  behandelte,  ohne  jedoch  jener  Lagranges  au 
"Übersichtlichkeit,  Einfachheit  und  Eleganz  gleichzukommen.  Fried- 
rich Theodor  Schubert  (1758—1825),  geboren  zu  Helmstädt,  be- 
gann seine  Tätigkeit  als  Hauslehrer,  wurde  dann  Kevisor  des  hapsal- 
schen  Kreises  in  Esthland,  beschäftigte  sich  aber  hauptsächlich  mit 
geographischen  xmd  astronomischen  Studien,  die  ihm  die  Pfoiteu  der 
Akademie  in  Petersburg  eröffneten,  woselbst  er  Aufseher  der  Biblio- 
thek und  des  Münzkabinetts  dieser  Anstalt  wurde,  Stellungen,  die  er 
bis  zu  seinem  Tode  inne  hatte.  Mit  den  Schriften  der  Alten  wohl- 
vertraut  kam  er  auf  den  Gedanken,  aus  dem  Satze  des  Meneiaas^), 
mit  dem  schon  Ptolemäus  die  sphärische  Trigonometrie  behandelt 
hatte,  das  ganze  bekannte  Formelsystem  der  Trigonometrie  abzuleiten. 
Zunächst  gewann  er  aus  diesem  Theorem  die  6  Foi-meln  für  die 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke'),  dann  den  Sinussatz  und  durch 
Vieständige  Anwendung  der  gefundenen  Formeln  auf  die  Figur  jenes 
Transversalensatzes  von  Menelaus  die  beiden  Kosinusregeln,  aus 
denen  sich  dann  als  einzige  noch  notwendige  Regeln  die  Formel 

'8^'-.i,,!..o,«-l'."ri,,«o,.! 
und  ihre  polare    ergaben.     Auch    dieses    schöne    System    gründet  die 
ganze    sphärische  Trigonometrie  auf  einen    einzigen  Satz,   die  hierzu 
notwendigen  Rechnungen  stehen  aber  jenen  Lagranges   an  Einfach- 
heit bedeutend  nach.     Beachtung  hat  dasselbe  wenig  gefunden. 

')  Trigonometria  aphaerica  e  Ptolemaeo.  Vorgelegt  am  33.  Dezember  1796, 
publiziert  1801  in  Nova  Acta  Acad,  Petrop.  Sil,  p.  165— 175.  *)  Vgl.  dieaes 

Werk  I«,  p.  386.         ')  Vgl,  P,  p.  392— 3'.I3. 
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Tetragonometrie,  Polygonometrie  niid  Polyedrometrie. 

Nachdem  infolge  der  Ausbildung  der  Formelspracbe  und  der  da- 
durch gewonnenen  Geachraeidigkeit  der  analytischen  RecLnung  di» 
Behandlung  aller  auf  ebene  Dreiecke  bezüglichen  Fragen  eine  Leich- 
tigkeit geworden  war,  regte  sich  der  Wunsch,  auch  für  unregelmäßige 
Vierecke  und  allgemeine  Polygone,  deren  typische  Formen  schon 
Steviu  und  Girard  unterschieden  hatten^),  Formeln  zu  besitzen, 
welche  eine  Berechnung  derselben  direkt,  d.  h.  ohne  Torherige  Zer- 
schneidung in  Dreiecke  gestritten  würden.  Lambert  war  der  erate, 
der  in  seiner  „Anlage  zur  Tetragononietrie"*)  diesen  Gedanken  ver- 
folgte, um  überflüssigen  Kechnungen  zu  begegnen.  Er  gab  ohne  Be- 
weis die  vier  Beziehungen  an,  welche  zwischen  je  6  Stücken  eines 
ebenen  Vierecks  bestehen  müssen.  Da  man  jede  von  diesen  nach 
einem  der  sechs  Stücke  auflosen  kann,  so  ei^eben  sich  24  Fälle, 
von  denen  jedoch  nur  14  verschieden  sind,  da  mehrere  Auflösungen 
dasselbe  sagen,  und  drei  Winkel  bereits  den  vierten  bestimmen.  Um- 
stände, die  Lambert  nicht  berücksichtigt  hat.  Nimmt  man  noch 
eine  Diagonale  hinzu,  so  vermehren  sich  die  möglichen  Falte,  deren 
unvollständige  Abzahlung  durchLambert  später  BjÖrnsen  und  Lexell 
ergänzten,  während  Johann  Tobias  Mayer  in  seine  Inauguraldissertation 
von  1773*)  Lamberts  Irrtümer  herübernahin.  Der  scbon  früher  ge- 
nannte J.  T.  Mayer  war  als  Sohn  des  berühmten  Astronomen  gleichen 
Namens  17ö2  in  Göttingen  geboren,  studierte  und  habilitierte  sich 
daselbst,  wurde  dann  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Alt- 
dorf und  Erlangen  und  starb  als  Professor  der  Physik  in  Göttingen 
1S30.  In  der  genannten  Schrift  bemühte  er  sich  hauptsächlich,  ioga- 
rithmisch  brauchbare  Gleichungen  in  der  Tetragonometrie  zu  erhalten, 
was  seine,  wenn  auch  mangelhafte  Abhandlung  immer  noch  vorteil- 
haft von  dem  Buche  unterscheidet,  das  der  Däne  Stephan  BjÖrnsen 
(1730 — 1798),  Kalkulator  der  dänischen  Landesvermessung,  1780 
herausgab*).  Dasselbe  ebenfalls  an  Lambert  anschließend  bietet 
wenig  elegante  Formeln,  wenn  es  auch  Mayers  Schrift  an  Vollstän- 
digkeit übertrifft,  indem  es  noch  die  Fälle,  welche  mit  Hinzunahme 
einer  Diagonale  entstehen,  analytisch  behandelt,  geometrische  Kon- 
straktionen ableitet  und  die  auftretenden  Doppelwerte  erklärt. 

Der  erste,  welcher  den  geringen  Wert  solcher  Detail  Untersuchungen 

')  Vgl  iliesBB  "W  erk  Tl',  p  665—666  und  liibliotheca  math.  JttOÜ,  I,  p.  271. 
*)  Beitr,ige  etlcq  Gelirawche  der  Mathematik  11,  1770,  p.  175—184.  ')  Tetro- 

gonomelnae  specimen  I,  Göttingen  177.^.         ')  Introduetio  in  Tetragonometriam 
ad  menteni  Lambert     Hauniae  17^1)    s". 
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«rkennend  eine  allgemeine  Methode  zur  Bereclmniig  beliebiger 
Polygone  entwickelte,  war  der  schon  genannte  Petersburger  Mathe- 
matiker Lex  eil.  Andreas  Johann  Lex  eil,  1740  zu  Abo  in 
Finland  als  Sohn  des  dortigen  Bürgermeisters  geboren,  kam  1756 
auf  Grund  einer  Abhandlung  über  die  Auffindung  von  Kurven  aus 
den  Eigenschaften  ihrer  Krümmung  als  Lektor  an  die  Universität 
und  als  Professor  an  die  Marineschule  in  TJpsala.  Als  er  1768  an 
die  Petersburger  Akademie  eine  Abhandlung  einsandte,  in  welcher  er 
eine  neue  Methode  zur  Integration  gewisser  Differentialgleichungen 
auseinandersetzte,  wurde  Euler  auf  ihn  aufmerksam  und  veranlaBte 
sofort  seine  Berufung  nach  Petersburg,  der  er  auch  Folge  leistete 
und  sieh  als  Eulers  treuer  Mitarbeiter  namentlich  an  dessen  neuer 
Mondtheorie  auszeichnete.  Als  der  letztere  1783  starb,  erhielt  Lexell 
seine  Stelle  in  der  Akademie,  in  die  er  schon  früher  aufgenommen 
worden  war,  hatte  sie  jedoch  nur  mehr  ein  Jahr  inne,  indem  er  schon 
1784  seinem  Meister  im  Tode  nachfolgte. 

Lesell  hat  der  Polygonometrie  zwei  Abhandlungen  gewidmet, 
in  denen  er  diesen  Zweig  der  Trigonometrie  eigentlich  erst  schuf). 
Er  loste  darin  die  Aufgabe  aus  2n  —  3  Stücken  eines  »-Ecks,  die 
dasselbe  bestimmen,  die  übrigen  zu  berechnen,  indem  er  das  Poly- 
gon auf  zwei  zueinander  senkrechte  Linien,  wovon  er  die  eine  mit 
einer  Seite  zusammenfallen  ließ,  orthogonal  projizierte.  Die  beiden 
hierdurch  sich  ergebenden  Gleichungen  sind  in  seiner  Schreibweise: 
a  sin  K  -|-  fc  sin  {a  +  ß)  +  cmn((i  +  ß  -\-  y)  +  ■  ■  ■ 

+  lsm(u  +  ß  +  y  +  ---  +  l)  =  0, 
a  cos  B  +  f.  cos  (ß  +  ^)  +  c  cos  («  +  ,3  +  y)  +  .  -  . 

+  loos(tt  +  ß  +  r+---  +  ^)-^, 
wobei  a,  b,  c, .  .  .  (:  die  Seitenlangen  und  a,  ß,y, . . .  k  die  Außenwinkel 
des  Polygons  bedeuten,  und  die  Beziehung  besteht: 

«  +  (!  +  '/ +  '--+A  =  36Ü«. 

Die  beiden  Gleichungen  werden  auch  noch  dadurch  verallgemeinert, 
daß  die  Projektion  des  Polygons  auf  zwei  beliebige  sich  in  einer 
Ecke  sehneidende  rechtwinklige  Achsen  vorgenommen  wird;  auch  wird 
ihre  allgemeine  Gültigkeit  für  überschlagene  Polygone  und  solche  mit 
einspringenden  Ecken  an  Beispielen  dargetan,  wobei  nur  zu  beachten 
ist,  daß  die  Summe  der  Außenwinkel  in  solchen  Fallen  ein  Vielfaches 
von  2«  beträgt. 

Als   spezielle   Anwendungen   zeigt  Lexell,   wie    sich  aus  seinen 

'■)  De  teBOlutione  polygonoram  rectiUneornm.  Novi  Comm.  Acail.  Petroi>. 
XIX,  17T4,  p.  184—236  und  SX,  1775,  p-  81)— 122,  publiziert  1775,  resp.   1776. 
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Gleichungen  die  Grund  formein  der  Trigonometrie  und  der  Tetragono- 
metrie  ergeben  und  fügt  noch  die  entsprechenden  für  die  Fiiaf-  und 
Sechsecke  hin/.u.  Diese  Detail  Untersuchungen ,  namentlich  insoweit 
sie  sich  auf  das  Viereck  beziehen,  werden  dann  in  der  zweiten  Ab- 
handlung noch  weiter  ausgearbeitet,  wobei  eine  vollständige  Klassi- 
fizierung aller  möglichen  Fälle,  auch  jener,  die  mit  Hereinziehung 
einer  und  zweier  Diagonalen  entstehen,  vorgenommen  wird. 

Auf  einer  anderen  Gnmdlage  hat  Simon  L'Huilier  eine  Poly- 
gODOraetrie  aufgebaut').  An  ihre  Spitze  stellte  er  folgenden  Satz: 
„Läßt  man  eine  Seite  des  Polygons  weg,  bildet  aus  allen  anderen  di© 
Produkte  aus  je  zweien  und  multipliziert  jedes  Produkt  mit  dem 
Sinus  des  von  den  betreffenden  Seiten  gebildeten  Winkels,  so  ist  die 

Summe  dieser  ^    Produkte  gleich  dem  doppelten  Inhalt  des 

Polygons".  Da  man  nun  immer  andere  Seiten  des  Polygons  weg- 
lassen kann,  so  erhält  mau  n  Ausdrücke  für  den  Polygonsinhalt,  die 
einander  gleichgesetzt  die  fundamentalen  Beziehungen  zwischen  den 
Seiten  und  Winkeln  des  Polygons  liefern.  Außer  dieser  Formelgruppe 
verschafft  sich  L'Huilier  aber  noch  zwei  Fundamentalformeln,  die 
identisch  sind  mit  Lexells  Projektionsformeln ^),  indem  er  den  Poly- 
gonsinhalt einmal  in  der  obigen  Weise  und  dann  als  Summe  eines 
durch  eine  Diagonale  abgeschnittenen  Eckdreiecks  und  des  übrig- 
bleibenden Polygons  von  «  —  1  Seiten  bildet.  Den  übrigen  Inhalt  des 
Buches  machen  allgemeine  und  spezielle  Anwendungen  dieser  Sätze  aus. 

Außerdem  hat  L'Huilier  über  seine  Vorgänger  hinausgehend 
noch  in  einer  dem  Institut  national  1799  eingereichten  Abhandlung 
„Theoremes  de  Polyedrometrie",  Paris  1805,  seine  Sätze  auf  Raum- 
polygone ausgedehnt  und  den  Hauptsatz  der  Polyedrometrie  auf- 
gestellt, daß  jede  Seitenfläche  eines  Polyeders  gleich  der  Summe  der 
übrigen  ist,  wenn  man  jede  mit  dem  Kosinus  des  Winkels  multipliziert, 
den  sie  mit  der  ersten  bildet.  Doch  wurden  die  notwendigen  Be- 
dingungen, unter  denen  allein  dieser  Satz  gültig  ist,  weder  von 
L'Huilier  noch  von  Carnot*),  der  sich  bald  nach  ihm  mit  Sätzen 
der  Polyedrometrie   und    der  Raumpolygone  beschäftigte,   angegeben. 

Die  Hauptsätze  der  Polygonometrie  fanden  in  den  Lehrbüchern 
merkwürdig  schnell  Eingang,  so  in  Prändels  vielbenutzter  „Geo- 
metrie und  ebene  Trigonometrie",  München  1793,  die  einen  eigenen 
Abschnitt  darüber  enthält. 

')  Poljgonora^tne  ou  de  la,  m^anre  dea  figurea  rpctihgnea  et(  Uen^re  1789, 
*".  Eb  achdnt  diPS  dag  er=tp  Lehrbuch  der  Poljfioöometrie  zu  aem  Maeohe- 
ronia  „Metodo  di  miBurare  i  pohgoni  Pavia  1787,  konnten  wir  nicht  eiuaehen. 
*)  Dieselben  stehen  a   a   0    p    l"!  und  31      '    Ueometne  de  poaition,  1R03,  p.  306. 
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Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  möge  uocli  auf  spezielle  Unter- 
Buclningen  über  Vierecke  uad  Polygone  hin  gewiesen  werden,  mit 
denen  sieh  Nik,  Fuß  am  Ende  des  Jahrhunderts  heschäffcigte.  I» 
einer  ersten  Abhandlung  von  1794^)  löste  er  auf  trigonometrischem 
Wege  Aufgaben,  welche  eich  darauf  bezogen,  aus  gewissen  gegebenen 
Stücken  ein  Viereck  zu  konstruieren,  dem  man  einen  Kreis  um- 
schreiben und  einen  anderen  einaclreiben  kann  und  berechnete  die 
Radien  dieser  Kreise,  den  Abstand  ihrer  Mittelpunkte  und  die  noch 
fehlenden  Stücke  solcher  Vierecke.  In  der  zweiten  Abhandlung  von 
1798^  dehnte  er  diese  Untersuchungen  auf  symmetrisch  irreguläre 
Polygone  aus,  womit  er  solche  Polygone  bezeichnete,  denen  man  einen 
Kreis  um-  und  einen  anderen  einschreiben  kann  und  die  so  beschaffen 
sind,  daß  sie  durch  den  gemeinsamen  Durchmesser  dieser  beiden 
Kreise  in  zwei  kongruente  Hälften  geteilt  werden*).  Auch  hier  werden 
alle  Einzelaufgaben  trigonometrisch  behandelt  und  die  Konstruktionen 
aus  den  Formeln  abgeleitet.  Der  Zielpunkt  der  Arbeit  ist  die  Lösung 
des  aligemeinen  Problems:  einem  gegebenen  Kreis  ein  «-Eck  einzu- 
schreiben, dem  selbst  wieder  ein  Kreis  eingeschrieben  werden  kann. 
Direkt  gelöst  wurde  jedoch  diese  Aufgabe  nur  bis  zum  8-Eck  ein- 
achließlich,  indem  man,  wie  er  sagte,  hieraus  bereits  ersehen  könne, 
wie  man  bei  höherer  Eekenzahl  verfahren  müsse. 

Trigoiionietriscfie  und  andere  Tafeln.     Zyklometrie. 
Trigonometrische  Reihen. 

Nachdem  bereits  Isaak  Newton  auf  die  Benutzung  der  unend- 
lichen Reihen  zur  Berechnung  logarithmisch-trig onometrischer  Tabellea 
hingewiesen,  und  der  unermüdliche  Abraham  Sharp*)  zu  Beginn 
des  18.  Jahrhunderts  mit  ihrer  Hilfe  darauf  bezügUchB  Rechnungen 
in  großer  Zahl  ausgeführt  hatte,  wurden  die  letzteren  von  Gariliner 
in  einer  Neuauf  läge  von  Sherwius  Logarithmentafel  1741  publiziert. 
Die  zahlreichen  Auflagen  dieser  zuerst  1705  erschienenen  Mathematical 
tables  von  Sherwin,  von  denen  Gardiners  weitere  Ausgabe  von 
1742  die  korrekteste   sein  soU^),  laufen  bis  1771  fort,  wo  die  fünfte 

')  Nova  Acta  Acad    Petrop    1     2    \    ersch  enei    179       j    1   3—1  5 
*)  Ebenda,  1796/9C    XUI  (ersehenen  1W3     p   Ibb— 189  *)  J   &te  ner  stdtte 

(Journal  für  Math  und  Hi  b  II  18"7  j  16  und  289  d  e  Relat  on  zw  sehen  den 
Radien  der  erwähnten  Kie  ae  und  der  D  stanz  hier  M  ttelpunkte  für  da»  iunt 
Sechs-  und  Achte  k  a  t  f  T  Jicoh  aber  w  es  elenda  III  p  3  b  na  1  daß 
diese  Formeln  mit  den  v  n  i  uß  gegei  enen  zusammen  t  n  me  mu  n  di  d  esn 
ohne  es  zu  bemerken  den  allgeme  nsten  Fall  lerets  behandelt  hatte  '  tler 
ihn  vgl.  dieaes  Werk    IIP    S   sb  Tablee    o±  Logar  thms    i  r    al!  numle  s 

frwn  1  to  102100    a  d  1  r  the  S  aes  and   fa  _e  t    et       L  nd       14 
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Auflage  derselben  erscliien,  und  eathalten  die  Briggsuhen  Logarithmen 
aller  Zahlen  bis  99  und  die  Logarithmen  der  Primzahlen  von  100 
bis  1097  auf  61  Stellen  nach  Sharps  Rechnungen^)  sowie  sieben- 
stellige Logarithmen  aller  Zahlen  bis  1000  und  von  10000  bis  101000. 
Außerdem  finden  sich  darin  Tafeln  für  die  Sinus,  Tangenten,  Sekanten 
und  Sinus  versus  und  ihrer  Logarithmen  für  alle  Bogenminuten  eben- 
faUs  auf  7  Stellen.  Eine  Neuauflage  von  Gardinera  Tafelwerk  in 
französischer  Sprache  wurde  1770  von  dem  Jesuiten  Esprit  Pezenas 
(1692 — 1776),  Direktor  der  Sternwarte  in  Avignon,  besorgt,  der  hierzu 
die  von  Gabriel  Mouton  (vgl.  111'',  S.  77)  mit  dessen  Differenzen- 
methode^)  berechneten  Zahlen  benutzte,  ohne  jedoch  seine  Tafeln 
aller  Logarithmen  der  trigonometrischen  Funktionen  für  die  Sekunden 
der  ersten  und  letzten  4  Grade  zu  veröffentlichen.  Lalande,  der 
dies  lebhaft  bedauerte,  setzte  in  einer  Abhandlung  von  1761^)  ein 
Interpolatious verfahren  zur  Berechnung  solcher  Tafeln  auseinander 
und  veranstaltete  1781  und  noch  später  Keuausgaben  der  1760  zum 
erstenmal  erschienenen  Tahles  des  Logarithmes  pour  les  Sinus,  Tan- 
gentes  etc.  von  Lacaille.  Diese  Tafeln  waren  wegen  ihrer  Hand- 
lichkeit (Duodezformat)  und  Exaktheit  sehr  beliebt  und  bUeben  langezeit 
im  Gebrauch;  1832  wurden  sie  noch  einmal  von  Köhler  herausgegeben*). 
Eine  der  wichtigsten  Tafelsammlungen,  die  in  der  zweiten  Hälfte 
des  18.  Jahrhunderte  erschienen,  enthielten  Lamberts  „Zusätze  zu 
den  logarithmiaeh  trigonometrischen  Tabellen  zur  Erleichterung  und 
Abkürzung  der  bei  Anwendung  der  Mathematik  vorfallenden  Be- 
rechnungen", Berlin  1770,  8".  Diese  auf  eine  Anregung  Lagranges 
entstandene  Tafeleammlung^)  wurde  1788  von  dem  mit  Lambert 
im  Briefwechsel  stehenden  und  von  ihm  vielfach  unterstützten  Anton 
Felkel  (geb.  1740)  in  Lissabon  in  lateinischer  Sprache  neu  aufgelegt. 
Wir  wollen  auf  die  wichtigsten  Tafeln  dieser  Sammlung  hinweisen. 
Lambert  hatte  schon  im  IL  Baude  seiner  Beitrüge  zur  Mathematik 
die  Teiler  aller  Zahlen  von  1  bis  10200  gegeben,  ferner  hatte  Hein- 
rieh Ajema  1767  eine  Tafel  der  Teiler  aller  Zahlen  von  1  bis  10000 

)  Zierat  verjffet  tln,ht  in  seiner  Geometry  improved,  London  1717, 
*)  Mout  n  hat  sein  'V  erfahren  inerst  angewendet  in  „Obsecvationes  dia- 
metrotum  b  1ib  et  Innae  Lngd  1671),  4",  und  damit  die  Logarithmen 
der  '^m  is  ueI  Tangfnten  auf  1  Dezimalen  berechnet.  Das  diese  Tafeln 
enthaltenle  Mai  islirij-t  reutte  er  der  Pariser  Akademie  ein,  und  Pezenas 
konnte  ea  lenutiPn  ')  Snr  Ips  interpolations  ou  sur  l'usage  des  differences 

seiondes    troiaii'mes  ctt      Memcire    de  TAcad.  de  Paria  1761,  p.  126— IS9, 
')  b-laisher    Eeport  of  Mathematii.al   Tables  in  Report  of  the  British  Asso- 
ciation, London  1874,  p.  1— li6  [kunftig  nur  als  „Glaisher"  zitiert],  p,  lö3. 
°)  Brief  an  d'Alembert  vom  4.  April  1771.     Lagrange,  OeuvrcB,  ed.  Serret, 
Xm,  p.  195. 
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zu  Löwen  TerÖflfeiitlicht  und  sowohl  im  Dictionnaire  encyclopedique  wie 
auch  in  Harris  Lexiton  der  Künate  und  Wissenschaft  war  je  eine 
solche  Tafel  für  alle  nicht  durch  2,  3,  5  teilbaren  Zahlen  von  1  bis 
100000  nach  John  Pell  (vgl.  IP,  S.  713)  mitgeteilt  worden;  diese 
dehnte  Lambert  unter  Vornahme  der  nötigen  Korrekturen  auf  alle 
Zahlen  bis  102000  aus  (Tab.  I)  und  fügte  noch  Tafehi  für  die  Prim- 
zahlen bis  101977^)  bei  (Tab.  II  und  VI),  zu  deren  Bilduog  er  in 
der  Einleitung  eine  Reihe  von  Sätzen  mitteilt,  Felke!  hat  die 
Teilertafel  fortgesetzt,  indem  er  1776  in  Wien  eine  sehr  praktisch 
eingerichtete  Tabelle  erscheinen  ließ,  die  die  Divisoren  bis  3S60O0  ent- 
hielt (vgl.  S.  202).  Nach  Angabe  von  Gauß  hatte  er  seine  Rechnung  so- 
gar bis  2000000  getrieben,  jedoch  ist  der  Rest  nicht  mehr  im  Druck  er- 
schienen. Auch  die  Tafel  der  Primzahlen  wurde  1772  von  Marci 
bis  400000  fortgesetzt,  während  Johann  Neumanu  zu  Dessau 
1785  Tabellen  der  Primzahlen  und  der  zusammengesetzten  Teiler 
aller  Zahlen  bis  100100  mitteilte  und  Vega  eine  Faktorentafel  bis 
400000  in  seinen  Vorlesungen  (1793)  drucken  lieS. 

Außer  den  Primzahltafeln  enthält  Lamberts  Sammlung  noch 
kleinere  Tabellen  der  Quadrat-  und  Kubikzahlen,  der  Potenzen  von 
2  bis  2'",  von  3  und  5  bis  zur  50'**"  Potenz,  eine  Tafel  für  die  Werte 
der  Exponentialfunktion  e~^,  von  x  =0,1  bis  x  =  10,  nebst  den  Ent- 
wicklungen von  e',  -äif  +  l)j  log(«  +  ^)  usw.  in  Reihen  und  Ketten- 
brüche,  dann  eine  Tafel  der  siebenstelligen  hyperbolischen  Logarithmen 
der  Zahlen  von  1  bis  100  (Tab.  XIII)  und  eine  ebensolche  der  Zahlen 
von  1,01  bis  10  in  Intervallen  von  0,01.  Bemerkenswert  ist  die 
XIX.  Tafel,  welche  die  Werte  der  Sinus  von  3"  zu  3"  in  algebraischen 
Ausdrücken  zusammenstellt,  um  gegebenenfalls  verschiedene  Rech- 
nungen mit  aller  Schärfe  vornehmen  zu  können.  Über  die  Auf- 
stellung dieser  Tabelle  verbreitete  er  sich  in  seinen  Beiträgen  zur 
Mathematik  11  (S,  133 — ^139)  und  zeigte,  daß  die  einzelnen  Funktions- 
werte aus  15  verschiedenen  Wurzeln  durch  Addition  und  Subtraktion 
allein  zusammengesetzt  sind^).     Außerdem  enthält  Lamberts  Samm- 

')  J.  G.  Krüger  hatte  schon  1746  zu  Halle  im  Magdeburgiachen  eine  Prim- 
itthhftfel  bis  100999  gegehen,  die  er  nach  Aasaage  Lamberta  vonPeter  Jäger 
erhalten  hatte  und  lon  Ginseppe  Pigrj  Ml%  etwa  —  1S04)  waren  175h  Nuove 
tftYtlp  degh  elementi  dei  numen  lall  1  ■*!  10000  m  Piia  veröffentlicht  werden 
Diese  Tafehi  enthalten  alle  Zahlen  innerhalb  ier  gegebenen  Grenzen  durch  l'rim 
zahlprod  ikte  dargP'itellt  ind  tollten  nach  des  Tutors  sanguinischer  Hoffnung  die 
Benutzung  der  Lcganthmen  ulerfluöBig  matbej  Eine  Metbude  zur  Aufsuchung 
der  Primzahlteiler  liat  auch  Johann  Teasanek  in  Abhandlungen  einer  Privat 
gesellscbaft  m  Böbraen  I  Prag  1775  p  1— f  4  angegeben  und  mit  dersdlen 
eine  Tafel  lon  1  bis  lOnu  berei,hnet  (p   53—60)  *"   Eine  Ableitung  derxell  en 
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lung  noch  eine  Tafel  (WI)  m  welchei  die  haupts n,hl  chsten  tri 
gonometrisehen  Formeln  zus  im  menge  stellt  smd  die  zur  Berechnung 
der  ebenen  und  sphanschen  Dreiecke  dienea  Tafeln  für  die  Langen 
der  Kreisbögen  auf  27  Dezimalen  von  1  bis  100"  von  h  ab  m 
Intervallen  von  30"  und  endlich  für  Minuten  und  Sekunden  ferner 
Tabellen  zur  Berechnung  dei  trigonometri*icheu  F  inktionen  kleiner 
Winkel,  zur  Bestimmung  der  Smus  tller  tiiade  mit  ihren  ersten 
9  Vielfachen  auf  5  Dezimalen  ubw  7im  Schlu^'^e  mi^  noch  auf  die 
Tafeln  zur  Erleichterung  der  Auflosung  hoherei  Gleichungen,  wie 
der  Gleichungen  3.  und  4  tindes  und  endhuh  auf  die  Tafel  der 
hyperbolischen  Logaiithmen  (Tab  XXi.II)  aller  ganzen  ^Vinkelgrade 
des  1.  Quadranten  hingewiesen  werden  Im  ganzen  umfaßte  die  mit 
großer  Sachkenntnis  zusammengeatellte  Sammlung  Laml  ert'i  4o  Taft  In 
in  einem  sehr  handlichen  Oktavbaudchen. 

Ein  wichtiges  Tabelleuwerk  war  damals  auch  die  „Neue  und  er- 
weiterte Sammlung  logarithmiseher,  trigonometrischer  und  anderer 
■Tafeln"  von  Johann  Karl  Schulze  (1749—1790),  einem  Schüler 
Lamberts,  welche  1778  in  Berlin  in  zwei  Oktavbänden  erschien. 
Außer  den  siebenstelligen  Briggssehen  Logarithmen  der  Zahlen  von 
1  bis  101000  finden  sich  daselbst  die  hyperbolischen  Logarithmen 
der  Primzahlen  von  1  bis  10000,  die  der  holländische  Artillerieoffizier 
Wolfram  anf  48  Dezimalen  berechnet  hatte,  femer  eine  Tafel  für 
die  Logarithmen  der  Sinus  und  Taugenten  kleiner  Bögen  von  0" 
bis  2"  von  Sekunde  zu  Sekunde  berechnet,  dann  im  II.  Bande  Tafeln 
der  Sinus,  Tangenten  und  Sekanten  mit  den  zugehörigen  Briggssehen 
und  hyperbolischen  Logarithmen  für  die  4  ersten  und  4  letzten  Grade 
in  Intervallen  von  10",  für  den  übrigen  Teil  des  Quadranten  aber  von 
Minute  zu  Minute  berechnet.  Auch  die  Längen  der  „Zirkulbögen" 
für  alle  Grade  auf  27  Dezimalen,  ferner  für  alle  Minuten  und  Se- 
kunden sind  für  den  Radius  1  angegeben,  und  außerdem  ist  noch  eine 
Interpolation etafel  aufgenommen.  Auch  findet  sich  darin  eine  Tafel 
für  rationale  Trigonometrie,  die  nach  Lamberts  Angaben  berechnet 
wurde.  Sie  gibt  für  100  rechtwinklige  Dreiecke  die  Seiten,  fiir 
welche  die  Tangent«  des  halben  spitzen  Winkels  >  ^  ist.  Hier  mag 
erwähnt  werden,  daß  Lambert  auf  die  sogenannte  rationale  Trigono- 
metrie, mit  welcher  sich  schon  Vieta')  und  De  Lagny^)  beschäftigt 

hat  Cagnoli  1794  in  „Cose  trigonometriche",  Mem.  ilella  Soc.  Italiana  VII,  p.  2 
hie  3  gegehen. 

')  Caaon  mathematicus  seu  ad  triangula  cum  anendcilru  Lutetiae  1579 
in  fol.  Darin;  Canonion  triangulomm  Laternm  ratoniliura  \gl  die  Besohrei- 
hung  deseeiben  bei  Hunrath  in  Abbandlnngen  zur  Cre':  hicbte  der  Mathematik, 
Heft  9,  p.  '221  —  325.  ^  Sur  le  caleul  anahtiiue  et    nl  üni  des  Angles 
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hatten,  durch  einen  Brief  aufmerksam  geworden  zu  sein  scheint,  den 
ihm  ein  gewisser  Pater  Simon  Baum  vom  St.  Salvaturorden  am 
15.  Oktober  1773  schrieb;  darin  teilte  er  ihm  mit,  daß  er  223  Sinus- 
werte  in  rationalen  Zahlen  bestimmt  liabe  und  noch  20000  zu  be- 
rechnen gedenke,  welche  zur  Behandlung  von  Dreiecken  dienen,  deren 
Seiten  und  Inhalt  rational  sind.  In  seiner  Antwort  auf  diesen  Brief 
am  14  Dezember  des  gleichen  Jahres  teilte  ihm  Lambert  mit, 
er  habe  eine  Tafel  für  alle  Brüche,  deren  Nenner  100  ist,  berechnet, 
und  aus  dieser  Tafel  könne  man  schon  200  rationale  Sinus  finden, 
was  völlig  genüge.     Ferner  sei   allgemein  tg «  =  ^  gesetzt,   so  folgt 


und  hieraus  z.  B.  für    ^  =  - 

sin2«  =  2'     ^'o^^^^eB'     «  =  ^O"  30' 27". 

Diese  Überlegungen  waren  es  jedenfalls,  die  die  Entstehung  der 
Schulzeschen  Tafel  verursachten,  nur  war  dieselbe  leider  mit  so 
vielen  Fehlem  behaftet,  daß  sie  Bretschneider  1841^)  noch  einmal 
berechnen  mußte. 

Schutzes  Werk  scheint  jedoch  das  Bedürfnis  nach  Logarithmen: 
tafeln  nicht  befriedigt  zu  haben,  weshalb  Georg  Freiherr  von  Vega 
(1756—1802)  sich  mit  der  Herausgabe  ähnlicher  Werke  befaßte,  die 
bald  sehr  populär  wurden.  Vega,  in  Zagarika  in  Krain  geboren, 
trat  früh  in  die  Österreichische  Armee,  war  als  Hauptmann  zugleich 
Professor  d^r  Mathematik  beim  Bombardierkorps  in  Wien,  machte 
die  Feldzüge  gegen  die  Türken  1788  und  gegen  Frankreich  1793  bis 
1797  mit,  in  denen  er  sich  sehr  auszeichnete,  und  stieg  bis  zum 
Oberstleutnant.  1802  wurde  er  entseelt  in  der  Donau  gefunden; 
später  ei^b  sieh,  daß  er  von  einem  Müller  ermordet  worden  war*). 
Während  er  seine  Professur  iime  hatte,  veröffentlichte  er  zunächst 
„Logarithmische,  trigonometrische  und  andere  zum  Gebrauche  der 
Mathematik  eingerichtete  Tafeln  und  Formeln",  Wien  1783,  8",  die 
in  zahllosen  Neuauflagen  und  Bearbeitungen  bis  heute  im  Gebrauche 
blieben.      Das    Werk    umfaßte    die    siebenstelligen    Logarithmen   der 

des  triangleä  etc.  Memoires  de  TAcademie  de  Paris  17ä9,  insbesondere 
p.  318. 

')  Archiv  für  Mathematik  und  Physik  I,  p.  96—101.  ')  K.  Döhlemann, 

Georg  von  Vega.     Zeitaehi-ift  für  Mathematik  und  Physik  1894,   XXXIX,   p,  204 
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Zahlen  und  der  trigonometrischen  Funktionen  sowie  die  gonio- 
metrischen  Funktionen  selbst,  die  Längen  der  Kreisbögen  und  yei- 
scbiedene  den  Kreis  und  die  Bereehming  der  ebenen  und  sphärischen 
Dreiecke  betreffende  Formeln.  1794  erschien  dann  in  Leipzig 
„Logarithinisch-trigonometrisches  Handbuch"  und  im  gleichen  Jahre 
Vegas  vollständigstes  und  bedeutendstes  Werk  in  dieser  Richtung, 
der  „Thesaurus  logarithraomm  completus  ex  Ärithmetica  logarithmica, 
et  es  Trigonometria  artefieiali",  Lipsiae  1794,  2*.  Die  erste  Tafel 
desselben,  der  „Magnus  Canon  logarithmorum  Tulgarium"  enthält  die 
10  stelligen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  1000  ohne  Differenzen 
und  von  1000  bis  100999  mit  Differenzen,  die  2,  Tafel,  der  Magnus 
Canon  logarithmorum  vulgarium  trigonometricos  gibt  die  lOstelligen 
Logarithmen  der  Sinus,  Kosinus,  Tangenten  und  Kotangenten  und 
zwar  zwischen  0"  und  2"  in  Intervallen  von  1"  und  für  die  übrigen 
Winkel  von  10"  zu  10"  mit  Angabe  der  Differenzen.  Außerdem 
findet  man  noch  darin  Tafeln  für  Kreisbogenlängen,  eine  umfassende 
Sammlung  trigonometrischer  Formeln  und  Wolframs  hyperbolische 
Logarithmen  der  Primzahlen.  Vegas  Thesaurus  war,  wie  er  selbst 
sagt,  eine  Neuberechnung  von  Vlacks  Tafein  (IP,  S.  443ff.),  und  er 
glaubte  die  Fehler  jener  Tabellen  so  verbessert  zu  haben,  daß  er  für  jeden 
ihm  angezeigten  Fehler  einen  Dukaten  zu  zalifen  versprach.  Doch  ge- 
nügte, wie  nachmals  Gauß  in  einer  Besprechung  des  Werkes  nach- 
wies^), die  Tafel  II  der  Anforderung,  die  Tabulargröße  dürfe  niemaifi 
nm  mehr  als  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Dezimalstelle  von  dem 
wahren  Werte  abweichen,  keineswegs. 

Ein  Jahr  nach  dem  Erscheinen  des  Thesaurus  kam  in  Paris  die 
Tafelsammlung  von  Pran^ois  Callet  (1744 — 1798)  heraus,  die  wir 
schon  S.  423  anführten^).  Sie  umfaßte  im  ganzen  11  wichtige 
Tafeln  in  einem  nicht  übermäßig  dicken  Oktavband  und  berücksich- 
tigte neben  der  alten  Teilung  des  Quadranten  auch  die  Handertteilung 
desselben.  Die  Haupttafeln  enthalten  7  stellige  Logarithmen  der 
Zahlen  wie  der  trigonometrischen  Funktionen,  doch  sind  auch  die 
gewöhnlichen  und  hyperbolischen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 
1200  und  von  101000  bis  101179  sowie  die  gewöhnlichen  und 
hyperbolischen  Antilogarithmen  von  0,00001  bis  0,00179  in  Inter- 
vaUen   von   0,00001    und   von   0,000001  bis  0,000179   in  Intervallen 

')  ABtrouoinisdie  Nachrichten  1851,  Nr.  756,  Werke  lU,  p.  257—364. 
Vgl.  dagegen  die  Aoaicht  von  Leber  „Tabularum  ad  faciliorem  interpolationiB 
compatationem  utilium  Trias",  Vindot.  1897.  *)  Tables  portatives  de  loga- 

rithmes  1795,  8".  Die  ninfangreiclie  Einleitung  (118  Seiten)  enthält  eine  genaue 
Angabe  der  Berechnung  der  Tafeln.  Neudtuclte  erschienen  1827,  1829, 
1853,   1890, 
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von  0,000001  sämtlich  ani  20  Dtzimalen  mitgeteilt  und  die  ersten, 
zweiten  und  dritten  Differenzen  angegeben.  Außerdem  ist  noch  eine 
Tafel  bemerkenswert,  die  die  Sinu'i  und  Logarithmen  derselben  auf 
15  Dezimalen  für  je  10'  des  hundertteiUgen  Quadranten  giht.  Was 
die  Berechnung  der  natürlichen  SniuB  m  diesem  Werke  betrifft,  so 
bat  sie  Callet  wahrscheinhcb  durch  Interpolation  aus  der  „Trigono- 
metria  artefitialis"  von  Vlaek  vollzogen^}. 

Von  den  um  jene  Zeit  m  England  eischienenen  Tafel  Sammlungen 
haben  wir  die  treffliehen  Mathematical  Tables,  London  1T85,  8",  zu 
nennen,  die  Charles  Hutton  (siehe  Abschnitt  XIX,  S.  16),  seit 
1773  Professor  an  der  Militärakademie  zu  Woolwich,  herausgab. 
Sie  erlebten  bis  1858  Neuauflagen  unter  beständiger  Verbesserung. 
Die  ersten  sechs  derselben  enthalten  eine  äußerst  wertvolle  Einleitung 
über  die  Geacbichte  der  Logarithmen.  Außerdem  finden  sich  in 
dieser  Sammlung  Antilogarithmen,  d.  h.  die  Zahlen  zu  den  Logarithmen 
von  0  bis  0,00149  in  Intervallen  von  1  Hundert  tausendstel  auf  20  Dezi- 
malstellen berechnet,  und  logistische  Logarithmen,  d.  h.  die  Werte 
von  log  3600"  -—  log  x,  von  x  =  1"  bis  x  =  5280"  in  Sekundeninter- 
valien  auf  4  Dezimalen. 

Ein  bedeutendeaWerkistaueh  die  dreibändige  von  Michael  Taylor 
(1756—1789),  einem  Rechner  für  den  Nautical  Almanac,  in  London 
1792  in-4''  herausgegebene  Tafelsammlung  mit  einer  Vorrede  von 
Nevil  Maskelyne,  dem  wir  schon  begegneten.  Unter  den  durch- 
weg 7  stelligen  Tafelu  befindet  sich  eine  (die  III.)  von  450  Seiten 
mit  nahe  3  Millionen  Ziffern;  sie  enthält  die  Sinus,  Kosinus,  Tan- 
genten und  Kotangenten  und  wurde  durch  Interpolation  aus  Vlacks 
10  stelliger  Tafel  mit  Kürzung  auf  7  Stellen  berechnet.  Außerdem 
bat  Taylor  noch  1780  eine  Sesagesimaltafel  publiziert. 

Als  man  in  Frankreich  in  den  ersten  Jahren  der  großen  Um- 
wälzung, welche  die  Revolution  auf  allen  Gebieten  hervorgerufen 
hatte,  auch  die  Maße  und  Gewichte  reformierte,  indem  man  überall 
das  Dezimalsystem  einführte,  lag  es  nahe,  den  schon  früher  vereinzelt 
aufgetauchten  Gedanken  der  Dezimalteilung  des  Winkels  wieder  auf- 
zunehmen und  dafür  neue  logarithm jach- trigonometrische  Tafeln  zu 
schaffen,  ähnlich  wie  sie  einst  Briggs  berechnet  hatte  (vgl.  IP,  S.  743). 
Die  Anregung  hierzu  ging  von  Carnot,  Prieur  und  Brunei  aus, 
und  rait  der  Leitung  des  Unternehmens,  welches  in  großem  Maßstabe 
angelegt  wurde,  ward  1794  der  zum  Vorstände  des  Katasterbureaus 
(1791)  ernannte  Ingenieur  Gaspard  de  Prony  (1755- — 1839)  betraut 

')  Glaisher,  a.  a.  0.,  S.  93    nach    Hoberts   und  Idelera  Angabe  (ITflO). 
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Dieser  teilte  seine  Hilfsarbeiter  in  drei  Gi-uppeii.  Die  Herstellung 
der  für  die  Rechnung  notwendigen  Formeln  lag  in  den  Händen  be- 
rühmter Mathematiker,  wie  Delauibre  uud  Legendre,  die  zweite 
Gruppe  bestand  aus  Rechnern,  die  mit  der  Analysis  vertraut  waren, 
während  die  Mitglieder  der  dritten  Sektion,  zu  denen  man  hauptsäch- 
lieh  die  durch  das  neue  Regime  brotlos  gewordenen  Perücke  tun  a«her 
heranzog,  nur  die  Additionen  und  Differenzenrechuungen  auszuführen 
hatten.  Dabei  vollzog  man')  die  Berechnung  der  Sinus  von  10"  zu 
10**  mittelst  der  Reihe,  die  Sinus  der  zwischenliegeuden  Bögen  wurden 
von  Grad  zu  Grad  mit  der  Formel 

sin  (a  +  h)  ~  'J  cos  ((  sin  ?» -f-  sin  («  —  h) 

bestimmt,  und  alles  Übrige  wurde  durch  eine  geschickt  angelegte 
Differenzenrechnung  ausgefüllt,  deren  auf  Moutous  Methode  be- 
rahende  Einrichtung  man  hauptsächlich  Legendre  verdankte*).  Das 
Werk  umfaßt  handschriftlich  17  Bände  in  Folio  und  enthält  neben 
einer  ausführlichen  Einleitung  über  die  Herstellung  usw.  der  Tafeln 
die  natürlichen  Sinus  für  jeden  lOQÜO"^"  Teil  des  Quadranten  auf 
25  Dezimalen,  um  sie  sicher  auf  22  zu  haben,  mit  Angabe  von  7  oder 
8  Kolonneu  Differenzen,  ferner  die  Logarithmen  der  Sinus  und  der  Tan- 
genten für  jedes  Hunder tt au aeudstel  des  Quadranten  auf  14  Dezimalen 
mit  5  Differenzen,  dann  die  Logarithmen  der  Verhältnisse  der  Sinua 
und  der  Tangenten  zu  ihren  Bögen  für  die  5000  ersten  Hundert- 
tausendstel des  Quadranten  in  14  Dezimalen,  weiter  die  Logarithmen 
der  Zahlen  von  1  bis  10000  auf  19  Dezimalen  und  die  der  Zahlen 
von  10000  bis  200000  mit  14  Dezimalstelleu  und  5  Differenzen.  Das 
begonnene  Riesenwerk  war  also  wirklich  dem  Plane  gemäß  zu  Ende  ge- 
führt worden,  blieb  aber  leider  nuveröffeutlicht,  da  der  bereits  angefangene 
Druck  wegen  der  Zerrüttung  der  Finanzen  eingestellt  werden  mußte. 
Übrigens  hat  dasselbe  an  Wert  bedeutend  verloren,  da  die  Hundert- 
teilung des  Quadranten  in  der  Folge  keinen  Eingang  fand,  obwohl 
sie  Legendre  in  seiner  vielbenutzten  Trigonometrie  den  Rechnungen 
zugrunde  legte,  und  auch  bald  kleinere  Tafeln,  wie  die  „Tables  tri- 
gonometriques  deeimales"  von  Borda')  in  Frankreich  und  die  „Non- 


')  M^moires  de  l'Institut  V,  an  XII,  p.  B6— OHi  Rapport  siir  les  grandce 
tables  trigOQometriqueä  decimales  du  cadaatre  par  Lagrange,  Laplace  et  De- 
lambre  und  Bulletin  de  laSocietö  Philoma thique  de  Paris  III,  1«11,  Bericht  von 
deneelheD.  Vgl,  auch  Comptes  rendus  de  I'AcBd.  de  Paris  1859,  XLVI,  p.  Sil 
bis  912;  ferner  Annalea  de  l'Obaervatoire  impMal  de  Paris  IV,  1858,  p,  123  bis 
150,  endlich  Nouvelles  Annales  XIV,  1855,  p.  14 — 17  des  historischen  Teils, 
')  Connaissanee  de  tempa  181T,  p,  319^233.        ')  Tables  trigonometriquea  deci- 
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velles  tables  trigonometriques"  vouHobei-t  und  Ideler*;  in  Deutseh- 
land erschienen,  die  sich  dieser  Teilung  bedienten.  In  der  ^'orrede 
zu  letzterem  Werk,  welches  daa  erste  war,  das  in  Deutschland  die 
zentesimale  Teilung  des  Quadranten  einzuführen  suchte,  wird  der 
Differenzen  methode  zur  Berechnung  der  Tafeln  das  WoH  geredet  und 
in  der  Tat  hatte  die  Hei-stellung  der  „Tables  du  Cadastre"  das  Über- 
gewicht dieser  Methode  über  die  direkte  Berechnung  auf  das  schlagendste 
dar  getan. 

Obwohl  man  sich,  wie  schon  am  Anfang  dieses  Abaehuittes  er- 
wähnt, zur  Berechnung  der  Logarithmen  stets  der  unendlichen  Reihen 
bediente,  machte  sich  doch  am  Ende  des  Jahrhunderts  das  Bestreben 
geltend,  elementare  Methoden  herzustellen,  mit  denen  eine  solche  Be- 
rechnung wenigstens  für  die  Zahlen logarithmen  möglieh  wäre.  Der 
Prediger  der  französischen  Gemeinde  und  nachmalige  Professor  der 
Mathematik  an  der  Aeademie  militaire  in  Berlin,  Abel  Bürja  (siehe 
S.  29)  veröffentlichte  178G*)  zwei  solche  Methoden  zur  direkten  Be- 
rechnung der  Logarithmen.  Die  erste  beruhte  darauf,  daß  er  durch 
abwechselndes  Ziehen  der  zweiten  und  dei-  fünften  AVurael  aus  10  und 
den  hierdurch  entstehenden  Zahlen  die  zu  den  Logarithmen 

0,1,  0,2,  .  . .  0,9;     0,01,  0,02,  ,  .  .  0,09;    0,001,  0,002,  .  . .  0,009  usw. 

gehörigen  Numeri  bildete,  dann  die  ersten  9  Vielfachen  dieser  Zahlen 
berechnete  und  alles  in  einer  Tafel  vereinigte,  in  welcher  die  Loga- 
rithmen vom  größten  zum  kleinsten  abnehmen.  Diese  „Hilfstafel" ^) 
hat  er  bis  zu  ,„  fortgeführt.  Den  zu  einem  gegebenen  Logarith- 
mus, z.  B,  zu  0,463  .  . .  gehörigen  Numerus  findet  mau  dann,  indem 
man  die  Faktoren  von  lO^^*  ■  lO""'  ■  10".""= . .  ,  in  jener  Tafel  auf- 
schlägt und  miteinander  multipliziert,  was  durch  die  Vielfachen  in 
der  Tafel  erleichtert  wird.  Auch  die  umgekehrte  Aufgabe  läßt  sich, 
wie  Bürja  zeigt,  mit  der  Hiifstafel  leicht  lösen*). 

Die    zweite   Methode,    die    er  mitteilte,    diente  dazu,  jeden  Loga- 

males  ou  Tables  des  logaritbines  , . .  revues,  awgment«ps  et  putliees,  par  J.  B,  .(, 
üelaraljre,  Paria,  an  IX  (1800/1),  klein-S", 

')  Nouvellea  tables  trigonometriques  calculees  pour  la  division  decimale  du 
quart  de  cexcle,  Berlin  1799,  8".  ')  Der  selbst  redende   Algebraiste  1786  und 

Memoires  de  l'Acad.  de  Berlin  1786  87  {publiziert  1792),  p,  433—478,  und  kiir^r 
im  Leipziger  Magaiin  für  reine  und  angewandte  Mathematik  von  J,  Bernoulli 
und  Hindenburg  178C,  p,  90—105.  *)  A.  a,  0,,  p,  466—478  Daa  Verfahren 
ist  walirscheinUch  Long  nachgebildet,  der  es  in  P.  T.  1714,  XXIX,  jS'r.  339, 
p.  52—54  gab.  ')  Dem  Gedanken,   wenn  auch,  nicht  der  Form  nach  dieselbe 

Methode  hatte  schon  Brook  Taylor  1717  in  den  P.  T.  Vol.  XXX,  Nr.  35ä, 
p,  618—622,  entwickelt. 
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ritliiuus  einer  Zahl  ohne  Tafel  zu  finden  und  beruhte  auf  der  Dar- 
steliuag  deBselben  durch  emen  Kettenbruch,  War  z.  E.  der  Loga- 
rithmus   von    262144   zur    Basis    128    ku   beBtimmeii,   so  setzte  man 

128  5=262144,  daraus  folgt  sofort  i>  =  2,  und  hiermit  leicht 
16»—  128;  ist  jetzt  ^  =  '"  +  —,  so  folgt  wieder  »■==-!  und  hiermit 
8'  =  16  usw.,  so  daß  sich  schließlich  der  gesuchte  Exponent  in  der 
Form    2  H ■  ""^t    darstellt.    Fast  genau  die  gleiche  Methode 

hat  1795  der  Amerikaner  David  Rittenhouse  (1732—1796)  ge- 
geben^), ob  mit  oder  ohne  Kenntnis  von  Bürjas  Abhandlung,  läßt 
sich  wohl  nicht  mehr  feststellen. 

In  allen  Tafelwerken  jener  Zeit  wurde  natürlich,  wie  auch  heute 
noch,  der  Zahl  x  gedacht;  so  finden  sich  z.  B.  in  Lamberts  Samm- 
lung (Tafel  XXIV)  ir,  logjr,  -- ,  Yx  auf  18  Dezimalen  angeführt, 
und  Vega  gab  in  seinem  Thesaurus  (p.  633)  jt  auf  140  Stellen  an, 
von  denen  136  richtig  sind.  Die  Metboden,  mit  denen  man  je  be- 
rechnete, beruhten  hauptsächlich  auf  dem  Kunstgritf,  den  zuerst 
Maehin  angewendet  hatte  (vgl.  IIP,  S.  364— 365),  nämlich  ^  in  die 
Summe  zweier  oder  mehrerer  Bögen  mit  rationalen  Tangenten  zu 
zerlegen,  die  dann  einzeln  mit  der  Arkustangensreihe  berechnet 
wurden.  Euler  war  es,  der  zuerst  diesen  Gedanken  wieder  aufgriff 
und  auf  das  vollkommenste  ausbeutete,  indem  er  schon  1737*)  durch 
Einführung  spezieller  Zahlenwerte  in  die  allgemeine  Formel 

arctg      =  arctg  -    ,    -  +  arctg   .  ,  -     -  ,  , 

solche  Zerlegungen  vornahm  und  außerdem  die  Reihe 

arctg|  =  arctg^-^l  +  ^'^'^^ü abV^  ^  '^^'^*^/ö+  i  +  '  "  • 

herstellte,  die  z.  B,  für  -  =1,  a,  b,  c,  .  .  .  gleich  den  ungeraden 
Zahlen  der  Zahlenreihe  die  Reihe 


')  Method  üf  raieing  tlie  common  Logaiithm  of  any  Humber  immediatelj 
(gelesen  am  12.  August  1795).  TranBactions  of  tbe  American  philosopMcal  Society, 
IV,  Phiiftdelphia  1799,  p,  69—71,  Nr.  IX.  ")  De  varÜB  jnodis  circuli  quadra- 

turam    nuraeris    prosime    esprimeudi,      Comment.   Äcad.    Petrop.    IX,    1737    (er- 
Echienen  1744),  p.  100, 
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lieferte.  Auf  solche  auch  vom  analytischen  Standpunkt  interessante 
Reihen  kam  er  später  (1762/63)  noch  einmal  zurück^),  indem  er  sich 
mit  ihrer  Summation  beschäftigte.  Daran  anschließend  hat  dann 
Johann  Friedrich  Pfaff  (1765 — 182,ö),  Universitätsprofessor  zu 
Helmstädt  und  dann  zu  Halle,  diese  Reihenkategorie  toji  allgemeinerem 
Standpunkt  systematisch  untersucht^)  und  zu  den  schon  von  Euler 
summierten  Reihen  auch  noch  solche  hinzugefügt,  deren  Summe  durch 
einen  Bogen  ausgedrückt  vrird,  dessen.  Tangente  transzendente  Größen 
einschließt. 

Eu  lers  Formeln  wurden  viellach  z.nr  Berechnung  von  x  benutzt  (vgl. 
S.  299,300).  So  hat  z.B.  Vega  das  oben  angeführte  Resultat  aus  der  Euler- 
sehen  Formel  —  =  Ö  arctg --  + 2  arctg  gewonnen,  wozu  er  noch 
zur  Kontrolle  -j-  =  2aretg—  +  arctg--  nahm,  und  Karl  Buzen- 
geiger  (1771 — 1835),  zuerst  Magister  in  Ansbach,  dann  Professor 
der  Mathematik  in  Preiburg  im  Breisgaii,  gab  die  auf  ähnliche  Weise 
gebildete  neue  Formel: 

~-ii  arctg  l^  ~  4  iirctg  ^[.  -  arctg  ^^^ ,') 

an,  die  auf  sehr  rasch  tonvei^ente  Reihen  führt.  Ebenso  teilte 
Ch.  Hutton,  dem  wir  schon  wiederholt  begegneten,  drei  ähnliche 
Zerlegungen  von  --  mit*),  berechnete  aber  die  Teilbögen  nicht  mit 
der  gewöhnlichen  Arkustangensreihe,  sondern  mit  der  viel  rascher 
konvei^enten  Reihe: 

die  er  durch  Transformation  aus  ersterer  erhielt.  Euler  hatte 
übrigens  diese  Reihe  schon  1755  in  seiner  Differentialrechnung  auf- 
gestellt^) und  teilte  sie  1779  der  Petersburger  Akademie  mit,  indem 
er  durch  Einführung  derselben  in  die  Formel 

'\  De  progreEaionilius  arcmim  circularium,  quomm  tangentes  Becundum 
certam  legem  proceduut,  Novi  Comment.  Aoad.  Petrop.  IX,  1762/63  (er- 
schienen 17S4),  p.  40 — 52.  ^)  De  progreeaionibns  arcuum  circularium  etc, 
wie  hei  Euler,  Nova  Acta  Acad.  l'etrop  S,  1792  (vorgelegt  1795,  erschieneu 
1797),  p.  123—184.  =)  Klügel,  Wörterbuch  I,  p.  666.  ')  P.  T.  1776,  p.  476. 
Vgl,  ü}ier  die  weitere  Geschichte  dieser  Eeihe,  die  wiederholt  neu  gefunden 
wurde,  Glaisher  in  Meeaenger  of  MathematicB  11,  1873,  p,  119ff.  ")  Para  II, 
Kap.  2,  p.  318. 
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ir  =  20arctg  ^-  +  8arctg--g 
die  äußerst  bequeme  Formel: 

i         W\      ~    3   UOO/  ~  3-5  VlOOy    ^         I 

30360    r  -2  j-    U4    \         3  . 4  /    U4   \  3  l 

~  lOÜDOO  l      "■"    3  XlÖOOÖO/    '3-5  \lO()Ö0ü/    ~'~         I 

erhielt.    Mit  ilir  berechnete  er,  nach  seiner  Angabe,  jr  in  einer  Stunde 
auf  20  Dezimalen^). 

In   einer   anderen  Abhandlung   vom    17.  Juni   desselben  Jahres^) 
bildete  Euler  die  leicht  zu  beweisende  Gleichung: 

»dg  ,-_-  -  2  j  .-^-^,  +  2,/  4+^  +  j  .  +  .. , 

entwickelte   diese  Integrale   in   Reihen,  setzte  iC  =  —  und   dann  = 
und  erhielt  dadurch  Reihen  für  arctgy  und  avctg--,  welche   in  die 
Gleichung        =  2  aretg    - -f  arctg       eingesetzt  ebenfalls  einen  zur  Be- 

reebnung  von  %  brauchbaren  Ausdruck  lieferten. 

Zu  einer  anderen  interessanten  Abhandlung  über  das  hier  einschlägige 
Gebiet  wurde  Euler  durch  einen  von  Descartes  gemachten  Versuch  der 
Kreisrektiflkation  veranlaßt^)  (vgl.  S.  259,  260).   Zu  diesem  Zweck  hatte 
Quadrat  bf  (Fig.  25)  das  Rechteck  cg,  dessen  vierte 
Ecke  auf  der  Diagonale  liegt  und  dessen  Fläche 
gleich  -7    des  Quadrates  ist,  angelegt,  an  dieses 
wieder  ein  Rechteck  dh  ■^        des  vorhergehen- 
denusw.  Dadurch  war  erschließlichzueinem  Grenz- 
punkt X  gelangt,  der  so  liegt,  daß  ax  dem  Durch- 
messer des  gesuchten  Kreises  gleich  wird.   Dabei 
"  hatte  er  angegeben,  daß  ab  der  Durchmesser  des 
^'«-  ä5-  dem  Quadrate  eingeschriebenen  Kreises,  a  c  der 

Durchmesser  des  dem  Achteck  eingeschriebenen, 
ad  jener  des  dem  Sechzehneck  eingeschriebenen  Kreises  usw.  ist,   so 


')  Inveatigatio  quarundam  serierum,  Nova  Acta  Aoad.  Petrop.  XI,  1793, 
p,  133ff.,  gelesen  am  7.  Juni  1779  (erschienen  1798),  p.  133.  In  einem  anderen 
Aufsätze,  der  erat  1862  in  den  Opera  posthuma  L.  Euleri  von  P,  H.  Pufl  et 
Nie.  Fuß  I,  p,  288  veröffentlicht  wurde,  wird  diese  Reihe  noch  auf  einem  etwas 
anderen  Wege  abgeleitet.  Dort  findet  sich  obige  Angabe  für  die  Zeit  der  Be- 
rechnung.      ')  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XI,  p.  150.       ')  Oeuvres  de  Descartes 
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daß  endlich  ax  der  Durchmesser  des  dem  Polygon  mit  unendlich 
vielen  Seiten  eingeschriebenen  Kreises,  d,  h.  der  gesuchte  Kreisdurch- 
messer  selbst  wird.  Euler  beweist  nun  zunächst  die  itichtigbeit 
dieser  Konstruktion  und  leitet  dann  aus  ihr  die  Formel 

tg  4  +  .J  tg  J  +  l  tgf^  +  1  tg  J  +  - .  .  =  > 
ab.     Diese  Reihe  gibt  ihm  aber  sofort  Veranlassung,  die  Summe  der 
allgemeinereu    Reihe   tg  ^  +  -g-  tg      +  x  *8  4  +  - . .    zu    suchen,   die 

er  auch  leicht  in  der  Form 2  ctg  2  w    findet.     Aus    dieser   &lei- 

chung  wird   dann   unter   anderem  auch  die  Faktorenfolge  gewonnen: 

.    V  -  =  1  M  cos  CD  cos  ~-  cos   ,   cos  „  ■  ■  •  , 

die  im  speziullen  für  (p  —  --■  jene  schon  Vieta  bekannte  Beziehung 
liefert  (vgl.  IP,  S.  595),  welche  als  das  erste  unendliche  Produkt  gilt'). 
Auch  Eulers  jüngerer  Zeitgenosse  Lambert  hatte  schon  1758  an 
dieQuadraturversuehedesGregoriusa  St.  Vinceatio  (IP,Kap.81)  an- 
knüpfend eine  Ableitung  dieser  Faktorenfoige  in  einer  Abhandlung^) 
gegeben,  auf  deren  Inhalt  wir,  soweit  er  unser  Gebiet  betrifft,  noch 
kurz  eingehen  wollen.  Er  .sagt  daselbst,  da  die  Länge  eines  Kreis- 
bogenatückes  AM  =  v  (Fig.  26)  zwischen 
■dem  Sinus  AS  =  y  and  der  Tangente  AF 
liegt,  so  wird  es  auf  der  Verlängerung  des  y  , 
Durchmessers  AB  =  2  einen  Punkt  P  in 
der  Entfernung  AF  =  z  geben,  der  mit  M 
verbunden,  einen  Punkt  Q  auf  AF  liefert, 
der  zwischen  S  und  F  liegt.  Bezeichnet 
man  MS  mit   x  =  sinvers  v,  so   ergibt  sieh 

leicht  die  Beziehung  s  = .    Wenn  mau 

in    dieser   x    und   tf    durch    die    bekannten 

Reihen  ersetzt,  so  findet  man  zunächst  für  if  die  Reihe 

Ed.  Cousin,  XI,  p.  442—443.  Eulers  Abhandlung  führt  den  Titel:  Ännotatio- 
nes  ia  locum  quondam  Carteaii  ad  circuli  quadraturam  spectantem.  Nov.  Comment, 
Acad.  Petrop.  VIII,  1760/61,  p.  167ff.  (erschienen  1T63).  Später  gab  such  J.Fr. 
de  TuBchio  a  Fagnano  in  Acta  Ernditorum  1771, p.  406—418  einen  Beweis  der 
Konstruktion. 

')  Übrigens  hat  Euler  diese  Formel  von  anderen  Betrachtungen  ausgehend 
schon  früher  gefunden:  Comment.  Acad.  Petrop.  IS,  1787  (erschienen  1744), 
p.  S34— 235.  Sie  tritt  auch  wieder  auf  in  Opusoula  analytica  L.  Euleri,  Petro- 
poli  1783,  4",  p.  346.  ')  Obsetvationes  rariae  in  mathesin  puram.     Acta 

Helvetica  III,  Basileae  17&8,  §  10,  p,  132. 
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^  ""  ** "~  io  "  ~  iäoö  "  "*"  läeoüö  "  't'  "  '> 
durch  welche  P  so  bestimmt  wird,  daß  AQ  =  v  ist-  Nimmt  man 
ferner  z  =  'd  au,  so  ergibt  der  hierdurch  bestimmte  Punkt  P  eine 
sehr  einfache  und  genaue  Methode  zur  Rektifikation  des  Bogen s 
V  =  AM  =  AQ.  Lambert  weist  die  Richtigkeit  seiner  Behauptung 
dadurch  nach,  daß  er  mit  seiner  Formel  eine  kleine  Tabelle  berechnet 
und  die  Unterschiede  der  gefundenen  und  der  wahren  Werte  bestimmt. 
Weiter  ergibt  sieh  niis  der  Figur  die  Proportion 

QS:SF=ll-x):ß-x), 

aus  welcher   für   sehr   kleine  x  {x  =- 0)  folgt,   daß   FQ  ~  2SQ   oder 
tgv  —  V  =  2{v  —  Biov)  ist,  woraus 


und     JT  — 


180"   tgc^-f-asi 


sich  viel  genauer  ergibt,  als  wenn  man,  wie  gewöhnlich,  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  tg  v  und  sin  v,  oder  den  Seiten  der  um-  und 
eingeschriebenen  Polygone  bildet. 

Nicht  unerwähnt  wollen  wir  auch  die  Versuche  lassen,  welche 
im  fernen  Japan  in  der  zweiten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  gemacht 
wurden,  um  die  Zahl  n:  auf  eine  größere  Anzahl  Dezimalen  zu  be- 
stimmen, und  welche  beweisen,  daß  die  Japaner  damals  im  Besitze 
von  Methoden  waren,  die  im  Abendiande  der  Erfindung  des  Infini- 
tesimalkalküls unmittelbar  TOrhergingen. 

Japans  berühmtester  Mathematiker  Köwa  8eki  (vgl.  IIP,  S.  669) 
gilt  als  der  Erfinder  einer  solchen  Methode,  und  aus  der  von  ihm 
gegründeten  Schule  gingen  mehrere  Mathematiker  hervor,  die  Seine- 
Erfindung  ausbauten.  Bemerkenswert  sind  einige  unendliche  Reihen 
fiir  aresin  j^,  welche  sich  bei  verschiedenen  japanischen  Mathematikern 
finden.  So  wurde  in  dem  Werke  Ho  en  san  Kyo  von  Yoshihide- 
Matsunaga  von  1739  der  Wert  von  n:  auf  50  Stellen  für  « = -5- 
aus  der  gewöhnlichen  Arkussinusreihe  berechnet,  die  Newton  (IIP 
S.  74)  in  seiner  Analy^is  per  aequationes  abgeleitet  hatte').  Ajima 
(oder  Yasujima?)')  aber  (etwa  1737^ — -1797}  gab  außer  jener  Reihe 
auch  noch  die  zwei  folgenden: 

f(  =  - 
1    /         .  ,        ,/,  -   ■ — ix  ■ST'       1        1  -  3- 5.  ..(2ß  —  3)     ,.,, 

')  Sie  steht  übrigena  auch  hei  Wallis  „De  Algebra  TractatuB",  Opera  H,. 
Osoniae  1693,  p.  383,  ')  Vgl,  übet  diese  Lesart  den  Aufsatz  von  Y,  Mikami 
im  Jahresbericht  der  Mathematiker  Vereinigung,  1900,  p.  254. 
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Außerdem  finden  sich  in  japanischen  Schriften  aus  jener  Zeit  auch 
Darstellungen  der  Zahln  durch  Näherungswerte  von  Kettenhrüehen*). 
So  stammt  von  Y.  Arima  aus   dem  Jahre  176G   der  auf  12  Stellen 

i-ichtige  NäheruKgsbnich   ,™Qaä   ""'^   ^^^  ^"^  '^^  Stellen  zutreffende 

n       ,  4282S4593349304  ".  i      ri      f  !.■  /j.     t-,on\ 

Bruch    ^ -- Yiem-mlnuv    «-abrend     G.    Kurushima     (f    1760) 

a        98548  , 

""    =   99B6    ^"g"^- 

Versuche,  den  Charakter  der  Zahl  ;t  zu  ergründen,  waren 
schon  von  De  Lagny  (IIP,  S.  120)  gemacht  worden.  Derselbe  war 
bereits  1719  zu  dem  wichtigen  Satze  gelangt*),  den  er  allerdinga 
nicht  beweisen  konnte,  daß,  wenn  die  Tangente  eines  Bogens 
eine  rationale  Zahl  ist,  der  Bogen  selbst  irrational  sein 
muß,  und  hatte  daraus  die  Folgerung  gezogen,  daß  die  Kreisrektifikation 
durch  Radius  und  Tangente  geometrisch  unmöglich  sei*).  Dieser 
Satz  war  es,  der  Lambert  zum  Ausgang  seines  Beweises  für  die 
Irrationalität  von  n  im  Jahre  1767  diente^),  und  den  er  „außerordentlich 
scharfsinniii  und  im  wesentlichen  einwandfrei"  gestaltete^). 

Lan  1  erts  7e  tge  o'fsen  Schemen  allerd  igs  entweder  seine  Arbeit 
I  (,ht  b  ichtet  oder  die  Bedeut  mg  des  Sehrittes,  den  er  in  der  Er- 
ken  itn  i  des  Chi    kters  der  Zahl  sr  durch  diesen  exakten  Beweis  ge- 

4.uf  de  her  ni  tgete  Iten  Rehen  ^t  von  P.  Harzet:  „Die  exakteu 
W  aenachiften  m  altenJapan  Rede  gehalte  ?u  Kiel  am  27.  Januar  1905,  hin- 
g-ew  esen  orlea  i  33  ^4  Dase  bs  WPrlen  aich  die  Quellen,  aus  denen 
Harzer  geschöpft  hat  genau  in^  geben  *"  Harzer,  a.  a.  0.,  p.  29,  Anmerk.  6. 
Vgl  aucl  T  Ha  asi  The  alu  s  of  jt  b  the  Japanese  mathematicians  of 
the  17"  and  IM"  centnnes  B  bl  othe  a  math  1902,  p.  273—276.  ')  Memoires 
de  1  4cad    de  Pari    1719    p   141  )  Ebenda    1727,  p.  124—125.  °)  Me- 

mo re  sur  quel  [ties  |  opnet<'3  remarquables  des  ^uantites  traaiacendentes  circu- 
la  re  et  logarthniii  es  L  en  1  6  H  sto  re  de  l'Acad.  de  Berlin  17G1  (sie!), 
]  66  3  and  ]  op  larer  Da  ate  Inng  n  den  Beiträgen  Kum  Gebtauche  det 
Mathematk  11,  y     40—189  )  Man    ehe     her    len  Wert  TOn  LarmbertB  Be- 

weis: Ä.  Piingsheim,  „Übet  die  ersten  Beweise  det  Irtationalität  von  e  und  m"; 
Sitzungsberichte  der  math.-phjs.  Klasse  der  k.  bayr.  Akad.  der  WisaeiiBch.  18S8, 
XXVm,  Heft  2,  p.  326—337.  Hierzu  sei  noch  bemerkt,  daß  Lambert  in  seiner 
Erkenntnis  noch  weiter  ging,  indem  er  in  einem  Briefe  an  Holland  (Lamberts 
deutscher  gelehrter  Briefwechsel,  heranagegeben  von  J.  Bernoulli,  I,  p.  254) 
Bagt;  „Die  Art,  wie  ich  dies  bewiesen  habe,  läßt  sich  so  weit  ausdehnen,  daß 
zirkuläre  und  lüga,rithmiache  Größen  nicht  Wurzeln  von  rationalen  Gleichungen 
sein  können". 
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tan  hatte,  nicht  erkannt  zu  haben,  sonst  hätte  nicht  selbst  Enler 
noch  1771  seine  ziemlich  unfruchtbaren  Spekulationen  über  die  Mög- 
lichkeit oder  Unmöglichkeit  der  Quadratur  des  Kreises,  die  er  bereits 
in  der  Introductio^)  an  die  Lösung  transzendenter  Gleichungeu,  wie 
5  =  coss,  s  =  sin2s  usw.  angeknüpft  hatte,  wiederholen  können*). 
Der  ganze  Charakter  von  Lamberts  auf  absolute  Exaktheit  zielender 
Beweisführung  steht  eben  so  ganz  außerhalb  der  fast  nur  auf  for- 
male Erweiterui^  der  Mathematik  hinzielenden  Tätigkeit  seiner  Zeit- 
genossen, daß  eine  Nichtbeachtung  derselben  wohl  verstanden 
werden  kann, 

Haben  wir  uns  mit  der  Besprechung  der  Methoden  zur  Berech- 
nung der  Zahl  n  bereits  einen  Übergriff  in  das  Gebiet  der  Analysis 
erlaubt,  so  müssen  wir  auch  noch  in  kurzem  der  übrigen  Errungen- 
schaften auf  diesem  Gebiete  gedenken,  die  mit  den  trigonometrischen 
Funktionen  in  Zusammenhang  stehen.  Wir  erinnern  uns  (IIP,  S.  71ü 
bis  717),  daß  Euler  schon  in  der  Introduetio  1748  und  noch  früher 
(1743)^}  die  Summe  einer  endlichen  Zahl  von  Sinus  oder  Kosinus, 
deren  Argumente  in  arithmetischer  Progression  fortschreiten,  auf  nicht 
einwandsfreie  Weise  gewann,  indem  er  sich  divergenter  unendlicher 
Reihen  bediente.  Die  einfachen  und  stichhaltigen  Ableitungen,  deren 
wir  uns  heute  noch  bedienen,  haben  erst  Klügel*),  Cagnoli^j  und 
später  wieder  Francesco  Pezzi^)  (f  1813),  Ingenieur -und  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Genua,  gegeben,  und  Cagnoli 
hat  auch  noch  die  Summen  der  k*™  Potenzen  der  Sinus  und  Kosinus 
solcher  Winkel  berechnet,  nachdem  schon  1748  Gregorio  Fontana 
(1735 — 1803),  der  Nachfolger  Boscovichs  an  der  Universität  Pavia 
war,  eine  Ableitung  dieser  Summen  mit  Hilfe  des  Imaginären  mit- 
geteilt hatte').  Aber  auch  diese  Gelehrten  glaubten  noch  alle  die 
Reihen  ohne  Rücksicht  auf  Konvergenz  oder  Divergenz  ins  Unend- 
liche fortsetzen  zu  dürfen. 

Auch  für  die  längst  bekannten  Formeln,  welche  den  Sinus  und 
den  Kosinus  ganzzahliger  Vielfachen  eines  Winkels  durch  die  Potenzen 
der  Sinus  imd  Kosinus  oder  einer  dieser  Funktionen  allein  ausdrücken, 
haben  KlügeP),  Cagnoli^)  und   andere  neue  Ableitungen  gegeben, 

')  B,  I],  Kap.  22,  ')  Conaiderationes  cyclometticae.  Novi  Commentarii  Acad. 
Tetrop.  XVI,  p.  160tf.  '')  Miscellanea  BerolineDaia  VE,  p.  129.  *]  Analytische 
Trigonometrie  1770,  p.  39—43.  ")  Trigonometria,  2.  Aufl.,  p.  117—118. 

•■')  Memorie  della  Sooietä  Italiana  XI,  1803,  p.  31ft'.  ')  Eheniia,  II,  178*. 

p.  424ff.  ^)  Analytische  Trigonometrie  1770,  p.  46—65.  ^  Coae  trigonometriche, 
Memorie  della  Soeietii  Italiana  VII,  1794  und  Trigononietria,  p.  104—108,  wo- 
selbst übrigens  wieder  kritiklos  unendliche  Reihen  benutzt  werden.  In  demselben 
Kapitel  IX  werden  aucli  die  umgekehrten  Formeln  für  ain  re"  und  cos  x"  mittels 
des  Imaginären  abgeleitet 
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von  denen  die  des  Irläaders  John  Brinkley  (17S)7)*)  die  vollständigste 
ist,  da  derselbe  das  Koefiizientengeaetz  mittels  des  Schlusses  von  n 
auf  rt  -f-  1  bewies. 

Für  ein  ganzzahliges  gerades  oder  ungerades  it  liefern  diese 
Entwicklungen  bekanntlich  direkt  die  Teilungsgleichuugen  der  tri- 
gonometrischen Funktionen.  Nun  wußte  man  schon  seit  Wallis,  daß 
im  ersteren  Falle  2»»,  im  letzteren  «Wurzeln  vorhanden  sind,  auch 
hatten  bereits  Euler  1748  (vgl.  IIP,  S.  716)  und  noch  viel  ein- 
gehender Kästner  1756*;  Untersuchungen  über  Zeichen  und  öruppie- 
ruug  dieser  Wurzeln  angestellt,  dennoch  glaubte  D'Älembert  1768 
noch  einmal  auf  diese  Fragen  zurückkommen  zu  müssen^)  und 
Klügel,  Karsten  und  andere  folgten  ihm  nach.  Der  eretere  der 
beiden  zuletztgenannten  Männer  schloß  an  seine  Überlegungen  auch 
die  Pro duktdar Stellung  von  sinJi^  und  cosnis  für  ein  ganzzahliges  n 
an  und  fügte*)  noch  eine  stichhaltige  Ableitung  des  Satzes  von 
Cot  es  bei,  die  als  eine  Erweiterung  und  Vereinfachung  des  schon 
von  Johann  Bernoulli  mitgeteilten  Beweises')  angesehen  werden  muß. 

Was  die  Ableitung  der  Potenzreihen  für  sin^^,  eoss,  tga  anlangt, 
so  wurde  gewöhnlich  die  uns  schon  aus  IIP,  S.  708  bekannte  Methode 
Eulers  angewendet,  oder  man  bestimmte  ni  dtr  mit  unbestimmten 
Koeffizienten  angenommenen  Keihenfurm  die  Koeffizienten  mit  Difie- 
rentialrechnung;  L'Huilier^),  der  so  elemeutir  als  moghch  verfahren 
wollte,  verwendet  hierzu  die  Diffeitnzenreihnung  Eine  elementare 
Ableitung  gab  auch  1798'}  Jakob  de  Geldei  (176j— lb4Sj,  Pro- 
fessor in  Leyden.  In  umfassendster  Weise  aber  hat  den  analytischen 
Teil  der  Trigonometrie  Pietro  Ferroni  mit  Hilfe  des  Infiuitesimal- 

)  T  t  f  th     E   In  h         d  m    MI        00    |         ff     B        kl 

wähnt  h         dß"ftag  mJgbarmipntatl 

Th  6  tur  d  m  t  m  b  t         1        i      P  t  mm  t 

akt      B  g      b      h  1)      1  ß  d        M  tl    d      b      lü  g    aA. 

g  1   U  d     plu  nt  rad  i  at       b  t  an 

1  d  fl        1 1         D       rt  t  6    Altd  rfi  Ül       d        lg  >ra     h     A  f 

lö  b    l    t   d  )        11      I-  11  b  Id     d      t      t    I     g  gl     h     g  b  m 

Um  1  b      h        kl  gtU     d      ff    4  t    trud  d    w  hl 

ka  m  j  m  1     1         k  inm  t  rfi     i  a  b  d         <jl      b  lg 

1         h  16        1  d  Kl    g  1  I   t     t     b     f  II     a        :>    p  66    d  B  d     t 

g  mtnl  Tfl  d  Afl  gl  aigglhg  gb  wlb 
d      1.1g  b      I      )  t  t       bt    11g  m       g  b      k  n         (Ol-        1     'V    1  — 

l-nalvtiBcbe  Tr  g  nometne  Kap  4  Nr  \XXI,  )  Opera  IV,  p.  67.  j  F.  T. 
1  9b  I  142  und  Pnncniorum  calculi  ditferentialis  et  integralis  expositio  ele- 
mcntariB      Tubingae  1715    4"    Kap   S  ')  Over  de  teeksen,  dienende  om  de 

raiporten  \an  de  cirkelbogen  tot  derzpher  sinueaen  etc.  aoouder  bebulp  der 
different  aal  ofh  intecrial  rekenmg  ifteleiden.  Verhandelingen  van  bet  Genofc- 
'  hl]    tt  liottprdam  \II    1   ■)« 
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kalkQla  in  seinem  großen  Werke  „Magnitudinum  exponentialiuin 
logarithmorum  et  trigonometriae  sablimis  theoria  nova  methodo  per- 
tracta".  Florenz  1782,  4"/)  behandelt.  Der  Autor  hat  gehalten,  was 
er  im  Titel  seines  Werkes  rersprochen,  indem  er  eine  vollständige 
Theorie  der  Esponential-  und  trigonometrischen  Größen  entwickelte, 
wobei  er  die  entsprechenden  Formeln  für  Kreis-  uud  Hyperbelfimk- 
tionen  stets  nebeneinander  stellte. 

Die  ReiheudarBtellungen  der  ersteren  erhielt  er  von  der  Reihe 
für  si'  ausgehend,  wo  er  znnächst  dem  z  einen  ganz  beliebigen  M'ert 
erteilte  und  dann  s  —  f  oder  =  C  setzte,  wie  er  die  Basis  des  natür- 
lichen Logarithmensyateras  bezeichnete.  Dadurch  erhielt  er  die  seit 
Euler  bekannten  Darstellungen  des  Sinus  und  Kosinus  durch  die 
Exponentialfunktion  und  die  Fundamentalformel  e^'  =  cos  a;  +  i  siu  x, 
die  ihn  für  sin  x  —  v,  cos  x  =  Yl  —  v^  zur  Gleichung 

führte.  Indem  er  dann  für  die  Wurzel  die  binomische  Reihe  einführte 
und  den  Logarithmus  durch  die  bekannte  Reihenentwicklung  ersetzte, 
gewann  er  auch  die  Reihe  für  arcBinu.  Bei  Ableitung  dieser  Reihe,  deren 
Koeffizientengesetz  übrigens  nicht  bewiesen  wird,  findet  sich  auch 
der  Versuch,  die  Konvergenz  mittels  des  Quotienten  zweier  aufein- 
ander folgender  allgemeiner  Glieder  zu  bestimmen,  ein  Beweis  dafür, 
daß  am  Ende  des  18.  Jahrhunderts  die  Erkenntnis  der  Notwendigkeit, 
die  Bahn  rein  formaler  Entwicklungen  zu  verlassen,  sich  allmählich 
einstellte. 

')  Kap.  5—8. 
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Nach  dem  glänzenden  Aufschwung,  den  die  analytische  Geometrie 
der  Ebene  durch  die  Erfindung  des  mächtigen  Hilfsmittele  der  In- 
finitesimalrechnung, durch  die  Arbeiten  eines  Newton,  Maclaurin, 
de  Gua,  Clairaut,  Euler  u.  a.  genommen  hatte,  iiaiin  man  unseren 
Zeitraum,  die  letzten  40  Jahre  des  18.  Jahrhunderts,  als  eine  Periode 
verhältnismäßigen  Stillstands  bezeichnen;  neue  Gedanken  und  JWethoden 
von  großer  Tragweite,  die  auf  das  ganze  Gebiet  befruchtend  einwirken, 
treten  kaum  auf^);  die  Tätigkeit  der  Mathematiker  erstreckt  sich  mehr 
auf  Spezialuntersuchungen.  Dagegen  wuchs  die  analytische  Geometrie 
des  Raumes,  die  bis  dahin  nur  schwache  Ansätze  gezeigt  hatte,  zu 
einem  stattlichen  Baum  empor,  als  dessen  Krone  Monges  geniales 
Werk:  „Peuilles  d'analyse  appliquee  ä  la  geometrie"  gelten  kann. 

Was  die  Behandlungsweise  der  Probleme  in  unserem  Zeit- 
raum betrifft,  so  ist  besonders  bemerkenswert  das  Hervortreten  des 
Gegensatzes  awisehen  analytischer  und  synthetischer  Methode, 
von  denen  die  letztei^e  im  allgemeinen  mehr  in  England  und  Italien, 
die  erstere  in  Deutschland  und  Frankreich  gepflegt  wurde.  Es  handelt 
sich  dabei  nicht  bloß  um  den  Untei'schied  zwischen  rechnerischem 
und  konstruktivem  Verfahren,  sondern  unter  analytischer  Methode  wird 
vielfach  eine  Behandlungsweise  verstanden,  die  man  heute  vielleicht 
eher  als  „heuristisch"  oder  „genetisch"  bezeichnen  würde,  eine  solche 
nämlich,  die  den  Gedankengang  des  Verfassers,  die  Überlegungen, 
durcli  Tvelche  er  seine  Resultate  gefunden  hat,  klar  erkennen  läßt^), 
während  der  Synthetiker  seine  Sätze  fertig  mitteilt,  und  im  Beweis 
seinen  eigenen  Weg  eher  zu  verdecken,  als  darzulegen  sucht.  Ver- 
schiedene namhafte  Mathematiker  haben  sich  Über  diesen  Gegenstand 
ausgesprochen  Der  Zeit  nach  steht  voran  eine  aus  dem  Jahre  1759 
stammende    Vorele   Ki   t    ers    zu    dem   kleinen    Buch   von    Hube: 


')  Ea  re  deno  da6  ma  die  Anfinge  der  Tlieune  der  elliptiBulien  Inte- 
grale und  Funkt  nen  h  e  he  techuen  wollte,  die  allerdings  von  analytisch-geo- 
metriBclien  Lnte  bu  h  ^en  ler  die  Rektifikation  der  h-egelsclmitt»  ausgegangen 
sind,  abe    do  h  e  gentl  cl         4bBchnitt  XXVI  gehören  ")  Als  geradezu 

klassieche  Be  sp  el     >     rf  die  Arbeiten  Eiilers  an/nfiitren 
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„Versuch  einer  analytiachen  Äbhaudlung  von  den  Kegelaclinitteii" 
(Göttinnen  1759),  das  auf  Kästners  Veranlassung  verfaßt  wurde. 
Dieser  führt  hier  über  die  Vorzüge  der  analytischen  Behandlung  etwa 
folgendes  aus:  Sie  ermöglicht  dem  „Lehrling"  eine  selbständige 
Lösung  von  Aufgaben,  während  er  bei  der  synthetischen  Methode, 
die  ihm  mir  die  Sätze  und  Beweise  fertig  mitteilt,  stets  auf  die  Lippen 
des  Lehrers  sehen  muß.  „Das  größte  Vergnügen  aber,  das  wir  kennen, 
ist  die  Wahrheit  durch  uns  selbst  zu  finden."  Ein  weiterer  Vorteil 
ist  die  größere  Allgemeinheit  und  Sicherheit  der  Ergebnisse,  wogegen 
sie  allerdings  etwas  an  „Schönheit"  (wir  würden  heute  vielleicht  sagen: 
an  Eleganz)  verliert.  Kästner  macht  hierzu  die  originelle,  man 
möchte  fast  sagen,  etwas  philisterhafte  Bemerkung:  „Würde  es  wohl 
ein  Fehler  sein,  wenn  der  Mathematik  verständige,  wie  Männer,  die 
ökonomisch  denken,  bei  gleicher  Jugend  weniger  Schönheit  mit  mehr 
Reichtum  wählet".  Als  Vorzug  des  synthetischen  Verfahrens  wird 
anerkaunt,  daß  es  eine  vorzügliche  Denkübung  ist,  weil  hier  stets 
mit  den  Begriffen  seibat  operiert  wird;  dementsprechend  wird  vor 
einer  rein  mechanischen,  gedankenlosen  Anwendung  der  Buchstaben- 
rechnung gewarnt,  im  übrigen  aber  der  Vorwurf  zurückgewiesen,  daß 
das  analytische  Verfahren  rein  mechanisch  sei.  Vielmehr,  sagt 
Kästner,  überhebt  es  uns  bloß  einer  beträchtlichen  Denkarbeit:  denn 
nachdem  einmal  die  Aufgabe  in  die  Sprache  der  Analysis  übersetzt 
ist,  Mßt  sich  das  Resultat  mit  einfachen,  und  zwar  immer  mit  den- 
selben Hilfsmitteln  finden.  Wer  also  diese  besitzt,  ist  befähigt,  eine 
Menge  von  Kenntnissen  zu  erlangen,  „Der  Analyst",  achließt  er, 
„gleicht  einem  Manne,  der  viel  Geld  hat,  und  dafür  allemal  die  Güter 
haben  kann,  die  er  verlangt,  und  insofern  sie  für  Geld  feil  sind."  — 
Den  entgegengesetzten  Standpunkt  vertritt  Malfatti  in  der  Einleitung 
zu  seiner  Schrift:  „Della  curva  Cassiniana"  (Pavia  1781);  er  verkennt 
zwar  die  Vorzüge  der  Analysis  durchaus  nicht,  gibt  aber  doch  der 
Synthese  den  Vorzug  wegen  ihrer  größeren  Eleganz,  und  weil  sie 
den  Geist  zwingt,  mit  steter  Aufmerksamkeit  bei  der  Aufgabe  zu 
bleiben,  Hilfssätze  zu  suchen,  die  zum  Hauptsatz  in  Beziehung  stehen, 
und  so  allmählich  das  Ziel  zu  erreichen.  Auch  Malfatti  sucht  die 
Sache  durch  ein  hübsches  Bild  zu  veranschaulichen.  Er  vergleicht 
den  Synthetiker  mit  einem  Reisenden,  der  nur  überhaupt  ans  Ziel 
kommen  will,  dabei  aber  oft  an  Ruhepunkten  Halt  macht,  um  alles 
Schöne  zu  genießen,  das  sich  ihm  bietet;  diese  Ruhepunkte  würden 
den  Neben-  und  Zwischenresultaten  im  Beweis  entsprechen,  von  denen 
aus  sich  ein  Ausblick  auf  weitere  Beziehungen  eröffnet.  Der  Ana- 
lytiker dagegen,  sagt  er,  gleicht  einem  Reisenden,  der  sich  in  einen 
Wagen  einschließt,  und  sich  durch  dessen  Mechaniamus  (der  also  dem 
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Mechanismus  der  Redmungen  verglichen  wird)  ans  Ziel  führen  läßt. 
„Er  kommt  vielleicht  früher  ans  Ziel,  aber  er  hat  weniger  gesehen." 
—  Eine  besondere,  eingehende  und  geistvolle  Untersuchung  hat 
Kliigel  dieser  Frage  gewidmet  mit  einer  kleinen  Sehrift:  „De  ratione 
quam  inter  se  habent  in  demonstrafcionibas  mathematicis  methodus 
synthetiea  et  analytica'"'.  Heimstatt  1767.  Es  wird  darin  zunächst 
der  Unteraehied  zwischen  synthetischer  und  analytischer  Methode 
klar  und  scharf  angegeben,  der  nicht  sowohl  darin  besteht,  ob  Kon- 
struktion oder  Rechnung  benutzt  wird,  sondern  „es  interiore  veritatum 
natura,  et  ratione  quam  in  eruendis  illia  et  deducendis  sequuutur, 
petendum  est".  Als  charakteristisch  für  die  synthetische  wird  an- 
gegeben, daß  sie  „die  Quelle  der  Erfindung  verdecke''  und  die  etwas 
malitiöse  Bemerkung  beigefügt,  die  Synthetiker  {die  Engländer,  unter 
anderen  Newton  und  Maclaurin  werden  genannt)  tun  dies,  „um 
aus  der  Schwierigkeit  der  Beweise  eine  größere  Berühmtheit  ihres 
Geistes  zu  erlangen";  als  weiterer  Grund  wird  indes  noch  angegeben, 
daß  sie  „diese  Methode  allein  als  der  Geometrie  und  der  Mathematik 
überhaupt  würdig,  und  der  größten  Strenge  fähig  ansehen".  Es  wird 
dann  weiter  ausgeführt.,  daß  bei  der  synthetischen  Methode  jeder  Satz 
für  sieh  aufgestellt  und  bewiesen  werde;  daher  komme  es,  daß  die 
Geometrie  manchem  „horrida  et  sterilis"  erscheine,  daran  schließt  sich 
die  ganz  richtige  Bemerkung,  daß  die  Evidenz  der  geometrischen  Be- 
weise dazu  verleite,  diese  Methode  auf  andere  Wissensgebiete  zu  Ober- 
tragen, für  die  sie  nicht  passe.  Die  synthetische  Methode  sei  auch 
zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten  weniger  geeignet,  außer  in  den 
Händen  des  Genies,  was  auch  Kästner  in  der  erwähnten  Vorrede 
einmal  sagt.  Ferner  wird  hervorgehoben,  daß  die  synthetische  Methode 
immer  nur  Einzelfälle  ins  Auge  fassen  und  jeden  für  sich  beweisen 
müsse,  während  die  analytische  Formel  einer  vollständigen  Allgemein- 
heit sich  erfreue.  Ein  Beispiel  für  die  Richtigkeit  dieses  letzteren 
Satzes  bietet  die  synthetiselie  Untersuchung  der  Kegelschnitte,  wo 
jede  der  drei  Kurven  für  sich  betrachtet  wird,  während  bei  der  ana- 
lytischen Behandlung  in  der  Regel  ein  Zeiehenweehsel  genügt,  um 
einen  für  die  Ellipse  gefundenen  Satz  auf  die  Hyperbel  zu  übertragen 
Demgegenüber  werden  die  Vorzüge  der  Analysis  entwickelt,  wobei 
noch  ein  Gedanke  ausgesprochen  wird,  den  wir  nicht  unerwähnt 
lassen  wollen,  nämlich:  „Wenn  uns  jemals  die  Fähigkeit  gegeben 
werden  könnte,  die  Wirkung  jeder  Ursache  mit  ihren  Folgen  für  alle 
übrigen  für  sich  zu  betrachten  und  mathematisch  zu  formulieren,  so 
würde  die  ganze  Natur,  soweit  sie  meßbar  ist  („quanta  quanta  est"), 
m  einem  einzigen,  aber  gewaltigen  analytischen  Problem  bestehen". 
Es  ist  hier  offenbar  die  Idee,  die  der  sogenannten  Laplaceaeheii 
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„Weltformel"')  /.ugninde  liegt,  vollstäadig  klar  ausge- 
sprochen. ^  Der  synthetischen  Methode  wird  eingeräumt,  d^ß  sie 
hei  Lagehezielmngen  den  Vorzug  verdiene,  ferner  zugegeben,  daß 
eine  einseitige  Benutzung  der  Anaiysis  ein  Nachlassen  der  Schärfe 
des  geometrischen  Geistes  bewirke,  was  sich  bei  den  Franzosen  be- 
merkbar mache.  Den  Schluß  bildet  der  gewiß  richtige  Satz:  „Es 
acheint,  als  ob  ohne  Schaden  öfter,  als  es  geschieht,  wenn  die  Arbeit 
des  Rechnens  und  Beweisens  getan  ist,  einige  kurze,  philosophische 
Bemerkungen  über  den  Ursprung  und  Zusammenhang  der  Wahrheiten, 
und  den  Weg,  auf  welchem  man  zu  ihnen  gelangt  ist,  beigefügt  werden 
könnten". 

Die  Opposition  gegen  die  einseitige  Anwendung  der  synthetischen 
Methode  wird  begreiflich,  wenn  man  bedenkt,  welche  Schwierigkeiten 
ein  derart  geschriebenes  Werk  dem  Verständnis  bereitet.  Speziell  in 
England  scheint  sieh  diese  Vorliebe  für  eine  schwer  verständliche 
Ausdrucks  weise  in  einzelnen  Fällen  beinahe  zum  Spleen  gesteigert  zu 
haben,  wenigstens  kommt  man  auf  diesen  Gedanken,  wenn  man  Sätze, 
wie  den  folgenden  liest  ^):  „Ä  conic  hyperbola  being  given,  a  point 
maj  be  found,  auch  that  if  from  it  there  be  drawn  atraight  lines  to 
all  intersections  of  the  given  curve,  with  an  infinite  number  of  para- 
holas,  OT  hyperbolas,  of  any  given  order  whatever,  Ijing  between 
straight  lines,  of  which  one  paises  through  a  given  point,  and  the 
other  may  be  fonnd,  the  straight  Imos  so  drawn,  from  the  point 
found,  ahall  be  tangeuts  to  the  parabola=i  or  hyperbolas".  —  Man  wird 
darin  nicht  so  leicht  den  emfaehen  Satz  wiedererkennen:  Zieht  man 
von  einem  gegebenen  Punkt  an  alle  Kurten  der  Schar  i/ =- px"  (wo 
P  ein  variabler  Paiameter,  n  eine  Konstante  ist)  die  Tangenten,  so 
liegen  die  Berührpunkte  auf  Liner  H\p>Tbet. 

Der  zu  Anfang  erwähnte  Charakter  unserer  Epoche  als  eines 
gewissen  Ruhestadiums  in  der  Entwicklung  zeigt  sieh  auch  darin, 
daß  in  größerer  Anzahl  Werke  veröffentlicht  werden,  die  nicht  sowohl 
der  Bekanntmachung  neuer  Ergebnisse  dienen,  sondern  sich  die  Auf- 
gabe stellen,  systematisch  zusammenzufassen  und  zu  ordnen, 
was  die  Forschung  im  Laufe  der  Zeit  ei^eben  hatte,  also  Lehrbücher 
über  größere  Gebiete  der  Mathematik.  Dahin  gehört  Kästners 
ausführliches  Werk:  „Anfangsgründe  der  Mathematik",  von  dem 
die  1.  Auflage  1758,  die  2,  1770  erschien,  and  das  in  etwas   breiter 

'}  EsBai  phüosophique  aur  les  ProbabilitsB.  Seconde  edilion  (814)  p  2ff 
Vgl.  Dubois-Reymond,  Über  die  Grenzen  dea  Naturerkennena  ISli  »0  auch 
in  Addi.  5  auf  eine  Stelle  ähnlicben  Inialta  bei  Leibniz  autmerksam  gemacht 
iflt.  ^  Brougham,  General  Theorems,  chiefly  Poriami,  in  the  higher  Gpo 

metrj.     Phii.  Trans.  Vol.  88  (1798'),  p.  378—396. 
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Darstellung  auch  das  Wichtigste  aus  unserem  Gebiet  bringt.  Es 
kommen  in  Betracht  aus  der  ersten  Hälfte  des  3.  Teiles  die  §§  322 
bis  623,  in  denen  zunächst  die  Gerade  (§§  340—348),  die  Kegel- 
schnitte (§§  349^466)  und  einige  höheren  Kurven  (Cissoide,  Konchoide, 
§§  467— 496)  behandelt  werden,  wie  auch  Fragen  allgemeinerer  Natur: 
Anaahl  der  Schnittpunkte  einer  Kurve  mit  einer  Geraden,  Anzahl  der 
zur  Bestimmung  einer  Kurve  notwendigen  Punkte,  Zeichnung  von 
Kurven,  die  durch  ihre  Gleichung  gegeben  sind.  Daran  schließen 
sich  {§§  514 — 611)  die  Grundzüge  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes,  beginnend  mit  der  Frage:  „Wie  die  Natur  der  Flächen, 
welche  Körper  begrenzen,  durch  Gleichungen  ausgedrückt  werde" 
(§§  514 — 519).  Der  Ausdruck  ist  bezeichnend  für  die  Betrachtungs- 
weise der  Flächen  in  dieser  Zeit,  insofern  diese  fast  immer  als  Be- 
grenzung von  Körpern  erscheinen,  nicht  von  diesen  losgelöst  als 
gewissermaßen  selbständige  Gebilde,  eine  Anschauung,  die  erst  seit 
Gauß  allgemein  geworden  zu  sein  scheint.  Betrachtet  werden  nament- 
lich Kegelfläehen  („deren  Gleichungen  gleichartige  sind'-,  §§  529^544), 
sodann  „runde  Körper"  (d.  h.  Rotationsflächen  im  heutigen  Sprach- 
gebrauch, §§  545 — 548),  deren  allgemeine  Gleichung  aufgestellt  wird 
(s^  =  x^  -\-  y^\  Z  =  f{z)),  mit  der  Bemerkung,  sie  stelle  einen  „Körper" 
dar;  femer  Schnitt  einer  Fläche  mit  einer  beliebigen  Ebene  (§§  549 
bis  570),  die  stets  durch  ihre  Spur  in  der  a:j/-Ebene  und  ihre 
Neigung  gegen  diese  gegeben  gedacht  wird.  Das  Verfahren  wird 
dann  auf  den  Rotationskegel  angewendet  und  die  hier  auftretenden 
Möglichkeiten  diskutiert.  Den  Schluß  dieses  Abschnitts  bildet  die 
Betrachtung  einiger  „trauazenden tischen,  krummen  Linien"  (Spiralen, 
Zykloiden,  §§  571 — 623),  von  denen  gesagt  wird,  daß  ihre  Ordnung 
„unendlich"  sei. 

Die  zweite  Hälfte  des  dritten  Teiles  ist  der  Anwendung  der 
Infinitesimalrechnung  auf  die  Geometrie  gewidmet,  sowohl  in  recht- 
winkligen, als  in  Polarkoordinaten;  bei  den  letzteren  wird  an  Stelle 
des  Winkels  der  Bogen  eines  Kreises  von  gegebenem  Radius  benutzt. 
Dieser  Teil  enthält:  Tangente  und  Normale  (§§  63—107),  Asymptote 
(§§  108—119),  Wendepunkte  (,§§  112,  532^537),  Quadratur  {§§  205 
bis  212),  Rektifikation  (§§  266—272),  Krümmungskreis  (§§  538—556), 
Evolute  und  Evolvente  (§§  563—577),  alles  für  ebene  Kurven.  Den 
Schluß  bilden  Betrachtungen  über  Kurven,  die  ihren  Evoluten  ähn- 
lieh sind  (§§  578—592),  Kubaturen  und  Komplanationen  usw.  (§  609 
bis  Schluß). 

Vollständig,  klar  und  eingehend  findet  sich  die  Anwendung  der 
Analysis  auf  die  Geometrie  dargestellt  in  dem  zweibändigen  Werk: 
„Inatitutiones  analyticae  a  Vincentio  Riccato  et  Hieronymo  Saladino" 
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:  1765),  (Girolamo  Saladini,  1731—1813,  Professor  der 
Mathematik  in  Bologna)  für  das  namentlich  die  glückliche  Verbin- 
dung von  analytischer  und  geometrischer  Betrachtungsweise  charak- 
teristisch ist.  Der  erste  Band  bringt  zuimchst  eine  historische  Ein- 
leitung, sodann  im  ersten  Buch  („De  algorithmo  et  de  aequationibuB- 
primi  et  seeundi  gradus")  die  Definition  der  Koordinaten  und  das 
Wichtigste  Über  die  Gerade;  im  zweiten  Buch  (,fie  lineis  seu  locis 
seeundi  gradus  et  de  aequationibus  tertii  gradus,  et  quarti")  werden 
die  drei  Kegelschnitte  nacheinander  behandelt  und  ihre  Haupteigen- 
Schäften  zusammengestellt;  besonders  wird  auf  die  Verwendung  der 
Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  zur  graphischen  Darstellung  der 
Wurzeln  von  Gfleichungen  3.  und  4.  Grades  eingegangen.  —  Das 
dritte  Buch  („De  locis  tertii  et  superiorum  graduum  et  de  aequatio- 
nibus excedentibus  gradnm  qnartum")  beschäftigt  sich  mit  Kurven 
höherer  Ordnung,  ihren  Berührungen  (zwei-  und  mehrpunktig), 
Asymptoten,  siagulären  Punkten,  oskulierenden  Parabeln  und  dergl.; 
auch  der  Veraeichnung  einer  Kurve  auf  Grund  ihrer  Gleichung  ist 
ein  Kapitel  gewidmet  (Kap.  10),  das  allerdings  nur  die  Fälle  behandelt, 
wo  die  Gleichung  nach  einer  der  Variablen  auflösbar  ist,  und  für 
alle  anderen  FäUe  bemerkt:  „nuUa  suppetit  methodus  cognoseendi,  qua 
figura  praedita  sit  curva  in  finito  epatio".  Auch  hier  ist  (Kap.  11) 
von  der  Verwendung  von  Kurven  zur  Darstellung  von  Gleiehungs- 
wuTzeln  die  Rede,  wobei  die  richtige  Bemerkung  fällt,  daß  es 
sieh  nicht  darum  handle,  Kurven  voo  mögliehst  einfacher  Gleichung 
zu  finden,  sondern  solche,  die  möglichst  genau,  am  besten  mechanisch, 
gezeichnet  werden  können.  Das  13.  Kapitel  beschäftigt  sich  mit 
Kurven  von  der  Eigenschaft,  daß  zwischen  den  verschiedenen  Ordi- 
naten,  welche  zur  gleichen  Abszisse  gehören,  Beziehungen  bestehen; 
ist  z.  B.  deren  Summe  konstant,  so  muß  der  Koeffizient  des  zweit- 
höchsten Gliedes  in  y  konstant  sein,  u.  ä. 

Der  zweite  Band,  dem  ebenfalls  eine  historische  Eiuleitung  voran- 
geht, bringt  eine  erschöpfende  Darstellung  der  Infinitesimalrechnung 
und  ihrer  Anwendung  auf  die  Geometrie.  Aus  dem  1.  Buch,  betitelt: 
„De  quantitatibus  infinitesimia  et  de  integratione  formularum,  quae 
onam  tantum  variabilem  continent",  kommen  für  unser  Gebiet  haupt- 
sächlich in  Betracht:  die  Quadratur  (Kap.  5)  und  Rektifikation 
(Kap.  11)  der  Kurven;  die  Komplanation  der  Rotationsfläcben,  und 
Kubatur  der  Rotationskörper. 

Das  2.  Buch:  „De  methodo  tangentium  directa  et  inversa,  de 
separatione  indeterminatarum  et  de  constructione  earum  aequationura, 
in  quibus  indeterminatae  separari  non  possunt",  beginnt  mit  der  Be- 
stimmung der  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Subnormale  ebener 
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Kurven,  und  bringt  im  Anschluß  daran  die  Theorie  der  Maxima  und 
Minima  mit  Anwendungen,  des  weiteren  die  Lehre  von  der  Integration 
der  Diiferentialgleiehungen  niwjh  dem  damaligen  Stand  der  "Wissen- 
schaft  („MefchoduB  taugentium  inversa"  im  Sprachgebrauch  jener  Zeit), 
Hier  ist  auch  die  im  Bd.  UV,  S.  786  erwähnte  Abhandlung  V.  Ric- 
catia:  „De  usu  motus  tractorii  in  couatructione  aequationum  differeu- 
tialium  commentarius"  (1752)  in  ihrem  wesentlichen  Inhalte  angegeben 
(Kap.  14  und  15). 

Das  3,  Buch  handelt  De  caleulo  et  usu  quantitatum  diffe- 
rentiahum  altiorum  graduum,  also  von  Differentialen  höherer  Ordnung, 
und  verbreitet  sich  Jiunäehst  über  Integrationsmethoden  für  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnungen,  Kap.  11  bringt  eine  nicht  uninter- 
essante Herleitung  des  Ausdrucks  für  den  Krümmungsradius  q  durch 
folgende  einfache  differential  -  geometrische  Betrachtungen;  Ist  MN 
ein  Kurvenbogen,  der  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist, 
und  errichtet  man  in  M  und  TV"  die  Normalen,  die  sich  in  C  achneiden, 
80  ist  die  Differenz  CM — CN  unendlich  klein  von  der  dritten  Ord- 
nung. Darau.9  wird  geschlossen,  daß  die  Krümmung  der  Kurve  mit 
der  des  Kreises  übereinstimmt,  der  um  C  mit  Radius  CM  be- 
schrieben wird;  für  CM  wird  dann,  ebenfalls  geometrisch,  die 
Formel  hergeleitet: 

ds' 

dyd'*x~dxd'y        ^' 

Auf  die  Besprechung  der  Evoluten  folgt  die  Ableitung  des  Ausdrucks 
für  den  Krümmungsradius  in  Polarko ordinalen,  dann  verschiedene 
Beispiele.  Das  12.  Kapitel  ist  den  von  Joh.  Bernoulli  untersuchten 
kaustischen  Linien  gewidmet.  Kap.  13  und  14  enthalten  Anwendungen 
und  einige  Problemata  inversa,  das  15.  handelt  von  singulären 
Punkten,  unter  welchen  jedoch  nur  Wende-  und  Rückkehr  punkte  ver- 
standen sind  (also  nicht  Doppelpunkte).  Außerdem  werden  hier 
einige  Bemerkungen  darüber  gemacht,  inwieweit  eine  Kurve  durch 
geradlinige  Elemente  ersetzt  gedacht  werden  darf  Das  16.  Kapitel 
ist  überschrieben:  De  trajectoriis.  Hierbei  werden  unter  „Trajektorien" 
einer  Kurvenachar  ganz  allgemein  Kurven  verstanden,  quarum  con- 
structio  peragitur  per  quantitatem  quam  Sectio  curvarnm  determinat; 
d.  h.  also  Kurven,  die  nach  irgend  einem  Gesetz  von  Schnitten  der 
gegebenen  Kurvenschar  abhängen,  ein  Begriff,  der  sonst  nicht  üblich 
zu  sein  scheint').  Ein  Beispiel  (das  4.  des  Kapitels)  mag  erläutern, 
um  was  es  sich  handelt.     Die   gegebene  Kurvenschar  werde  gebildet 


')  Tgl.  Klügel,  Mathematiechea  Wörterbuch,  V,  8.  i 
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von  konzeü  tri  sehen  Kreisen,  die  von  einer  Sekante  und  einem  zu  ihr 
parallelen  Durchmesser  geschnitten  werden.  Ein  zweiter  Durohmeaser 
stehe  anf  dem  ersten  senkrecht  und  schneide  (Fig.  271  einen,  Ereia 
der  Schar  in  A.  Trägt  man  dann  auf  der  Tangente  des 
Punktes  Ä  ein  Stück  ÄC  gleich  dem 
Bogen  BD  des  Kreises  zwischen  der 
Sekante  und  dem  ihr  parallelen  Durch- 
>  messer  ab,  und  wiederholt  diese  Kon- 
struktion für  jeden  Kreis  der  Schar,  so 
_  A  bildet  der  geometrische  Ort  der  Punkte 
C  eine  „Trajektorio"  der  Kreisschar  in 
diesem  Sinn.  In  der  zweiten  Hälfte  des 
Kapitels  werden  Trajektorien  im  üblichen 
Sinn  (rechtwinklige  und  schiefwinklige) 
behandelt,  sowie  die  sogenannten  „rezi- 
proken" Trajektorien,  von  welch  letzteren 
Klügel*)  mit  Recht  sagt,  daß  in  den  Lehrbüchern  sehr  wenig  dar- 
über zu  finden  sei.  Da  auch  Enler*)  sich  mit  diesen  Kurven  be- 
schäftigt hat,  so  sei  ihre  Definition  hier  kurz  angegel)en.  Eine  rezi- 
proke Trajektorie  hat  folgende  Eigenschaft:  wird  sie  um  eine 
in  ihrer  Ebene  liegende  Achse  umgeklappt,  und  dann  längs  dieser 
Achse  parallel  verschoben,  so  schneidet  die  umgeklappte  Kurve  die 
ursprüngliche  überall  unter  demselben  Winkel.  Ist  dies  nicht  bloß 
für  eine  bestimmte  Achse,  sondern  auch  für  jede  Parallele  dazu  der 
Fall,  so  heißt  die  Kui-\-e  nach  Joh,  BernouUi')  „Pantagonia" ;  auch 
diese  wird  besprochen.  Den  Schluß  (Kap.  17  und  18)  bildet  ein  Aus- 
zug aus  Eulers  „Methodus  inveniendi". 

In  Karstens  großem  Werk:  „LehrbegrifF  der  gesammten  Mathe- 
matik" kommt  für  unser  Gebiet  nur  der  VII.  Teil,  „Perspektive" 
(1775)  in  Betracht,  der  in  systematischer  und  eingehender  Weise  die 
Kegelschnitte  als  Zentralprojektionen  des  Kreises  behandelt,  und  da- 
her bei  der  projektiven  Geometrie  in  Abschnitt  XXY  näher  besprochen 
werden  wird. 

Auch  beiBossut,  „Traites  de  caicul  dififereutiel  et  de  calcul  inte- 
gral" (Paris  1798)  sind  verschiedene  Kapitel  des  L  Bandes  der  An- 
wendung der  Analysis  auf  die  Geometrie  gewidmet,  Kap.  2  gibt  eine 
kurze  Übersicht  über  die  analytische  Geometrie:  ebene  Kurven  (bei 
denen  die  „eonrhea  geometriques  ou  algebriques"  von  den  „courbes  meca- 
niques"  unterschieden  werden),  krumme  Flächen,  Raumkurven.  Kap.  3 
enthält  die  Tangente  und  Normale  ebener  Kurven  in  rechtwinkligen 

')  Klügel,  MatbematiBches  Wörterbuch,  V,  S.  136.  »)  s.  u,  S.  509, 

*)  Opera,  T.  n,  p.  600  (nach  Klflgel). 
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und  Polarkoordinateii,  Kap.  5  und  6  die  Bestimmung  der  Maxiraa 
und  Minima,  Kap.  7  Wende-  und  Rückkehrpunkte,  Kap.  8  Krümmungs- 
radius, Kap.  9  Krümmung  der  Flächen  mit  Hinweis  auf  Eulers 
„Memoire  sur  la  courlmre  des  surfaces"  (s.  p,  545  ff.).  Aus  der  Inte- 
gralrechnung ist  hauptHäehlicli  der  Bericht  über  die  Arbeiten  von 
Fagnano,  Euler  u.  a.  über  die  Rektifikation  der  Kegelschnitte  zu  er- 
wähnen. 

Endlich  gibt  Vega  in  seinen  für  das  K.  K.  Artilleriekorps  be- 
stimmten „Vorlesungen  über  Mathematik"  (1786 — 1802)  im  II.  Band, 
»}.  Hauptstück,  1.  Abschnitt,  §§  620 — 625  das  Wichtigste  aus  der 
Kurvenlehre  und  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  ebene 
Kursen,  und  im  2.  Abschnitt,  §§  630—674  eine  Darstellung  der  Kegel- 
schnitte. Bemerkenswert  ist,  daß  diese  hier  durch  ihre  Fokaleigen- 
schaften defiuiei-t  werden,  die  sonst  in  deu  einschlägigen  Werken 
dieser  Zeit  nicht  besonders  hervortreten.  Im  ganzen  Werke  steht, 
seinem  Zweck  entsprechend,  die  praktische  Anwendung  im  Vorder- 
grund. 

Gehen  wir  nun  zur  Darstellung  der  Portschritte  über,  die  auf 
den  verschiedenen  Gebieten  der  analytischen  Geometrie  in  den  Jahren 
1759 — 1709  gemacht  worden  sind,  so  hat  die  wissenschaftliche 
Forschung  iu  bezug  auf  die  Kegelschnitte  rieht  gerade  viel  Neues 
"von  Bedeutung  produziert.  Auch  die  Behandlungs weise  schließt  sich 
meist  an  die  von  Euler  (Introductio  II,  Kap.  5)  gegebene  an;  als 
Fundamentalaätze  erscheinen  gewöhnlich  die  auch  von  Euler  als 
solche  bezeichneten  (vgl.  IIP,  S.  779/780),  nämlich:  1)  daß  der  Ort 
der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eine  Gerade  ist,  und  2)  der  Satz 
von  den  Abschnitten  paralleler  Sehneiipaare:  Wird  ein  Kegelschnitt 
von  zwei  Paaren  paralleler  Sehnen 
geschnitten,  so  ist  (s.  Fig.  28): 

■AiO,  ■  Bi  0[  _  .4,  Oj  ■  £,  0, 

C,  0,  -  D,  ö,  ~  C,  Ö~-  D^  0,  ' 
gleichgültig,  ob  die  Dnrchscbnitts- 
punkte  Oj  und  Og  innerhalb  oder 
außerhalb  des  Kegelschnitts  liegen. 
Diese  beiden  Sätze  bilden  in  der 
Regel  den  Ausgangspnnkt,  von  dem 
aus  die  weiteren  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  abgeleitet  ^'b-  ^" 
werden.     Gleich   am   Anfang  unserer 

Periode  stehen  zwei  Werke,  die  für  den  oben  erwähnten  Gegensatz 
zwischen  synthetischer  und  analytischer  Behandlungs  weise  charak- 
teristisch sind.    Das  eineist:  Hamilton:  „Treatise  of  conic  sections" 


y  Google 


462  Abflchnitt  XXIV, 

(1758)  (Hugh  Hamilton,  1729—1805,  war  eigentlich  Theologe, 
starb  als  Bischof  von  Ossory),  das  andere  das  S.  454  geaannte 
kleine  Buch  von  Hube.  Hamiltons  Werk  ist  ganz  in  streng 
euklidischer  Form  abgefaßt,  und  vermeidet  auch  in  Äußerlichkeiten 
peinlich  alles,  was  nar  von  ferne  an  algebraische  Behandlung  erinnern 
köimte,  sogar  die  rrleiehheitszeichen,  das  durch  die  Wendung  „ie  equal 
to"  ersetzt  wird  dai  Proilukt  zweier  in  einem  Endpunkt  A  zusammen- 
stoßenden  Strecken  AB  und  i(  heißt  „the  rectangle  under  BAC" 
usw.  Angenehm  für  die  historische  Betrachtungsweise  ist,  daß  der 
Autor  die  von  ihm  neugefundenen  Sätze  als  solche  bezeichnet.  — 
Der  Grundgedinke  des  ganzen  Werkes  ist,  die  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  aus  denen  des  Kegels  abzuleiten,  der  hier,  wie  über- 
haupt meist  in  der  damaligen  Zeit,  als  schiefer  Kreiskegel  definiert 
ist^).  Die  strtng  synthetische  Darstellung  nötigt  den  Verfasser,  seine 
Sätze  meist  tür  jeden  der  drei  Kegelschnitte  besonders  zu  formulieren 
und  zu  beweisen  wc  durch  die  Schreibweise  etwas  ins  Breite  geht, 
und  worunter  namentluh  die  Kurze  und  Klarheit  der  Formulierung 
leidet.  So  erscheint  z  B  der  zweite  der  oben  (S.  461)  erwähnten 
Fundamentalsatze  (I.  Buch,  Satz  18)  in  folgender  Form: 

„If  two  right  lines  meeting  each  other  he  always  parallel  to 
two  right  iiues  given  in  position;  aeeording  as  they  both  touch  or 
cut,  or  one  of  them  touehes  and  the  other  cuts  a  conie  section  or 
opposite  seetiona  (d.  h.  die  beiden  Aste  einer  Hyperbel);  the  Squares 
of  the  Segments  of  the  tangents,  or  the  rectangels  under  the  Seg- 
ments of  the  secants  between  the  point  of  concours  of  the  two  lines,  and 
the  sectioD,  or  sections,  will  be  in  a  constaut  ratio  to  each  other, 
whereBoeTer  the  point  of  concours  of  the  right  lines  be  taken." 

Das  Buch  erschöpft  seinen  Stoff  vollständig  und  ist  klar  ge- 
schrieben, nur  die  harmonischen  Eigenschaften  kommen  kurz  weg; 
der  Autor  bemerkt  in  der  Vorrede  über  De  la  Hires  Methoden  (vgl. 
IIP,  S,  120ff.):  „this  expedient  has  rather  embarrassed  the  doctrine  of 
conic  sectione".  Verschiedene  Eigenschaften  hat  der  Verfasser  neu 
entdeckt;  bemerkenswert  ist,  daß  der  sogenannte  Dandelinsche  Satz^) 
schon  bei  ihm  auftritt  (IL  Buch,  Satz  37),  allerdings  in  etwas  anderer 
Fassung;  er  lautet  so:  „Let  GVH  (s.  Fig.  29)  be  a  right  cone,  and 
PAM  &  conie  section  in  ita  surface,  and  LNO  a  circle  which  does 
not  meet  the  section:  let  its  distance  AL  from  the  Vertex  (Scheitel) 
of  the  section  be  equal  to  AF,  the  distance  of  the  same  Vertex  from 
the  focua  F  nearer  to  thia  circle;  I  say,  that  the  intersection  of  the 
plane   of  thia    circle    with  the    plane    of    the    section    will    be    ita 


')  Vgl.  S.  i66.        •)  Kouv.  Mem.  de  l'Acad.  de  Bruselles  18S2,  T,  11,  p.  172. 
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directrix,  and  that  FN  a  side  (Maatellinie)  of  the  cone  iuterceptei] 
between  tliis  circle  and  any  point  P  in  the  section  will  be  equal  to 
a  right  line  drawn  from  the  aame  point  to  the  foeua  F  iiearer  to 
this  circle". 

Der  Verfasser  sagt,  er  habe  diesen  Satz  gefunden  bei  dem  Ver- 
such, den  Ursprung  der  Leitlinie,  dem  Grundgedanken  gemäß,  ans  der 
Natur  des  Kegels  herzuleiten.  Der  Beweis  ist  charakteristisch  für  die 
ganze  Daratelluugs weise,  und  sei  daher  hier  kurz  wiedei^egeben. 


E^  sei  die  Ebene  des  Kegelschnitts,  E^  die  des  Kreises,  s  ihre 
Schnittgerade;  Ebene  GVH  sei  senkrecht  s  und  schneide  s  in  I), 
El  nach  AB,  E^  nach  LO,  so  daß  AB  die  große  Achse  des  Kegel- 
ßclmitts  ist;  C  sei  sein  Zentnim,  durch  C  sei  eine  Ebene  senkrecht 
zur  Kegelachse  gelegt,  die  aus  dem  Kegel  den  Kreis  MK  aus- 
schneidet; dieser  treffe  den  Kegelschnitt  in  P  und  R.  Durch  die 
Spitze  V  des  Kegels  sei  eine  Parallele  zu  AB  gezogen,  die  die  Ebene 
des  Grundkreises  in  S  trifft.     Dann  ist 

1)  zu  beweisen,  daß  s  die  Direktrix  des  Kegelschnitts  ist. 
Nun  ist  nach  einem  vorher  bewiesenen  Satz  vom  Kegel; 

AC-BC:  MC  ■  CE=  VS' :  HS  ■  GS, 
aber: 

AC ■  BC  =  A(?;  MC-CK=CF'. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  folgt: 

CA^ :  CPä  =  FS«  -.HS -GS 
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und  daraus: 

CA' :  (CA'  -  Vr-)  =  FS^ :  (75^  -  HS  ■  GS) 
oder : 

CA^:CF'-^  rS^:  VG\ 

Nun  ergibt  sich  aber  durch  ähnliche  Dreiecke: 

VS  iVG^CÄ:  CM; 

also  nach  der  letzten  Gleichung: 

AM-^CF. 

Ferner  ist: 

AM:  ÜA-^LA-.DA, 

also,  da  AM  =  CF  und  LA  =  FA  (nach  Voraussetzung): 

CF:CA^FA:DA, 
oder  auch: 

CF:FÄ  =  CA:DA. 
Daraue  folgt  aber: 

ÜF:  GA^CA  -.CD. 

Darnach  ist  aberü)  der  Schnittpunkt  der  Achse  mit  der  Direktrix 
und  da  s  J.  AD  ist,  so  ist  s  die  Direktrix,  q.  e.  d. 

2)  ist  zu  beweisen,  daß  die  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  des  Kegelschnitts  vom  Brennpunkt  F  gleich  dem 
Stück  seiner  Mantellinie  zwischen  dem  Kreis  LO  und  dem 
Punkt  ist.  Als  dieser  beliebige  Punkt  wird  der  schon  vorher  defi- 
nierte Punkt  P  benutzt,  so  daß  auch  C  nicht  mehr  der  Mittelpunkt, 
sondern  einfach  der  FuBpunkt  des  Lotes  von  P  auf  AB  ist,  was 
aber  nicht  bemerkt  wird;  es  ist  also  zu  beweisen,  daö  PF  =  NP. 
Zu  diesem  Zweck  wird  durch  P  eine  Parallele  zm  AB  gezogen,  die 
s  in  E  trifft,  dann  ist  PE  ^  CD.     Ferner,  da  DE  Direktrix  ist: 

PF:PE=-AF:AD. 

Aus  dem  Proportional  leb  rs  atz  folgt; 

ML  :  CD  ^  LA  :  DA. 

Da  PF  =  CD  und  LA  =  AF  ist,  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten 
Proportionen : 

ML  =  PF, 

und  da  ML  =  PN,  so  ist: 

PF  =  NP, 

q.  e.  d. 
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Die  übrigen  vom  Verfasser  neu  gefundenen  Sätze  sind  von  ge- 
ringerer Bedeutung. 

Von  Hubes  Buch  (Joh.  Michael  Hube,  1737— 1807;  ProfeBsor  am 
Kadettenkorps  in  Warschau)  war  oljen  schon  die  Rede.  Der  Verfasser 
will,  von  Kästner  veranlaßt,  die  Eigenschaften  der  KegelBclmitte  auf 
analytischem  Weg  herleiten  und  geht  demgemäß  aus  von  der  allge- 
meinen Gleichung  2.  Grades,  indem  er  daraus  ähnlich  wie  Euler 
(vgl.  HP,  a.  a.  0.)  die  erwähnten  beiden  Haupteigenschaften  her- 
leitet. Ebenso  werden  die  übrigen,  bekannten  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  durch  Rechnung  entwickelt;  man  kann  indes  nicht 
sagen,  daß  Hubes  Schrift  der  analytischen  Methode  zu  einer  beson- 
deren Empfehlung  gereichen  würde;  der  Gang  der  RechnuJig  ist  recht 
unübersichtlich;  man  sieht  nicht  ein,  wie  der  Verfasser  zu  seinen 
Herleitungen  kommt;  dazu  erschweren  viele  Druckfehler  das  Ver- 
ständnis. 

Von  weiteren  zusammenfassen  den  Werken  ist  Karstens  „Lehr- 
begriff der  gesammten  Mathematik"  schon  genannt.  Hier  sei  nur  im 
Zusammenhang  mit  den  Kegelschnitten  eine  Bemerkung  über  den 
Kegel  erwähnt,  aus  der  hervorgeht,  daß  die  Identität  des  schiefen 
Kreiskegels  nnd  des  geraden  elliptisclien  Kegels  damals  noch  nicht 
bekannt  war.  Am  Schlüsse  des  XV.  Abschnittes  (Bd.  VII,  §  269) 
führt  Karsten  an,  daß  Euler  Schnitte  eines  senkrechten  Kegels  mit 
elliptischer  Grundfläche  betrachte,  und  knüpft  daran  die  Bemerkung: 
„Unter  diesem  Begriff  sind  nicht  alle  ApoUonisehen  schiefen  Kegel 
enthalten,  weil  es  schiefe  Kegel  gibt,  wovon  die  senkrechten  Schnitte 
Kreise  sind. ...  Ob  und  inwieweit  dieser  elliptische  Kegel  mit  dem 
ApoUonisehen  einerlei  sei,  würde  eine  besondere  Untersuchung  er- 
fordern." 

Von  Charles  Hutton  (1737—1823,  Professor  der  Mathematik  an 
der  Militärakademie  zu  Woolwich,  später  Examinator  am  Kollegium  der 
englisch- ost indischen  Kompagnie  zu  Addiscombre,  vgl.  S.  16)  stammt  ein 
Werk:  „Elements  of  couic  sections"  (1789),  das  nach  der  Vorrede  für  die 
lloyal  Military  Academy  bestimmt  ist,  Montucia  nennt  es  in  seiner  Ge- 
schichte der  Mathematik^) ;  „un  modele  de  pre'cision  et  de  elarte",  ein  Urteil, 
das  namentlich  in  bezug  auf  die  Form  der  Darstellung  sehr  berechtigt 
ist.  Hutton  hat  nämlich  hier,  zum  erstenmal,  wie  er  angibt,  jede 
Gleichung  auf  eine  besondere  Zeile  drucken  lassen,  was  natürlich  sehr 
zur  Übersichtlichkeit  beiträgt.  Das  Buch  enthält  übrigens  nicht  bloß 
Kegelschnitte,  sondern  am  Schluß  noch  eine  Reihe  praktischer  Auf- 
gaben über  Korper-  und  Fiächenberechnung,  Geodäsie,  Mechanik, 
Ballistik  u.  a. 

')  2,  Aufl.,  in.  Bd.,  S.  13. 
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Auch  Fergolas  Buch:  „Le  sezioni  coniche"  (1791),  über  das  icli 
nur  nach  Loria^)  berichten  kann,  bringt  nichts  wesentlich  Neues, 
hebt  aber  die  Analogie  zwischen  den  drei  Kurven  in  der  Art  hervor, 
daß  die  entsprechenden  Sätze  einander  gegen  üb  einstellt  werden.  Das 
Gleiche  ist  über  die  Schrift  von  Riebe  de  Prony,  die  rein  analytisch 
verfährt,  7.u  sagen:  „Exposition  .d'nne  nouvelle  raethode  pour  con- 
struire  lea  equations  indeterminees,  qni  ae  rapportent  anx  sections 
coniques"  (1790). 

Die  Abhandlungen  über  Einzelheiten  aus  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  sind  natürlich  ziemlich  zahlreich,  aber  viel  Neues, 
Bemerkenswertes  ist  nicht  zutage  gefördert  worden.  Freilich  ist 
ein  Gebiet  der  Mnthematik,  das  spÜterhin  eine  damals  noch  un- 
geahnte Ausdehnung  gewann,  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale 
und  Funktionen,  von  Untersuchungen  über  die  Rektifikation  der  Kegel- 
schnitte ausgegangen,  speziell  von  Sätzen  über  Eilipsenbögen,  deren 
Summe  oder  Differenz  sich  algebraisch  ausdrücken  und  daher  geo- 
metrisch konstruieren  läßt. 

Euler  hat,  wie  es  scheint,  die  Wichtigkeit  und  Tragweite  der- 
artiger Sätze  erkannt;  er  suchte  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker 
auf  dieses  Gebiet  zu  lenken,  indem  er  1754  in  den  Leipziger  Annalen 
anonym  den  Satz  num  Beweis  vorlegte,  daß  die  Differenz  gewisser 
EUipsenbögen  rektifizierbar  sei,  und  gab  dadurch  den  ersten  Anstoß 
zu  weiteren  Untersuchungen.  Da  jedoch  diese  ganze  Frage  in  den 
XXVI.  Abschnitt  gehört,  werden  die  einschlägigen  Arbeiten  dort 
besprochen  werden.  Hier  sei  in  diesem  Zusammenhang  nur  noch  eine 
Note  von  Euler  aus  dem  Jahre  1773  erwähnt:  „Nova  series  iufinita 
maxime  convergens  perimetrum  ellipsis  exprimena"^),  worin  er  für  den 
Ellipsenquadranten  die  gut  konvergierende  Reihe  herleitet: 

CM|-   „   l-l-n'_l'l-3-5M'-1.3__l.:_.3.5-7-  9^w'     1  •  3  ■  5  _         | 
^i      ~    2-4~2    ~2.4-6.8  2  ■  4  ~  "2~  4   "6  .  8  -  10  ~i2    '  Y-i~G  / 


(c^  =  a»  4-  d*; 


Eine  Anzahl  von  Untersuchungen  befassen  sich  mit  Maximal- 
oder  Minimalaufgaben,,  die  zu  den  Kegelschnitten  in  Beziehung  stehen. 

')  Nicolai  etgoia  elaBCUoUdimatematica che lo ebbe  a  duoe  Genua  1H92). 
*)  N.  C.  P.  XVIII  p  71— Hl  Da  wir  die  Veröffentlichungen  der  bt  Petersburger 
Akademie  in  diesem  Abschnitt  oft  /u  fitiertn  haben,  migen  sie  mit  folgenden 
Abkürzungen  bezeichnet  werden 

N.  C.  P.  =  Novi  LommPntaru  ALadetiiiae  ^cientiarum  Impenah?  Pi:tro].olitaiiae, 
A.  P.        1=  Acta  Academiae  Scientiarum  Irappnalis  Petropolitanae, 
N,  A.  P.  =  Noift  Acta   ^cadpmiae  SLimtiarum  Impenaiis  Petropohtanap, 
M.  P.       =  M^moires  d^  1  Icademie  Impenale    des   Si,ieui.eH   de  St   Petersbourg. 
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Hierher  gehört  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  Edward  WaringM  in  seinem 
eigenartigen  Buch:  „Proprietates  algebraicanim  curvamm"  (Cambridge 
1762),  meist  ohne  Beweis,  angibt.  Es  ist  ein  geistreiches,  vielseitiges  Werk, 
durchaus  original  gedacht,  und  jedenfalls  eine  der  bedeutendsten  Erschei- 
nungen der  ganzen  Epoche  auf  diesem  Gebiet,  leider  aber  durch  die  knappe 
Ausdrucks  weise  und  überhaupt  durch  die  ganze  Darstellung  nicht 
leicht  verständlich.  Das  Buch  scheint  wohl  aus  diesem  Grunde 
den  Zeitgenossen,  wenigstens  auf  dem  Kontinent,  ziemlich  unbekannt 
geblieben  zu  sein;  in  den  zahlreichen  Abhandlungen  unseres  Zeit- 
raumes, ebenso  bei  Klügel  (Mathematisches  Wörterbuch)  konnte  ich 
es  nicht  erwähnt  finden^);  auch  sind  die  von  Waring  angegebenen 
neuen  Gedanken  und  Gesichtspunkte,  soviel  ich  sehe,  nicht  weiter 
■verfolgt  worden.  —  Das  Werk  ist  in  4  Bücher  eingeteilt,  von  denen 
hier  hauptsächlich  das  vierte  Buch  iu  Betracht  kommt.  Das  von 
Waring  ausgedachte  Prinzip,  aus  dem  er  seine  Sätze  herleitet,  wird 
folgendermaßen  formuliert;  „quantitates ,  quae  ad  singuluni  curvae 
punctum  recipiant  maximum  vel  minimum,  perpetuo  evadunt  inter  se 
aequalea".  Der  Sinn  dieses  in  seiner  Kürze  nicht  recht  klaren 
Satzes  ist  etwa  folgender:  Man  kann  die  Bedingungen  aufstellen, 
anter  welchen  irgend  eine  Größe  für  einen  Kurvenpunkt  einen  extremen 
Wert  annimmt  (so  ist  z.  B.  für  einen  Punkt  P  einer  beliebigen 
Kurve  die  Summe  seiner  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  F, 
und  Fj  dann  ein  Minimum,  wenn  PF^  und  PF^  mit  der  Kurven- 
tangente gleiche  Winkel  bilden).  Wenn  es  nun  eine  Kurve  gibt,  wo 
diese  Bedingung  für  jeden  Kurvenpunkt  erfüllt  ist  (also  in  dem  ange- 
führten Beispiel  die  Ellipse),  so  ist  für  diese  Kurve  die  betreffende 
Größe  konstant.  Dieses  Prinzip  wird  nun  z.  B.  in  folgender  Weise 
benutzt:  Es  wird  bewiesen,  daß  ein  Vieleck,  das  einem  geschlossenen 
Oval  so  umbescbrieben  ist,  daß  seine  Seiten  von  den  Berührpunkteu 
halbiert  werden,  unter  allen  dem  Oval  umbeschriebenen  Vielecken 
von  gleicher  Seitenzahl  den  kleinsten  Inhalt  hat.  Daj^us  wird  nun 
geschlossen,  daß  alle  solche  Vielecke,  die  demselben  Oval  umbeschrieben 
sind,  gleichen  Inhalt  haben.  Ob  es  aber  überhaupt  mehrere  solche 
gibt,  und  wie  man  sie  findet,  diese  Frage  wird  gar  nicht  bei'ührt. 
Solche  und  ähnliche,  für  beliebige  Ovale  geführte  Beweise  werden 
dann  auf  Kegelschnitte  angewendet  und  liefern  Sätze  wie  die  folgenden: 

Sind  einer  Ellipse  zwei  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl  so  um- 
beschrieben, daß  jede  Seite  von  ihrem  Berührpunkt  halbiert  wird,  so 
haben  sie  gleichen  Flächeninhalt  (Theorem  19). 

Verbindet  man  die  Ecken  (oder  Berührpunkte)   beider  Polygone 

')  8.  93ff.  *)  Dagegen  ist  bei  Ciasles,  Apercu  faistoriqne,  p.  163,  das 

Buch  erwähnt. 
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mit  dem  Mittelpunkt,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Verbindungs- 
linien für  beide  Polygone  dieselbe. 

Werden  einer  Ellipse  zwei  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl  so 
einbesclirieben,  daß  je  zwei  anstoßende  Seiten  mit  der  Tangente  im 
Eckpunkt  gleiche  Winkel  machen,  so  haben  sie  gleichen  Umfang 
(Theorem  20). 

jj  Sind  einem  Kegelschnitt 

(Fig,  30)  zwei  Polygone  von 
gleicher  Seitenzahl  so  einbe- 
sehriehen,  daß  je  eine  zwei  Sei- 
ten spannende  Diagonale  der 
Tangente  des  gegenüberlie- 
genden Eckpunkts  parallel 
ist  (also  z.  B.  AQ\B^(\; 
BD  II  Cj  -Dl  usw.),  so  haben 
die  Polygone  gleichen  Inhalt 
Fi^-  M-  (Probl.  24,  Exempl.  2)   u.  ä. 

Was  die  DarateUungs- 
weise  betriflft,  so  werden  zunächst  die  Sätze,  meist  ohne  Beweis,  an- 
geführt; erst  am  Schlüsse  wird  das  Prinzip  genannt,  aus  dem  sie 
fließen  und  das  hier  zum  besseren  Versföndnis  Torangestellt  wurde. 
Mit  diesem  Prinzip  verbindet  Waring  ein  zweites,  dessen  Inhalt  fol- 
gender ist:  Eliminiert  man  aus  zwei  Gleichungen  in  x  und  y  vom 
G-rade  m  und  n  eine  Unbekannte,  etwa  x,  so  ist  für  die  resultierende 
Gleichung  in  1/  die  Summe  der  „Wurzeln"  (d.  h.  der  Ordinaten  der 
Schnittpunkte  der  beiden  durch  die  Gleichungen  dargestellten  Kuryen) 
gleich  dem  negativen  Koeffizienten  des  zweithöchsten  Gliedes  in  y, 
also  des  Gliedes  von  der  Ordnung  mn  —  1.  Dieser  hängt  aber  nur 
von  Koeffizienten  der  Glieder  höchster  und  zweithöcbster  Ordnung  in 
den  beiden  ursprünglichen  Gleichungen  ab.  Das  Gleiche  gilt  natür- 
lich bei  der  Elimination  von  y.  Stimmen  also  zwei  Paare  von 
Gleichungen  in  diesen  Gliedern  überein,  so  ist  die  Summe  der  Schnitt- 
punkt sko  ordinaten  der  ihnen  entsprechenden  Kurvenpaare  beidemal 
dieselbe.  Da  Waring  jedoch  seinen  Sätzen  meist  keine  Beweise  bei- 
fügt, so  ist  nicht  recht  ersichtlich,  wo  und  in  welcher  Weise  dieses 
Prinz  p  Änvenlu  g  findet  —  TV  r  vei  len  von  A\  ar  ngs  Bich 
noch  öfter  zu  sprechen  haben 

4uc)i  h  er  st  es  t  eile  cbt  von  Intere  se  e  F  m  1  e  n„  le  War  ng 
kennen  ^u  emen  ''int  dnae  ae  inat  ones  n  et  d  me  a  od  m  duaa  ncogn  tas 
quaiit  täte  t      habentes    re  lucanttit  hae  luae   ae  jua  ones    u  unam     ta    t 

ext«rm  netnr  iltera    n     gn  ta   .^  ant  taa  ic    s    ae  nat        eeultan     ai  d  men 
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Es  sind  in  diesem  Zusammenhang  (Maxima  und  Minima)  noch 
einige  Abhandlangen  von  Enler  und  Fuß  zu  nennen.  Die  erste 
Ton  Euler:  „De  ellipgi  minima  dato  parallelogrammo  reetangulo  cir- 
cumscribenda'")  ergibt  das  ßesultat,  daß  die  Halbachsen  der  gesuchten 
Ellipse  (i  =  /'"|/ä;  &=^]/2  sind,  wenn  fundg  die  beiden  Rechtecks- 
seiten bezeichnen.  Auch  für  die  Ellipse  von  kleinstem  Umfang  wird 
die  entsprechende  Aufgabe  in  Angriff  genommen,  die  natürlich  hier 
nur  durch  ein  An näherungs verfahren  lösbar  ist.  Das  hier  für  ein 
Rechteck  gelöste  Problem  hat  Euler  später  auf  ein  beliebiges  Vier- 
eck verallgemeinert  in  einer  Arbeit  vom  4,  September  1777^):  „Pro- 
blema  geometricum,  quo  inter  omnes  ellipses,  quae  per  data  quatuor 
puncta  traduci  possunt,  ea  quaeritur,  quae  habet  areani  minimam"^). 
Die  hier  gestellte  Aufgabe  wird  in  der  Weise  gelöst,  daß  zwei  Gegen- 
seiten des  Vierecks  ABCB,  AB  und  CD  als  Koordinatenachsen 
dienen,  und  ihr  Schnittpunkt  0  als  Anfangspunkt.  Zur  Abkürzung 
wird  nun  gesetzt:  OA^a,  0J3=h,  OC  =  c  und  OD  =  d,  und  ge- 
zeigt, daß  ein  Kegelschnitt: 

Ax/'-l  -2 Bxy  +  Ci/  +  2 Dx  +  2Etj  +  F  =  0 

dnrch  die  vier  Ecken  des  Vierecks  geht,  wenn 

A  =  cd,  C^ab,  27>  =  -  crf(a  +  fc);  2E  ^  ~  ab{c  +  d);  F  =  ahcd 

ist;  hierbei  ist  also  B  noch  willkürlich  und  wird  als  variabler  Para- 
meter eingeführt,  so  daß  die  Fläche  des  Kegelschnitts  als  eine  Funk- 
tion von  B  erscheint.  Es  mag  bemerkt  werden,  daß  die  etwas  um- 
ständliche Integration,  die  zur  Berechnung  dieser  Fläche  führt,  in 
eleganter  Weise  durch  Benutzung  der  affinen  Verwandtschaft  von 
Kreis  und  Ellipse  bewerkstelligt  wird.  Der  so  gewonnene  Ausdruck 
wird  nach  B  differenziert  und  liefert  als  Bedingung  für  den  kleinsten 
Inhalt  folgende  Gleichung  3.  Grades  für  B: 

FB^-  iDF  ■  B^  -f  7^(3  CB^  +  ^AI?  -  ACF)  -  2ACDF  =  0, 

wo   natürlich   für   die   Koeffizienten   A,  (),  1),  E,  F .  .  .  ihre  oben  be- 

H  et  j  — 1  dimensionea  in  una  «  et  n  — 1  dimensuDPe  in  alt-era  et  lu  de 
lucej  $  et  exinde  bi  modo  amt  duae  aliae  aequationes  n  et  m  dimensionuri 
quae  iniohant  quantitates  ^  et  u  et  sint  termini  in  hiB  respectiTis  aequationihua 
in  q^uibus  mveniuntur  dimensioneB  w  et  »  —  1  m,  et  mi  —  1  respective  iidi'in 
ac  in  duBbui  ptaedictis  aequationibu'j  tum  summa  immuin  valornm  quantitatum 
■C  et  i;  eadera  ent  ac  aumma  omnium  valomia  quantitatum  '  et  t 

')  A  P    1780    Tl  II   p   1—17  ')  In  den  N    \  P   und  M  P  ist  das 

Datum  angejjeben  an  dem  die  betreffende  Arbeit  vorgelegt  wurde  hierauf  1  e 
ziehen  sah  die  Angal  en  im  toifrenlen  '>  N    \   P   I\    p   132—145 
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stimmten  Werte  in  a,  h,  c,  d .  .  .  einzusetzen  sind.  Euler  zeigt  noch, 
daß  diese  Gleichung  mindestens  eine  reelle  Wurzel  hat  und  macht 
eine  Anwendung  auf  den  Spezialfall  des  Parallelogramms. 

In  einer  zweiten  Abhandlung,  die  am  gleichen  Tage  vorgelegt 
Tvurde,  löst  Euler  dieselbe  Aufgabe  für  das  Dreiecfe.  Sie  ist  betitelt: 
„Solutio  problematis  maxime  curiosi,  quo  inter  omnes  ellipses,  qiiae 
circa  datum  triangulum  circumscribi  posaunt,  ea  quaeritur  cuius  area 
sit  omnium  minima"^).  Da  sich  hier  von  den  fünf  unabhängigen 
Konstanten  der  allgemeinen  BUipsengleiebung  nur  drei  bestimmen 
lassen,  so  hängt  der  Flächeninhalt  noch  von  zwei  imabhängigen 
Variabein  ab.  Nimmt  man  zwei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks,  etwa 
a  und  c,  als  Koordinatenachsen,  so  lautet  die  Gleichung  der  gesuchten 
Ellipse: 

cx^  -\-  acxy  +  ay^  —  ac^x  —  a^cy  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  leitet  Euler  her,  daß  der  Mittelpunkt  der 
EUipse  in  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  fällt,  und  daß  die  Tan- 
gente in  jeder  Ecke  des  Dreiecks  der  Gegenseite  parallel  ist.  An  die 
erste  dieser  beiden  Arbeiten  knüpft  Fuß  in  einer  Note  vom 
31.  August  1795:  „Dilucidationea  super  problemate  geometrico  de  ellipsi 
minima  per  data  quatuor  puncta  ducenda"^)  an  und  diskutiert  die  dort 
gefundene  Gleichung  3.  Grades  eingehender  mit  dem  Resultat,  daß 
von  den  drei  Wurzeln  derselben  eine  eine  Ellipse,  die  beiden  andern 
Hyperbeln  beBtimmeo,  die  natürlich  dem  Problem  in  der  Eulerschen 
Fassung  nicht  genügen,  wohi  aber,  wie  Fuß  bemerkt,  dem  allgemei- 
neren: „Inter  omnes  lineas  curvas  secnndi  ordinis  per  data  quatuor 
puncta  transeuntes  eas  invenire,  in  quibus  rectangulum  ex  seraiaxibns 
factum  sit  omnium  minimum".  Fuß  berechnet  ein  Zahlenbeispiel  und 
wendet  seine  Resultate  auch  auf  den  Fall  an,  daß  statt  zwei  Punkten 
einer  mit  seiner  Tangente  gegeben  ist. 

Um  Eulers  Arbeiten  über  Kegelschnitte  hier  vollends  zu  be- 
sprechen, sei  noch  eine  Untersuchung  von  ihm  erwähnt:  „Solutio  trium 
problematum  difficillimomm  ad  methodum  tangentium  inversam  per- 
tinentium".  Die  Arbeit  wurde  am  12,  November  1781  eingereicht, 
aber  erst  1826  veröffentlicht").  Die  späte  Veröffentlichung  erklärt 
sich  damit,  daß  Euler  vor  seinem  Tode  den  Wunsch  geäußert  hat, 
die  Veröffentlichungen  der  Petersburger  Akademie  möchten  noch 
20  Jahre  nach  seinem  Tode  Arbeiten  von  ihm  enthalten*),  ein  Wunsch, 
den  die  Akademie  in  Ehren  gehalten  hat  (s.  die  Vorrede  zu  M.  P.  XI). 
Die  drei  Aufgaben,  die  Euler  hier  behandelt,  sind: 

1)  N.  Ä.  P.  IX,  p.  146—163.  *)  Ebenda,  XI,  p.  187-312.  »)  M.  P.  X. 
p.  16—26.         ')  In  den  M,  P.  ist  sogar  Ton  40  Jahren  die  Eede. 
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1)  Alle  Kurven  zu  finden  von  der  Eigenschaft,  daß  die  von  zwei 
festen  Punkten  nach  einem  beliebigen  Kurvenpunkt  gezogenen  Strahlen 
mit  der  Tangente  gleiche  Winkel  machen. 

2)  Gegeben  eine  Gerade  und  auf  ihr  ein  Punkt  A.  Von  Ä  ist 
nach  einem  beliebigen  Kurvenpunkt  ein  Strahl  .^P  gezogen,  der  nach 
seiner  Reflexion  an  der  Kurve  die  Gerade  in  0  schneidet.  Alle 
Kurven  von  der  Eigenschaft  zu  finden,  daß  AP  +  PO  konstant  sei. 

3)  Alle  Kurven  von  der  Eigenschaft  zu  finden,  daß  die  von  zwei 
festen  Punkten  auf  eine  beliebige  Tangente  gefällten  Lote  ein  kon- 
stantes Produkt  haben. 

Die  Untersuchung  liefert  das  bemerkenswerte  Resultat,  daß  sich  in 
allen  drei  Fällen  nur  Kegelschnitte  ergeben,  daß  es  atao  außer  diesen 
keine  Kurven  gibt,  die  eine  der  genannten  drei  Eigenschaften  besitzen. 

In  den  A.  E.  (1771),  p.  131  ff.,  leitet  ein  Anonymus  einen  nicht 
uninteressanten  Satz  her,  den  er  selbst  als  „Theorema  elegant issimum" 
bezeichnet,  nämlich:  Zieht  man  in  einem  Kegelschnitt  von  einem 
Brennpunkt  0  aus  drei  Badienvektoren  OF,  ÖG,  OH  uad  beschreibt 
um  0  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r  =  yOF-  OG  ■  OH,  der  den 
Kegelschnitt  in  F',  G',  H'  schneidet,  so  ist: 

r  AFGH   ' 

wo  p  der  Parameter  des  Kegelschnittes  ist  (p  =  — V 

Endlich  untersucht  Fuß  in  einer  Arbeit  vom  19.  April  1798, 
betitelt:  „Observationes  circa  ellipsin  quandam  prorsus  singularem"^), 
die  Kurve,  die  entsteht,  wenn  man  in  einem  Kreis  um  den  Koordi- 
natenursprang  jede  Ordinate  um  ihre  Abszisse  verlängert.  Die  Kurve 
ist  eine  Ellipse,  von  der  eine  Reihe  merkwürdiger  Eigenschaften 
nachgewiesen  werden,  z.  B.  gilt  für  ihre  Halbachsen  a  und  h:  ab  =  r^; 
a~—'b  =  r  (r  =  Radius  des  Kreises);  die  vier  lunulae,  die  von  dem 
Kreis  und  der  EUipse  gebildet  werden,  haben  gleichen  Inhalt;  die 
Differenz  zwischen  dem  Umfang  der  Ellipse  und  dem  des  Kreises  ist 
nahezu  gleich  den  von  der  Ellipse  eingeaehlosaeuen  Kreisbogen,  u.  a. 


Höhere  ebene  Kurven. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  bemerkt  wurde,  sind  in  der  Theorie 
der  höheren  ebenen  Kurven  keine  wesentlich  neuen  Ideen  von  alige- 
meinerer Bedeutung  zu  verzeichnen ;  die  meisten  einschlägigen  Arbeiten 

^)  K  A.  P.  XV,  p.  71—87. 
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sind  Spezialuutersuchungen  über  einzelne  Kurven  und  Kurveugattungeu, 
die  freilich  niauches  Interessante  zutage  gebracht  haben,  aber  meist 
isolieri  stehen  und  wenig  Zusammenhang  miteinander  zeigen.  Da- 
durch ist  natürlich  die  Übersicht  über  diesen  Zweig  der  Mathematik 
lind  seine  Entwicklung  erschwert;  immerhin  lassen  sich  wenigstens 
einige  Gruppen  verwandter  Untersuchungen  zusammenfassen.  —  Die 
Literatur  ist  meist  in  Äkademieaehriften  zerstreut;  größere  Werke, 
die  sich  speziell  mit  den  ebenen  Kurven  befassen,  sind  wenig  er- 
schienen. Zu  nennen  ist  hier  hauptsächlich  das  schon  S.  467  an- 
geführte und  charakterisierte  Buch  von  Waring:  „Proprietates  alge- 
braicarum  curvarum".  Über  das  auf  die  Kegelschnitte  bezügliche 
vierte  Buch  ist  oben  schon  berichtet  worden.  Hier  ist  nun  der  In- 
halt der  beiden  ersten  Bücher  in  der  Kürze  anzugeben. 

Das  1.  Buch  enthält  allgemeine  Sätze  über  algebraische  Kurven 
beliebiger  Ordnung  und  beginnt  mit  einer  Definition  der  Durch- 
messer, von  deneji  Waring  verschiedene  Ordnungen  unterscheidet. 
Deren  Definition  läßt  sich  am  einfachsten  folgendermaßen  angeben: 
Wenn  in  einem  schiefwinkligen  Koordinatensystem  zu  jeder  Abszisse 
w  -j-  1  ~  /  Ordinaten  einer  Kurve  n^'  Ordnung  gehören,  deren  al- 
gebraische Summe  verschwindet,  so  heißt  die  Abszissen  ach  se  ein  Durch- 
messer i""  Ordnung  der  Kurve.  Es  werden  die  analytischen  Be- 
dingungen hierfür  angegeben;  für  einen  Durchmesser  1.  Ordnung  muß 
z.  B.  in  der  Kurvengleichung: 

Äy"  +  {a  +  hx)y"-^  +  (c  +  dx  4-  ex^)y"~^  +  .  .  .  =  o 
das  2.  Glied  mit  t/"~^  verschwinden.  Daran  schließen  sich  Formeln 
für  Koordinatentransformation;  mit  Hilfe  derselben  wird  z.  B,  untersucht, 
ob  eine  Gerade  ein  Durehmesser  ist,  indem  sie  einfach  als  Abszissen- 
achse eingeführt  wird.  Ferner  wird  die  Anzahl  der  Durchmesser 
1.  Ordnung  bestimmt,  die  ihi-e  Ordinaten  unter  einem  gegebenen 
Winkel  a  sehneiden,  und  gezeigt,  daß  diese  Zahl  höchstens  =  2n 
sein,  füf  «  =  90°  aber  höchstens  =  n  sein  kann.  Weitere  Sätze,  die 
sich  hier  anschließen  und  die  der  Verfasser  als  neu  bezeichnet,  sind: 

Eine  Kurve,  deren  Durchmesser  alle  parallel  sind,  hat  keine 
hyperbolischen  Äste,  außer  wenn  die  Asymptoten  auch  alle  parallel 
sind,  und  keine  parabolischen,  wenn  nicht  alle  nach  derselben  Rich- 
tung konkav  oder  konvex  sind  (Theorem  2). 

Es  gibt  nicht  mehr  als  -'-  Richtungen  paralleler  Ordinaten, 
welche  die  Kurven  in  (n  —  in)  Punkten  schneiden  (Theorem  5). 

Es  wird  aus  der  Kurvengleichung  eine  Beziehung  für  die  Ab- 
stände eines  Kurvenpunktes  von  2,  3,  4  usw.  festen  Punkten  herge- 
leitet (Problem  7), 
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Schneidet  eine  um  einen  festen  Punkt  rotierende  Gei'ade  die 
Kurve,  so  gibt  es  für  jede  Lage  einen  Punkt  so,  daß  die  algebraische 
Summe  der  Abstände  aller  Schnittpunkte  yon  diesem  verschwindet. 
Der  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  eine  Kurve  von  höchstens  n"""  Grad, 

Eigenschaften,  die  nur  von  den  Gliedern  n*"'  und  (n  —  1)*^'  Ord- 
nung abhängen,  sind  für  zwei  Kurven,  die  in  diesen  Gliedern  über- 
•  cinstimmen,  dieselben;  also  hat  z.  B.  eine  Kurve  mit  ihren  Asymptoten 
(diese  als  zerfallende  Kurve  w'"'  Ordnung  betrachtet)  alle  Durchmesser 
gemein,  ebenso  alles,  was  von  den  Durchmessern  abhängt,  z.  B.  die 
Mittelpunkte  (Mittelpunkt  heißt  bei  Waring  ein  Punkt  eines  Durch- 
messers von  der  Art,  daß  die  algebraische  Summe  der  Abstände  aller 
Schnittpunkte  dieses  Durchmessers  von  dem  Punkt  verschwindet), 
ferner  die  „curva  diametralis",  die  Waring  definiert  als:  „locus  ulti- 
marum  diametrorura  inter.sectionum".  Was  damit  gemeint  ist,  iat  nicht 
recht  klar;  vielleicht  die  Enveloppe  der  Durchmesser? 

Von  besonderem  Interesse  ist  das  10.  Theorem,  welches  behauptet, 
daß  keine  algebraische  Kurve,  die  ein  Oval  ohne  Doppelpunkt 
hat,  allgemein  quadriert  werden  könne,  oder,  wie  Waring 
sagt;  „Nulla  datur  algebraica  curva,  quae  habet  ovalem  sese  in  dato 
puncto  haud  intersecantem,  quae  generaliter  quadrari  potest".  Es  ist 
dies  offenbar  dei-selbe  Satz,  der  bei  Newton,  Principia  I,  Lemma  28, 
80  lautet:  „Nulla  estat  figura  ovalis,  cuius  area,  rectis  pro  lubitu 
abscissa,  possit  per  aequationes  numero  terminorum  ac  dimensionum 
finitas  generaliter  inveniri",  und  an  den  sich  eine  Kontroverse  geknüpft 
hat').  Der  Beweis  bei  Waring  ist  so  charakteristisch  für  dessen 
prägnante  Ausdrucksweise,  daß  wir  ihn  hier  im  Wortlaut  anführen 
wollen:  ,Jnveniatur  enim  generalis  expressio  ad  aream,  e.  g.  tenninis 
abscissae  x,  fiat  haec  expressio  vel  area  impossibilis,  cum  x  fiat  a  vel 
n,  et  ovalis  continetur  intra  valor es  abscissae  «etir;  inveniatur  fluxio 
datae  expressionis,  sed  methodus  fluxiones  inveniendi  eadem  est  ac 
methodns  inveniendi  aequationes,  quarum  radices  sint  limites  inter 
radices  «  et  re  datarum  aequationum;  et  si  radicea  a  et  re  datarum 
aequationum  sint  possibiles,  posaibilis  etiam  erit  radix  inter  eas  posita; 
ergo  necessario  ovalis  se  interseeabit". 

')  Vgl,  Brougliani  (ist  der  schon  S.  456,  Fußnote,  genannte  Mathematiker) 
and  Eouth,  Anal jtical  View  of  Sit  läaac  Newtons  Principia  (18B6),  p,  73.  Dort 
wird  behauptet,  der  Satz  aei  falsch,  da  jede  Kurve  von  der  Form: 


y    =n 


-(a"-.") 


quadrierbar  sei.  Zeutien  hat  darauf  hingewiesen,  daß  diese  Kurve  gar  kein 
eigentliches  Oval  darstellt,  aondern  im  Koordinatenursprung  einen  Selhstberüh- 
rungapunkt  hat,  (Sur  quelques  critiqucs  faites  de  iioa  jours  ä  Newton;  Bulletin 
de  TAcademic  de  Copenhague,  189B.) 
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Der  Gedankengang  scheint  mir  etwa  folgender  zu  sein,  let 
y  =■  f(x)  die  Gleichung  der  Kurve,  die  das  Oval  hildet,  und  ist  das- 
selbe zwischen  den  Ordinaten  eingeschlossen,  deren  Abszissen  c  und  x 
sind;  ist  femer  F{x)  =  /  f{x)dx,  so  wird  sowohl  fix)  als  F{x)  außer- 
halb der  Grenze  k  und  jr  imaginär.  Dann  muß  aher  F{x),  wenn  es 
eine  algebraische  Funktion  sei]i  soll,  zwischen  cc  und  w  ein  Maximum  ^ 
oder  Minimum  haben,  und  es  wird  dann  F'{x)  =  f{x)  =  0,  d.  h.  das  Oval 
schneidet  die  Abszissen achse.  Daraus  schließt  nim  Waring,  wenn  ich  den 
Schluß  des  obigen  Beweises  recht  verstehe,  ohne  weiteres,  daß  das  Oval 
eich  selbst  schneide.  Dabei  müßte  aber  doch  angenommen  sein,  daß  die 
Abszissen  achse  ein  Durchmesser  des  Ovals  ist;  das  wird  aber  nirgend» 
gesagt,  ebensowenig  wird  eine  scharfe  Definition  des  „Ovals"  gegeben; 
auch  was  die  „radices  datamm  aequationum"  sind,  ist  nicht  recht  klar; 
namentlich  aber  scheint  mir  nicht  genügend  berücksichtigt,  daß  wegen 
des  Ovals  fix),  und  damit  auch  7^(3:),  eine  doppeldeutige  Funktion 
sein  muß,  also  noch  mit  einer  Irrationalität  behaftet  ist. 

Als  eine  „proprietas  maxime  eiegans"  aller  Archimedischen  Parabeln 
(d.  h,  Kurven  mit  lauter  parallelen  Durchmessern)  wird  folgender 
Satz  angeführt:  Ist 

f  +  ay"-^  +  (6  +  cx)r~^  +  . .  ■  ^  0 
die  Gleichung  einer  solchen  Kurve,  so  ist  deren  Subtangente: 
j,  _  «,/  +  («-l)ay"-^  +  (w-2)(5  +  ca^)y''-'  +  ..- 

Gibt  man  T  einen  konstanten  Wert,  so  gibt  es  «^  Kurvenpunkte,  zq 
denen  dieselbe  Subtangente  gehört,  und  für  alle  diese  ist  die  Summe 
der  Ordinaten  konstant. 

Femer: 

Ist  die  Gleichung  einer  Parabel: 

y  =  ax^  -f  bx"-^  +  ■  ■  ■ 

und  sind  y^,  Jd,  ■  .  ■  y„^i  die  Ordinaten  der  Maximal-  und  Minimal- 
punkte,  Xj,  x^,  . .  .  x„  die  Abszissen  der  Schnittpunkte  mit  der  a:-Achse, 
ao  ist: 

Zu  diesen  und  ähnlichen  Untersuchungen  bemerkt  Waring  mit  be- 
rechtigtem Stolz,  daß  auch  die  algebraischen  Sätze,  die  ihnen  zu- 
grunde hegen,  von  ihm  selbst  gefunden  seien.  Der  letzte  Satz  zeugt 
z.  B.  von  der  Kenntnis  einer  wesentlichen  Eigenschaft  der  Dis- 
kriminante. 
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Das  2.  Buch  handelt  von  „Kurvoiden".  Die  Bezeichnung  ist 
nach  Analogie  von  „Cykloide"  gebildet,  und  bedeutet  eine  Verallge- 
meinerung dieser  Kurve,  d.  h.  eine  „Kurvoide"  wird  von  einem  festen 
Punkt  einer  Kurve  beschrieben,  wenn  diese  auf  einer  Geraden  abrollt. 
Rollt  sie,  statt  auf  einer  Geradon,  auf  einer  anderen  Kurve  ab,  so 
entsteht  eine  „Epiknrvoide".  Behandelt  werden  insbesondere  Aufgaben 
über  Rektiflzierbarkeit  und  Quadratur  der  Kurvoiden,  deren  Lösung  von 
der  Rektifizierbarkeit  der  rollenden  Kui-ve  abhängt.  Auch  wird  der  Satz 
aufgestellt,  daß  alle  Kurveu,  die  durch  eine  aequatio  flusionalis  bestimmt 
sind,  durch  Kurvoiden  und  Epikurvoiden  konstruiert  werden  können. 

Das  3.  Buch  beschäftigt  sieh  mit  Raumgeometrie  und  wird  im 
nächsten  Kapitel  besprochen  werden. 

Unter  den  kürzeren  Abhandlungen  allgemeineren  Charakters  seien 
zunächst  einige  aufgeführt,  die  sieh  mit  den  Formeln  für  den  Krümmungs- 
radius, für  Wende-  und  ßückkehrpunkte  beschäftigen.  Die  erste  ist  eine 
nicht  ganz  einwandfreie  Schrift  von  Johann  Jakob  Hentsch  (1723 
bis  1764,  Professor  der  Mathematik  in  Helmet'ädt):  „De  curvis  punctum 
inflexionie  vel  regressus  habentibua" ').  Schon  die  Definitionen,  bzw.  die 
Begründungen  seiner  Bezeichnungen,  die  Hentsch  gibt,  passen  nicht 
für  alle  Fälle,  wie  man  leicht  sieht;  sie  lauten; 

für  den  Wendepunkt:  „punctum  inflexionis  ob  mutatam  currae 
faciem,  rectae  assumtae  vel  puncto  fixo  obversam"; 

für  den  Rückkehrpnnkt:  „punctum  regressus  ob  mutationem 
motus,  qui  ordine  fit  retrogrado  et  versus  principium,  a  quo  curva  moveri 
coeperat,  respicit". 

Abgesehen  von  der  mangelnden  Klarheit  gilt  z.  B.  die  erste 
nicht,  weun  die  recta  assnrata  die  Wendetangente  ist.  —  Hentsch 
folgert  nun  daraus  weiter: 

1)  Für  einen  Wendepunkt  ist  der  Abschnitt  der  Abszissenachse 
zwischen  dem  Ursprung  und  der  Kurve ntangente  ein  Minimum  oder 
Maximum. 

2)  Für  einen  Bückfeehrpunkt  ist  die  Abszisse  ein  Maximum  oder 
Minimum.  (Dies  ist  aber  offenbar  auch  der  Fall,  wenn  die  Kurven- 
tangente  parallel  der  Ordinatenachse  ist.) 

Die  analytischen  Bedingungen,  die  Hentsch  für  Wende-  und 
Rückkebrpunkie  herleitet,  sind  zum  Teil  sonderbar  ausgedrückt,  und 
lassen  eine  Verwechslung  von  Differential  und  Differentialquotient  er- 
kennen. Er  sagt  z.  B.,  in  einem  Punkt  mit  vertikaler  Tangente  sei 
dy  =  oo  (1),  die  Bedingung  für  einen  Wendepunkt  sei  entweder 
iPy  =  0,   oder,    bei    vertikaler    Wendetangente,   d^y  =  oo  (!}.    —    Die 


')  Nov.  Act.  Erud.,  1V63,  p.  25e. 
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Betrachtungen    werden    dann   auch    auf   den  Fall   ausgedehnt,  „si    in 
Curva  Semiordinatae    a  puncto  fiso  dueantur"    d.  h.  auf  Polarkoordi- 


Äus  dem  gleichen  Jahre  stammt  eine  Arbeit  von  Fontana') 
über  Kurven  in  Polarkoordinaten,  nämlich:  „De  invenienda  formula 
radii  osculatoria  in  curvis  ad  umbilicum  relatis  ex  data  formula  eius- 
dem  in  curvis  relatis  ad  axem,  eruendisque  iude  curvarum  evolutis"*). 
Es  handelt  sich  also  um  Übertragung  der  Formeln  für  Krümmungs- 
radius   und  Evolute    von   rechtwinkligen    (x,  y)    anf  Polarkoordinaten 

Ist  du  =  zdip,  so   bestehen  die  Beziehungen: 

x^  -\-  tf  =  ?*;    dx^  +  dy^  =  (7m*  +  dz-. 

Führt  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  z  und  i(  an  Stelle  von  x 
und  y  in  den  bekannten  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  9  ein, 
so  ergibt  sich: 


Q- 


■,{dzdH 


fdg'  +  d«') 


—  dud^e)  +  du{dz^  -\-  rfM*) 


Ist  nun  (s.  Fig.  31)  0  der  Koordinatenureprung,  sind  P  und  p 
zwei  konsekutive  Kurvenpuukte, 
0  und  c  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  der  Evolute,  ist  femer  auf 
Op  eine  Strecke  OE  =  OF  und 
auf  Oc  ebenso  OD  =  OC  abge- 
tragen, endlieh  von  0  auf  PC  das 
Lot  OF  gefällt,  so  ist  wegen  der 
Ähnlichkeit  der  Dreiecke  PMp, 
FFO  und  OFC,  CDc: 


Pp      PB 


OB  " 


Bp 

FO 


')  Den  Bencht  hicrjl  er  Tcrdaüko  jch  cinei  ffuti^en  Mitteilung-  des  Herru 
Vivauti  dpr  urapr mglich  der  ^nwendunff  der  Iiifimte'iiuialreclinuiiy  ^ui  diP 
Geometrie  em  1  esoaderea  Kapitel  im  XX^  I  Abschnitt  /u  widmen  gedachte 
Da  jedoch  die  meisten  hierher  R-ehorig-en  Arbeiten  s  hon  im  X\r\  Abschnitt 
besprochen  weiden  hat  Herr  Vii  inti  nach  einem  Vorschlage  des  Herrn  Heraus 
gebers  mir  ECin  Mannakupt  m  uberaua  dankenswerter  T\  eise  zur  \  erfugnng  ge 
stellt  damit  nicht  deraeUie  Stoff  in  zwei  verschiedenen  Abschnitten  behandelt 
wurde  Die  SteUen  die  von  Herrn  Vivanti  heriuhren  wi^rden  ilheriU  lurch 
Verweisung  auf  dieap  Fußnote  als  sokhe  bpzeietiiiet  «eilen  '     Inalvseos 

aablimioria  opaomla  (Venedig  17ÖJ     Op   III    p   121)— läl 
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woraus  sich  ergibt: 


utid: 


PF-Jip  ^         zdz  _ 
OF^Gc  _         eds  Cc^ 


FC=FC-FF=Q~   ,  rZ 

Setzt   man    nun  OC  =  Z\    CD  =  du,   so  ist  nach   dem  Obigen: 

2=06'=  yOF'  +  F~&  =  V-^  f-%-,  +  (q-  -^--=y 

und,  da  Cc  ^  dp  ist: 

dU^CD^-,=. -4lf^-- 

y^ärfs«  -j-  (e  Vds*  +  du'  —  zduY 

Aus  diesen  Gleichimgen  in  Verbindung  mit  der  Kurvengleichung 
f(0,  m)  =  0  ergibt  sicli  durch  Elimination  von  z  und  u  die  Differential- 
gleiebung  der  Evolute. 

Euler  entwickelt  die  Formel  für  den  Krümmungsradius  auf 
elegante  Weise  in  seiner  Arbeit:  „Methodus  facilis  investigandi  radium 
osculi  ex  principio  maximorum  et  minimorum  petita'")  (11.  Septem- 
ber 1776).  Der  Inhalt  ist  tura  folgender:  Ist  0  ein  Punkt  auf  der 
Normalen  eines  Kurvenpunktes  Y,  und  ändert  sich  OY  nicht,  wenn 
man  zum  zweiten  konsekutiven  Kurvenpunkt  weitergeht,  d.  h.  Ol" 
zweimal  differenziert,  so  ist  0  der  Krümmungamittelpunkt.  Daraus 
ergeben  sich  die  bekannten  Formeln  für  den  Krümmungsradius. 

Eine  übersichtliehe  Zusammenstellung  der  Formeln  für  Polarkoor- 
dinaten findet  sich  bei  Gurief^):  „Memoire  sur  la  resolution  des  prin- 
cipanx  problemes,  qu'on  peut  proposer  dans  les  courbes,  dont  les 
coordonnees  partent  d'un  poiiit  fixe"*J  (22.  Mai  1797).  Gurief 
führt  für  die  Koordinaten  folgende  Bezeicbnungeii  ein  (vgl.  Fig.  32): 

Radiusvektor  FM  =  s;   A  BFM  =  o, 

ferner  werden  benutzt  der  Winkel  der  Tangente  gegen  die  Achse 
LMTF^  ff;  das  in  F  axä  FM  errichtete  Lot  bis  zur  Tangente  FPi, 
das  als  Subtaiigeute  bezeichnet  wird:  die  rechtwinkligen  Koordinaten 


')  N.  A.  1'.  VII,  ij.  83- 8Ü.         =)  S.  351  ft-.  ')  N".  A.  P.  Xil,  p.  17Ü- 
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des  Punktes  M  sind  BP  ^  x;   MP^y;  femer  ist  PF=v,  eo 
(ias  Bogeöetement  ds.     Damit  wird  nun  abgeleitet: 

IgTMF-"]";     BF-'^- 
°  dz   ^  dl    ^ 

dy  =  dz  ■  &me)  -\-  ^  cosorfiu;     dx  =  —  dz  cos  ci)  -\-  z  sinojffcE». 

[''+(13']''" 

Krüminungsradius  r     li  =  — ™ — ■■,■■■) — - — ^^  ; 


daraus  die  Bedingung  für  Wendepunkte: 


Ferner  ergibt  sieb: 


Flächenelement: 


Volumelement  des  Rotationskörpers:     —  £' 
Oberflächenelement  des  Rotationskörpers: 


nz  sin«  y  z^dta 


+  rf3* 


Diese  Formeln  werden  auf  einige  Beispiele  angewendet.  —  Die 
Arbeit   ist   hauptsäcblicb    darum    bemerkenswert,   weil  bier  klar  und 

:     überall     Winkel 


und  Radiusvektor  verwendet 
werden,  während  sonst  viel- 
fach statt  des  ersteren  Kreis- 
bögen von  irgend  einem  Radius 
auftreten. 

Einige  andere  Arbeiten 
beschäftigten  sieh  mit  sonsti- 
gen Fragen  aus  der  Kurven- 
lehre. Die  erste  stammt  von 
Kästner,nämhch:„Deminimo 
in  reÜexione  a  eurvis"^).  Dort 
wird,  wohl  zum  erstenmal,  ein 
Fig.  3S,  rein  geometrischer  Beweis  des 

Satzes  geführt:  Wenn  ein  von 
einem  Punkt  0  ausgehender  Lichtstrahl  an  einem  Kurvenpunkt  M 
so  reflektiert  wird,  daß  er  durch  einen  anderen  Punkt  P  geht, 
so  ist  OM -\- M.P  ein  Minimum.  Die  ins  Unendliche  verlaufenden 
Äste  einer  Kurve  behandelt  eine  kleine  Schrift  eines  würt.tembergiechen 


')  Dissert.  matb.  et  plijs.  AitenburgenBea  1758. 
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Theologen,  J.  G,  Pfeiffer  (geb.  1766,  gest.  als  Pfarrer  in  Steinheim 
a,  d.  Murr):  „De  curvarum  algebraicarum  aaymptotis  tarn  rectilineis 
quam  curvilineis  earumque  investigatione"  (Tübingen  1764).  Sie  bietet 
inhaltlich  gerade  nichts  Neues,  gibt  aber  einen  klaren  Überblick 
über  die  verschiedenen  Methoden  zur  Aufstellung  der  geradlinigen 
Asymptoten  und  asymptotischen  Kurven  einer  gegebenen  algebraischen 

Endlich  ist  eine  Arbeit  von  Busse  (Friedrich  Gottlieb 
von  Busse,  1756 — 1835,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in 
Freiberg)  zu  nennen:  „Formnlae  linearum  subtangentium  et  sub- 
normaÜum,  tangentium  et  normalium  castigatae  et  diligentius,  quam 
fieri  solent,  explicatae"  (Leipzig  1798).  Das  Wesentliche  daran  ist, 
daß  bei  den  genannten  Strecken  nicht  bloß,  wie  dies  sonst  üblich 
war,  der  absolute  Wert,  sondern  auch  das  Vorzeichen  berücksichtigt 
wird.  Insbesondere  wird  die  damals  gebräuchliche  Formel  für  die 
Subnormale  S  ~  ,—  als  falsch  bezeichnet,  und  durch  die  richtigere 
5=  —  ,  -  ersetzt.  Als  Kuriosum  sei  noch  eine  Bemerkung  des  Ver- 
fassers angeführt,  welche  zeigt,  daß  mathematische  Schriften  schon 
damals  sich  keines  allzugroBen  Absatzes  zu  erfreuen  hatten.  Er  sagt 
nämlich,  er  hätte  diese  Sachen  schon  längst  veröffentlicht,  „nisi  biblio- 
polae  einsmodi  scripta  a  me  redimere  et  typis  vulgare  mirifioe  dubi- 
tassent,  scilicet  emtorum  qui  talia  sibi  eomparare  soleant,  non  tarn 
paucitatem,  quam  tarditatem  in  hac  temporum  inconstantia  constauter 


Gehen  wir  nun  zu  den  Einzeluntersuchungen  über,  so  i.'^t  zu 
bemerken,  daß  weitaus  die  meisten  Arbeiten  sieh  mit  Aufgaben  be- 
fassen, bei  denen  es  sich  darum  handelt,  die  Gleichungen  von  Kurven 
mit  bestimmten  Eigenschaften  aufzustellen,  und  zwar  sind  sie  meist 
derart,  daß  sie  auf  Differentialgleichungen  führen:  im  Sprachgebrauch 
der  damaligen  Zeit  sind  dies  „Problemata  es  methodo  tangentium 
inversa".  So  heißen  ganz  allgemein  Aufgaben,  die  auf  Integration 
von  Differentialgleichung^  führen,  auch  wenn  es  sich  gar  nicht  um 
Eigenschaften  der  Tangente,  sondern  z.  B.  des  Krümmungsradius  handelt. 
Hierbei  macht  sich  eine  gewisse  Unklarheit  über  die  Bedeutung  der  Inte- 
grationskonstanten bemerkbar;  es  fehlt  meist  das  volle  Verständnis  der 
Tatsache,  daß  eine  Differentialgleichung  nicht  bloß  eine  Kurve,  sondern 
eine  ganze  Schar  definiert.  Selbst  Euler  läßt  in  die  Differentialgleichung 
einer  Kurvenschar  fast  immer  noch  den  variablen  Parameter  eingehen, 
Wie  schon  bemerkt,  ist  es  schwierig,  die  große  Menge  von  Abhand- 
lungen, die  in  den  verschiedensten  Zeitschriften  zerstreut  sind,  nach 
einheitliehen  Gesichtspunkten  zu  ordnen;  doch  lassen  sich  wenigstens 
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einige  solche  herausfinden.  Die  Arbeiten,  die  ganz  isoliert  stehen, 
werden  dann  eben  in  chronologischer  Reihenfolge  aufgeführt  werden. 
Eine  erste  Gruppe  von  Abhandlungen  beschäftigt  sieh  mit  der 
Bestimmung  von  Kurven,  deren  Bogenlängen  irgend  einer  Be- 
dingung genügen  sollen.  Wir  fähren  zunächst  zwei  Arbeiten  von 
Enler  an,  in  denen  ein  heute  wenig  mehr  gebrauchter  Begriff  eine 
Rolle  spielt,  nämlich  die  Amplitude  eines  Kurvenbogens,  eine  von 
Job.  Bernoulii  eingeführte  Bezeichnung.  Man  versteht  darunter 
den  Winkel  der  beiden  Normalen  (oder  Tangenten)  in  den  Endpunkten 
des  Bogena.  Dieser  Winkel  ist  in  den  meisten  der  folgenden  Unter- 
suchungen als  Parameter  eingeführt.  Nimmt  man  die  eine  der  beiden 
Normalen  als   3:-Achse,  so  ist,  wie  man  leicht  sieht; 

dx  =  ds  ■  sin<p;     dy  =  ds  cos  9). 

Diese   Darstellung   ermöglicht   es    nun,    eine    große   Klasse   Ton 
rektifizierbaren     Kurven    zu    finden.      Ist    nämlich    v    eine    beliebige 

Funktion  von  (p,  und  setzt  man    t— =  **  +  ->-  ü    so     ist    damit    eine 
^'  dtp  '   dip" 

Kurve    bestimmt,   für   welche    sich    sowohl   die   Koordinaten    als   die 

Bogenlänge  einfach  in  v  und  <p  ausdrücken  lassen.     Es  ergibt  sich 

nämlich  durch  Integration  der  obigen  Gleichungen: 

^-^■^^■^f-v<^^^r.      »/  =  |^cos9-ff-sin^; 

Ist  also  das  Integral  jvdip  ausführbar,  so  läßt  sich  die  Kurve 
rektifizieren,  und  soll  sie  sonst  noch  einer  Bedingung  unterworfen  sein, 
so  handelt  es  sich  nur  um  eine  geeignete  Bestimmung  der  Funktion  v. 
Diese  oder  ähnliche  Überlegungen  liegen  den  meisten  Arbeiten 
Eulers  über  die  Bogenlängen  von  Kurven  zugnmde.  Die  erste  der 
beiden  Eulerschen  Abhandlungen  heißt:  „De  arcnbua  curvarum  aeque 
amplis  earumque  comparatione"^).  Es  handelt  sich  hier  um  die  Auf- 
gabe, Kurven  so  zu  finden,  daß  die  Bogenlängen  ihren  Amplituden 
proportional  sind,  daß  also: 

_*  =  ''' 
oder 

ist.     Es  ist  klar,  daß   der  Kreis  jedenfalls   zu  den  gesuchten  Kurven 


'}  N.  C.  P.  Xn  (1766/67),  p 
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gehört;  es  fragt  sich  aber,  ob  nieht  noch  andere  Kurven  dieae 
dem  Kreis  zukommende  Eigenschaften  haben.  Fragen  dieser  Art 
sind  in  jener  Zeit  Öfters  behandelt  worden;  wir  werden  später 
noch  einige  hierher  gehörigen  Untersuchungen  anzuführen  haben; 
Hier  findet  Euler  außer  dem  Kreis  noch  weitere  Kurven  durch  einen 
Kunstgriff:  er  fügt  nämlich  zu  <p  eine  Funktion  V  hinzu,  die 
sich  nicht  ändert,  wenn  fp  um  a  wächst;  Y  muß  dabei  einfach 
eine  Funktion  von  sin  und    cos—        sein.      Nimmt    mau    nnn 

den  einen  Endpunkt  des  Knrvenbogens  als  Koordinatenanfangspunkt, 
seine  Normale  als  a:-Achse,  so  findet  man  die  Gleichung  der  gesuchten 
Kurve  in  der  Form: 

x^      {\  —  fio^<p) -{■  ismifdV;     y^      siny  +  /cos^x^F. 

Hieraus  folgt  für  den  Krümmungsradius  der  Ausdruck: 

Die  nähere  Untersuchung  zeigt,  daß  die  Kurve  aus  lauter  kongruenten 
Stücken  von  der  Länge  a  besteht. 

Die  zweite  Arbeit  (vom  19.  August  1776)  ist  betitelt:  „De  duabus 
pluribusve  curvie  algebraicis,  in  quibus,  si  a  terminis  fixis  aequales 
arcus  abscindantur,  earum  amplitudines  datam  inter  se  teueant 
rationem"^). 

Hier  handelt  es  sich  also  um  zwei  verschiedene  Kurven  und  die 
Amplituden  gleicher  Bögen  sollen  nicht  mehr  gleich  sein,  sondern  in 
einem  gegebenen  Verhältnis  stehen.  Euler  findet  für  die  eine 
Kurve  die  folgenden  Gleichungen,  in  welchen  «  und  ß  Konstanten 
sind,  derart,  daß  das  Verhältnis  der  Amplituden  =  « :  ^  ist,  und  in 
welchen  v  eine  Funktion  von  w  bedeutet: 


KQC  +  ,,  (    .-,    .,  sin  uip  ~ -,   ,  cosßtpl , 


1/  -=  -^  -j—  ■  cos 


-, —  cosKtp  +  ^  ■  Bin«cp  +  o«  (— f  j-  •.  costiffi  +  "  -£—,  sin  afp) . 

Die  Gleichungen  der  zweiten  Kurve  ergeben  sich  hieraus  durch  Ver- 
tauschung von  u  und  ß.  Sollen  die  beiden  Kurven  algebraisch  sein, 
80  müssen  k  und  j5  rationale  Zahlen  und  muß  v  eine  algebraische 
Funktion  von  singj  und  cos^  sein.  Das  Beispiel  D  =  coay  wird 
durchgeführt  und  ergibt   Epizykloiden;   außerdem   wird   die  Aufgabe 


')  N.  A.  P.  VI,  p,  63—76, 
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auf  3,  4  usw.  Kurven  verallgemeinert,  deren  Amplituden  fcei  gleichen 
Bögen  ein  vorgeschriebenes  Verhältnis  haben  sollen. 

Mit  der  Rektifikation  von  Kurven  haben  sich  die  Mathematiker 
in  unserem  Zeitraum  mehrfach  beschäftigt').  Schon  früher  hatte 
Hermann*)  die  Aufgabe  vorgelegt,  die  Quadratur  einer  Kurve  auf 
eine  Rektifikation  zurückzuführen,  die  dann  von  N.  Bernonlli^)  und 
Euler*)  behandelt  wurde.  Saladini  nahm  die  Frage  wieder  auf  in 
seiner  Abhandlung:  „Methodus  Bernoulliana  de  reducendis  quadraturis 
transeendentibns  ad  longitudinem  curvarum  aigebraicarum,  a  quibus 
inutilis  saepe  redditur,  imaginariis  quantitatibus  liberatur  atque  eius- 
dem  reducfcionis  innumerae  aliae  viae  indigitantur'^'^).  Er  gab  einen 
Beweis  des  Bernouliischen  Satzes,  nach  welchem  die  Fläche  einer 
Kurve  II  =  f{x)  durch 

ausgedrückt  wird,  wo  S  den  Bogen  der  Kurve: 

y         '  y  '-  ' 

bezeichnet.  Um  aber  die  Einführung  der  für  y^  >  I  vorkommenden 
imagii^ren  Größen  zu  vermeiden,  stellt  er  folgenden  Satz  auf: 
Man  hat: 

J'ydi:  -  -  "'-^  +JVdYjdX^, 
wenn 

I  ,j-       1       i  y'       ~'~    ' 

Ist  die  voi'gegebene  Kurve  algebraisch,  so  ist  es  auch  die  Kurve  (1); 
es  läßt  sich  also  die  Quadratur  jeder  algebraischen  Kurve  auf  die 
Rektifikation  einer  algebraischen  Kurve  zurückführen.  Da  aber  die 
Linie  (1)  Öfters  kompliziert  ausfällt,  so  schlagt  Saladini  eine  andere 
Methode  zur  Auflosung  des  Problems  vor.     Setzt  man  z.  B. 

X=^'.,      Y=^i  +  ma:,  (2) 

wo  m  konstant  ist,  während  P,  Q  Fitiiktionen  von  if  bezeichnen,  so 
lautet  die  Bedingung  dafür,  daß  dS^  ^  dX^  +  dT'  ein  vollständiges 
Quadrat  sei: 

dQ+_mdij  __  dF 
_  "      "Ö       "~"P"' 

')  Fär  den  Bericht  über  die  im  folgenden  erwähnten  Arbeiten  von  Sala- 
dini, d'Alembert,  Maacheroni,  Gratognini,  ContarelU  vgl.  Fußnote 
S.  476.  *)  Acta  Emd.  1719.  ■)  Ebenda,  1720.  *)  Comment.  Acad,  Petrop, 
T.  V.         ')   Comment.  Bonon.  T.  V,  P.  II,  p.  120—138  (1767), 
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Nirumt  mau  dann  tiir  Q  eine  solche  algebraische  Funktion  von  tf, 
daß  ^  ein  logarithinischea  Differential  ist,  ao  ist  P  eine  alge- 
Irraiaehe  Funktion  von  y,  und  man  hat: 


H^^')' 


yF-_±Q' 


WO  S  den  Bogen  der  Kurve  (2)  1 

Schon  im  III.  Bande  der  Denkschriften  der  Berliner  Akademie 
■(1747)  hatte  d'Alembert  auf  ein  Paradoxon  hingewiesen,  daa  aua  der 
Betrachtung  der  Kurven  entsteht,  die  durch  die  Differentialgleichung: 

dy^dxV{l-xy^-  l  (:-i) 

■definiert  ist.  Zwanzig  Jahre  später  nahm  er  den  Gegenstand  wieder 
Äuf  in  einer  Schrift:  „Eitrait  de  plusieurs  lettres  de  l'auteur  sur 
■diiferens  sujets  ecrites  daue  le  courant  de  l'annee  1767"^).  Integriert 
man  (3)  mit  der  Bedingung,  daß  für  x  =-0  auch  y  =  0  werden  soll, 
80  erhält  man: 

(4) 


femer  i 


ds  =  da- K  (1  —  x)~^  ^  (1  —  a 
also  unter  der  Bedingung  s  =  0  für  x  =-  0: 


Aus  (4)  ergibt  sich  die  (re- 
stalt  der  Kurve;  es  ist  y  =  l 
für  X  ^  i,  dann  nimmt  y  ab  für 
wachsendes  und  abnehmendes  x, 
Und  es  wird  ?/  =  0  für  x  =  0 
und  X  ^2.  Für  x<0  und  für 
« >  2  ist  y  imaginär.  Ferner 
hat  y  für  jeden  Wert  von  x  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte 
Werte,  so  daß  die  Kurve  die  aus  A 
Fig.  32  ersichtliche  öestalt^BCD 
hatj  es  ist  die  seit  Leibniz  be- 
kannte reguläre  Astroide^, 
deren  Gleichung  durch  die  Trans- 
formation X  =  \  -\-x';  y  =  y'  sich 
auf  die  Form: 


')  Opuacules  mathematiquea  T.  IV,  p.  65—08  (Par 
i»,  Spez.  Kurven,  8.  227. 
UTOR,  OeiaMcbte  d«  MktheniBiik  IV. 


■y^dx, 


(6) 


's  ■* 

'' 

JT 

/ 

\ 

V 

~.c 

X 

^ 
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\ 

/ 

X- 
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x4  -I-  ^4  =.  1^     oder     ix'^  +  /*  —  !}■'  +  27  a:'^/^  =  0 

bringen  läßt. 

Sind  nun  M  und  M'  zwei  den  Zweigen  -4ß,  bzw,  BC  an- 
gehörige,  in  bezug  auf  die  /-Achse  symmetrische  Knrvenpunkte,  P 
und  F"  ihre  Projektionen  auf  die  3;-Ächse  und  setzt  man 

0P=  OF  =  z, 

so  folgt  aus  (6) 

a.r^AM=&raAB3i'  =  ^-  (l  -  s^)  <  -J-, 

während  areJ.B  =  -ö  ist,  femer  arc^BC-=0,  Es  nimmt  also  die 
Bogenlänge  vom  Punkte  B  an  fortwährend  ab,  was  absurd  ist.  Und 
d'Älembert  schließt:  „Voilä  donc  encore  ici  le  calcul  en  defaut". 

Eine  weitere  Bemerkung  ist  folgende:  Nimmt  man,  wie  es  still- 
schweigend vorausgesetzt  worden  ist,  dy  in  (3}  positiv  an,  so  muß  y 
immer  zunehmen;  also  ist  die  Fortsetzung  der  Linie  über  JB  hinaus 
nicht  JBC,  sondern  der  zu  HC  in  bezug  auf  die  durch  B  parallel  zu 
AC  gezogene  Gerade  symmetrische  Zweig  BC 

Diese  Schwierigkeiten,    auf  welche   d'Älembert    keine  Antwort 
gab,   reizten    den  Scharfsinn   Mascheronis'),   welcher  sich  die  Auf- 
gabe   stellte,    die  Angriffe   von    d'Älembert   gegen   die  Analysis   zu 
widerlegen   („Injuria  tarnen  accueatur  calenlus").     Durch  Reiheninte-  ■ 
gratiou  findet  er 

WO  B  eine  Konstante  ist.  Hieraus  ersieht  mau,  daß  if  für  ß  und  —  s 
denselben  Wert  annimmt,  so  daß  die  Fortsetzung  von  AB  nicht 
BC,  soudem  BC  ist.  Nimmt  man  aber  die  in  (3)  Torkommende 
WurzelgröBe  mit  doppeltem  Zeichen  an,  so  erhält  man 

y--B±ii, 

so  daß  die  ganze  Kurve  aus  den  vier  Zweigen  AB,  BC,  A'B,  BC 
gebildet  ist.     Die  Gleichung  (5)  laßt  sich  schreiben: 

(Js  =  4:  z'^dz 
und  aus  derselben  folgt  durch  Integration: 

s  =  +  l  ß, 


')  Adnotationea  ad  caiculum  integralem  Euleri  P.  I,  1790 
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0   für   0  =  0  ist.      Betraclitet   man    also   den 
Bo   mnß  man   den  Bogen  BC  als  negativ  an- 


vorauBgesetzt,  daß  s 
Bogen  SA  als  poeiti' 
sehen. 

Hierdurch  wird  jedoch  d'Alemberts  Bedenken  keineswegs  er- 
ledigt; aber  noch  mehr:  Mascheroiii  entdeckt  ein  neues  Paradoxon. 
Für  a;  >  2  ist  die  Kurve  imaginär;  aber  die  Bogen^nge  ist  auch 
für  diese  Werte  von  x  reell.  Die  Erscheinung  ist  nicht  vereinzelt: 
jedesmal  wenn  -r-    reell   und    <  1    ist,   hat   man    eine    reelle    Bogen- 


länge bei  imaginärer  Kurve;  denn  e 


also 


ily  . 


von  Mascheroni,  welche  im 


■.  Diese  Bemerkung) 
Jahre  1790  veröffentlicht  wurden,  gaben  noch  in  demselben  Jahre 
Veranlassung  zu  einer  Autwort  von  selten  emes  gewissen  Giovanni 
Gratognini  (1757—1836),  Professor  an  der  Universität  in  Pavia. 
Seine  Schrift  führt  den  Titel  ,  Esame  analitico  d'un  paradoaso 
proposto  ai  geometri  dal  sign.  D  Älembert  e  della  soiuzione 
datane  dal  Ch.  sign.  Don  Lorenzo  Mascheroni"  (Pavia  1790);  sie 
gibt  eine  eigentümliche  Lösung  des  Rätsels.  Gratognini  sagt  näm- 
lich: „die  Poi-mel  für  die  Bogenlänge  kann  längs  des  Zweiges  JBC 
nicht  gelten;  sie  würde  nämlich  den  Bogen  SC,  gegen  seine  Natnr, 
durch  eine  negative  Größe  ansdrilcten.  Man  muß  vielmehr  den  Aus- 
druck für  ds  in  (5)  für  ÄS  mit  positivem,  für  SC  mit  negativem 
Vorzeichen  versehen.  Desgleichen  kann  für  .r  >  2  der  in  (5)  an- 
gegebene Wert  dem  Bogen  nicht  angehören,  weil  sie  von  der  Glei- 
chung ds^  ==  dx^  +  dy^  abgeleitet  wurde,  welche,  da  im  betrachteten 
Falle  dy  fehlt,  etwas  Chimärisches  und  Bedeutungsloses  darstellt." 

Einen  ähnlichen  Gedanken  hat  Contarelli  in  einem  Brief^}  an 
Paolo  Cassiani,  Professor  in  Modena,  ausgesprochen.  Er  sagt 
nämlich,  daß  bei  der  Berechnung  der  Bogenlänge  der  Bogen  CD 
notwendig  als  negativ  angesehen  werden  müsse,  da  ja  C  ein  Rück- 
kehrpunkt sei,  und  fügt  bei,  daß  Giordano  Riccati  dieser  An- 
schauung zugestimmt  habe. 

Daß  alle  diese  Deutungen  ganz  ungenügend  sind,  ist  klar.  Ole  her- 
vorgehobenen Schwierigkeiten  konnten  nicht  überwunden  werden,  so- 
lange man  den  Begriff  des  Veränderlichkeitsbereichs  einer  algebraischen 
i^'unktion  nicht  vollständig  beherrschte.  Heutzutage  haben  die 
d'Alembertschen  Paradoxa  für  uns  nichts  Verwunderliches  mehr. 
Da  die  Funktion  y  von  x  durch  eine  Differentialgleichung  von  der 
Form  dy  =  Pdx   definiert  wird,  so   ist  sie,  von  einer  bloß  additiven 


')  Contjnuaziofie  del  n 


3  giomale  dei  letterati,  T.  21, 
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Konstanten  abgesehen,  bestimmt,  und  daher  sind  sowohl  A'BC  als 
ADC  Zweige  der  Integralkurve.  Ferner  ist  die  Ordinate  y,  nachdem 
sie  durch  Angabe  ihres  Wertes  für  x  =\  bestimmt  worden  ist,  eine 
sechswertige  Funktion  von  x;  dasselbe  kann  man  von  s  sagen,  da  die 
rechte  Seite  von  (6)  mit  doppeltem  Vorzeichen  behaftet  werden  muß. 
Die  BogenlJlnge  s  bildet  eine  auf  der  die  Funktion  y  von  x  dar- 
stellenden Riemannschen  Fläche  reguläre  t\inktion;  a:  =  1  ist  ein 
Verzweigungspunkt  dieser  B'lache,  und  an  diesem  Punkte  kann  der 
Übergang  von  einem  zu  einem  anderen  Funktionszweige  sowohl  von 
y  als  von  s  stattfinden.  Dadurch  kann  man  sich  von  allen  schein- 
baren Unregelmäßigkeiten  Rechenschaft  geben. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  die  Rektifikation  der  meisten  Kurven 
bietet,  scheinen  Euler  dazu  veranlaßt  zu  haben,  Kurven  zu  suchen, 
deren  Bogenßnge  sich  angeben,  oder  wenigstens  durch  diejenige  be- 
kannter Kurven  ausdrücken  läßt,  oder,  wie  Euler  sagt,  die  durch 
die  Bogenlängen  bekannter  Kurven  „meßbar"  sind.  Dieses  Problem 
kann  ^)  als  eine  Veraligemeinemng  der  gewöhnlichen  Rektifikation 
angesehen  werden,  bei  der  es  sich  ja  einfach  um  eine  „Meßbarkeit" 
durch  geradlinige  Strecken  handelt.  Euler  hat  solchen  Fragen  ver- 
schiedene Abhandlungen  gewidmet;  die  erste  heißt:  „De  innumeris 
curvis  algebraicis,  quarum  longitudinem  per  arcus  parabolicos  metiri 
licet"^.  Die  analytische  Formulierung  dieser  Aufgabe  ist:  x  und  y 
als  Funktionen  eines  Parameters  v  so  darzustellen,  daß: 

ds  =  ydx'  -I-  df  =-  dvYl^  v^ 

wird.  Euler  nimmt  zunächst  die  allgemeine  Aufgabe  in  Angriff, 
daß  das  Bogenelement  ds  dem  Differential  einer  beliebigen  Funktion 
von  V  gleich  werden  soll,  also  ds  =-  Vdv,  und  versucht,  ob  folgende 
Gleichungen  das  Problem  zu  lösen  vermögen: 

wo  P,  Q,  U  Punktionen  von  v,  A  und  B  Konstanten  sind.  Dies  ist 
der  Fall,  wenn 

i«  -M3*  =  F^  (2) 

ist.  Dieser  Gleichung  müssen  also  P  und  Q  genügen,  und  dann  ist 
ü  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichungen  (1)  integrabel  werden. 
Zu  diesem  Zweck  fuhrt  man  statt  TJ  einen  Winkel  ip,  der  also  gleich- 
falls eine  Funktion  von  v  ist,  ein,  und  setzt: 


')  Nach  einer  Bemerkung  von  Herrn  Vivanti,  vgl.  Fußnote  S.  47e, 
*)  N.  A,  P.  T,  p.  69— 10. 
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Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wird  wieder  auf  die  Bpezielle 
Aufgabe,  wo  also  F=  "/l  +  «'  sein  soll,  zurückgegriifen,  und  gezeigt, 
daß  diese  Forderung  erfüllt  ist,  wenn  in  (1)  ü  eine  beliebige  ganzzahlige 
Wurzel  von  v  ist;  die  Beispiele  U  =  v,  f/"="J/i;  werden  durchgeführt. 
Ebenso  läßt  sieh  aus  (3)  eine  spezielle  Lösung  herleiten,  wenn  P  =  1, 
^  .=  0  gesetzt  wird;  es  ergibt  sich  so: 

dx  =  dv  sinq;  ■]-  vdv  cos(p;     dy  =  dv  cos  9;  —  vdv  siniy. 

Setzt  man  hier  noch  v  =  sin  9-,  so  macht  die  Beziehung  <p  =  d*  die 
Gieicbungen  integrabel  und  liefert  algebraische  Kurven,  wenn  K  eine 
rationale  Zahl  ist:  Schließlicb  wird  noch  eine  dritte,  allgem 
Lösung  hergeleitet^  nämlich 

4  3:  =  -  4  cos  («  +  X»)  +  yfj;_l  cos  [«  +  (A  +  2)  *J 

.11 


+  -! 


cos[a  +  (/l-2)*]; 


4«  =  - 


l  aia(ß  + A#)  + 


Vl+J 


nLß  +  (A  +  2)d] 


+ 


y2_- 


q[«  +  (^-2)*]. 


wo  a  ein  beliebiger  Winkel,  A  eine  rationale  Zahl  exkl.  4;  2  ist. 

Die  gleiche  Aufgabe  hat  Euler  in  einer  späteren  Arbeit  vom 
20.  August  1781  wieder  aufgenommen,  über  die  deshalb  auch  gleich  hier 
berichtet  werden  möge.  Sie  Heißt:  De  innumeris  curvis  algebraicis 
quarum  longitudo  arcui  parabolico  aequatur').  Er  gibt  dort  folgende 
elegante  Konstruktion  einer  solchen  Kurve:  Es  sei  Ali  —  BC  =  2  a 
der  doppelte  Parameter  der 
Parabel  ÄC,  AD  eine  zu  ihr  ■ 
symmetrische,  die  mit  ihr 
Achse  und  Scheitel  gemein 
hat;  n  sei  eine  beliebige  Zahl. 

Mache  nun  FG  =  ^J*;  GV 
parallel  der  Achse  und  gleich 
einer  beliebigen  Ordinate  XF; 
A  TFG  sei  -=  d.  Lege  in 
F  an  AF  einen  Winkel  =  «3'  an,  und  trage  auf  dem  Schenkel  desselben 

')  M.  P.  XI  (1830),  p,  100— JOl. 
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FZ  =~  FX  ab,  daiia  ist  der  geometrische   Ort  von  Z  eine  Kurve  der 

gesuchten  Art,  deren  es  also  unendlich  viele  gibt,  da  n  beliebig  an- 
genommen werden  kann.  Der  Beweia  ergibt  sich  leicht  aus  der  an- 
gegebenen Konstruktion. 

Eine  weitere  Abhandlung  vom  10.  Juni  1776  behandelt  dieselbe 
Aufgabe  für  Eilipsenbögen;  sie  heißt:  ,,De  iunnmeris  curvis  algebraicis 
quarum  longitudinea  per  arcus  ellipticos  metiri  Ueet"^).  Hier  soll  also 
das  Linienelement  von  der  Form  sein 


ds^ävY^^l"-^^-^-,  (4) 

Dieser  Forderung  wird  genügt,  wenn: 

''*~y2-(i+,)'     '    1/2(1-.)  '■■' 

ist,  wobei  p  und  q  Funktionen  von  «  sind,  derart,  daß 

/  +  q^~-  2pqv  =  1  +  (w^  —  l)v\ 

Dadurch  werden  die  Gleichungen  (4)  integrabel  und  liefern  alge- 
braische Gleichungen.  Z.  B.  ergeben  die  Werte  ^=1;  q  —  v{n  -{-  1) 
eine  Kurve  6.  Ordnung.  Auch  hier  lassen  sich  durch  Einfuhrung 
von  Winkeln  die  Gleichungen  umformen,  und  Euler  ermittelt  fol- 
gende Lösung  der  Aufgabe: 


'2x  =  l-^^sin[{k  +  l)(pj  ^  ;'---;-  ■  8in[(i  -  i)<p], 


(6) 


wo  k  eine  rationale  Zahl  sein  muß,  wenn  die  Kurven  algebraisch 
sein  sollen.  Die  durch  (6)  dargestellten  Kurven  sind  Epi-  und  Hypo- 
zykloiden, Auffallend  ist  das  Resultat  für  »  ==  1 ;  in  diesem  Fall 
stellt  (4)  das  Linienelement  des  Kreises  dar,  (6)  aber  den  Kreis 
selbst.  Euler  sab  sich  dadurch  veranlaßt,  den  Satz  auszusprechen, 
daß  es  außer  dem  Kreis  selbst  keine  Kurve  gebe,  deren 
Bogen  sich  durch  Kreisbögen  messen  lasse  (vgl.  unten  S.  491), 
unterließ  es  aber  nicht,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf 
das  S.  486  formulierte  allgemeine  Problem  zu  lenken.  Auch  führt 
er  am  Schluß  dieser  Abhandlung  noch  au,  daß  es  ihm  nicht  ge- 
lungen sei,  diese  Aufgabe  wie  für  Ellipsenbögen,  so  auch  für 
Hyperbelbögen  zu  lösen.  Dies  leistete  sjÄter  Fuß  in  einer  Abhand- 
lung   vom    28.  Juni    1788:   „De    innumeris    curvis    algebraicis    qua- 


"^j  N.  A.  P.  V,  p.  71- 
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rum  longitudinem  per  arcus  hyperbolicos  metiri  licet'")  durch  Ein- 
fiÜirung  hyperbolischer  Funktionen.  — ■  Auch  diesmal  hat  Eulor 
der  Aufgabe  später  (20.  August  1781)  eiue  zweite  Arbeit  ge- 
widmet: „De  curvis  algebraieis,  quamm  longitudo  indeflnita  arcui 
elliptico  aequatur"  ^_).  Er  knüpft  hier  an  die  Formeln  (6)  an,  und  be- 
merkt mit  der  liebena würdigen  Offenheit,  mit  der  er  stets  seinen  Ge- 
dankengang klarlegt,  daß  er  zufällig  (casu)  darauf  gekommen  sei. 
Die  Arbeit  besteht  im  wesentlichen  in  einer  Verallgemeinerung  der 
vorher  gefundenen  Resultate.  Auch  einen  schwierigeren  Fall  des  all- 
gemeinen Problems  ds  =  Vdv  hat  Euler  behandelt  (17.  Juni  1776): 
„De    innumeris  curvis  algebraieis,    quarum  longitudo   esprimitur   hac 

formula  integrali  I  r7==^  dv".^)  Das  Problem  wird  gelöst  und  aus- 
gedehnt auf  den  allgemeineren  Fall 

s^y  .^^— -g^(a  -f-  hv^"  +  cv^"  -f  dv^"  +  -  •  .)  dv- 

Wieder  einer  Aufgabe  allgemeinerer  Natur,  die  in  diese  Gruppe 
gehört,  sind  zwei  Arbeiten  von  Euler  gewidmet,  nämlich:  „De  binis 
«urvis  algebraieis  inveniendis,  quarum  arcus  indefinite  inter  se  siut 
aequales"*)  (20.  Juni  1776)  und:  „De  binia  curvis  algebraieis  eadem 
rectificatione  gaudentibus" ')  (20.  AugustU781).  Jede  der  beiden  löst 
die  Aufgabe  auf  zwei  verschiedene  Arten.  In  der  ersten  nimmt 
Euler  die  beiden  Kurven  in  Parameterform  gegeben  an: 

X~p(^)-h2W;  ^=p{^)-q(fi)\ 

r=r(5)  -  s{d};  y  =  r[z)—s(z). 

Die  Forderung,  daß  die  Linienelemente  beider  Kurven  gleich 
seien,  ergibt  für  die  vier  Funktionen  p,  q,  r,  s  die  Bedingungsgleichung: 

p'q  =  r's. 

Um  dieser  Gleichung  zu  genügen,  führt  Euler  zwei  neue  Funk- 
tionen w  und  V  von  s  ein,  die  mit  den  ersten  durch  die  Glei- 
chungen verbunden  sind: 

_  3  .  *'  .  —  "^  _ 

Damit  ist  die  Bedingungagleichung  erfüllt,  und  Koordinaten  der  beiden 
Kurven  sind  dargestellt  durch: 

')  N.  A.  P.  SIV  (ia05),  I».  111—138.         •)  M.  P.  XI  (1830),  p,  96-99. 
*)  N.  A.  P.  VI,  p.  36— 6S.  ')  Ebenda,  IV,  p.  96—108.  »)  M.  P.  XI  (1830), 

p.  102—113. 
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Y=r  —  -^+v;  y-r-f— ,   -11. 

Sind  q,  r,  v  algebraische  Funktionen,  so  sind  beide  Kurven  alge- 
braiscli. 

Die    zweite  Lösung   legt   die    Bedingungsgleichung    in  der  Form 
— ;  ■-  ~r  angrande,  und  fülirt  zu  einer  einfachen  geometrischen  Kon- 
struktion, i^mlich  (Tgl.  Fig.  35):  Es  seien  zwei  beliebige  Kurven  mit 
derselben       Abszissen- 
achse und  den  Koordi- 
naten p,  s  und  q,  r  ge- 
geben.       Man       ziehe 
parallele  Tangenten  an 
*"'«■  ^^'  die  beiden  Kurven,  die 

sie  in  Sund  ^berühren, 
so  ergeben  sich  die  Koordinaten  X,  Y  und  x,  y  der  beiden  gesuchten 
Kurven  aus  den  Gleichungen  (vgl.  Fig.  35) 

X  =  BP-^RQ;  x^BF-RQ; 

y^CB-PS;  y  =  CR  +  BS. 

In  der  zweiten  Abhandlung  ist  zunächst  eine  Lösung  mit  Be- 
nutzung von  Winkelgrößen  gegeben.  Der  Forderung  der  Aufgabe 
wird  genügt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

dX  =^  dx  cos  <p  +  dy  sin  y, 
dY ^  dx  sin  rp  —  dy  cos  fp, 

wo  X  und  y  noch  als  Funktionen  von  9  so  zu  bestimmen  sind,  da& 
diese  Gleichungen  integrabel  werden  und  algebraische  Funktionen  er- 
geben. Euler  fuhrt  zu  diesem  Zweck  zwei  Funktionen  P  und  Q 
von  (f  ein,  derart,  daß 


"-       ä^-^f  +  Jf ""» 

wird 

dP                ,    dO      . 

Sind   hierbei  P  und  Q   algebraische  Funktionen   von    sin  ip  und 
cos  91,  so  werden  die  Gleichungen  integrabel,  und  ergeben  algebraische 
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Kurven.  Die  zweite  Losung,  die  gegeben  wird,  benutzt  keine  Winkel- 
größen, ist  aber  in  ihrem  Resultat  nicht  wesentlich  von  der  ersten 
verschieden,  die  auch  für  die  Anwendung  bequemer  ist.  Setzt  man 
z.  B.  ^  =  0,  so  ergeben  sich  Kurvenpaare  von  der  Eigenschaft,  daß 
der  Radiusvektor  der  einen  Kurve  gleich  der  Ordinate  der  anderen 
ist.  Dies  wird  angewendet  auf  Parabel  und  Ellipse.  Aber  auch  hier 
ergibt  sich  durch  Spezialisierung  für  den  Kreis  als  zweite  Kurve 
eben  wieder  der  Kreis,  Trotzdem  gelangte  Euler  später  im  Zu- 
sammenhang mit  diesen  Untersuchungen  zu  einer  Lösung  der 
früher  (s.  S.  488)  von  ihm  für  unmöglich  gehaltenen  Aufgabe, 
Kurven  zu  finden,  deren  Bögen  sich  durch  Kreisbögen  aus- 
drucken lassen,  abgesehen  vom  Kreise  seibat.  Seine  Arbeit  hier- 
über ist  am  gleichen  Tag  wie  die  letztere  der  beiden  vorigen  der 
Akademie  vorgelegt  worden.  Sie  führt  den  Titel:  „De  curvis  algebrai- 
cis  quarum  omnes  arcus  per  arcus  circulares  metiri  lieet"^).  In  der 
Einleitung  kommt  Euler  auf  seine  früher  (s.  S.  489)  aufgestellte 
Behauptung  zurück,  daß  es  keine  solchen  Kurven  gebe,  und  gesteht 
mit  der  für  ihn  charakteristischen  Offenheit  ein,  der  Hauptgrund  für 
jene  Behauptung  sei  gewesen,  daß  es  ihm  trotz  aller  Anstrengungen 
nicht  gelungen  sei,  solche  zu  finden;  er  nimmt  sie  hiermit  feierlich 
zurück  („solemniter  retractans")  Sem  Verfahren,  um  Kurven  der  ge- 
nannten Art  zu  finden,  ist  nun  folgendes:  Es  sei  w  ein  Bogen  eines 
Kreises  vom  Radius  =^  1 ;  die  <Tleichung  der  Kurve  soll  in  Polar- 
koordinaten (2,  (p)  aufgestellt  werden;  dann  muß  sein 


oder 


ds^  +  z^dfp^  =  dw^ 


d^-yo^ 


Die  Aufgabe  ist  also  einfach,  z  in  Funktion  von  9  so  zu  bestimmen,, 
daß  das  Integral  der  rechten  Seite  einen  Kreisbogen  ergibt,  d.  h.  sich 
durch  zy klometrische  Funktionen  ausdrüekeil  läßt.  Dies  ist  nun  sehr 
einfach  möglich,  wenn  s  =-  6  -f-  cos  w  gesetzt  wird,  wo  h  eine  beliebige 
Konstante  ist.     Hierdurch  erhält  mau: 


d<f  - 


Um  dies  Integral  1 


b  +  COB  w 

:uführen,  setzt  man 


mtg(|/^.- 


yh'~i    ■■"-"■  ^  b  +  'i 
s  Gleichung  in  Verbindung  mit  t^tg—Viadz  =  b-\-cosw  stellt 


')  M.  P,  XI  (1830),  p,  114—124. 
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nun  die   gesuchte  Kurve  dar:   sie  ist  algebraisch,   wenn     , ^^■.     eine 

rationale  Zahl  ist.  An  diese  Formeln  schiießt  sich  eine  Diskussion 
der  Kurve,  die  als  wichtigste  Resultate  folgende  ergibt:   der  Krüm- 

munearadius  ist  r  =  s— r ^" ;    daraus    folirt,    daß    ein    Weiide- 

punkt  auftritt  für  cosw;  =  — — ,  also  s  =  v  ■  (Daraus  folgt,  daß 
ein  Holeher  nur  auftreten  kann,  wenn  &<2  ist,  weil  sonst  ^<ö — 1 
■wörde,  was  nicht  möglich  ist.)  Die  Amplitude')  ist  a  =  w -f  ?). 
Auf  Gfrund  der  entwickelten  Formeln  wird  noch  ein  Zahlenbeispiel 
Ib  =  — - )  berechnet,  und  der  Yerlauf  der  Kurve  geneichnet;   sie  hat 

etwa  die  Gestalt  einer  Lemniskate  mit  ungleichen  Schleifen.  Schließ- 
lich wird  noch  bemerkt,  daß  der  von  einem  bestimmten  Punkt  ab 
gemessene  Bogen  gleich  dem  Arkus  des  Winkels  zwischen  dem  Kadius- 
vektor  und  der  Tangente  im  Endpunkt  des  Bogens  ist. 

Während  es  sieh  in  den  Arbeiten,  über  die  vorstehend  berichtet 
wurde,  am  Vergleichung  von  Bogenlängen  verschiedener  Kurven 
handelt,  sind  nun  einige  Abhandlungen  zu  nennen,  in  denen  Be- 
ziehungen zwischen  Bogenlängen  und  Tangenten,  Normalen  usw. 
einer  und  derselben  Kurve  untersucht  werden.  Unter  diesen  ist 
der  Zeit  nach  die  erste  eine  Veröffentlichung  von  Pio  Fantoni 
{1721—1804,  Wasaerbaumeister  in  toskanischen  Diensten,  Mitglied 
des  Instituts  von  Bologna):  „De  problemate  quodam  algebraico,  deque 
evolutjone  mechanicae  euiusdam  curvae  inter  infinitas  hypurmechanicas, 
quae  determinatae  aequationi  satisfaciunt" *).  Die  Aufgabe,  die  Fan- 
toni als  „Prohlema  algebraicum"  bezeichnet,  ist  folgende:  Eine  Kurve 
so  zu  finden,  daß  das  Stück  der  Tangente  zwischen  dem  BerÜhrpuukt 
und  dem  vom  Koordinatenanfangspunkt  auf  sie  gefällten  Lot  kon- 
stant sei.    Als  Differentialgleichung  der  gesuchten  Kurve  ergibt   sich: 


Die  Integration  wird  zunächst  in  rechtwinkligen  Koordinaten  aus- 
geführt, wobei  der  Differentialquotient  als  Parameter  auftritt;  es 
ergibt  sich  eme  ziemhch  komplizierte  Formel,  die  sich  aber  wesent- 
lich vereinfacht  dadurch,  daß  als  Koordinaten  der  Radiusvektor  2, 
und  der  von  ihm  und  der  a-Achse  begrenzte  Bogen  ii  eines  Kreises 
von  gegebenem  Radius  =  a  eingeführt  werden,  also  PoLirkoordinaten 

')  Vgl.  S.  480.         ■)  Phil.  Trana,  Vol.  57  (1707),  p.  3S8— 371, 
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besonderer    Art.       Setzt    man    nämlicli    noch    "|/^^  - 
eibt  sieh 


*  =  (- 


»rctg 


Es    wird    dann    noch  gezeigt,    daß    diese  Kurren  Traktorien   der 
Areh im e diachen  Spirale  sind. 

Auch  Euler  hat  sich  mit  derartigen  Fragen  beschäftigt  und 
folgendes  „Problema  geometricum  ob  singularia  aymptomata  imprimis 
memorabile" *)  gelöat  (10.  Februar  1777):  Eine  Kurve  so  zu  be- 
stimmen, daß  der  Sektor  ACZ  =  S  dem  Quadrat  des  Bogens 
^2=5  proportional  sei.  Dabei 
ist  angenommen,  daß  A  C  zugleich 
Tangente  an  die  Kurve  in  A  sei, 
und  daß  die  Achse  CB  auf  AC 
senkrecht    stehe.      Es    soll   also 


-  4wi. 


(1) 


Dieser    Gleichung    genügt,    wie 
man   leicht   sieht,    die    logarith-   A 
mische  Spirale  um  C,  wenn 


ist,  wo  S  den  konstanten  Winkel    /> 
des  Radiusvektor  gegen  die  Tan- 
gente   bedeutet.      Dies    ist    aber 

schon  deshalb  nicht  die  allgemeinste  Lösung,  weil  hier  w  >  2  sein 
muß.  Für  die  allgemein  gefaßte  Aufgabe  gibt  Euler  drei  Lösungen; 
die  erste  benutzt  den  Winkel  tp  der  Normalen  gegen  die  Achse  und 
druckt  das  vom  Ursprung  auf  die  Kormale  gefällte  Lot  CD  =  t,  und 
das  Stück  ZI)  der  Normalen  =j)  in  Funktion  dieses  Winkels  aus. 
Hierbei  zeigt  sich  zuuächat,  daß  p  dem  Bogen  s,  (  dem  Krilmmnugs- 
radius  r  proportional  ist,  nämlich 


s  =  np;         r  =  j 

was  Euler  als  „proprietates  insignes"  diese: 
ergeben  sich  die  DiÖ'erentialgleicliungen : 


*,  (2) 

Kurven  bezeichnet.   Weiter 


(3) 


•)  N.  A.  P.  Vni,  p.  87—116 


y  Google 


494  Abschnitt  XXIV. 

Die  Integration  liefert  unter  Beriickaichtigung  der  Anfangsbedin- 
gungen: 

t-^lp(""'~e'"y,  p- /«IC -;^ («"'-»''),     w 

wo  die  vom  Ursprung  an  die  Kurve  gezogene  Tangente  CA  =  a  ist, 
und  it  und  ß  den  Gleichungen  genügen: 

K +  /?  =  »;  (tß^l. 
Die  Reellität  von  a  und  ß  hängt  also  davon  ah,  oh  «  ;^  2  ist.  Es 
sind  also  bei  der  Diskussion  der  Kurve  drei  Fälle  zu  unter sciheiden: 
1)  »  >  2,  «  und  ß  sind  reell  (Fig.  37).  Für  wachsende  Werte 
von  <p  wird  t  und  damit  nach  (2)  auch  r  immer  größer;  die  Kurve 
zieht  sich  also  in  immer  weiteren  Windungen  um  den  Punkt  C  herum. 
Nimmt  9  ab  und  wird  negativ,  so  gibt  es  schließlich  einen  Wert,  nämlich 

wo  t,  und  damit  r,  verschwindet.  Daraus  ergibt  sich,  daß  der 
entsprechende  Kurvenpunkt  i'  ein  itückkehrpunkt  ist  (da  r  —  0), 
dessen  Normale  durch  C  geht  (da  t  =  0).  Von  diesem  Punkte  ab 
nähert  sich  die  Kurve  asymptotisch  dem  Ursprung  G, 
uud  es  ist  Bogen  CE  -=  Bogen  AE.  In  der  Nähe  von 
C  und  im  Unendlichen  nähert  sieh  die  Kui-ve  der  loga- 
rithmischen Spirale.  Denn  ist  *  der  Winkel  des  Radius- 
vektor gegen  die  Kurventangente,  so  ist 

te«-=  " —s-, 

"  (        He"'''  — ße' * 

also  lim  tg9  ~  ß,  und  lim  tgS'  =  «. 

cp=tt  ¥  =  -" 

2)  Fall  n  =  2.     In   diesem  Fall    ist    k  -  (3;    aus  (3) 
folgt   t^a(l  +ip)e^\   p  =  a(p-eV;    tg^—^^^--.      Im 
Rückkehrpunkt  ist  q>  —  —  1.  Die  logarithmische  Spirale, 
der  sich   die  Kurve   asymptotisch   nähert,   hat  den  Win- 
kel 45°. 
3)  Fall  w  <  2.     Hier  werden  a  und  ß  konjugiert   im^inär  jmd 
an  Stelle  der  Exponentialfunktion  treten  gonio metrische   Funktionen. 
Setzt  man  a  =  fi  -{-  iv^  ß  —  fi  —  iv,  so  wird: 

f  =  —e^v^fiaiav^  +  v  Goevrp)-,    p  -=  ^■ 

Die  BedingungfürdenRückkehrpunkt((=0)  ist  hier  tgry=--  —  •  diese 
ist  aber  für  unendlich  viele  Werte  von  ip  erfüllt,  also  hat  die  Kurve 
unendlich  viele  Spitzen. 
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Die  beiden  anderen  Lösungen  geben  die  Gleichung  der  Kurve  in 
Polarkoordinaten  {s,  w)  und  in  rechtwinkligen  Koordinaten  (x,  y), 
nämlicli: 


wo  der  Parameter  o  ^  -^—  ist:  und 
X  —  ae"*'  («  sin  9D  - 


/^ '>tqßq_ 


-  cos  qi)  —  a^"^  {ß  sin  y  —  cos  gj), 
3/  =  aef'  (sin  9)  -|-  «  cos  91)  —  afi'*i'  (sin  9  -f  (5  cos  9)). 
Endlich  gehören  hierher  noch  zwei  Abhandlungen  von  Fuß, 
nämlich:  „Exercitatio  analytico-geometrica  circa  liaeam  curvam  singu- 
lari  proprietate  praeditam"^)  und:  „Disquisitio  analytico-geometrica  de 
variis  speciebus  linearum  curvarum  singulari  proprietate  praeditamm"^). 
In  der  ersten  werden  Kurven  folgender  Eigenschaft  gesucht:  Ist  C 
ein  Punkt  der  Normalen,  T  ein  Punkt 
dei'  Tangente  eines  Kurvenpunktes  A 
und  Y  der  Schnittpunkt  von  CT  mit 
der  Kurve,  so  soll  Äl'^  a,rcÄY  sein.  ' 
Setzt  man  ÄC  =  1,  und  nimmt  ylC  al8  . 
Absziasenachse,  C  als  Ursprung  (also 
CX'^x,  X'Y^y),  so  wird  AT^^, 
die  Differentialgleichung  der  Kurve  lautet: 

oder 

rfy        y±_3:yx'  +  y'  —  x-' 

dx  =  -         xil-x'^  ' 

die   sich  jedoch   nicht  integrieren  läßt,  auch  nicht  durch  Einführung 
von    Polar koordinaten.      Fuß    nimmt    nun    AT    als    a^-Achse,     also 
AX^x,   XY=y,   zieht   ferner  in   F  die  Tangente   IT,  und   führt 
den  L  TVY=  <p   und   den  Bogen  AY  =  s  ein.     Dann  ist: 
dx  =  ds  cos  9;; 


1  —  s  sin  9)  —  cos  91; 


dy- 

-(iä 

AT- 

s_- 

Hieraus  ergibt 

sich 

X  = 

s^sin^) 

+  8  cos  9) 

y- 

1 

.ß 

')  A.  P,   1780,  II,  |).  4a- 


")  Ebenda,  1781,  I,  p.  127—146 
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Hieraus  folgt  für  < 


I  Kriimmungsradms : 

Für  s  wird  noch  folgende  ReiheneiitwicMiing  aagegebeu: 

(1     ,      1       .       j    ,    1  ■  3  Billy*  1  -3...  2tt—  1    sinaj*"  ,        i 

Die  zweite  Abhandlung  bringt  eine  Verallgemeinerung  der  vorigen 
Aufgabe,  insofern  jetzt  an  Stelle  der  Tangente  eine  beliebige  Gerade 
tritt.  Es  soll  alao  (s.  Fig.  39) 
a,i:c mn—  MN  sein.  Hierbei 
wird  der  spezielle  Fall  be- 
handelt, daß  die  Kurve  durch 
C  gehen  und  in  C  eine  ge- 
gebene Neigung  «  gegen  die 
a;-Achse  (das  Lot  von  C  auf 
MN)  haben  soll.  Auch  hier 
fuhrt  die  Aufgabe  auf  ein  In- 
tegral von  ähnlicher  Form, 
wie  vorher,  nämlich: 

^'  — — ^^  jgfpYcos  (p ; 

es  wird  auch  hierfür  eine  Reihe 
entwickelt,  die  zur  Berechnung  von  KuiTenpunkten  für  Spezialwerte 
Ton  ß  dient. 

In  verschiedenen  Aufgaben  der  hiermit  erledigten  Gruppe  han- 
delte es  sich  um  Kurven,  die  gewisse  Eigenschaften  mit  dem 
Kreis  gemein  haben.  Es  lag  nahe,  eine  derartige  Fragestellung 
noch  weiter  zu  versuchen.  Euler  selbst  hat  dies  ja  für  die  charak- 
teristischen Eigenschaften  der  Kegelschnitte  getan  (s.  S.  471),  und 
sich  auch  weiterhin  mit  ähnlichen  Untersuchungen  beschäftigt. 
Schubert  und  namentlich  Fuß  sind  speziell  vom  Kreis  ausgegangen. 
An  derartige  Fragen  schlössen  sich  naturgemäß  sonstige  Aufgaben 
über  Krümmungsradien,  und  deren  Beziehungen  zu  den 
Koordinaten,  zu  Tangente,  Bogenlänge  usw.  Die  erste  Abhand- 
lung auf  diesem  Gebiet  wurde  von  Euler  der  Petersburger  Akademie  vor- 
gelegt am  16.  Jajiuar  1777:  „Evolutio  problematis,  cuius  solutio  ana- 
lytiea  est  difficillima,  dum  synthetica  per  se  est  obvia"^).  Es  handelt 
sich  darum,  eine  Kurve  zu  finden,  deren  Krümmungszentra  alle 
auf  einem  gegebenen  Kreis  vom  Radius  =a  liegen.  Es  ist 
ohne  weiteres  klar,  daß  dieser  Bedingung  genügen: 


')  N.  A.  P.  Vlir,  p.  73—86. 
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1)  alle  Kreise,  deren  Mittelpiuikte  auf  dem  gegebenen  Kreis  liegen, 
also  auch  die  Punkte  dieses  Kreises  selbst. 

2)  alle  Evolventen  des  gegebenen  Kreises. 

Die  Abhandlung  ist  mehr  wegeo  der  darin  angewandten  Integrations- 
methoden bemerkenswert,  als  wegen  der  gefundeneu  Kurven,  die  ja 
nichts  Neues  bieten.  In  ersterer  Beziehung  handelt  es  sich  um  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  wobei  Integrale  verschiedener 
Art  auftreten,  darunter  auch  der  Kreis  selbst  als  singuläres  Integral. 
Von  Interesse  ist  hier  eine  Bemerkung  Eulers  über  die  Unter- 
suchungen von  Lagrange  (N'ouTeaux  memoires  der  Berliner  Aka- 
demie 1774)  über  diesen  Gegenstand,  an  denen  Euler  die  nötige 
Klarheit  vermißt:  „Nullum  autem  est  dubium,  quin  vir  lUustrissimus 
(d.  h.  Lagrange)  mentem  suam  non  satis  exposuerit  aut  quasdam 
rationes  ad  intelligendum  necessarias  reticuerit,  quas  equidem  supplere 
non  valeo,  uade  uberior  explicatio  super  hoc  principio,  in  quo  lU, 
Auetor  adeo  insigne  supplementum  Calculi  integralis  constituit,  masime 
foret  optanda".  Es  bandelt  sich  hier  wieder  hauptsächhch  um 
die  Bedeutung  der  Integrationskonstante  (s.  S.  479).  Das  jedem 
Band  dieser  Serie  von  Publikationen  vorausgeschickte  „Extrait  histo- 
rique"  bemerkt  dazu:  „II  y  a  lieu  de  croire  que  M.  Euler  n'a  pas  bien 
saisi  l'idee  de  M.  de  la  Grange,  aussi  parait-il  dispose  lui  meme  ä 
mettre  ses  doutes  sur  le  compte  de  quelque  malentendu". 

Auf  höchst  merkwürdige  Kurven  wurde  Euler  geführt  durch 
seine  Untersuchungen:  ,,De 
curris,  quarum  radii  osculi 
tenent  rationem  duplicatam 
distantiae  a  puncto  fixo, 
earumque  mirabilibus  pro- 
prietatibus"  *)  (20.  August 
1781).  Die  Aufgabe  ist  also, 
eine  Kurve  so  zu  bestimmen, 
daß  der  Krümmungs- 
radius r  dem  Quadrat 
des  Radiusvektor  s  pro- 
portional ist,  also  r=— . 
Daß  der  Kreis  vom  Radius  a 
dieser  Gleichung  genügt,  ist 
ohne  weiteres  klar ;  es  gibt  aber 
auch  noch  andere  Kurven. 


Um  diese  zu  finden,  werden  Polarkoordi- 


')  M.  P.  IX  (1824),  p.  47—56. 
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naten  (s,  qo)  eingeführt,  ferner  daa  Lot  P  vom  Pol  C  auf  die  Tan- 
gente =  p,  und  der  Winkel  CZP  des  RadiusTektor  gegen  die  Tan- 
gente =  rji  (ygl.  Fig.  40).     Es  ist  dann: 


if-S-^,-  (3) 

Da   >■=— ,   folgt   aus   (1)    durch    Integration,    wobei    die   Konstaute 

='  1  gesetzt  wird: 

p-aiogs,  (4) 

und  somit  iat  nach  (3): 

Hieraus  läßt  sieh  ds  beatimmen  und  integrieren;  es  ergibt  aich 

s  —  aqt)  =  V«^  —  (a  log  5)'  -!-  c, 
also,  wenn  c  =  0  gesetzt  wird  (vgl.  Fig.  40): 

atf^ÄZ-PZ. 
Aus  der  Figur  folgt  noch: 

sin  a»  =    ■  , 
also  nach  (4): 

sintf.  =  "^-~^-.  (6) 

Die  Integration  von  (5)  ist  nicht  ausführbar,  daher  versucht 
Euler  durch  eine  scharfsinnige  Diskussion  dieser  Gleichungen  den 
angenäherten  Verlauf  der  Kurve  herzuleiten.  Zunächst  ist  zu  be- 
merken, daß  sich  zwei  wesentlich  verschiedene  Falle  ergeben,  je  nach- 
dem a  größer  oder  kleiner  als  die  Basis  e  des  natürlichen  Loga- 
rithmensysfcems  ist.  Euler  behandelt  zuiüchst  den 
l)  Fall:  a<e. 

In  diesem  Fall  gibt  es  nur  einen  "Wert  von  s,  der  den  Radi- 
kanden s^  —  {a  log  zY  zum  Verschwinden  bringt;  denn  der  Faktor 
^  —  M  log  z  kann  in  diesem  PaU  überhaupt  nicht  vei-ach winden.  Be- 
zeichnet man  jenen  Wert  von  s  mit  f,  so  ist  also  / -f  «  log /' =  0. 
Beispiebweiae  iat  für  a  =  1  angenähert  f=^-  Dieser  Wert  ist, 
wie    Euler    bemerkt,    nahezu    =-— ,    woraus    er    vermutet,    daß 
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— —   der    genaue  Wert   sei.     Trt^   man   nun    (vgl.  Fig.  41)  auf  der 

Achse  ein  Stück  CF  =  f  ab,  so  wird  für  diesen  Wert  von  z  nach 
-  (6)  sin^  =  —  1;  die  Kurve  steht  also  auf  der  Achse  senkrecht.  Nun 
schließt  Euler  aus  (5),  daß  d^  zuuiichst  negativ  sei,  solange  z<ie, 
da  ja  dann  logs  negativ  ist.  Hier  liegt  nun  offenbar  ein  Versehen 
vor;  deun  die  Wurzel  im  Nenner  hat  ja  eio  Doppelzeichen,  also  muß 
die  Kurve  zur  Achse  symmetrisch  sein.  —  Euler  zeigt  nun,  daß  die 
Kurve  von  F  ab  mit  wachsendem  s  unter  die  Achse  herunter  geht, 
bis  für  a  =  1  Atp  =  0,  und  j/j  =  0  wird;  d,  h.  die  Kurve  berührt  hier 
den  Radiusvektor.  Für  weiter  wachsende  z  nimmt  sin  ^  zu,  erreicht 
sein  Maximum  für  s  =-e,  und  nimmt  von  da  au  immer  ab.  Der 
Krümmungsradius  nimmt  gemäß  der  Gleichung  r  ^  -  mit  wachsen- 
dem s  sehr  rasch  zu.  Den  Verlauf  der  Kurve  für  sehr  große  Werte 
von  s  bestimmt  Euler  durch  etwas  gewagte  Schlüsse  dahin,  daß  sie 
zu  einer  Geraden,  die  mit  der  Achse  einen  Winkel  =  ~^  t  ~ 
bildet  (wo  h  eine  sehr  große  Zahl  ist),  ähnlich  verläuft,  wie  die 
Parabel   zu   ihrer   Achse.     Vielleicht   ist  es  richtiger,   daß  die  Kurve 


für  sehr  große  Werte  von  s  iu  rasch  größer  werdenden  Spiralen  um 

den  Pol  läuft.     Auf  Grund  dieser  Überlegungen  bestimmt  Euler  für 

o  =  1    die    Gestalt    der    Kurve   iu    der    durch   Fig.  41    angedeuteten 

Weise,  wobei  der  von  ihm  nicht  gezeichnete  symmetrische  zweite  Zweig 

der  Kurve  gestrichelt  beigefügt  ist. 

2.  Fall:    a  >  e.      Hier    erhalten    die    Kurven     eine    wesentlich 

andere    Gestalt.     Es    gibt   nämlich   jetzt  drei  Werte  von  z,    die  den 

Ausdruck  z^  —  [a  log«)^  zum  Verschwinden  bringen:  einmal  den  schon 

im  1.  Fall   genannten,   für    den   2+ralog2  =  0   ist,   und   der  wieder 

mit  f  bezeichnet  wird,   und    dann   noch    zwei   weitere,   g  und  A,   für 

welche  z  —  a  log  a  =  0  ist,   und   von   denen  der  eine  zwischen  1  und 

e,  der  andere  zwischen  e  und  oo  liegt.     Die  Werte  g  und  h  genügen 

dabei  noch  der  Gleichung: 

9    ^   .^  =  0, 
logg       logÄ 
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Hierbei  ist  also 


Für  Werte  von  e  zwiaclien  g  und  h  wird  die  Kurre  imaginär,  ebenso 
für  ü  <  /■.  Die  Kurve  zerfällt  also  in  zwei  getrennte  Zweige,  von 
denen  der  eine  außerhalb  des  Kreises  mit  Radius  h,  der  andere 
zwischen  den  Kreisen  mit  den  Radea  f  und  g  liegt.  In  den  Punkten, 
wo  z  =^f,  n  =  g,  z  —  h  ist,  steht  der  Radiusvektor  auf  der  Tangente 
senkrecht;  für  2  =  1  berührt  er  die  Kurve. 

Auf  Grrund   ähnliclier  Überlegungen    wie    im   ersten    Fall   findet 
Euler  die  in  Fig.  42  angedeutete  Gestalt  der  Kurve,   wobei  (?  =  "j/S 

a  ^  ■^.  und   f  angenähert  ^  J-|-t-i 
g^CG  =  g;  GH=  h;  CE  =  e;  CÄ^  1.    Die  Symmetrie 
zur  Achse  wird  diesmal  berücksichtigt.    Der 
äußere  Zweig  verläuft  ähnlich,  wie  die  Kurve 
im  1.  Fall  für  große  Werte  von  z.    Die  An- 
zahl  der  Windungen   des    inneren    Kurven- 
zweiges  hängt   vom  Verhältnis  der  -^  ECff 
■  zu  360*  ab.    Euler  bemerkt  noch,  daß  dieser 
Winkel  um  so  kleiner  sei,  je  mehr  /  und  g 
sich  dem  gemeinsamen  Wert  1  nähern,  und 
um   so  größer,  je   mehr   sieh  g  und  h  dem 
gemeinsamen    Wert   e   nähern,    und    folgert 
daraus,  daß  für  a  =  e,  in  welchem  Fall  auch 
Vi«.  4s.  ^  <l  und   h  =  e   werden,   dieser   Winkel   ECg 

unendlich  gi-oß  werde,  d.  h.  daß  die  Kurve 
erst  nach  unendlich  vielen  Umdrehungen  den  Kreis  mit  Radius  e  er- 
reiche, um  dann  in  den  äußeren  Zweig  überzugehen.  Schließlich 
macht  Euler  darauf  aufmerksam,  daß  der  Kreis  mit  Radius  a,  der 
ja  offensichtlich  der  Gleichung  z  =  —  genügt,  gar  nicht  auftritt,  und 
bemerkt:  „istum  casiim  quasi  per  divisionem  e  calculo  expulsum  fore". 
Die  hier  behandelte  Frage  ist  ein  spezieller  Fall  eines  allgemei- 
neren, die  Fuß  untersucht  in  einer  Arbeit  vom  24,  April  1788: 
„Solutio  problematis  ex  methodo  tangentium  inversa'").  Fuß  knüpft 
hier  an  ein  Paradoxon  an,  nämlich  daß  alle  Kurven,  deren  Krüm- 
mungsradius gleich  dem  Radiusvektor  ist,  sich  rektifizieren 
lassen,  und  daß  dies  für  den  Kreis  (der  doch  sicher  auch  zu 
diesen  Kurven  gehört),  bekanntlich  nicht  zutrifft.  Er  sucht  nun 
zu  einer  Lösung  dieses  Paradoxons  zu  gelangen,  indem  er  sich  die 
Aufgabe  stellt,  alle  Kurven  zu  finden,  deren  Krümmungsradius  eine 
gegebene  Funktion  des  Radiusvektor  ist^). 


")  N.  A.  P.  IV,  p.  104—121 
opo  Riccati  beschäftigt. 


*)  Mit  dieser  Aufgabe  hat  sich  auch  achou 
lOiia,  Spez.  alg,  u.  tranacecd.  Kurren,  8.  630. 
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Der  Gang  der  Unter  Buchung  ist  im  ganzen  ähnlich  wie  in  der 
Arbeit  von  Euler,  die  Bezeichnungen  sind  indes  etwas  anders  ge- 
wählt. Fuß  führt  außer  Polarkoordinaten  (z,  ip)  ebenfalls  das  vom 
Pol  auf  die  Tangente  gefällte  Lot  (  und  7^  =  p  ein.  Die  Funktion 
von  0,  die  dem  KrümmungBradins  gleich  sein  soll,  heißt  Z.  Es  werden 
dann,  meist  auf  differentialgeonietrisehem  Wege,  folgende  Relationen 
hergeleitet: 

'     J    Z         ^1+^.'  (iJ 

rf9,  =  -^^i^.  (2) 

Setzt  man  in  (2)  für  t  seinen  Wert  aus  {!)  ein,  so  ist  die  Auf- 
gabe anf  die  Ausführung  von  zwei  Quadraturen  zurückgeführt.  Nun 
■werden  Spezialfälle  behandelt,  und  zwar 

1)  Z  =  m.  Die  Integration  wird  bewerkstelligt  durch  Einfüh- 
rung des  Winkels,  den  die  Tangente  eines  Kurveupunktes  mit  dem 
in  diesem  Punkt  auf  dem  Radiusvektor  errichteten  Lot  bildet,  und 
der  mit  2^  bezeichnet  wird.  Es  ergibt  sieh  dann  (mit  a  und  C  als 
Integration  skonstanten) ; 

und  für  den  Bogen  s 

«=--5^'^|S^,-  +  T^.?(l'  +  2*-«)-  ,4, 

Ans  (4)   folgt,  daß   diese   Kurven    rektifizierbar    sind.     Das    Integral 
in  (3"|    nimmt  verschiedene    Formen   an,   je    nachdem   w  =  1,  w  <  1, 
w  >  1  ist,  nämlich: 
für  «  =  1 

<fi  =  l)  —  2^i^  -\-  tg i/j, 
für  K  <  1 


Diese  Fälle  werden  der  Reihe  nach  entwickelt;  am  interessau- 
testen  ist  eigentlich  der  erste,  weil  hierunter  auch  der  Kreis  fällt. 
Es  ergibt  sich  eine  Kurve,  welche  die  zweite  Evolvente  eines 
Kreises  vom  Radius  a  ist.  Beschreibt  man  nämlich  (Fig.  43) 
einen  Kreis  mit  Radius  a  (Mittelpunkt  S),   konstruiert  dessen  Evol- 
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vente  ER  von  E  aus,  trägt  auf  der  Tangente  des  Anfaugapunktes 
ein  Stück  EC  —  -  ab,  und  wickelt  nun  einen  über  die  Evolvente 
gespannten  Faden,  von  C  beginnend,  ab,  so  beschreibt  das  freie  Ende 
die  gesuchte  Kurve.  Es  ist  jedoch  auch  hier,  wie  bei  Euler,  nicht 
berücksichtigt,  daß  die  Kurve  zur  Achse  symmetrisch  sein  muß,  und 
daher  nur  der  in  der  Fig.  43 
ganz  ausgezogene  Teil  der 
Kurve  angegeben.  Für  die 
Bogenlänge  s  ei^ibt  sich  in 
diesem  Fall 

"•"        60'  ' 

also  ist  die  Kurve  rektifizier- 
bar. Darait  kommt  Fuß  auf  das  zu  Anfang  erwähnte  Paradoxon 
zurück,  daß  der  Kreis  mit  Eadius  =  a,  der  doch  auch  zu  diesen 
Kurven  gehört,  nicht  rektifizierbar  ist.  Die  Lösung  findet  Fuß  daria, 
daß  für  e  ~  a  der  Ausdruck  für  das  Linienelement  die  unbestimmte 
Form   -^  annimmt. 

Nachdem  auch  noch  die  beiden  anderen  Fälle  (w  <  1,  w  >  1) 
entwickelt  sind,  werden  die  Kurven  betrachtet,  für  welche 

2)  r  =  Z  =  n^  ist.  Hier  ei^ibt  sich  aus  (1)  mit  Vernach- 
lässigung der  Integrationskonstante: 


Es  zeigt  sich  nun,  daß  diese  Formeln  für  m  =  1  und  m  =■  2 
versagen;  für  m  =  2  findet  Fuß  den  Ausdruck  für  die  Bogenläuge, 
der  auch  bei  Euler  vorkommt,  und  bekennt:  „hie  subsistere  sumus 
coa«ti",  m  =  3  ergibt  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Von  Interesse  ist 
noch  die  Hchiußbemerkung,  daß  Fuß  erst  nachdem  er  seine  Untersuchung 
„iam  ad  umbilieum  paene"  durchgeführt  hatte,  die  vorher  (S.  497  ff.)  be- 
sprochene Arbeit  des  schon  verstorbenen  Euler  entdeckte  (die  damals 
noch  nicht  gedruckt  war),  wo  die  Diskussion  des  schwierigsten  Falles 
m  =  2  „per  mera  ratiocinia"  durchgeführt  sei. 

Dem   in   den   beiden   letzten  Arbeiten  erwähnten   Paradoxon    be- 
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zflglich  des  Kreises  hat  Schubert  eine  eigene  Untersuchung  gewidmet: 
„Solutio  dubii  circa  rectificationem  curvarum"')  (30.  Juni  1791).  Er 
bemerkt  einleitend,  daß  solche  Paradoxa  meist  daher  kommen,  „quod 
Analyatii  ad  eaJculum  nimia  attentus,  minus  inquiaiverit,  an,  quae 
caleulo  supponit,  cum  rei  natura  consentiant",  und  knüpft  dann  an  die 
eben  besprochene  Arbeit  von  Fuß  an.  Die  Untersuchung  trifft  aber  den 
eigentlichen  Kern  der  Sache  auch  nicht,  nämlich,  daß  r  =  const.  ein 
singuläres  Integral  der  Differentialgleiebuug  ist.  Schubert  bemerkt 
nur,  daß  sich  für  den  Kreia  durch  Anwendung  des  allgemeinen  Ver- 
fahrens eine  identische  Gleichung  ergebe.  Interessant  ist  an  der 
Arbeit  auch  eine  Zwischenbemerkung;  Schubert  glaubt  nämlich  in 
der  Tatsache,  daß  sich  der  Bogen  des  Kreises  durch  das  allgemeine 
Verfahren  nicht  berechnen  läßt,  einen  Beweis  dafür  zu  linden,  daß  er 
überhaupt  nicht  rektifizierbar  sei,  während  bisher  die  „irrecti- 
ficabilitas"  des  Kreises  schwerlich  je  streng  bewiesen  worden  sei. 

Kurz  vorher  (18.  Oktober  1790)  hatte  Schubert  in  einer  Note 
(„Problemata  e  methodo  tangentium  inversa"*)  sich,  ausgehend  von  der 
Eigenschaft  des  Kreises,  daß  der  Krümmungsradius  gleich  der  Nor- 
malen ist,  die  Aufgabe  gestellt,  eine  Kurve  zu  finden,  für  welche  der 
Krümmungsradius  gleich  der  negativen  Normalen  ist-,  daß  die  von 
ihm  ermittelte  Kurve  die  längst  bekannte  Kettenlinie  ist,  scheint  ihm 
dabei  entgangen  zu  sein. 

Auch  Fuß  hat  sich  später  noch  einmal  mit  derartiger  Fragen 
beschäftigt,  und  zehn  Aufgaben  über  den  Krümmungsradius,   wo  Be- 


ziehungen zwischen  diesem,  dem  Radiusvektor,  der  Bogenlänge  usw. 
gegeben  sind,  gelöst  („Decas  problematum  geometrieorum  ex  methodo 
itium   inversa,    radium    osculi    spectantium"*)   (13.   Juni    1799). 


^)N.A.P.IX,  p,  190— 204.     *)  Ebenda  p.IÖC— 189,     ')M:,P.I(18n9\p.8 
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Dieaelben  lauten  iß  den  durch  Pig.  44  angedeuteten  Bezeichnungen 
(m,  n  bedeuten  gegebene  Zahlen,  a,  c  gegebene  Strecken,  R  das 
Kr  ümmun  gszen  tru  m) ; 

7)  7-3  4.  §2  =  f  _ .  8)  m^'^  +  n^s^  —  a*. 

9)  m*r^  +  w^.s^  =  d^  10)  m^s^  —  n^r^  —  c^. 

Endlich  gehört  noch  hierher  eine  Arbeit  Ton  Platzm  ann  (1760  bis 
1786),  einem  Schüler  von  Lexell  und  Adjunkt  der  Petersburger  Aka- 
demie^): „Solutio  problematis  ex  methodo  tangentium  inrcraa"*).  Hier 
soll  der  Krümmungsradius  in  einem  konstanten  Verhältnis  zur  Summe 
der  Abszisse  und  Subnormale  atehen,  es  ist  also  dieselbe  Aufgabe,  die 
Fuß  später  in  seiner  Decas  als  Nr.  2  behandelt  hat. 

Eine  dritte,  kleinere  Gruppe  von  Abhandlungen  befaßt  sich  mit 
Kurven,  die  durch  irgendwelche  mechanische  Eigenschaften 
definiert  sind.  Die  erste  dieser  Arbeiten  ist  von  Saint  Jacques  de 
Guillaume  de  Silvabella  (1722— ISOl,  Direktor  der  Sternwarte 
zu  Marseille);  sie  handelt:  „Du  solide  de  la  moindre  resistance"*)  und 
sucht  die  Kurve,  deren  Rotationskörper  bei  einer  Bewegung 
in  der  Richtung  der  Achse  im  widerstehenden  Mittel  den 
geringsten  Widerstand  erfährt,*)  Silvabella  betrachtet  zuerst 
den  Widerstand  des  Rotationskörpers  eines  Kreisbogens,  stellt  die 
Bedingung  dafür  auf,  daß  dieser  ein  Minimum  wird,  und  leitet  daraus 
die  Differentialgleichung  der  Kurve  her,  nämlich: 

Zydxdy^cPy  —  ydy^^x  —  dy^dx  =  0. 
Ein  erstes  Integral  lautet,  wenn  j    =M  gesetzt  wird: 

Die  ballistische  Aufgabe,  die  Bahnlinie  der  Geschosse  mit  Be- 
rücksichtigung des  Luftwiderstandes  zu  finden,  behandelt  Jean 
Charles  Borda^)  (1733—1799,  Ingenieur  der  französischen   Flotte, 

')  YeBaelofaki,  Einige  Materialien  zur  Geschichte  der  Akademie  der 
WisaenBchaftea  M.  P,  LXXIII,  Anhang  Nc.  2  (in  russischer  Sprache).  *)  A.  P. 
1781,  n,  p.  ÜO— loa,  =)  Mem,  div,  Sav,  IH  (1760),  p.  638—649.  ')  Loria, 

Spezielle  Kurven,  S.  585  f.  "j  Hist.  de  l'Acad.     Avec  lea  memoires  matt,  et 

phya.  1769,  p.  247—271 
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später  Divisionschef  im  Marineministeriiim)  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  der  Luftwiderstand  M  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
M  proportional  ist,  also  ü  =  —  .  Die  entstehende  Differentialgleichui^ 
lautet,  wenn  s  =  ,--  ist: 


/*        adz  /*      asdz 

J  fd,  j/i  +T''        J  fdz  >/r+ 


Um  die  Integration  dieser  Gleichungen  bewerkstelligen  zu  können, 
nimmt  Borda  an,  daß  die  Dichtigkeit  der  Luft  nicht  konstant  sei, 
sondern  eine  Funktion  von  x  sei.  Durch  passende  Wahl  derselben 
werden  die  Gleichungen  integrabel.  Durchgerechnete  Zahlenbeispiele 
ergeben,  daß  die  Bahn  erheblich  von  der  parabolischen  abweicht 
femer,   daß  die  wirkliche  Schußweite     /j  A 

hinter  der  theoretischen  zurückbleibt, 
und  daß  sie  ihr  Maximum  nicht 
bei  45",  sondern  etwa  bei  130"  er- 
reicht. 

Mit  einer  elastischen  Kurve  hat 
sich  Euler  in  einer  Abhandlung: 
„De  miris  proprietatibus  curvae  elasti- 
cae     sab     aequatione     w  =   /    r^.-':^  '■  /' 

coutentae"')  beschäftigt.    Er  bemerkt  •--.-•' 

einleitend,   daß   die  Kurve   periodisch 

verlaufe,  und  beweist  nun  folgende  merkwürdige  Eigenschaften  von 
ihr,  wobei  (vgl.  Fig.  45)  AD  (Abstand  eines  Maximalpunktes  von  der 
»/-Achse)  =  1;  ferner 


CD  =  a; 
ist;  nämlich: 


cCA  = 


CP  = 


FM  = 


arc  CM  =  s 


die  Normale   MN  =  - 


=/, 


j/i- 


KrümmuTigeradius  =  ^  =  ~ä-\     ABarnAC  =  AD^ ■  -  - . 
Bedeutet   ferner   n{ß)    die    Funktion    j —z=s=,    so   zeigt   sich,    daß 
y  ^  Il{x)  unsere  Kurve  darstellt,  ist  femer  ®(s)  - 


')  A.  P.  1782,  11,  1).  34— ei. 
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&{x)    die    Bogenlänge   bedeutet,   sind  endlicli  x.  y,  b   drei   Abszissen 
derart,  daß 

®{b)  —  @{x)-\-  ®{y) 
ist,  so  ist: 

Die  A.  E.  1769  enthalten  eine  Arbeit  von  Lambert:  „Solutio 
problematis  ad  methodum  tangentium  inversam  pertinentis",  über 
die  Verfolglingskurve,  mit  der  Angabe,  daß  die  Aufgabe  von 
Vincenzo  Riccati  stamme^);  nach  dessen  Aussage  sei  sie  ihm 
{ßiceati}  gesprächeweise  von  einem  „viro  in  rebus  analyticis  satis 
versato"  vorgelegt  worden,  der  aber  offen  zugab  („ingenue  aiebat")  keine 
Lösung  zu  wissen.  Lambert  bemerkt  dazu,  daß  ihm  dieselbe  Auf- 
gabe schon  lange  wie  ein  „luens  ingenii"  in  den  Sinn  gekommen  sei. 

Die  Kurve  muß  nun 
die  Eigenschaft  haben, 
daß  ein  Kurvenbogen  MD 
in  einem  konstanten  Ver- 
hältnis steht  zu  dem  Stuck 
TG,  das  die  in  seinen 
Endpunkten  gezogenen 
—  Tangenten  auf  einer  ge- 
Fig  4B.  gebenen  Geraden  abschnei- 

den, also 
a.T>iMT):TG  =  n:l. 
Nimmt  man  die  gegebene  Gerade   als  ic-Achse  und  GT  als  positive 
Kichtung  derselben,  und  bezeichnet  den  LMTG  mit  w,  so  ist 


tgu 
i  die  Differentialgleichung  der  Kurve  heißt: 

■  ^yd{iii^w). 


ndy 


Nimmt  man  als  Anfangspunkt  den  Punkt,  wo  die  Kurventangente 
auf  der  3;-Achse  senkrecht  steht^  und  den  Abschnitt  dieser  Tangente 
als  Einheit,  so  ergibt  die  Integration; 

Ist  w  —  1,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Verfolgers  gleich  der 
des  Verfolgten,  so  versagt  diese  Gleichung.  Ein  Zurückgehen  auf  die 
ursprüngliche  Differentialgleichung  ergibt  in  diesem  Fall: 

')  Loria,  Spezielle  Kurven,  S.  608,  zeigt,  daß  die  Aafgalie  älter  ist. 

Hosied  by LjOOQIC 


Höhere  ebene  Kiitvei 


■2a:. 


Sü  +  f 


Eine  Aufgabe  verwandter  Art  behandelt  Nieuport  (Charles 
Fran^ois  le  Prudbomme  d'Hailly,  Vicomte  de  Nieuport,  1746 
bis  1827,  Malteser  Eitter,  von  1815  an  Mitglied  der  2.  Kammer  und 
der  Akademie  in  Brüssel)  in  einer  vom  16.  September  1777  datierten 
Arbeit:  „Memoire  sur  les  courbes  que  decrit  un  corps  qui  s'approehe 
ou  s'eloigne  en  raison  donnee  d'un  point  qui  parcourt  une  ligne 
droite" ').  Es  bandelt  sieh  dabei  um  folgendes :  Ein  Punkt  bewegt  sich  mit 
gegeb  ener  Geschwindigkeit 
V  von  einem  festen  Punkt  A 
aus,  ein  zweiter  ebenso  mit 
der  Geschwindigkeit  tv  von 
S  aus,  der  letztere  auf 
einer  Geraden.  Bezeichnen 
C  und  D  eine  beliebige 
Lage  der  beiden  Punkte, 
so  kann  man  die  Aufgabe 

stellen,  die  Bahnkurve  des  Punktes  C  so  zu  bestimmen,  daß  die  Ent- 
fernung CD  der  beiden  Punkte  eine  gegebene  Funktion  der  Koordi- 
naten des  Punktes  C  sei.  Die  Lösung  ist  folgende:  Es  sei  (Fig.  47) 
BK=x;  CK  =  y,  BD  ^  z;  arc^C^s,  so  ist 


=  X  -  yc&  - 


r; 


folgt  als  Differential gleicliung  der  Kurve 

'^-'-^  =  d{x  ~-  yCD^^J') , 

wo  also  CD  eine  gegebene  Punktion  von  x  und  y  ist.  Dies  wird  an 
dem  einfachsten  Fall  CD  =  «  durchgefilhrt,  wobei  also  die  Entfernung 
der  beiden  Punkte  und  das  Verhältnis  ihrer  Geschwindigkeiten  kon- 
stant ist.     Ist  letzteres  =  h,  so  ergibt  sich: 


-c  + 


ya^- 


■kfV'a'- 


-  <iy, 


wo  /*ä-  l  =  (,s  iat. 

Für   h  =  1    erhält   man    mit    Weglassmag    der   Integrationskon- 
stantea: 


■)  Memoirea  de  l'Acaci.  Imp,  de  Bruxelles,  T.  II  (1780),  p.  13t 
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Es  wird  daiiD  uoch  der  schwierigere  fall  untersnclit,  daß  die 
Geschwindigkeiten   veränderlieh    sind.     Bezeichnet    man    diese   mit  P 

und  Q,  so  ist  s  =   \    n^ '  ^^^'^  ^^^^  ^'^  Differentialgleichung: 

Als  Beispiel  dient   ^  ==  -  ~— ^;  CD  =  y,  wobei  sich  die  Wurfparabel 

ergibt.  Auf  diesem  Weg  läßt  sich  auch  leicht  die  Leibnizsche 
Isochrone  herleiten,  indem  CD  ^  y;  P  ^-Vq;  §-=  "j/a;  gesetzt  wird. 
Man  erhält  so  die  Neilsche  Parabel. 

Mit  allgemeinen  Traktriskurven ^)  beschäftigt  sich  Euler  in  zwei 
Abhandlungen  aus  dem  Jahr  1775,  „Comraentatio  de  curvis  tractoriis", 
und  „De  curvis  tractoriis  eompoBitia".^)  Die  erste  stellt  die  Differential- 
gleichung für  den  allgemeinen  Fall  auf,  daß  der  ziehende  Punkt  sich 
auf  einer  beliebigen  Kurve  bewegt,  integriert  und  rektifiziert  sie  für 
den  Fall,  daß  diese  Kurve  ein  Kreis  ist.  Euler  versucht  auch,  die 
Aufgabe  unter  Berücksichtigung  der  Reibung  zu  lösen,  mit  dem  Re- 
sultat, daß  diese  Aufgabe  die  Kräfte  der  Analysis  Übersteige,  In  der 
zweiten  Abhandlung  wird  der  Fall  untersucht,  daß  mehrere  Punkte 
hintereinander  an  demselben  Faden  befestigt  gedacht  sind;  doch  ge- 
lingt auch  hier  die  Lösung  nicht. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  daß  Malfatti  in  der  schon  er- 
wähnten Schrift:  „Della  curva  Caesiniana",  wo  alle  Eigenschaften  durch 
synthetische  Überlegungen  hergeleitet  werden,  von  der  Lemniskate 
die  folgende  nachweist:  Steht  eine  Doppelpunktstangente  vertikal,  so 
durchfällt  ein  schwerer  Punkt,  der  im  Doppelpunkt  seine  Bewegung 
beginnt,  einen  Kurvenbogen  und  seine  Sehne  in  der  gleichen  Zeit. 

Als  vierte  Gruppe  lassen  sich  einige  Arbeiten  über  Trajek- 
torien  und  Paralielkurven  zusammenstellen;  den  ersteren  sind 
verschiedene  Abhandlungen  von  Euler  gewidmet,  nämlich:  „Conside- 
rationes  de  traiectoriis  orthogonalibua"^),  „Digressio  de  traiectoriis  tarn 
orthogonalibus  quam  obliquangulis"^)  und  „Considerationes  super  traiec- 
toriis tarn  rectangulis  quam  obliquangulis"*)  (3.  Juni  1775).  Gerade 
bei  diesen  Arbeiten  ist  wieder  auf  die  S.  479  gemachte  Bemerkung 
über  eine  gewisse  Unklarheit  in  betreff  der  Integrations konstanten 
hinzuweisen.  Zunächst  ist  stets  nur  von  einer  Trajektorie  die  Rede ^. 
Es  ist  nämlich  fast  immer  angenommen,  daß  die  Differentialgleichung  der 

')  Vgl.  Käatner,  Gesch.  d.  Math.  IV,  8.  2f.  ")  N.  A.  P.  E,  p.  3—27, 

p.  '28—36.  ')  N.  C.  F.  XIV  (17fl9),*p.  46—71.  ')  Ebenda,  XVn  (1772), 

p.  206—248.  '}  N.  A.  P,  I,  p.  S— 46.  «)  So  übrigena  auch  bei  Klflgel  in 

dem  betr.  Artikel,  V,  p.  92ff. 
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Kurvenschar,  deren  Trajektorie  gesucht  wird,  den  Parameter  noch  ent- 
hält; in  der  zweiten  der  oben  genannten  Abhandlungen  sagt  Euler 
sogar  geradezu,  eine  Knrvenschar  könne  definiert  sein  durch  eine 
Differentialgleichung  mit  einem  Parameter.  —  Unter  dieser  Annahme 
untersucht  Euler  die  verschiedenen  Fälle,  die  sich  ergeben,  je  nach- 
dem die  Gleichung  der  Kurvenschar  nach  einer  der  Variabein  oder 
nach  dem  Parameter  auflösbar  ist.  Die  Theorie  selbst  wird  jedoch 
in  keinem  wesentlichen  Punkte  weiter  gefordert,  nur  der  Satz  tritt 
wohl  hier  zum  erstenmal  auf,  daß  die  Bedingung  für  die  Orthogona- 
lität  zweier  Kurvenscharen  F(x,  y,  p)  ^  0  und  ^{x,  y,  q^)  —0  ge- 
geben ist  dui'ch  die  Gfleichung  -^^^^ — h  s^ -i  =0:  um  die  hier  auf- 
tretenden  Differentialquotienten  bilden  zu  können,  sind  aus  den  Glei- 
chungen der  Kurvenscharen  x  und  y  als  Funktionen  der  Parameter  p 
und  q  auszudrücken. 

Einen  entschiedenen  Fortschritt  gegenüber  diesem  Standpunkt 
bedeutet  die  Arbeit  von  Trembley  (1749 — 1811,  erst  Jurist,  dann 
Mathematiker,  von  1794  an  in  Berlin,  Mitglied  der  Akademie):  „Ob- 
servations  sur  le  probleme  des  Trajectoires"  'i  Hier  wiid  die  Aufgabe  mit 
voller  Klarheit  angefaßt  und  durchgeführt,  uiitei  Bezugnahme  auf  Eulers 
Veröffentlichungen,  die  Trembley  als  einen  ,calL.ul  assez  prolise"  be- 
zeichnet. Er  macht  auch  auf  den  Hauptfehler  iiifmeiksam,  nämlich  auf 
die  falsche  Auffassung  des  Parameters,  bzw  der  Integratinnsknnstanten, 
und  zeigt,  wie  mim  aus  der  Gleichung  emei  Kurvenichar  fi  r,  j/,  a)  =  0 
mit  dem  Parameter  a  ihre  Differentialgleichung  hndet  indem 
man  sie  differenziert  und  den  Parameter  eliminiert,  was  freilich  bei 
der  praktischen  Ausführung  manche  Schwierigkeiten  bietet  Aus  der 
Differentialgleichung  ergibt  sich  dann  die  dei   Orthogonaltrtjektorien, 

indem  man  -X  mit   —  -r-  vertauscht.     Die  Methode  wird   an   einigen 
dx  dy  « 

Beispielen  durchgeführt  und  auf  schiefwinklige  Trajektorien  ausgedehnt. 
„De  traiectoriis  reciprocis  tarn  rectangulis  quam  obliquangulis"  ist 
der  Titel  einer  Abhandlung  von  Euler  in  den  A.  P.  1782,  H,  p.3~33. 
Die  hier  betrachteten  Kurven  sind  von  etwas  anderer  Art,  als  die 
Isogonaltrajekt orien.  Es  handelt  sich  nämlich  darum,  eine  Kurve  zu 
finden,  die,  um  eine  Gerade  umgeklappt  und  parallel  mit  dieser  ver- 
schoben, ihre  ursprüngliche  Lage  immer  unter  demselben  Winkel 
schneidet.  Euler  behandelt  hier  die  schon  von  Job.  Bernonlli  und 
von  ihm  selbst  gelöste  Aufgabe^)  in  allgemeiner  Weise,  und  leitet 
algebraische  Kurven  dieser  Art  her. 

')  Nonveaus  Me'moires  de  rAcad,  de  Berlin  (1797;,  p.  38—83.  ^j  Siehe 

Klflgei,  V,  p.  iiaff. 
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Zu  den  Trajektorien  kann  man  in  gewissem  Sinn  auch  die  Pa- 
rallelkurven rechnen,  sofern  sie  die  Orthogonal  trajektorien  einer 
Sehar  von  Geraden  sind.  Sie  entstehen  bekanntlich  dadiu'ch,  daß  man 
auf  allen  Normalen  einer  Kurve  in  derselben  Richtung  gleiche  Stücke 
abträgt  und  die  Endpunkte  verbindet;  sie  heißen  auch  äquidistanta 
Kurven.  Leibniz^)  hat  zuerst  auf  sie  aufmerksam  gemacht;  in  un- 
serem Zeitraum  hat  sich  zuerst  Nieuport  damit  beschäftigt  in  einem 
„Memoire  sur  les  codeveloppees  des  courbes"^.  Er  nennt  sie  hier  „code- 
veloppees"  und  stellt  ihre  allgemeine  Gleichung  auf,  die  er  dann  speziell 
auf  die  Parallelkurven  der  Parabel  anwendet.  Bemerkenswert  ist,  wie 
er  sie  zu  veranschaulichen  sucht,  nämlich  dnreh  eine  Fläche,  die  ent- 
steht, wenn  man  jede  Parallelkorve  im  Abstand  c  \\m  die  Strecke  c 
über  die  Koordinatenebene  hebt.  Es  entsteht  so  ein  „solide  fort  com- 
plique",  nämlich,  um  die  Sache  im  heutigen  Sprachgebrauch  auszu- 
drücken, eine  Regelfiache,  deren  Mantellinien  alle  die  gegebene  Kurve 
scbneiden,  mit  deren  Ebene  einen  -^  45"  bilden  und  sieh  auf  diese 
Ebene  als  die  Normalen  der  Kurve  projizieren.  —  Fast  gleichzeitig 
und,  wie  es  scheint,  unabhängig  voneinander,  haben  Kästner  und 
Angelo  Luigi  Lotteri  (1760 — 1840,  Professor  der  Mathematik  zu 
Pavia)  die  Parallelkurven  untersucht.  Merkwürdig  ist  auch,  daß  beide 
durch  eine  Aufgabe  aus  der  Praxis  darauf  geführt  worden  sind,  näm- 
lich eine  elliptische  Mauer  von  überall  gleicher  Dicke  zu  konstruieren. 
Kästners  Arbeit  „De  eurvis  aequidistantibus"  steht  in  den  Commen- 
tationes  Ooettingenses  179.3,  Lotteris  (Memorie  sulle  curve  parallele) 
im  Giornale  fisico-medico  de  Pavia  (1792).  In  dieser  Zeitschrift  findet 
sich  im  Jahrgang  1795  ein  Bericht  über  Kästners  Arbeit,  sowie 
über  eine  frühere  von  Cagnazzi  über  denselben  Gegenstand,  die 
schon  1789  der  R.  Soc.  delle  Scienze  di  Napoli  Ubei^eben  wurde. 
Die  wichtigste,  von  Kästner  und  Lotteri  unabhängig  gefundene 
Eigenschaft  bezieht  sich  auf  die  von  zwei  Kurvennormalen  und  den 
zwischen  ihnen  liegenden  Bögen  der  Parallelkurven  eingeschlossene 
Fläche.  Sie  ist  nämlich  gleich  dem  Inhalt  eines  Trapezes,  dessen 
parallele  Seiten  gleich  den  beiden  Parallelknrven  sind,  und  dessen 
Höhe  gleich  dem  Abstand  derselben  ist;  dieser  Satz  tritt  bei  Kästner 
allerdings  in  etwas  anderer  Form  auf  Es  ist  lüimltch  angenommen, 
daß  die  eine  der  begrenzenden  Normalen  die  »--Achse  ist;  ist  nun 
arcAM  =  s  der  Bogen  einer  Kurve,  aic  FH  der  einer  Parallelen 
im  Abstand  h,  und  ^  der  Winkel  der  Tangente  im  Punkt  M  gegen 
die  iC-Achse,  so  ist  zunächst 
^^_^^  FH=s~}i  (90«  -  £)«}, 

')  Bd,  ni>,  S.  212.        *)  Mön.  de  l'Acad.  de  BruselleB,  T.  4,  p.  1—16. 
')  Wird  Job.  Bernoulli  zugeaci rieben. 
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ÄFMH^  ks  -  ^h\90'>-  §). 

Es   folgt   daun   eine    ausführliche   Diskussion   der   verschiedenen 
Fälle,  die  auftreten,  namentlich  dann,  wenn  der  Abstand  der  auf  der  kon- 
kaven Seite  Hegenden  Parallelkurve  ^^ 
größer  oder  gleich  dem  Krümmungs- 
radius ist;  im  letzteren  Fall  hat  die 
Parallelkurve  einen  RUckkehrpunkt, 
Auch  daß  die  Parallelknrven  alle  die- 
selbe Evolute  baben,  wird    bemerkt, 
und  den  Schluß  bilden  einige  Änwen- , 
düngen.       Die     Parailelkurven     der 
Ellipse     speziell     hat     Prasse     in 
einer  Schrift:  „De  elUpseos  evoluta  et  aequidistantibus"  (Leipzig  1798) 


Zum  Schluß  dieses  Kapitels  sind  nun  noch  eine  Anzahl  von  Ar- 
beiten aufzuführen,  die  untereinander  in  keinem  engeren  Zusammen- 
hang stehen.  Wir  beginnen  mit  einer  Untersuchui^  von  Casali 
(1721 — 1802;  Professor  in  Bologna)  über  den  Ort  der  Brennpunkte 
einer  Schar  von  Kegelschnitten,  deren  Ebenen  alle  durch  eine  ge- 
gebene zur  Grundkreisebene  parallele  Tangente  gehen.  Sie  ist  be- 
titelt: ,rDe  conicarum  sectionnm  focis"  und  steht  in  den  Comraent. 
Bonon.  T.  IV  (1757).  Casali  findet  als  den  gesuchten  Ort  eine  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  sogenannte  Pteroides  Torrieellanea'^);  sie  liegt  in 
der  zur  gegebenen  Tangente  senkrechten  Meridianebene,  hat  die  eine 
der  in  dieser  liegenden  Mantellinien  zur  Asymptote,  berührt  die  andere 
im  Berübrpunkt  der  gegebenen  Tangente,  und  hat  einen  Doppelpunkt 
in  dem  Fußpunkt  des  Lotes,  das  von  diesem  Punkt  auf  die  Achse 
gefällt  wird. 

Aus  dem  Jahr  1764  ist  eine  Arbeit  von  Euler  zu  nennen:  „De 
iusigni  promotione  methodi  tangentium  inversae"*).  Es  handelt  sich 
hier  um  eine  Kurve,  die  zunächst  durch  eine  diskontinuierliche  Reihe 
von  Punkten  bestimmt  ist.  Die  Aufgabe  ist  nämlich,  eine  Kurve  so 
zu  finden,  daß  die  Normale  eines  Punktes  der  Ordinate  des 
Endpunktes  dieser  Normalen  gleich  werde.  Die  Herstellung  einer 
Diff'erentialgleichung  ist  nicht  ohne  weiteres  möglich.  Zunächst  wird 
gezeigt,  daß  die  Subnormalen  der  verschiedenen  auf  diese  Weise  ge- 

'j  Nftch  Loiia  (Spez.  Kurven,  S.  60)  Btammt  diese  Kurre  jedoch  nicht  von 
Torricelli,  sondern  von  einem  franko sischen  Matliematiker  des  17,  Jahrhun- 
derts, Tidleicht  Roberval.         ^  N.  C.  P.  X,  p.  135— 15S. 
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womienen  Kurrenpunkte  gleicli  sind,  daß  aber  das  Umgekehrte  nicht 
gilt,  d.  h.  daß  die  Kurven  mit  konstanter  Subnormale  der  geatellten 
Bedingung  nicht  entsprechen.  Bezeichnet  man  nun  diesen  konstanten 
Wert  der  Subnormalen  mit  t,  so  können  die  Abszissen  der  ein- 
zelnen Punkte   so    ausgedrückt   werden:    ^  = -s h  2",    wo   (   iind  T 

Funktionen  von  sin  (p  und  cos  qo  bedeuten;  wächst  also  (p  um  2x,  so 
vtächst  X  um  (.  Da  nun  (  die  Subnormale  bedeutet,  so  ist  4  =  t; 
also   if=2ltdx,    während    dx=^--  -\- dT   ist.      Setzt   man 

diesen  Wert  ein,  so  folgt;  /- Jf  +  al  ft^d(p  +  2  jtdT.  In  ähn- 
licher Weise  werden  dann  noch  andere  Aufgaben  dieser  Art  behandelt, 
z.B.  daß  QR^  ~  JQ^  konstant  sein  soll;  daß  die  Subnormalen  eine 
arithmetische  oder  geometrische  Progression  bilden  sollen. 

Eine  Kurve,  von  der  sich  ebenfaUa  zunächst  bloß  diskrete  Punkte 
bestimmen  lassen,  ist  y  =  x\  Dieser  hat  Euler  eine  Abhandlung 
gewidmet:  „De  curva  hypergeometrica  Lac  aequatione  expressa: 
(/— l-2'3-4---  a^'.^)  Die  Gleichung  ergibt  zunächst  nur  Ordinaten- 
werte  für  ganzzahlige  Abszissen;  für  gebrochene  ist  sie  so  umzu- 
formen, daß  sie  für  beliebige  Abszissen  brauchbar  ist,  und  natörlich 
für  ganzzahlige  mit  der  nrBprÜnglichen  Gleichung  übereinstimmt. 
Hierbei  ist  die  Bemerkung  von  Wert,  daß  mit  einer  beliebigen  Ordi- 
nate auch  diejenige  bekannt  ist,  die  zii  einer  um  1  größeren  oder 
kleineren  Abszisse  gehört,  wie  ja  leicht  zu  sehen  ist.  Es  genügt  also, 
den  Verlauf  der  Kurve  im  Ab azissenint ervall  0  bis  1  festzustellen. 
Euler  gibt  hierfür  verschiedene  Entwicklungen,  die  zur  Bestimmung 
von  Tangente,  Normale,  Krümmungaradios  usw.  benutzt  werden.  Als 
Koordinaten  eines  Minimalpunktea  ergeben  sich  durch  ein  Annähe- 
rungsverfahren: a;  =  0,46163214471;  ?/- 0,8856031945,  wozu  Euler 
bemerkt,  es  sei  nicht  gelungen,  ii^ndwelche  Beziehungen  dieser  Werte 
zu    bekannten   irrationalen    oder    transzendenten    Zahlen    aufzufinden. 

Eine  dritte  Abhandlung  über  derartige  Kurven,  von  denen  zu- 
nächst nur  disltrete  Punkte  gegeben  sind,  rührt  von  Fontana  her: 
„Sopra  l'equazione  d'una  curva.  Sopra  la  falsita  di  due  famosi  Teo- 
remi,  e  aopra  la  serie  armoniche  a  termini  infinitamente  piccioli".*) 
Hier  interessiert  uns  nur  der  erste  Teil  der  AbbandluDg,  der  folgen- 
der Aufgabe  gewidmet  ist:  Auf  dem  einen  Schenkel  eines  Winkels 
QAB  ist  in  B  ein  Lot  errichtet,  das  die  Halbierungslinie  des  Winkels 

')  N.  C.  P.  Xm  (1798),  p.  3-66,  »)  Mem.  mat.  fie.  Soc.  Ital.  ^1^U), 

T.  n,  p.  1  3—141. 
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in  C  schneidet;  auf  ÄC  ist  in  C  wieder  ein  Lot  errichtet,  das  die 
Halbierungslinie  des  Winkels  QAC  in  D  schneidet  usf.  Führt  man 
diese  Konstruktion  unendlich  oft  aus,  so  erreicht  man  schließlich  die 
Gerade  j4^  in  einem  Punkte  Ä^,  Gesucht  ist  nun  1.  die  Strecke  J.H, 
2.  die  Gleichung   der  Kurve  B,  C,  D  ...  K  —  Ist  AD  =  ä  der  Ra^ 


diusTektor  eines  beliebigen  Kurvenpunktes  D,  und  -^  QAD  —  u, 
ist  für  den  nächsten  Punkt  Jfc'  der  Radiusvektor  ^£  = usw., 

daß  schließlieh: 

AIi  =  hm — ^- — — -- - 


oder  nach  einem  trigonometrischen  Satze: 

Bezeichnet  man  diesen  Wert  mit  a,   so   ist  umgekehrt  die  Gleichung 
der  Kurve: 


Zu  bemerken  ist  noch,  daß  für  diese  Gleichung,  wohl  zum  erstenmal, 
der  Ausdruck  equazione  polare  gehraucht  wird.  Sonach  scheint 
das  Wort  „Polargleichung"  und  damit  zusammenhängend:  „Polar- 
koordinaten" aus  Italien  zu  stammen.  —  Die  Kurve  selbst  liegt  sym- 
metrisch zur  Achse  ÄQ  und  besteht  aus  einem  herzförmigen  Zweig 
mit  der  Spitze  in  A  und  unendlich  vielen  immer  kleiner  werdenden 
Ovalen,  die  AQ  in  A  beiderseits  berühren. 

Zwei  weitere  Arbeiten  Eulers  beschäftigen  sich  mit  der  Be- 
ziehung einer  Kurve  zu  ihren  Evoluten.  In  der  ersten:  „üeraonstratio 
theorematis  Bemouüiani  quod  es  evolutione  curvae  euiuseunque  rect- 
angulae  in  infinitum  tandem  cycloidea  nascantur"^)  wird  ein  Satz  von 

')  N,  C.  P.  X  (1764),  p.  17a— 198. 
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Beruoulli  bewiesen,  wonach  ein  Knrvenstück  von  der  Ämplitade 
=  90"  durch  fortgesetzte  ETolufcenbiiduug  schließlich  iii  eine  Zykloide 
übergeht,  und  zwar  zunächst  durch  eine  Art  Anschaulichkeitsbeweis, 
dann  in  streng  analytischer  Form,  wobei  gezeigt  wird,  daß  für  die 
letzte  Kurve  zwischen  dem  Bogen  s  und  seiner  Amplitude  v  die  Be- 
ziehung besteht:  0  =  A  ■  s'm  v,  welche  die  Zykloide  definiert.  Die 
zweite  heißt:  „Investigatio  cuirarum,  quae  similes  sunt  suis  evolutis 
Tel  primis  Tel  secundis  vel  adeo  ordinis  cuiuscunque"^)  (11. Dez.  1775). 
Zunächst  wird  eine  elegante  Beziehung  zwischen  dem  Krümmungs- 
radius r,   der  Amplitude  y   und  dem  Krümmungsradius  r*"'  der  wten 

Evolute   hergeleitet,   nämlich:   »■('''=-— ^.     Sollen   nun   zwei    Kurven 

ähnlich  sein,  so  müssen  ihre  Krümmungsradien  in  entsprechenden 
Punkten  proportional  sein,  d.  h.  für  unseren  Fall  muß  /■'"'  =  C  •  r, 
oder 

£'.-Cr 

sein.     Die  Gfleiehung  ist  leicht  zu  integrieren;  sie  liefert 


ist.     Dieses  Resultat  wird  auf  Spezialfälle  augewendet. 

In  den  Phil.  Trans.  57  (1767),  p.  28— 43  untersucht  George 
Witehell  (1728—1785,  Privatlehrer  der  Mathematik  in  London,  von 
1767  an  Headmaster  of  the  Royal  Naval  Academy  Poi-tsmouth)  die 
Frage  nach  dem  Schatten  eines  Rotationsellipsoids  (A  general  in- 
veatigation  of  the  nature  of  a  Curve  formed  by  the  shadow  of  a  pro- 
late  spheroid  upon  a  plane  standing  at  right  angles  to  the  axia  ,of 
the  shadow).  Der  Verfasser  glaubt,  gewisse  Unregelmäßigkeiten  in 
der  "Verfinsterung  der  Jupiterstrabanten  damit  erklären  zu  können, 
daß  der  Jupiter  keine  Kugel,  sondern  stark  abgeplattet  ist.  Er  sucht 
nun  den  Kernschatten  dieses  Planeten  auf  einer  Ebene,  die  auf  der 
Achse  dieses  Schattens  senkrecht  steht,  wobei  die  Aufgabe  sich  wesent- 
lich datlurch  vereinfacht,  daß  die  Achse  des  Jupiter  nahezu  auf  seiner 
Bahnebene  senkrecht  steht,  so  daß  die  Aufgabe  auf  die  einfachere 
zurückgeführt  werden  kann:  Gegeben  eine  leuchtende  runde  Scheibe, 
und  eine  elliptische,  die  beide  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte senkrecht  stehen;  gesucht  der  Kemschatteu  der  letzteren  auf 
einer  dritten  Parallelebene.     Es  ergibt  sich  eine  Art  Lemniskate,  die 


')  N.  A.  P.  I,  p.  75—116. 
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entstellt,  wenn  man  auf  allen  Halbmessern  einer  Ellipse  von  der 
Peripherie  aus  gleiche  Stücke  abträgt. 

Es  folgen  nun  in  chronologischer  Ordnung  wieder  einige  kleinere 
Arbeiten  von  Euler.  Die  erste:  „Pi-oblematis  cuiusdam  geometrici 
prorsus  singularis  evolatio"')  sucht  eine  Kurve  so  zu  bestimmen,  daß 
die  Normale  den  Wiakel  zwischen  der  Tangente  und  einer  festen 
Geraden  halbiert. 

Die  zweite  heißt:  „De  curvis  hyperbolicis  quae  intra  suas  asjm- 
totas  spatium  finitum  includunt"^)  (13.  Februar  1777).  Sie  geht  aus 
von  der  Bemerkui^,  daß  keine  Hyperbel  von  der  Form  a;"y  =  c  die 
im  Titel  genannte  Eigenschaft  besitzt,  und  untersucht  nun,  ob  dies 
vielleicht  für  Kurven  von  der  Form  dx"»/''' +  6ai>'(/^=c  der  Fall  sei. 
Vorausgeschickt  wird  ein  Hilfsaatz  aus  der  Theorie  der  bestimmten 

Integrale,    nämlich    daß    das   Integral    //--"    „ü    endlich    ist,    wenn 

nfc>(m  +  l)>0   ist.     Dieser    wird   auf   zwei    Arten   bewi&sen   und 
bildet  die  Grundlage  für  die  Herleitung  folgender  Resultate: 
Alle  hyperbolischen  Kurven  von  der  spezielleren  Form: 

ax";/'^  +  hxi'y"  =  c 

schließen  zwischen  ihren  Asymptoten  einen  endlichen  Baum  ein,  wenn 
folgende  drei  Bedingungen  erfüllt  sind:  1.  a,  b,  c  müssen  alle  drei 
positiv  sein,  2,  a  und  ß  müssen  beide  positiv  sein,  3.  u  darf  nicht 
=  ß  sein. 

Für  Kurven  von  der  allgemeineren  Form 

ax''y!<-\-hxrif'=c 
gilt   dasselbe,    wenn  1.  a,  b,  c  alle  positiv   sind,    2.  wenn   «,  ß,  y,  Ö 
alle  positiv  sind,  3.  wenn  von  den  Brüchen    s-  und  y   der  eine  >  1, 
der  andere  <  1  ist. 

Für  Kurven  der  ersten,  spezielleren  Form  gelingt  unter  den  an- 
gegebenen Bedingungen  die  Bestimmung  des  in  H«de  stehenden  Flächen- 
inhalts, wenn  a  •{■  ß  —  1;    er  beträgt  nämlich:    -  -.- .-  _  »  • 

Die  dritte  heißt:  „De  inaigni  paradoxo,  quod  in  analysi  maximo- 
rum  et  minimorum  occurrit"')  (31.  Mai  1779).  Es  handelt  sich  darum, 
eine  Kurve  zu  finden,  für  welche  IdsYx  ein  Minimum  wird.  Die- 
selbe wird  nach  den  Methoden  der  Variationsrechnung  bestimmt,  wo- 

')  N.  C.  P.  KVI  (1771),  p.  140—159.  ■)  N.  A.  F.  VIH,  p.  118—189. 

*)  M.  P.  m  (1811),  p.  16-25. 
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bei  aich  das  scheinbare  Paradoxon  herausstellt,  daß  es  eine  Kurve 
gibt,  für  welche  dieses  Integral  einen  noch  kleineren  Wert  annimmt. 
Euler  findet  die  Losung  darin,  daß  jenes  Minimum  nur  ein  relatiTee 
sei,  ebenso  wie  etwa  ein  Mininialpunkt  einer  Kurve  nur  den  kleinsten 
Wert  gegenüber  den  benachbarten  Ordinaten,  nicht  den  kleinsten 
Wert  überhaupt  bestimmt. 

Die  vierte  ist  betitelt:  „Solutio  probleuiatia  ob  singularia  calcuii 
artificia  memorabilis"')  (22.  März  1779).  Hier  ist  die  Aufgabe,  eine 
Kurve  so  zu  bestimmen,  daß  das  Integral  über  dem  Produkt  aus  dem 
Linienelement  und  einer  beliebigen  i'uuktion  des  Radiusvektor  z,  also 
/  ds  ■  f(ß)  ein  Minimum  oder  Maximum  wird.     Setzt  man 


M-v,   f,^r. 

'da: 

'P, 

so   ergibt  sich  als  Differentialgleichung: 

ydx  -  xdy  =  j^y 

zdp 

Die  „singntai 

■ia  artificia"  bestehen  nun  i 

iarin, 

daß  die 

Größen 

~  =  tgy;     ß  =  tgw 

;    '  = 

dz 

eingeführt  werden,  wodurch  sich  ergibt; 

rfffl  ^  — 

^^ 

(n  ist  Integration skonstante).  Charakteristisch  für  Euler  ist  die 
Sehlußbemerkung,  daß  er  nie  auf  diese  artificia  gekommen  wäre,  wenn 
er  nicht  die  Lösung  schon  auf  anderem  Weg  gehabt  hätte,  nämlich 
durch  Einführung  von  Polarkoordinaten. 

In  einer  fünften  Abhandlung:  „De  duplici  genesi  tarn  epicycloidum 
quam  hypo cyclo idum"^)  beweist  Euler  einen  von  Dan.  Bernoulli') 
herrührenden  Satz,  daß  jede  solche  Kurve  auf  doppelte  Art  erzengt 
werden  kann.  Ist  nämlich  a  der  Radius  des  festen,  6  der  des  rollenden 
Kreises,  so  kommt,  für  b  <ia,  dieselbe  Kurve  heraus,  wenn  6  =  — x— 
und   6  =  -  ist,   wo   c   eine   beliebige  Strecke  <  a  ist.     Ist  &  >  a, 

so  wird  bei  innerer  Berührung  für  h  =  a  +  c  dieselbe  Kurve  be- 
schrieben, wie  bei  äußerer  für  h  =  e. 

Über    eine    1779    erschienene    Schrift     von     Nicola     Fergola. 

')  M.  P.  n  (1810),  p.  3—9.  *)  A.  P.  IJSI,  1,  p,  48-59.  »)  Nach 

Loria  (Spen.  Kurven,  S.  483).     S.  dort  auck  näherea  hierüber. 
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(1752 — 1824,  Professor  <ler  Mathematik  an  der  Universität  Neapel 
und  Gründer  einer  Schule  von  italienischen  Mathematikern)  kann  ich 
nur  nach  Loria')  berichten.  Ea  findet  sich  dort  die  Notiz,  daß 
Fergola  die  schwierige  Aufgabe  gelost  habe,  eine  Kurve  von  der 
Eigenschaft  zu  finden,  daß  das  Stück  ihrer  Tangente  zwischen  zvpei 
festen  Geraden  gleich  dem  Krümmungsradius  des  Berührpunktea  sei. 
Eine  interessante  Klasse  von  Kurven  hat  Euler  in  einer  Arbeit: 
,jDe  curvis  triangularibus"  ^)  untersucht.  Er  versteht  darunter  Kurven 
mit   drei   Rückkehrpunkten   (vgl.  ^ 

Fig.  49).  Sie  sind  sowohl  in 
der  Optik,  wo  sie  als  Brennlinien 
auftreten,  wie  wegen  ihrer  Evol- 
venten von  Interesse.  Ä,  B,  C 
seien  die  drei  Spitzen;  a.  h,  c  die 
gegenüberliegenden  Kurvenbögen. 
Trägt  man  nun  z.  B.  auf  der 
Tangente  von  A  ein  Stück 

AF  =  f 
ab   und    läßt    die   Tangente   auf 
der    Kurve    abrollen,   bis    sie   in 
S  berilhi-t,   so  ist  der  die  Evol-  Fig.  so. 

vente    besehreibende  Punkt    in  g 

angekommen  und  es  ist  JBg  ^=  c-\-  f.    Kommt  dieser  Punkt  der  Reihe 
nach  in  die  Lagen  U,  f,  6,  Jt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  daß 


Af^b  +  CJl^h  +  c  +  f- 
CJi^I!G  +  a  =  b  +  f  usw. 


BG~Ä(-  c^b  +  f- 

Daraus  folgt: 

Ff  =  G(7  =  Nh  =  2f+  !>  +  c  -  «. 

Dies  gilt  aber  für  das  Stück  Xa;  jeder  beliebigen  Tangente,  das  inaer- 
halb  der  Evolvente  fällt;  ist  nämlich  S  der  Berührpunkt,  so  ist 

SX  =  SC+CH;     Sx^AS+ÄF; 


Xx 


=  SX  +  Sx^b  +  c  +  f-a-\-f=2f+h  +  c 


Die  Evolvente  hat  also  die  merkwürdige  Eigenschaft  (die 
sonst  nur  dem  Kreis  zukommt),  daß  jede  Normale  eines  belie- 
bigen  Kurvenpunktes  X  in   ihrem   zweiten   Schnittpunkt  x 

')  Niccolo  Feigola  b  U  acuoU  dt  Matematici  che  lo  ebbe  k  duce,  1904, 
p.  73/74.         »)  A.  P.   1778,  II,  p.  3—30. 
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mit  der  Kurve  wieder  auf  dieser  senbrecLt  steht,  und  daß 
Xa;  konstant  ist.  Euler  nennt  deshalb  diese  Ifurven  „orbiformes". 
Um  nun  die  Gleichung  einer  dreispitzigen  Kurve  aufzustellen, 
geht  Euler  aus  von  der  Gleichung  einer  orbiformis  und  nimmt  eine 
beliebige  Normale  Ff  zur  a^-Ächse;  die  konstante  Länge  Vf  wird  mit 
2/'^)  bezeichnet.  Ist  nun  Mm  eine  beliebige  zweite  Normale,  und  sind 
von  M  und  m  die  Lote  MM^  und  mm^    auf  Ff  gefallt,   ist   ferner : 


endlich 

FM,  -  X;     MM,  -  Y; 
dX       ^' 

BO  ist  zunäclitl  F-f.     Ferner  läßt  sich  leicU  seiger 

SeW  man; 

r-y-    V_- 

^-x^-V-f--- 

so  wird 

X  +  X-2Q- 

r+s-2B, 

X       Q           "      ; 

^=^  +  y^ 

""^    y-^' 

(1) 


Da  (1)  und  (2)  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der  Wurzel 
unterscheiden,  und  dieser  Unterschied  verschwindet,  sobald  rational 
gemacht  wird,  so  können  (1)  und  (2)  als  gleichwertig  angesehen 
werden.  Differenziert  man  (1)  oder  (2),  und  setzt  man  dY^päÜ. 
und  dy--^pdx  ein,  so  ergibt  sich  dR^pdQ,  also 

R^fpdQ.  (3) 

Ist  also  Q  eine  beliebige  Funktion  von  p,  für  welche  die  Inte- 
gration in  (3)  ausführbar  wird,  so  stellt  (1)  oder  (2)  in  Verbindung 
mit  (3)  die  Koordinaten  einer  orbiformis  als  Funktionen  des  Para- 
meters p  dar.  —  Um  nun  die  Gleichung  der  dreispitzigen  Kurve,  d.  h, 
der  Evoluten  zu  finden,  werden  die  Gleichungen  durch  eine  Htlfe- 
funktion  S  =  /  Qdp  etwas  vereinfacht.     Man  erhält  nämiich  aus  (2): 

Da'  die  Kurve  geschlossen  sein  soll,  x  und  y  also  keinen  unend- 
lichen Wert  annehmen  können,  so  darf  auch  8  nicht  unendlich  werden. 
Ist  also  z.  B.  S  von  der  Form: 

S  ^  '*!>  +  "i y  +  «iP'  -I h  «B. P"" 

„^__^^_  ^0  +  Kp  4-  ÖjP'  + h  ö„p"  ' 

')  f  hat  also  hier  eine  andere  Bedeutung  als  vorher. 
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so  darf  der  Nenner  keine  reellen  Liaearfakfcoren  haben,  und  es  muß 
m  ^n  sein.  Die  Aufstellung  der  Evolute  wird  nun  vereinfacht  durch 
die  Bemerkung,  daß  diese  für  alle  Werte  von  /'  immer  die  gleiche 
bleiht;  man  kann  also  f'—O  setzen  und  erhält  für  die  Koordinaten 
(tj  u)  des  Krümmungamittelpunkts : 


(  = 


dS      d'S 


«-i>i-i?(i+rt' 


dp        " dp* 

Hieraus  ergibt  sich  für  den  Krümmungsradius  _j— ^  (1  +  p')  '■ 
Schließlieh  wird  das  Beispiel  S  =  -v  ■  ;  durchgeführt,  und  die  Auf- 
gabe gelöst,  eine  dreispitzige  Kurve  so  zu  bestimmen,  daß  die  Spitzen 
in  drei  gegebene  Punkte  fallen. 

Zu  einigen  bemerkenswerten  Resultaten  über  die  Brennlinie 
der  Parahel  gelangt  Fuß  in  einer  Publikation  vom  26.  Januar  1791: 
„De  novis  quibusdam  causticae  parabolae  proprietatihus".^)  Er  löst 
zunächat  die  (schon  von  Joh.BernouUi  und  de  l'Höpital  behandelte) 
Aufgabe,  die  Brennlinien  zu  finden,  die  durch  Reflexion  paralleler 
Strahlen  an  einer  beliebigen  Kurve  entstehen.  Fuß  nimmt  die  Ab- 
sziseenachse  senkrecht  zu  der  gegebenen  Strahl  en  r  ich  tu  ng  an,  führt  den 
Winkel  ^  der  Kun'entangente  gegen  die  Ordinate  ein  und  findet  als 
Koordinaten  X,   Y  eines  Punktes  der  Brennlinie: 


X  = 


t^  +  - 


r=2/+- 


Sdip 


Dies  wird  angewendet  auf  die  Parabel  j/^=  2px.    Ais  Brennlinie 
ergibt  sich: 

Von  dieser  Kurve  werden  nun  folgende  Eigenschaften  hergeleitet 


')  N.  A.  P,  Vm,  p.  182—200. 


y  Google 


520 


Abschnitt  XXIV, 


die  sich  am   kürzesten   an    Fig.  51    ablesen    lassen  {ÄC  ist   die  Ab- 
azisae  der  PnJikte  mit  horizontaler  Tangente,  AI  =  AC  —  -^-j 

1)     are^Z+^F=s  +  !/  =  3]/^^* 

3)     IT  +  TZ -- 2  RTC  AZ^  2s. 

Fuß  untersucht  nun,  ob  es  noch  andere  Kurven  gibt,  denen  eine 
dieser    drei    Eigenschaften    zu- 
kommt,   und   findet,    daß    dies 
nicht  der  Fall  ist,  daß  alao  nur 
die  Brennlinie  der  Parabel  diese 
Eigenschaften  besitzt.    Dagegen 
gelii^t  es  ihm,  Kurven  zu  fin- 
den,    die    durch    eine    Verall- 
gemeinerung     definiert      sind, 
daß   IT+TZ   in 
lenen  Verhältnis  zur 
stehen,    daß    also, 
wenn   DY  eine    solche    Kurve 
ist  (Fig.  52), 

Ar+  VY^n-araDY. 
Er  findet  als  Bogenlänge 

und  für  den  Krümmungsradius 


nämlich 
einem 


wo  A   eine  Integi-ationakonatante   ist.     Die   Kurven   sind   algebraisch 
und  rektifizierbar. 

Mit  Kurven,  die  bei  Abwicklung  von  Kegel  und  Zylinder  auf- 
treten, haben  sich  Euler  und  Schubert  beschäftigt.  Eraterer  kommt 
in  einer  Note  über  die  Oberfläche  des  schiefen  Kreiskegels:  „De  super- 
ficie  coni  scaleni,  ubi  imprimis  ingentes  difficultates,  quae  in  hao  in- 
yestigatione  occuiTunt,  perpenduntur'*^)(12.Sept6raber  1786}  auch  auf  die 
Äbwicklnngsfigur  dea  Grundkreiaes  und  stellt  für  deren  Krümmungs- 
radius die  Formel  auf  r  =  --,  ^^ .     Hierbei   ist  c   der  Radius  des 

C  +  ÖCOB^ 

Grundkreiaes,   b   der  Abstand   des   Mittelpunktes   von   der   Projektion 
der  Spitze  auf  die  Grundkreisebene,  p  die  Mantellinie  eines  beliebigen 


')  N.  A.  P.  ffi,  p.  G9— 89. 
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Punktes,  y  ihr  Winkel  (in  der  Abwicklungsfigur)  mit  der  größten 
Mantellinie. —  Schubert  (De  evolutione  sectionum  cylindri^),  25.  Ok- 
tober 1798}  untersucht  die  Abwjeklungsiigur  eines  ebenen  Zylinder- 
schnittes durch  Rechnung  und  Konstruktion.  Die  Gleichung  der  Kurve  ist: 

)/  =  (itgec(l  -cos-^), 

wo  a  der  Radius  des  Zylinders,  a  die  Neigung  der  Schnittebeiie  gegen 
■die  Gf ran dkr eisebene  ist. 


Ranmknrven  and  Flachen. 

Wie  wir  gesehen  haben,  ist  für  die  analytische  Geometrie  der 
Ebene  in  unserem  Zeitraum  über  das  Entstehen  und  Wachsen  neuer, 
fruchtbarer  Gedanken  und  Methoden  Ton  allgemeiner  Bedeutung  nicht 
viel  zu  berichten;  die  Mathematiker  zeigen  sich  auf  diesem  Gebiet 
mehr  mit  Einzeluntersuchungen  von  Kurven  beschäftigt,  und  es  tritt 
namentlich  die  Neigung  hervor,  neue  Kurven  und  Kurven^attungen 
-von  gegebenen  Eigenschaften  aufzusuchen.  Gerade  umgekehrt  ist  das 
Verhältnis  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes:  Hier  liegen 
wenig  Untersuchungen  über  spezielle  Kurven  und  Flächen  vor,  da- 
gegen sind  eine  ganze  Reihe  bahnbrechender  Arbeiten  zu  nennen,  die 
teils  ganz  al^emeine,  wichtige  Eigenschaften  von  Kurven  nnd  Flächen 
behandeln,  teils  die  Methoden  \ind  Theorien  in  einer  Weise  fördern, 
daß  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  sich  von  bescheidenen  An- 
fängen zu  der  Höhe  erhob,  die  durch  Monges  Werk:  „Feuilies  d'Ana- 
lyse  appliquee  ä  la  Geometrie"  bcReichnet  wird.  —  Wir  werden  zu- 
nächst einige  Arbeiten  über  Kaumgeometrie  überhaupt,  Koordinaten 
nsw.  besprechen,  hierauf  die  Raumkurven  und  abwickelbaren  Flächen, 
■dann  die  krummen  Flächen  behandeln  und  schließlich  über  die  Feuilies 
d'Analyse  berichten.  Als  eine  Art  Anhang  werden  dann  noch  einige 
Bemerkungen  über  die  Fortschritte  der  Kartographie  folgen,  soweit 
die  mathematisclie  Seite  daran  in  Betracht  kommt. 

Als  einen  Beweis  dafür,  wie  ungelenk  selbst  bedeutende  Mathe- 
matiker am  Anfang  unseres  Zeitraumes  noch  die  räumliehen  Probleme 
anfaßten,  fuhren  wir  einiges  ans  dem  III.  Kapitel  des  mehrfach  er- 
wähnten Werkes  von  Waring,  „Proprietates  algebraicarum  cnrvarum" 
an.  Hier  werden  die  „proprietates  algebraicorum  solidonim"  betrachtet. 
Zunächst  sei  an  die  schon  früher  (S.  457)  gemachte  Bemerkung  erinnert, 
daß  fast  immer  nur  von  Körpern  die  Rede  ist,  und  daß  die  Flächen 

')  N.  A.  V.  XIU,  p.  190—204. 
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nur  als  Begrenzung  von  Körpei-n,  nicht  als  selbständige  Gebilde  auf- 
treten. Wariug  stellt  nun  die  Gleichung  einer  Rotationsfläche  auf, 
indem  er  die  Schnittkurve  einer  beliebigen  Ebene  ermittelt.  Er  be- 
nutzt dazu  (s.  Fig.  53)  die  zur  Sehnittebene  senkrechte  Meridianebene, 
in  der  die  Gleichung  der  Meridiankurve  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
(AP  =  X,  PM  =  y)  gegeben  ist. 
Die  Schnittebene  trifft  die  Achse 
(Abszisse)  in  L,  die  Ordinate 
MP  in  p;  in  der  Schnittebene 
wird  wieder  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  angenommen, 
mit  dem  Ursprung  L,  der  Ab- 
szisse Lp  =  s,  der  Ordinate 
j-^--'"-y  1  ■"-----       \    -P"* ""  "■     ^^®  Lage  der   Schnitt- 

'  ■  -     -^    '  ""•^    ebene  zur  Achse  ist  bestimmt  durch 

AL  =  a,     und     das     Verhältnis 


prima  i 


Lp   als 


LP'  *■ 

ing      bezeichnet     AL      ala 
ibscissa,   mp   ala   ordinata  secnndae 


ahscissae.     Es  ei^ehen  sich  nun  leicht  die  Beziehungen: 

X  ==  a  -\ ;     y'=i'^+  '^—AJ^  . 

In  Verbindung  mit  der  Gleichung  der  Meridiankurve  stellen  diese 
Gleichungen  bei  Wariug  den  Rotationskörper  dar.  Er  folgert  daraua 
einige  Bemerkungen  über  die  Rotationsfiächen  2.  Ordnung,  über  den 
Ort  der  Zentra  und  der  Brennpunkte  einer  Schar  von  ParaUelachnitten. 
Die  Zahl  der  unabhängigen  Konstanten  einer  Fläche  w""  Ordnung 
wird  zu'"''  ^'■'^^"^'—1  bestimmt.  Weiter  folgen  Sätze  über 
Durehmeaserebeuen  die  denen  über  die  Durchmesser  ebener  Kurven 
analog  sind,  und  e-*  scheint  daß  Wariug  im  Besitze  einer  Reihe  von 
Sätzen  ubei  algebraische  Kaumkurven  und  Flächen  war,  ähnlicher 
Art  wie  die  von  ihm  dl>et  ebene  Kurven  gefundenen;  er  bemerkt 
hierübei  Hic  adpci  possunt  propositiones  ad  algebraica  solida  et 
cuivas  duplicis  cuivaturae  quae  consimiles  sunt  fere  omnibus  propo- 
sitionibu'^  capite  pnmo  traditio  de  curvis  simplicis  curvaturae;  sed 
taedet  has  disquisitione'i  ulterius  promovere".  Auch  mit  Zentralpro- 
jektion von  Kurven  und  Korpern  beschäftigt  er  sich,  und  stellt  hier- 
bei den  Siti-  aut  Nulla  furva  projiciet  curvas  superiorum  sibi  ipsi 
ordmum ' 

Einen   wesentlich   andi-ren  Charakter   zeigt   die  Abhandlung  von 
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Lagrange:  , Solution  analytique  de  quelques  problemes  sar  lea  pyra- 
mides  triangulaires". ')  Der  eigentliche  Zweck  ist,  Oberfläche,  Inhalt, 
einbeachriebene  und  um  beschriebene  Kugel,  Schwerpunkt  usw.  für 
ein  Teti'aeder  durch  seine  sechs  Kanten  auszudrucken.  Hierzu  wird 
ein  rechtwinkliges  KoordinateDsyst^m  so  angenommen,  daß  eine  Ecke 
(S)  in  den  Ursprung  fällt,  die 
drei  anderen  (M^,  M^,  Mg) 
durch  ihre  Koordinaten  ge- 
geben sind.  Infolge  dieser  Be- 
handlungs weise,  die  ganz  sym- 
metrisch und  mit  bewunderns- 
werter Eleganz  durchgeführt 
wird,  ergeben  sich  eiue  Reihe 
fundamentaler  Sätze  über 
Punkte  und  Geraden  im 
Raum.  Um  sie  kurz  anführen 
zu  können,  benutzen  wir  die 
Bezeichnungen  Lagranges, 
wobei  jedoch  die  Striche 
durch  Indices  ersetzt  sind,  und 
von  drei  durch  zyklische  Vertauschung  sich  ergebenden  Formeln  immer 
nur  eine  angeschrieben  wird.    Es  sei  also  (Fig.  54) 

it/s,M/=  Ci  =  «1  -I-  «a  -  2h^. 
Femer: 

Dann  ist: 

SM,  -  y~a^;     M,M,  =  Vc,;     cos  ;-.  ^  -^^. 

A  M^M^M^  =  J?  =  -t  j/£M^2 X^.*) 

Es    wird   nun    die   Gleichung   der   durch  Mi,  l/j,  M^    gelegten 
Ebene   hei^eleitet,   allerdings   nicht   ganz    symmetrisch.      Lagrange 


')  Nouveaui  Miämoires  de  TAcadöinie  Royale  des  Scieaces  et  Beiles-Lettrea 
ä  Berlin  1773,  p.  149—177,  Vgl.  Loiia  in  den  Verhandlungen  dee  UI.  Mathe- 
matikerkongreBses  (zu  Heidelberg  1904),  8.  571.  ')  Das  Zeichen  S  bedeutet  im 
folgenden  die  Summe  der  drei  Glieder,  die  durch  zyklische  Vertanschnng  der 
Indicea  1,  2,  8  entstehen.' 
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nimmt  nämlich 
in  der  Form  an: 

ilire  Gleichung   in  ä 
«-(  +  .» 

■,  (, « 

»Is 

laufenden  Koordinaten 

und  bestimmt  die  Koeffizienten  i,  m, 
wird: 

»,  wobei 

znr  Abkürzung  gesetzt 

es  wird  dann: 

iE' 

;. 

A 

wobei   A    die    (natürlich   nicht   in   der  heutigen   Form   gescbriebene) 

J-Jeterminänte 

^1     -Vi 

1  «.    s/. 

^3 

ist.     Für  das  Lot  h  vom  Ursprung  ergibt  sich: 

^^  _     _  A  _  ^ A 

daraus  der  Inhalt  des  Tetraeders: 

Es  wird  sodann  die  Aufgabe  gelöst,  das  Tetraeder  von  größtem 
Inhalt  zu  finden,  wenn  die  vier  Seitenflächen  dem  Inhalt  nach  ge- 
geben sind.  Für  die  folgenden  Überlegungen  von  großer  Wichtigkeit 
ist  die  Aufgabe,  die  Diagonale  einer  dreiseitigen  Doppelpyramide  durch 
ihre  neun  Kanten  auszudrücken.  Eine  solche  erhält  man,  wenn  ein 
beliebiger  Punkt  P  (p,  q,  r)  des  Raumes  mit  ili^,  3/g,  Mg  verbunden 
wird,     Ist  PS^^f,  PMj^=gi  usw.,  und  zur  Abkürzung  gesetzt: 


90  ist: 
oder: 

und: 

und  daraus: 


.9i  =  %  +  /■- 2^-, 
^,  =  «.-  +  ^, 


Dies  ist  eine  Gleichung  2.  Grades  für  f.  wie  es  ja  auch  sein  muß,  da 
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die  beiden  Pyramiden  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  gemeinsamen  Grundfläche  liegen  können,  äub  den  zuletzt  aufge- 
stellten Gleiebuugen  erhält  man  Radius  und  Mittelpunkt  der  umbe- 
sehriebenen  Kugel,  indem  man  f  '=  <Ji~  9i~  9i  setzt,  und  die  zu- 
gehörigen Werte  von  p,  q,  r  berechnet.     Es  ist  in  diesem  PtJi 

also  ergibt  sich  für  den  Radius  (yf)  und  die  Mittelpunktako ordinalen 


_  Sffij  g,'+3£(i,o 


In  ähnlicher  Weise  werden  Radius  und  Mittelpunkt  der  einbe- 
sehriebenen  Eugel  ermittelt,  indem  man  zunächst  die  von  P  auf 
die  vier  Seiten  des  Tetraeders  gefällten  Lote  berechnet.  Das  Lot  p[ 
auf  M^SM^   wird 

und  das  Lot  a  auf  Mj^M^M^ 

ySa  +  iZß 
Damit   wird   zunächst   die  Aufgabe   gelöst,   den  Punkt  P  so  zu 
bestimmen,  daß  die  vier  Pyramiden,  welche  die  Spitzen  in  P  und  die 
Tetraederflächen  als  Grundflächen  haben,   in   einem   vorgeschriebenen 
Verhältnis  hinsichtlieh  des  Inhalts  stehen.     Dann  wird 
Ä  =■  p,  ■=  Pb  —  Ps 

gesetzt,  wodurch  sich  für  den  Radius  {Yf)  und  die  Mittelpunktskoor- 
dinaten  der  einbeschriebenen  Kugel  die  Werte  ergeben: 

0  =  2;«,  +  2£ß. 

Schließlich  wird  noch  in  ähnlicher  Weise  der  Schwerpunkt  bestimmt. 
Den  Übergang  zu  den  Raumkurven  mag  eine  hervorragende  Ab- 
handlung von  Euler  bilden,  die  ebenfalls  noch  allgemeinerer  Natur 
und  insofern  von  großer  Bedeutung  ist,  als  darin  die  Grundzüge 
der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven  in  ihrer  heutigen 
Gestalt  entwickelt  sind.  Sie  heißt:  „Methodus  facilis  omnia  sympto- 
mata  linearnm  eurvarum  non  in  eodem  piano  sitarum  investigandi".') 

■)  A.  P.  1782,  I,  p.  19—67, 
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Eulei  geht  hier  darauf  aus,  die  durch  ,,figurae  taiitopere  complieatae 
et  propemodum  inestrieabiles"  hergeleiteten  Porineln  auf  einfacherem 
Wege  eu  gewinnen,  wobei  die  Hüfsmittel  der  sphärischen  Trigono- 
metrie henntzt  werden.  Um  keine  der  drei  Achsen  zu  bevorzugen, 
wird  die  Bogenlänge  s  der  Kurve  als  Parameter  eingeführt  und 
mit  p,  q,  r  die  Ableitungen  der  Koordinaten  nach  diesem  Parameter 
bezeichnet,  so  daß: 

da)  ^  pdSy     dy  =■  qds\     dz  =  rds 

ist.     Es  muS  dann  sein: 


i>"+  g^-t-  r^=  1;    pdp  4-  (idq_  +  rdr  =  0. 
Ferner,  wenn  ds  als  konstant  angesehen  wird: 
d^x  =  dpds]    d^y  = 


(1) 


ds'.     d^z  =  drds. 

Enler  denkt  sich  nun  (Fig.  55) 
um  einen  Kurvenpunkt  Z(x,  y,  z) 
eine  Kugel  Tom  Radius  =  1 
beschrieben,  die  Ton  der  Tangente 
in  z  geschnitten  wird,  während  die 
durch  Z  gehenden  Parallelen  ku 
den  Achsen  einen  Oktanten  a,  b,  e 
hestimmen.     Es  ist  dann 


-r, 


.yi" 


'p'^Vq'  +  'r^-      (2) 


DaBsphärischeLotvon:ä'auf6ci8t 
das  Komplement  von  az,  und  zugleich 
der  Neigungswinkel  der  Tangente 
gegen  die  ya-Ebene.  Ferner  ist 
nach    bekannten     Sätzen    der    Tri- 


cos  has  = 


(3) 


Es  sei  nun  durch  Z  auch  noch  eine  Parallele  zur  Tangente  des 
Nachbarpunktes  gezogen,  welche  die  Kugel  in  /  schneidet,  dann  ist 
^zZs'  der  Kontingenzwinkel  (im  heutigen  Sprachgebrauch),  der 
Krümmungsradius  B  —  —,,  und  die  durch  den  Bogen  ee'  gelegte 
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Ebene  die  Sehmiegungaebene  der  Kurve, 
zeigt,  daß  Euler  das  Verdienst  gebühri 
rische  Abbildung  in  die  Matbematiis 
wae  gewöhnlich  Gauß  zugeschrieben  wird. 
Winkel  der  Sehmiegungsebene  gegen  die 
etimmen,  setzt  Euler  as  ^  k,  so 
ist  also  nach  (2): 


Diese  Betrachtungsweise 
die  sogenannte  sphä- 
:  eingeführt  zu  haben, 
—  um  nun  die  Neigungs- 
Koordinatenebenen  zu  be- 
90  ((2'  =-  a  +  da  wird.     Es 


Bezeichnet  man  -^  baz  mit  a,  so  wird: 


sl»: 

TSmi  ist: 

^sas'^äca. 

ig"=;, 

also: 

dm 

qdr  —  räq 

5'  +  r' 

Ist  ferner 

is±m 

,  so 

ist: 

S6 

-im 

■  sin  (12;     ss'=rfa; 

«Iso; 

ferner: 

IIS 

also  uact 

m, 

(5) 

unc 

(6): 

<ind; 

"'- 

dp^  +  dq^  +  dr^ 

B 

ds 

ds^ 

(6) 


- - (8) 

\'ir'  +  di'-i-  dr'     Yid'isy  +  (<i's)"  +  (<('«■ 

Ist  da  nicht  konstant,  so  ist: 

j_ dl' 

y{d'ir  +  {d-y}'  +  (d'zS-~id;)- 

Euler  bemerltt  hierzu:   „quae  formula  per  analyain  communem 
demum  post  calculos  maxime  perplexes  est  eruta". 
Femer  folgt  aus  (5)  und  (6) 

t, --■-_'•'''!-»'''• 
Verlängert  man  ^s'   bis   zum  Schnitt  mit  den  Oktantenseiten  in 
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p,  ^,  r  (natürlich  nicht  zu  verwechseln  mit  den  Differential  quo tientea 
p,  q,  r),  so  ei^ibt  eine  einfache  Rechnung: 


cos  spb  = 


qdr  —  rdq 


yd~p^-i-dq'-\^~dr^' 


womit  der  Winkel  der  Sehmiegungs ebene  gegen  die  yz- 
Ebene  bestimmt  ist;  die  beiden  anderen  werden  hieraus  durch  zyk- 
lische Vertauschung  abgeleitet,  obgleich  natürlich  diese  Bezeich- 
nung nicht  auftritt.  Danach  wäre  auch  die  erste  klar  bewußte  An- 
wendung dieses  Verfahrens  Euler  zuzuschreiben.  Ist  ferner  B  der 
Schnittpunkt  des  Krümmungsradius  mit  der  Einheitskugel,  so  ist: 


cos  aZR  ==  - 


ydp*-j-dq'  +  dr' 

Die  aus  dem  Bisherigea  sich  ergebenden  bemerkenswerten  Sätze 
der  sphärischen  Trigonometrie  werden  formuliert,  und  dann  auf  eine 
zweite  Art  die  Gleichung  der  Seh miegungs ebene  hergeleitet.  Sind 
nämlich  zi,  r,  w  ihre  Achsen  ab  schnitte,  so  ist  ihre  Gleichung 

J  +  l  +  ^-i- 

Auch  diese  Form  der  Ebenengleichung  dürfte  hier  zum 
erstenmal  auftreten.  Da  in  der  Schmiegvingsebene  drei  konseku- 
tive Punkte  liegen,  so  ist  auch; 

=  0 


oder: 

t  +  dj^^l+Jy^i  +  i 

und  ebenso; 

|-  +  |  +  ^_0, 

iV         dt         dj;_ 

Hieraus  folgt  mit  Einführung  eines  Proportionalitätsfaktors  t: 

1    _^  rdq  —  qdr 

--  —  -  usw., 

und  hieraus  als  Gleichung  der  Schraiegungsebene: 

x(rdq  —  qdr)  +  yipdr  —  rdp)  +  ^{qdp  -j-  pdq)  =  (, 

wo  (  noch  durch  die  Bedingung  bestimmt  wird,  daß  die 
ebene  durch  einen  gegebenen  Kurvenpunkt  geht.  Daraus  werden  nun 
wieder  die  schon  oben  gefundenen  Formeln  entwickelt  und  schließlich 
die  Resultate  in  die  elegante  Form  gebracht: 
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Hat  man  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  dessen  Kanten  den 
Achsen  parallel  sind,  und  sind  die  Kaiitenlängen 

1.  X,  y,  s,   so   gibt   die  Diagonale   die   Richtung   und  Große   des 
RadiusvektorB  an; 

2.  sind  sie  $,  q,  r,  —  die  Richtung  der  Tangente; 

3.  sind  sie  ~,   -^— ,    ,-,   —    Riehtons    und    Größe    des    Krum- 

bs'  ds  '  ds'  " 

mungsradius; 


4.  sind  sie 


rdq  —  qdr     pdr  —  rdp     qdp  — 


nale  auf  der  Schmiegungsebene  senkrecht. 

Damit  sind  wir  nun  schon  auf  dem  Gebiet  der  Raumkurven 
und  der  damit  eng  zusammenhängenden  abwickelbaren  Flächen 
angelangt,  ein  Znsammenhang,  der  auch  erst  in  unserem  Zeitraum 
genauer  studiert  und  klar  erkannt  worden  ist.  Auch  hier  war  Euler 
der  erste,  der  sich  mit  diesen  Beziehungen  beschäftigt  und  dabei 
sogleich  wichtige  Resultate  gefunden  hat.  Seine  Arbeit,  die  sehr  be- 
achtenswert ist,  ist  betitelt:  „De  solidis,  quorum  superficiem  in  planum 
explicare  licet". ^)  Zu  bemerken  ist  hier,  daß  Euler  zwar  noch  in  den 
Anschauungen  seiner  Zeit  befangen  erscheint,  insofern  er  von  „solidis" 
spricht^),  daß  er  aber  doch  den  ersten  Schritt  zur  heutigen  Betracb- 
tnngsweise  der  Flächen  als  selbständiger  Gebilde  tut,  indem  er  die 
Koordinaten  der  Flächenpunkte  als  Funktionen  zweier  Pa- 
rameter t,  ti  darstellt,  und  untersucht,  welchen  Bedingungen  diese 
geniigen  müssen,  wenn  die  Fläche  in  eine  Ebene  abwickelbar  sein 
soll.  Euler  geht  aus  von  der  abgewickelten  Fläche,  nimmt  (  und  u 
als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  und  be- 
trachtet in  dieser  Ebene  ein  unendlich  kleines  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Ecken  die  Koordinaten  (t,  u);  (t  -i-  dt,  u);  (t,  u  +  du)  haben, 
und  das  wegen  der  Abwickelbarkeit  dem  entsprechenden  Dreieck  auf 
der  Fläche  selbst  kongruent  sein  muß.  Er  bezeichnet  nun  die  par- 
tiellen Ableitungen  von  x,  y,  s  nach  (  und  M  mit  l,  k\  m,  [t;  n,  v 
(also  ^  =  m:  7r^=i.  usw.).  Dann  sind  die  Koordinaten  der  Ecken 
des  entsprechenden  Dreiecks  auf  der  Flache  x,  y,  z;  x  +  Idt,  y  +  mdt, 
£  +  ndt-,  X  -}-  Idu,  y  -\-  (läii,  z  +  vdu,  und  aus  der  Kongruenz  der 
Dreiecke  ergeben  sich  für  l,  m,  n;  A,  (i,  v  die  drei  Bedingungs- 
gleiehungen: 

l^  +  nv'  -^  n^ -^  1;     A^  -H  f^^  -f  v' =  1;     Ik -\-  m^ -\- nv  ^  0. 
Dies  sind  also  die  analytischen,  notwendigen  und  hinreichen- 

')  N,  C.'P.  XVI.   1771,  p.  3—34.         'j  Vgl.  8.  467. 
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den  Bedingungen  der  Abwickelbarkeit.  Man  sieht  leicht,  daß 
Euler  damit  nichts  anderes  gezeigt  hat,  als  daß,  modern  ausgedrückt, 
das  Linienelement  der  Fläche  mit  dem  der  Ebene  überein- 
stimmen muß.  Analytisch  betrachtet,  handelt  es  sich  also  um  die 
Aufgabe,  drei  Funktionen  von  (  und  ;*  so  zu  bestimmen,  daß  ihre 
partiellen  Ableitungen  den  aufgestellten  Bedingungen  geniigen.  Diese 
werden  gefunden  durch  eine  geometrische  Behandlung  des  Pro- 
blems. Euler  entwickelt  nämlich  die  Beziehungen  der  abwickelbaren 
Flächen  zu  den  Eaumkurven,  und  zeigt,  daß  die  Tangenten  einer 
beliebigen  ßaumkurva  stets  eine  abwickelbare  Fläche  be- 
stimmen; die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer  solchen 
werden  nun  folgendermaßen  dargestellt  {vgl.  Fig.  56).  AT,  TU,  UV 
y,  seien  die  Koordinaten  t,  u,  v 

eines  Punktes  V  der  Raum- 
kurve, S  der  Schnittpunkt 
seiner  Tangente  mit  der 
xy-'EbeTie.  M  der  Schnitt- 
punkt Yon  S  U  mit  der 
a:-Achse.  Die  entsprechenden 
Größen  für  einen  Nachbar- 
^  y-  punkt  V  sind  mit  kleinen 
Buchstaben  bezeichnet,  so 
daß  z,  B.  Ät  =  t  +  df  ist, 
usw.  Ist  femer  LMUT=  £, 
i  ÜVS-»,  und  sind  u  =  f(t) 
und  V  =(p{t)  die  Gleichungen 
der  Raumkurv^e,  so  ist: 


tg£ 


dt 


r/„-A 


dv  =  Uu  ctg  »  = 


,Stg& 

=  -^--^-  ■—^-      Sind    nun 


Daraus  folgt  für  das  Kurvenelement:   Vv 

y,  z  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Z  auf  der  Tangente  FS, 

und  ZV==s,  so  hat  man: 


s  cos  ^. 


3;  ==  (  —  S  sin  #  -  sin  £;     i/  =  m  —  s  ■  sin  ^  -  cos  S;     & 
wobei  durch  die  Gleichungen 

tgg  =  |^;    tg*  =  ^--^;    äu^f'(t)dt;    dv^<p\i)dt 

die  Winkel  £  und  %   in  Funktion  von  t  bestimmt,   also   die   Koordi- 
naten X,  y,  3  eines  Punktes  einer  beliebigen  abwickelbaren  Fläche  als 
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Funktionen  der  beiden  Parameter  s  und  (  dargestellt  sind.  Die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Winkehi  g  und  *  und  den  früher  benutzten 
Größen  l,  m,  n,  ?.,  (i,  v  ergeben  sich  durch  Einführung  des  Kontin- 
genzwinkels  Svs  =  da,  flir  welche  Enler  zunächst  die  Gleichung 
herleitet:  dm^  ^  d&^  +  d^^  sm^&.     Es  ist  dann: 

-  cos  J  sin  9'; 


Z  ■  sin  K 

,  +  ACOS, 

y  =  sing  sin*;     m  sin oj  +  f(  cos  w 
M-sin«  +  j/cosa)  =  cos* 

und: 

Z  •  cos  w  - 

-  A  •  sin  w 

=  r^ ^-  --■  ;      m  cosoj  —  jt  sin 

Damit  sind  (,  m,  n,  l,  (i,  v  durch  t,  und  9-  ausgedrückt:  es  läßt  sich 
noch  die  bemerkenswerte  Beziehung  nachweisen: 

dl        dm       dn  . 

jt  ="    .-    =  -j"   =  —  ctg  m. 
dX         all         dv  ^ 

Schließlich  wird  gezeigt,  daß  der  Schatten,  den  ein  leuchtender 
Körper  Ton  einem  dunkeln  erzeugt,  ein  solches  „solidum"  darstellt, 
und  daraus  ebenfalls  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Flache  her- 
geleitet. 

Ungefähr  in  dieselbe  Zeit  fällt  die  erste  üntersuehung  von 
Monge  Ober  diesen  Gegenstand,  die  sich  in  etwas  anderer  Richtung 
bewegt,  nämlich  ein  „Memoire  sur  les  Developpees,  les  Rayons  de 
courbure  et  les  differents  genres  d'inflexion  des  courbes  ä  double 
courbure",  das  schon  im  Jahre  1771  der  Akademie  eingereicht,  aber 
erst  im  10,  Band  der  Mem.  div.  Sav.  (1785),  p.  511—550,  veröffentlicht 
und  später  von  Monge  seinen  „Feuilles  d'Analyse"  als  Schlußkapitel 
einverleibt  wurde.  Schon  dieses  erste  Werk  zeigt  itUe  Vorzüge  von 
Monges  Dars teil ungs weise,  vor  allem  eine  eminente  Sicherheit  des 
räumlichen  An sehauunga Vermögens;  man  muß  geradezu  sagen,  daß 
Monge  mit  bloß  vorgestellten  räumlichen  Gebilden  ebenso  leicht 
operiert,  wie  ein  anderer  mit  gezeichneten  Figuren  in  der  Ebene. 
Dazu  kommt  eine  ungemeine  Eleganz  in  der  Beweisführung  und 
eine  ataunenawerte  Gewandtheit  in  der  analytischen  Formulierung 
differential- geometrischer  Beziehungen.  —  Monge  schickt  zunächst 
einige  Hilfsaufgaben  über  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  voraus, 
die  er  in  den  F.  d'A.  in  der  Einleitung  behandelt,  und  erläutert 
dann  einen  für  das  Folgende  wichtigen  Begriff,  nämlich  den  der 
Polaehse  (axe  des  pöles)  eines  Kreisbogens;  er  versteht  darunter 
den   geometrischen    Ort    der   Pole,    d,  h.    der  Punkte,    die   von  allen 

C«.KioB,  Gesphielite  der  Mathematik  IV.  35 
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Puuktea  des  KreistogenB  gleiehweit  entfernt  sind:  d.  h.  die  Polacliee 
ist  das  im  Mittelpunkt  eines  Kreisbogens  auf  seiner  Ebene  errichtet© 
Lot,  unter  Benutzung  dieser  Bezeichnung  ist  also  die  Polachse 
für  ein  durch  drei  konsekutive  Punkte  hestimmtes  Bogenelement  einer 
Kurve  die  Schnittgerade  zweier  konsekutiver  Normalehenen, 
Die  Geeamtheit  aller  dieser  Geraden  ergibt  den  Ort  der  Pole  (surface  des 
pöles)  ■*)  für  alle  Bogeuelemente  der  ganzen  Xurve.  Es  ist  eine  abwickel- 
bare FUiche  und  auf  ihr  liegen  auch  die  sämtlichen  Evoluten  der  Kurve; 
eine  solche  wird  von  Monge  in  anschaulicher  Weise  definiert  als  der 
Ort  der  Schnittpunkte  konsekutiver  Normalen;  er  zeigt,  wie  man  zu  einer 
beliebigen  Normale  geometriaoh  die  Nachbamormale  findet,  die  sie 
schneidet,  zu  dieser  ebenso  eine  dritte  usf.  Er  hat  also  damit  nicht  bloß  den 
Begriff  der  Evolute  einer  Raumkurveneu  eingeführt, sondernauch 
gezeigt,  daß  jede  Raumkurve  unendlich  viele  Evoluten  hat, 
daiS  alle  auf  der  surface  des  pöles  liegen  und  wie  sie  konstruiei't 
werden.  —  Monge  zeigt  dann  sofort,  daß  der  Ort  der  Krümmungs- 
eentra  auch  auf  der  Polarfläche  liegt,  aber,  im  Gegensätze  zu  den 
ebenen  Kurven,  keine  Evolute  darstellt,  außer  eben  bei  einer  solchen 
Kurve.  Femer  beweist  er,  ebenfalls  rein  geometrisch,  den  interessanten 
Satz,  daß  die  Evoluten  geodätische  Linien  (in  moderner  Aus- 
drncksweise)  der  Polarfiäche  sind.  Monge  drückt  sieh  folgender- 
maßen ans:  „on  aura  une  developpee,  si,  par  un  de  ses  points,  on 
mene  une  taugente  ä  la  surface  developpable  qui  est  le  lieu  de  sea  pöles, 
et  si  l'on  plie  lihrement  sur  cette  surface  le  prolongement  de  cette 
tangente''.  Die  Beweisführung,  die  auf 
dem  hier  von  Monge  benutzten  Ver- 
fahren des  „plier  lihrement"  beruht, 
ist  so  charakteristisch  für  die  Ge- 
wandtheit und 
Monge  im  Raum 

wenigstens  die  Grundgedanken  kurz 
andeuten  wollen:  er  vergleicht  die 
oben  erwähnte  Tangeute  mit  einem 
unendlich  dünnen  Band,  das  über 
eine  Keilkante  gelegt  wird,  hier  also 
über  eine  der  Mantellinien,  längs  der 
zwei  konsekutive  Elemente  der  ab- 
Fig  (,7.  wiekelbaren  Flache   zusammenstoßen, 

und    zeigt,     daß    die     beiden    Teile 
derselben  AB  und  BC  (s.  Fig.  57)  mit  der  Keilkante  gleiche  Winkel 


■)I 


c  die  heutige  Bezeichnung;  „abwickelbare  Polarfläche". 
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maclien,  daß  also  L  ABO  =  i  O'BC  ist.  Dies  trifft  aber  auch  für 
jede  Evolute  auf  Grund  der  von  Monge  gegebenen  Definition  zu. 
Daraus  folgt  dann  sofort,  daß  AÜC  in  eine  Gerade  ABC  übergeht, 
wenn  die  zweite  Ebene  um  OtX  gedreht  wird,  bis  sie  mit  der  ersten 
zueamnienfüUt,  d.  h.  daß  bei  Abwicklung  der  Polarfläche  in  eine 
Ebene  die  Evoluten  in  Gerade  übergehen,  daß  sie  also  kür- 
zeste Linien  der  Polarfläche  sind.  Dieser  geometrischen  Her- 
leitung folgt  dann  der  aniüytiBche  Beweis,  sowie  eine  differential- 
geometrische Herleitung  der  geodätischen  Linien  für  beliebige 
(also  nicht  abwickelbare  Flächen),  die  in  den  Feuilles  d' Analyse 
fehlt  und  die  auf  der  für  abwickelbare  Flächen  gegebenen  fußt. 
Monge  betrachtet  nämlich  ein  Element  Mm  einer  geodätischen 
Linie  ML  und  legt 
durch  M  und  m  Ebenen 
parallel  der  j/s-Ebene, 
welche  die  Tangential- 
ebenen in  M  und  m  nach 
GT  xmd  gt  schneiden, 
Q  und  q  sind  die  Pro- 
jektionen von  M  und 
m  auf  die  a;j/-Ebene, 
ferner  ist 

Mn  11  Qr,  Q'M'  II  QM, 
MNWQQ'; 

der  Winkel  M' Mm  ist 
mit  V  bezeichnet,  und 
es  ist  dann  nach  be- 
kannten Formeln  der 
sphüri  sehen  Trigono- 
metrie 


cos  V  =-  cos  Q'  Qq  ■  cos  M'  MN  ■  cos  m  Mn  -f-  b 


H'MNsmmMn. 


Nun  ist  oben  gezeigt  worden,  daß  für  geodätische  Linien 

i  Mmt  =^  gmL  =-  v  +  rfc 

ist;  die  beiden  Winkel  v  und  v-]rdv  sind  also  nur  verschieden  durch 
die  Änderung  des  Winkels  M'MN;  das  Differential  von  cosi-  ist 
also  =  0,  wenn  man  bei  der  Differentiation  den  L  M'MN  als  kon- 
stant ansieht.  Bildet  man  also  das  Differential  unter  dieser  Voraus- 
;  und  drückt  dabei  die  Winkelfunktionen  durch  die  Differentiale 


y  Google 


534  Abschnitt  XXIV. 

von  x,y,si  aus,  so  erliält  man  die  Differentialgleichung  der  geo- 
dätischen Linien,  nämlich: 

(ds^  +  dz^)  dV  =^  \dydz  -  -'--*]  d^'z, 

wo  rfö^  —  dx^  +  dy^,  und  wo  die  Differentiale  von  s  vermöge  der 
Flächengleichung  durch  x,  y  und  ihre  Differentiale  auszudrücken  sind. 
Daran  schließt  _aich  eine  Anwendung  auf  ebene  und  sphärische 
Kurven:  für  erstere  ist  die  Polarfläche  ein  Zylinder,  der  auf  der 
Kurven  ebene  senkrecht  steht,  und  dessen  Basis  die  gewöhnliche 
Evolute  der  Kurve  ist;  für  letztere  ist  es  ein  Kegel,  dessen  Spitze  im 
Mittelpunkt  der  Kugel  liegt.  Es  folgen  einige  allgemeine  Bemer- 
kungen geometrischer  Natur  über  abwickelbare  Flächen  überhaupt 
und  ihre  Rückkehrkante,  für  welche  Monge  den  Namen  „ar6te  de 
rebroussemeni"  eingeführt  hat.  Die  analytische  Behandlung  geht  aus 
von  der  Kurven gleichung  in  der  Form  y  =-  rp{x)\,  2  = )/;  {x),  und  es 
werden  nacheinander  die  Gleichungen  der  Normalebene,  der  abwickel- 
baren Polarfläche,  ihrer  Rückkehrkante  und  einer  beliebigen  Evolute 
aufgestellt.  Dann  kommen  Bemerkungen  über  die  zwei  Arten  von 
Wendepunkten  einer  Hau mkurve,  die  Monge  als  „points  de  simple 
inflexion"  und  „points  de  double  inftexion"  unterscheidet.  Die  ersteren 
sind  Steilen,  wo  vier  konsekutive  Punkte  in  einer  Ebene  liegen; 
hier  werden  zwei  konsekutive  Polarachsen  parallel,  die  Rückkehr- 
kante  der  Polarfläche  hat  einen  unendlichen  fernen  Punkt,  oder,  iu 
moderner  Ausdrucks  weise:  die  Torsion  der  Kurve  ist  =  0.  Als 
Bedingung  für  solche  Punkte  findet  Monge: 


dx'    dx'       da.'*    dx' 


0. 


Letztere,  die  „points  de  double  inflexion"  sind  Stellen,  wo  drei  kon- 
sekutive Punkte  in  einer  Geraden  liegen,  d.  h.  wo  die  Krümmung 
der  Kurve  =  Ü,  und  der  Krümmungsradius  unendlich  wird.  Um 
solche  Punkte  zu  bestimmen,  wird  zunächst  für  den  Krümmungs- 
radius die  Formel  entwickelt 

__.   [l_+'P''  +  ^''3''^^  _ 

Vfp" '  + if'" '+(?'>"  — tV") ' 

Daraus  ergibt  sieh  als  Bedingung  für  einen  solchen  Punkt:  ip"  =  0; 
Tp"  =  0.  Den  Schluß  bilden  Betrachtungen  über  die  Developpee  einer 
abwickelbaren  Fläche;  es  ist  dies  die  abwickelbare  Fläche,  die  heute 
die  rektifizierende  heißt.  Von  dieser  weist  Monge  folgende 
Eigenschaften  nach: 

1.   Wird  die  Developpee  in  einer  Ebene  abgewickelt,  so  geht  die 
Raumkurve    in  eine  Gerade  über.     Monge    drückt  allerdings  diesen 


Hosied  by 


Google 


Raumkurven  und  Flächen,  535 

Satz  etwaa  anders  aus,  er  sagt  nämlich:  wenn  eine  der  rektifizierenden 
Ebenen  mit  der  in  ihr  liej^euden  Kurven tangente  auf  der  Developpee 
rollt,  so  beschreibt  diese  Tangente  die  abwickelbare  Fläche,  die  von 
den  Tangenten  der  Raum  kurve  gebildet  wird. 

2.  Jedes  Element  einer  abwickelbaren  Fläche  (d.  h.  der  Streifen 
zwischen  zwei  konsekutiven  Mantellinien)  kann  angesehen  werden  als 
Flächenelement  eines  Kegels^  dessen  Spitze  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Mantelliuien,  und  dessen  Achse  die  zugehörige  Erzengende  der 
Developpee  ist. 

3,  Ist  die  Developpee  ein  Zylinder,  so  haben  alle  Mantelliuien 
der  abwickelbaren  Fläche  gleiche  Neigung  gegen  dessen  Mantellinien. 

Der  Zeit  nach  folgt  nun  Tinseau  (Offizier  im  Geniekorps)  mit 
einer  Arbeit:  „Solution  de  quelques  problemes  relatifs  a  la  theorie  des 
Burfaces  courbes  et  des  courbea  ä  double  courbure"^)  (1774).  Hier 
kommt  nur  der  zweite  Teil  in  Betracht,  wo  er  von  Ranmkurven 
spricht,  die  Gleichung  der  von  den  Tangenten  gebildeten  abwickel- 
baren Fläche  aufstellt,  und  die  zwei  Arten  von  Wendepunkten,  ganz 
wie  Monge,  unterscheidet,  und  zwar  als  „points  d'inflesion  lineaire" 
(Krümmung  =  0)  und  „points  d'inflexion  plane"  (Torsion  =  0)  unter- 
scheidet. Er  stellt  weiter  die  Gleichung  der  Scbmiegungsebene  auf, 
wobei  sich,  wohl  zum  erstenmal,  der  Satz  findet,  daß  die  Ortho- 
gonalprojektion einer  Raumkurve  auf  eine  Ebene  dann  einen 
Wendepunkt  hat,  wenn  die  Sehmiegungsebene  auf  der  Pro- 
jektionsebene senkrecht  steht.  Endlich  werden  noch  Formeln 
entwickelt  für  die  Komplanation  einer  abwickelbaren  Fläche  und  für 
die  Kubatur  des  Raums,  der  von  ihr,  der  a;y-Ebene  und  den  beiden 
Ebenen  begrenzt  wird,  welche  zwei  beliebige  Mantellinien  auf  die 
iCj/-Ebene  projizieren. 

Eine  zweite,  größere  Abhandlung  von  Monge,  die  nach  der 
ersten,  vorhin  erwähnten,  eingereicht  (1775),  aber  vor  ihr  veröffent- 
licht*) wurde,  heißt':  „Sur  les  Proprietes  de  plusieurs  genres  de  Sur- 
faces  courbes,  particuliferement  sur  Celles  des  Surfaees  developpables, 
avec  une  Application  ä  la  Theorie  des  Ombres  et  des  Penombres"- 
Monge  erwähnt  darin  seine  eigene  frühere  Arbeit'),  sowie  diejenige 
Eulers*)  mit  der  Bemerkung:  ,je  suis  parvenu  ä  des  resultats,  qui  me 
semblent  beaueoup  plus  simples".  Die  Arbeit  bringt  also  keine  wesent- 
lich neuen  Ei^^ehnisae,  aber  eine  einfachere  und  elegantere  Her- 
leitung. Zimächst  wird  scharf  unterschieden  zwischen  abwickelbaren 
Flächen   und   allgemeinen  Regelflächen  mit   der  Bemerkung,   daß  der 


')  Mem,  div.  Sav.  IX,  1780,  p.  5^3— e24.  ')  Ebenda,  p,  383—440, 

')  Siehe  S.  531  ff.         *)  Siehe  S.  &2'Jff 
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„auteur  de  la  coupe  de  pierres"  (alao  wohl  Frezier)  sich  hierüber 
nicht  ganz  klar  sei;  die  ahwickelbare  Fläche  wird  definiert  durch  die 
Eigenschaft,  daß  sie  sich  ohne  Faltung  und  Zerreißung  in  eine 
Ebtue  ausbreiten  lasse,  und  ihre  ffleichuug  auf  drei  verschiedene 
Arten  und  in  drei  verschiedenen  Formen  hei^eieitet,  nämlich: 

1.  in  endlicher  Form,  indem  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  auf  der  Tangente  der  Raumkurve  aufgestellt  werden.  Hier- 
bei treten  zwei,  die  Raumkurve  bestimmende,  willkürliche  Funktionen 
auf-  diese  werden  durch  zweimaliges  Differenzieren  eliminiert,  was  die 
Differentialgleichung  rt  —  s^  =  0  liefert. 

2.  Diese  wird  direkt  gewonnen  durch  Aufstellung  der  Schnitt- 
geraden  zweier  konsekutiven  Tangentialebenen  und  Berücksichtigung 
der  Tatsache,  daß  für  eine  abwickelbare  Fläche,  und  nur  für  eine 
solche,  diese  Schnittgerade  dieselbe  bleibt,  gleichvie!  ob  bloß  x  oder 
bloß  ff  sich  ändert 

3.  Längs  eines  Flachenelements  (=  Streifen  zwischen  zwei  kon- 
sekutiven Mantellinien )  Sind  p  und  q  beide  konstant;  wenn  man 
zum  nächsttoJgenden  übergeht,  so  ändern  sich  beide  gleichzeitig. 
Nun  kommt  der  m  seiner  Neuheit  überraschende  Schluß:  p  und  q 
sind  also  „constants  ensemble  et  variables  ensemble,  donc  on  doit  avoir 
_p  =  qu  (5)",  d  h  /)  muß  Funktion  von  g  sein  (oder  umgekehrt).  Da- 
mit ist  zugleich  ein  erstes  Integral  der  Differentialgleichung 

gefunden. 

Ahnlich  wie  bei  Euler  (s.  S.  531),  aber  weiter  ausgeführt,  folgt  nun 
eine  Anwendung  der  Theorie  der  abwickelbaren  Flachen  auf  die  „ombres 
et  penombres".  Sind  zwei  Körper,  ein  leuchtender  und  ein  dunkler, 
gegeben,  so  zeigt  Monge,  daß  die  Grenze  zwischen  Kern-  und  Halb- 
schatten gebildet  wird  von  einer  abwickelbaren  Fläche,  welche  die 
beiden  Körper  berührt;  das  Gleiche  gilt  für  die  Grenze  von  Halb- 
schatten und  Licht;  die  Rückkehrkante  Hegt  im  letzteren  Fall  zwischen, 
im  ersteren  außerhalb  der  beiden  Körper.  Es  wird  dann  zunächst 
der  einfachste  Fall  erledigt,  daß  der  leuchtende  Körper  ein  Punkt  ist. 
Sind  a,  h,  c  die  Koordinaten  des  Punktes,  ist  s  =  K{x,  y)  die  Glei- 
chung der  Fläche  und  hieraus  ^^  =  F,  ^=<^,  so  ergibt  die  Glei- 
chung: s  ~  c  =  {x  —  a)  F  -\-  {y  —  h)  Q  in  Verbindung  mit  z  =  K{x,  y) 
durch  Elimination  von  z  die  Horizontalprojektion  der  Licht-  und 
Schattengrenze  oder  der  Berührkurve  des  von  dem  Punkt  an  die 
Fläche  gelegten  Tangentialkegels.  Damit  ist  zugleich  die  erste 
Polarfläche  des  Punktes  in  bezug  auf  die  Fläche  aufgestellt,  wenn- 
gleich diese  Bezeichnung  natürlich  nicht  auftritt.    Es  wird  dann  noch 
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die  Gleichung  des  Tangentialkegels  angegeben  und  bemerkt,  daß  da- 
mit zugleich  die  Aufgabe  gelöst  ist,  den  scheinbaren  Umriß  der 
Fläche  in  Zentralperspektive  zu  bestimmen. 

Daran  schließt  sich  die  Lösung  der  allgemeineren  Aufgaben,  die 
gemeinaanie  üeveloppable  zweier  Flächen  zu  finden,  und  durch  zwei 
gegebene  Kurven  eine  abwickelbare  Fläche  zu  legen.  Monge  stellt 
die  Tangentialebene  für  beide  Fläcben 

^1  = /fj  (iT, ,  ^i)     und     Zi  =  K^(x^,y^) 
auf,  nämlich; 

^  —  -^1  =  Pi  (^  -  ^i)  +  9i  (*/  —  yi) 
und 

Ä  —  Ka  - Pa (a-  -  fl-j)  +  q^{y~  y^).  (1) 

Soll  nun  eine  Ebene  beide  Flächen  berühren,  so  müssen  diese  beiden 
Oleichungen  identieoh  sein,  d.  h.  es  muß  sein: 

Eliminiert  man  aus  diesen  drei  Grleichungen  und  einer  der  Gleichungen 
(1)  drei  der  Größen  x^,  y,,  x^,  y^,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer 
Ebene, 

Ä  =  ^it  +  JSy  +  ü,  (3) 

wo  die  Koeffizienten  A,  B,  C  Funktionen  der  viei-ten,  nicht  eliminierten 
Variabela,  z,  B.  «j,  sind,  die  also  hier  als  Parameter  auftritt.  Diffe- 
renziert man  (31  nach  diesem  Parameter,  und  eliminiert  ihn,  so  ergibt 
sich  die  Gleichung  der  gemeinsamen  Developpabeln;  sie  stellt  ins- 
besondere einen  Kegel  dar,  wenn 

<i) 

ist.  —  Im  ÄEBchluß  daran  werden  verschiedene  auaivtisehe  Probleme 
erledigt,  deren  Lösungen  im  vorstehenden  enthalten  sind,  um  zu  zeigen, 
„que  1' Analyse  peut  tirer  de  tres-grand  secours  de  la  connaissauce  des 
proprietes  de  l'etendue".  Endlich  folgt  die  Aufstellung  der  Diffe- 
rentialgleichungen der  surfaces  gauchea,  d,  h,  der  allge- 
meinen Regetflächen,  und  die  Lösung  der  Aufgabe,  durch  drei 
gegebene  Kurven  eine  Regelfläche  zu  legen. 

Nur  kurz  erwähnen  wir  eine  Arbeit  von  Euler  vom  S.März  1779: 
„De  lineis  curvis  nou  in  eodem  piano  aitis  quae  maximi  vel  mininii 
proprietate  sunt  praeditae"  ^).  Sie  enthält  eine  Anwendung  des  Metho- 
dus  inveniendi,  d.  h,  der  Variationsrechnung  auf  Raumkurven,  und  sucht 
die  Gleichungen  y=^f(x),  s  =  fp(x)   einer   solchen  so  zu  bestimmen, 

')  M.  P,  IV,  p.  18—42. 
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daß  /  Vdx  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  wo  V  eine  Funktion 
von  X,  y,  z  und  den  DiÄerentialquotienten  von  y  und  B  nach  x  ist. 
Die  Auflösung  ist  folgende:  Enler  setzt  zunächst 


g-*i    %  =  r,    t- 

,..., 

dz         ,        dp'         ,        dq' 

-r      usw. 

Ferner 

^^s- 

1?  =  ^';    1;-^= 

lf=^ 

und  findet  als  Bedingungen: 

j.     ir      <i=«      .i'ü 

0, 

„,       iP-       i'tl       i'K 

—  -  0. 

Treten  nur  die  Differentialquotienten  erster  Ordnung  'p  und  f'  in 
V  auf,  so  reduzieren  sich  diese  Gleichungen  a\if: 

dj-         ^  dx 

Diese  Methoden  werden  auf  einige  Beispiele  angewendet. 

Unter  den  Arbeiten,  die  sich  auf  Flächenkurven  (d.  h.  Eaum- 
kurven,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche  liegen)  beziehen,  ist  die  be- 
deutendste die  von  Euler  über  geodätische  Linien:  „Accuratior  evo- 
lutio  problematis  de  linea  brevissima  in  superficie  quacumque  du- 
cenda"')  (25.  Januar  1779).  Es  werden  keine  wesentlich  neuen 
Kesnltate  gefunden,  da  ja  Euler  die  Aufgabe  selbst  schon  früher  ge- 
löst hat  (IIP,  S.  817fF.),  bemerkenswert  ist  aber  die  Herleitung  der 
Differentialgleichung  und  namentlich  ihre  Integration.  Zui^chst  werden 
folgende  Bezeichnungen  eingeführt; 


so  daß  das 
Kurve  die 

-fd-x-^gdy;     df  = 

Linienelement  ds 
Form  erhält: 

ds  =  yii^ 

dy  =  pdx  gesetzi 

=  i»dx  +  ßdy; 
einer  beliebige 

r/j/  =  ßdx 
n  auf  der  Fli 

■fgdyY, 

+  ydy, 
iche  gez 

oder,  wenn 

+  dy'  +  (fdx 
:  wird: 

')  N.  A.  P.  XV,  p.  U— 54. 
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ds  -  dxVl+p'  +  (f+9P)'. 
Eb  Boll  nun  das  Integral 

s  ^fdxyr+p'  +  (f+gpy 

zu  einem  Minimuui  gemacht  werden.  Die  Anwendung  der  von  Euler  in 
der  Methodus  inveniendi  aufgestellten  Kegeln  führt  auf  die  Differential- 
gleioliung  dp  (1  +  f^  +  g^)  +  (ß  ~  fp)  (df  +  p  dg)  =  0.  Dies  ist  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Eine  erste  Integration  leistet 
Euler  durch  einige  Substitutionen;  er  setzt  nämlich 


_9  —  fV. 
f+gp'' 


f^+g^^h';     f  =  fc;     s^^ 


so  daß  wenigstens  die  Variable  s  isoliert  ist. 

Es  ist  von  Interesse,  daß  die  hier  eingeführte  Größe  5  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung  hat;  ist  nämlich  iv  der  Winkel,  den  eine 
geodätische  Linie  mit  den  Kurven  .s  =  const.  bildet,  so  ist  s  =  tg(f'; 
dieser  Hinweis  fehlt  allerdings  bei  Euler,  aber  immerhin  ist  es  be- 
merkenswert, daß  Gauß  die  Integration  der  geodätischen  Linie  auf 
ähnliche  Weise  angegriffen  bat^),  nämlich  durch  Einführung  des 
Winkels,  den  sie  mit  den  Parameterkurven  bilden.  —  Des  weiteren 
ist  bemerkenswert,  daß  Euler  hier,  wohl  zum  erstenmal,  eine  sym- 
metrische Behandlung  der  drei  Koordinaten  eines  flächenpunktes 
und  einer  für  sie  abgeleiteten  Differentialgleichung  unternimmt,  die  er 
mit  den  Worten  einleitet:  „Universam  hanc  quaestionem  ita  tractare 
mihi  est  visum,  ut  omnes  formulae  pari  ratione  tres  coordinatas 
3:,  y,  z  involvant,  quo  pacto  epeculationi  potius  consulatur  quam 
usui;  hancque  ob  rem  investigationes  sequentes  subjungam".  Er  nimmt 
nun  die  Differentialgleichung  der  Fläche  in  der  Form  an: 

pdx  +  qdy  +  rds  =  0, 

und  erhält  als  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien: 

d'^x{qds  ~  rdy)  +  d'^y{rdx  -- pdy)  +  d'^zipdy  —  qdx)  =  0, 

die  er  noch  in  die  Form  setzt: 

d's         qd^z- — rd'y         rd'j;  —  pd^y        pd'y  —  qd'x 
ds  qdz  —  rdp  rda:  ^pdz  pdy  —  <tdx 

')  Discjuisitionea  gcncrales  oirca  superficieB  cuivaa,  Art.  18. 
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Schließlich  wird  die  Integration  für  Rotationsflächen  dnrchgefühi-t, 

deren  Gleichung  in  der  Form    --  ^- V  fi_^)  =  0  angenommen   wird, 

so  daß  p  —  X,  q  =  y  wird,  woraus  durch  eine  erste  Integration  mit 
der  Konstanten  A  folgt: 

Ads  =  xdij  —  ydx. 
Durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  in  der  a:^- Ebene 

(x  '^  V  ■  cos  9);     ^  =  t>  sin  <fi) 
folgt; 

wo  r  eine  Funktion  von  v  ist,  die  den  Meridian  der  RrOtationsfläche 
bestimmt. 

Es  wird  dem  Ruhm  und  den  Verdiensten  von  Uauß  keinen  Ein- 
trag tun,  wenn  wir  hier  darauf  hinweisen,  daß  verschiedene  der 
Gedanken  und  Methoden,  von  denen  er  in  den  „Disquisitiones 
generaies"  mit  so  glänzendem  Erfolg  Gebrauch  macht,  sich 
(allerdings  zum  Teil  in  spezieller  Form,  oder  nicht  ausdrücklich  for- 
muliert) schon  bei  Enler  finden,  z^  B.  die  sphärische  Ab- 
bildung (S.  527),  die  Darstellung  der  Flächen  in  Parameter- 
form (S.  529),  die  Übereinstimmung  des  Linienelementa  ais 
Bedingung  für  die  "Abwiekelbarkeit  (S.  530)  und  endlich 
die  Behandlung  der  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien 
mit  Hilfe  des  Winkels,  den  sie  mit  einer  auf  der  Fläche  be- 
findlichen Kuryenschar  bilden  (S.  5;W)/) 

Die  im  vorigen  Kapii«!  besprochenen  Arbeiten  Eulers  über  die 
Rektifikation  von  Kurven  stehen  in  gewissem  Zusammenhang  mit 
Untersuchungen  über  rektifizierbare  Kurven  auf  Flächen,  sofern 
er  auch  hier  die  S.  480  angegebene  Methode  anwendet.^)  Für  die 
erste  der  hierher  gehörigen  Abhandlungen  trifft  dies  allerdin^  nicht 
zu,  wohl  aber  für  die  übrigen.  Jene  handelt:  „De  curva  rectificabiti 
in  superficie  sphaerica"  *),  bringt  aber  keine  vollständige  Lösung  der 
Aufgabe,  sondern  leitet  nur  für  das  Bogenelement  den  Ausdruck  her: 
-■;---  ,  wo  r  der  sphärische  Krümmungsradius,  s  der  Bogen  der  Evo- 
lute ist.  Die  zweite  Abhandlung  heißt:  „De  lineis  rectificabilibus  in 
superficie  sphaero'idica  quacuucjue  geometrice  ducendis"*)  (4.  Juli  1776). 
Es  sollen  also  hier  auf  einem  Rotationsellipsoid  rektifizier  bare  Kurven 
gefunden  werden.    Der  Weg  zur  Lösung  ist  der,  daß  in  der  a:y-Ebene 

')  Vgl.  auch  Euler,  Opera  posthuma  I,  p,  491— 4%,  und  Lagrange, 
OeuTrea  XIV,  p.  317,  aSl.  S.  Stäekel  in  Biblioth.  Mathem.  (3)  K  (1901),  p.  133. 
*j  Stäekel,  Leipdger  Berichte  1902,  p.  102.  ')  N.  C.  P.  XV  (1770),  p.  196 

bis  216.         ')  N.  A.  P.  lU,  p.  67—68. 
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nach  dem  angegebenen  Verfahren  eine  rektifizierbare  Kurve  bestimmt, 
tm<l  der  Bogen  der  gesuchten  Flächenkurve  der  r-Koordinate  propor- 
tional gesetzt  wird,  alao: 


s  =  nz-^     ds  ~  n  ■  dz. 

Bezeichnet   man   das  Bogenelement   der  Kurve   iu   der  flJ^-Ebene  mit 
dß,  so  daß: 

de^=  dx*  ->r  dy^ 
ist,  so  ist: 

ds^  =  dx'  +  dy^  +  ds^  =  de^  4-  ^ , 
oder : 

a0=  — =  dz  y  M^  ~  1 , 

ö  =  s  *^     —  =  z  yn?  —  1 . 

Die   Gleichvmgen    der  Kurve  in   der    3:j/-Ebeiie    sind    nun    nach 
S.  480: 

dv      .  dv             ,          . 

a;  =.     - .  siu  qo  —  r  cos  gj;  ^  =  j    aos  (p  -'r  v  ■  am.  (p 

und  der  Bogen  6  ist  dann: 

Ist  nun  die  Gleichung  des  Ellipsoids: 

^■=«"(i--'-»")-«"[i-""-©"]' 

so  hat  man  nach  den  vorangehenden  Gleichungen: 

Um  diese  Gleichung  integrahel  zu  machen,  setzt  Enler: 
V  =  cos  (-•.  fp  +  «), 
wobei  sich  für  l  die  Bedingung  ei^ibt; 

nnd  die  Horizontalprojektion  der  gesuchten  Kurve    die   Form    erhält: 
X  ~  —^  cos  (f  •  cos  {i(p  +  k)  —  A  sin  qü  sin  (Aqo  +  tt), 
1/  =       sin  y  ■  cos  (A ^  -|-  k)  —  X.  cos  (p  sin  {X(p  +  «); 

für  X  ist  hierbei  noch  der  aus  der  vorangehenden  Gleichung  sich  er- 
gebende Wert   einzusetzen.     Da   über  c   keinerlei  Toraussetzung  ge- 
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macht  ist,   so   gelten  die  Resultate  für  jedes  Rotationsellipsoid,    also 
auch  für  die  Kngel,  sowie  tur  das  Rotationshyperboloid. 

In  einer  dritten  Arbeit:  „De  curvis  rectiflcabilibus  in  superficie 
coni  recti  ducendis"^)  leitet  Euler  rektifizier  bare  Kurven  auf  dem 
Rotations tegel  her;  die  Höhe  ist  =  a,  der  Grundkreisradius  =  b,  die 
Mantelliuie  =  c,  und  rektifizierbare  Kurven  lassen  sich  nur  finden, 
wenn  r,:b  ein  rationales  VerhUltnia  ist.  Der  Gang  der  Lösung  ist 
ganz  analog  wie  im  vorigen  Fall,  nur  ist  der  dort  mit  (p  bezeichnete 
Hilfswinkei  hier  -=  #  gesetzt,  ö  bedeutet  eine  beliebige  Funktion 
von  &;  -i-i^  ist  mit  jj  bezeichnet;  dann  sind  die  Gleichungen  der  ge- 
suchten Kurve: 

^     ^  öcos  ^  (0~^)  ÖBin-J  (&-r:, 

^  ~   h   sin^'      ^  ^  »inrj  ,      ^  ~  gjj,  ^  , 

für  die  Bogenlänge  s  ergibt  sich 

Mit  verschiedenen  sphärischen  Kurven  haben  sich  Lexell, 
Schubert  und  Fuß  beschäftigt.  Ersterer  behandelt  sphärische  Epi- 
zykioiden  in  einer  Abhandlung:  „De  epicycloidibus  in  superficie  sphae- 
rica  descriptis" *),  ermittelt  ihre  Gleichung,  die  sphärische  Tangente, 
das  Bogenelement  und  den  sphärischen  Krümmungsradius.  Schuberts 
Note;  „De  eurva  losodromica"*)  (14.  August  1786)  löst  die  Aufgabe, 
den  losodromi sehen  Winkel  für  die  Losodrome  zu  finden,  die  zwei  durch 
ihre  sphärischen  Koordinaten  gegebene  Punkte  verbindet;  sie  hat 
mehr  vom  Standpunkt  der  Nautik  Interesse.  Fuß  endlich  untersucht, 
wohl  zum  erstenmal,  die  sphärischen  Kegelschnitte  in  einer 
vom  26.  Oktober  1787  datierten  Abhandlung:  „De  proprietatibus  quibus- 
dam  ellipseos  in  superficie  sphaerica  descriptae".*)  Es  wird  der 
Ort     der     Punkte    Y 


für  welche  die  Summe  der 
sphärischen  Entfernungen  von 
zwei  festen  Punkten  A  und  B 
konstant  ist.  Zu  diesem  Zweck 
'-"  wird  von  Y  das  sphärische  Lot 
YX  auf  AB  gefäUt,  und  mit 
y  bezeichnet,  AX  ist  =  x, 
AB^2a,  AY+BY=2c  ge- 

■)  A.  P.  nsi,  I,  p.  eo— T.S.        ')  Ebenda,  1779,  I.  p.  49-71.        ')  N.  A.  P. 
IV,  p.  95—101,        ')  Ebenda,  III,  p.  90—99,  vgl.  auch  S,  387. 
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setzt.    Hierauf  werden  mit  Hilfe  aphärischer  Dreiecke  die 
hergeleitet: 


""''=r».'.i"-+^ 

..?( 

cma'-conC 

'"""vlBB^ 

oi^ 

Als  „proprietas  masime  memorabilis"  hebt  Fuß  hervor,  daß  für 
«=90"  die  sphärische  Ellipse  eiu  GroBkreis  wird,  gleichviel,  wie 
die  Brennpunkte  Ä  und  B  liegen.  Er  berechnet  sodann  die  beiden 
Halbacheen;  die  eine  ist  natürlich  =  c,  für  die  andere,  die  mit  ff  be- 
zeichnet ist,  ergibt  eich: 

(Daß  diese  Gleichung  sich  auf  die  einfache  Form  bringen  läßt: 


und  daß  hiernach  c  die  Hypotenuse  eines  sphärischen  rechtwinkligen 
Dreiecks  mit  den  Katheten  a  und  b  ist,  wird  nicht  bemerkt.)  Durch 
Einführung  von  g  nimmt  die  Kurvengleiehung  die  Form  an: 


^s'j-i^y'^"'^'- 


Ferner  wird  von  der  sphärischen  Ellipse  bewiesen,  daß  die  Brenn- 
strahien  ÄY  und  BY  mit  der  Kurven tangente  in  Y  gleiche  Winkel 
machen,  und  schließlich  gezeigt,  daß  die  Projektion  der  sphärischen 
Ellipse  auf  die  zu  ihrem  Mittelpunkt  als  Pol  gehörige  Äquatorebene 
eine  Ellipse  ist,  daß  aber  die  Brennpunkte  derselben  nicht  die  Pro- 
jektionen der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipse  sind. 

Als  letzte  Abhandlung  Ober  Raumknrven  ist  endlieh  zu  nennen: 
„Kästner,  Cylindrorum  rectorum  ae  decussantium  sectiones  ad  geo- 
metriam  fornicum  relatae".')  Es  handelt  sich  also  um  die  Durch- 
dringung zweier  Kreiszylinder,  wie  sie  in  der  Architektur  bei  der 
Durchkreuzung  zweier  zylindrischen  Gewölhe  auftritt.  Hier  wird  nur 
der  Fall  erörtert,  daß  die  Achsen  der  beiden  Zylinder  sich  schneiden. 
Ist  ihr  Winkel  =  2k,  sind  die  Radien  der  Zyhnder  a  und  6,  und 
nimmt  man  die  Halbierungslinien  des  Winkels  2a  und  seines  Neben- 
winkels als  Koordinatenachsen,  so  ist  die  Gleichung  der  Projektion 
der  Sehuittkurve  auf  die  Ebene  der  Achsen:  xy  = —^  — ,   also    eine 

')  Comment,  Goetting.  X  (1791),  p.  30—54. 
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gleichseitige  Hyperbel,  woraus  sieh  leicht  die  Gleichungen  der  Sclmitt- 
kurve  selbst  herleiten  lassen. 

Wir  verlassen  nun  die  Raumkurveu  und  wenden  uns  zu  den 
krummen  Flächen,  dem  Gebiet,  in  welches  die  hervorragendsten 
Leistungen  unserer  "Periode  fallen.  Gleich  bei  den  Arbeiten  allge- 
meinerer Natur  haben  wir  von  zwei  der  schönsten  Entdeckungen  zu 
benchten;  wir  meinen  die  bekannten  Sätze  von  Euler  und  Meusnier 
über  die  Krümmung  der  Oberflächen,  und  diesen  werden  sich  nachher 
bei  der  Besprechung  der  Feuilles  d'Äualyse  noch  weitere  anreihen. 
Vorher  müssen  wir  jedoch  noch  einmal  auf  die  schon  früher  (S.  535) 
erwähnte  Arbeit  von  Tinseau:  „Solution  de  quelques  problemes  etc." 
zurückkommen,  da  sie  einige  interessante  Bemerkungen  auch  über 
Flächen  enthält.  Tinaeau  stellt  zunächst  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene in  einem  Fliichenpunkt  x,  y,  z  auf  mit  n:,  (p,  a  als  laufen- 
den Koordinaten,  und  zwar  in  der  eigentümlichen  Form: 

(x  -  %)dy  (J^  dx  +  (»/  ~  tp)dx  {£^  dt/~(s^  ß.)  dxdy  ^  0, 

wobei  die  Klammem  nach  der  damals  üblichen  Schreibweise  eine  par- 
tielle Differentiation  andeuten.  Diese  Gleichung  wird  nun  sofort  um- 
gedeutet, indem  den  Koordinaten  Ji,  tp,  a>  feste  Werte  a,  b,  c  erteilt 
werden.  Sie  stellt  dann  zusammen  mit  der  Flächengleichung  die  Be- 
rührungskurve  des  vom  Punkt  a,  b,  c  an  die  Fläche  gelegten  Tan- 
gentialkegela  dar.  Es  liegt  also  ein  ganz  ähnlicher  Gedankengang 
vor,  wie  bei  Monge  (s.  S,  537),  für  den  aber  Tinseau  die  Priorität 
gebührt,  da  aeine  Arbeit  zeitlich  vorangeht.  —  Die  Gleichung  des 
Berührungs kegele  selbst  wird  gewonnen,  indem  man  x,  y,  B  aus  den 
Gleichungen  der  Berührkurve  und  den  beiden  Gleichungen  einer  durch 
den  Punkt  {a,  h,  c)  gehenden  Geraden  eliminiert.  Tinseau  macht 
auf  die  Bedeutung  dieser  Überlegungen  für  die  Perspektive  aufmerk- 
sam, gibt  auch  einen  einfachen  Beweis  für  den  Satz  vom  Fluchtpunkt^ 
daß  die  Horizontalprojektionen  einer  Schar  von  parallelen  Geraden  sieh 
in  einem  Punkte  schneiden,  und  bemerkt  dazu:  „Voici  une  demon- 
stration  bien  simple  de  ce  principe,  dont  les  autem^  de  perspective  ont 
jusqu'ici  cherche  la  preuve,  les  uns  dans  la  metaphysique,  les  autres 
dans  des  considerations  sur  l'infini".  —  Diese  Betrachtungen  werden 
ebenso  wie  für  den  Kegel,  auch  für  den  Zylinder  angestellt.  Außer- 
dem hat  Tinseau  in  dieser  Arbeit  bewiesen,  daß  zwischen  den 
Neigungswinkeln  «,  ^,  y  einer  Ebene  gegen  die  Koordinatenebenen  die 
Beziehung  besteht: 

cos  «'  -f  cos  ^^  -j-  cos  y^  =  1, 

')  Die  letzte  ßemerkuiig  Tinseaus  ist  fibrigena  unrichtig.  Vgl.  S.  585, 
Fußnote. 
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und  daraus  den  bemerken s werten  Satz  hergeleitet,  daß  das  Quadrat 
eines  ebenen  Fiäcbenatücks  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
seiner  Projektionen  auf  drei  zueinander  senkrechte  Ebenen 
ist;  auf  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  pythagoreischen  Lehr- 
satz wird  ausdrücklich  hingewiesen.  Der  Rest  handelt  von  einigen 
speziellen  Regelflächen,  und  wird  weiter  unten,  wo  wir  über  die  Einzel- 
untersuchungen  berichten,  nochmals  zu  erwähnen  sein. 

Eulers  berühmter  Satz  über  die  Krümmungsradien  derNor- 
malsehnifcte  einer  Fläche  steht  in  seinen  „Recherebes  sur  la  cour- 
bure  des  surfaces".^)  Die  Untersuchung  ist  durch  ziemlich  umständ- 
liche Rechnungen  geführt,  von  denen  wir  nur  die  Hauptresultate 
angeben.  Euler  betrachtet  die  Schnittkurve  der  Fläche  mit  einer 
beliebigen  Ebene  £  ~  ay  —  ßx  -i-  }',  und  findet  für  den  Krünimimgs- 
radlus  q  dieser  Kurve  den  Ausdruck: 

„       _  [t^'  +  p'-2«g  +  a^p  +  (ap  4-  ßqy  +  p'  +  q']'U 
^'^  [{c^-9rr  +  {ß-\-p}H  +  2la^q)i§+p)s-]v.       ' 

WO  p,  q,  r,  s,  i  die  bekannten  Differential  quo  tienten  sind,  und  zur 
Abkürzung  Yl  -^  p^  -\-  q^  =  u  gesetzt  ist.  Hieraus  wird  nun  der 
Krümmungsradius  r  (natürlich  nicht  zu  verwechseln  mit  dem 
Differentialquotienten  r)  eines  beliebigen  Normal  Schnitts  herge- 
leitet, und  zu  diesem  Zweck  der  Neigungswinkel  fr  der  Schnittehene 
gegen  die  a;j/-Ebene,  und  der  Winkel  %,  den  ihre  Spur  in  dieser 
Ebene  mit  der  «-Achse  macht,  eingeführt.  Es  et^ibt  sich  dann  ein 
ziemlich  komplizierter  Ausdruck;  mit  Hilfe  desselben  werden  zunächst 
die  Krümmungsradien  der  Schnittebene,  welche  durch  die  ^-Koordinate 
geht,  und  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  berechnet,  die  Euler  als 
„sections  principaLes"  bezeichnet.  Nun  wird  der  Winkel  (f  eingeführt, 
den  die  Ebene  des  beliebigen  Normal  Schnitts  mit  der  eines  der  Haupt- 
schnitte bildet.     Hierdurch  ei^bt  sich: 


also  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

wo  X,  M,  N  Funktionen  der  Differential quotienten  p,  q,  r,  s,  t  sind, 
die  sich  leicht  angeben  lassen.  Aus  dem  letzten  Ausdruck  folgert 
nun  Buler  die  wichtigen  Sätze: 

1.  Die  Krümmung  zweier  Flächenelemente  stimmt  üherein,  wenn 


')  Biet,    de    l'Aead.    Jtoyale    ä.    Sciences    et    Bellea-Lettrea    ä   Berlin  1760, 
P-  119—143. 
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X,  M,  N  für  beide  denselben  Wert  haben,  oder  durch  Veränderung 
des  Winkels  (p  (d.  b.  durch  Drehung  des  Elements  um  seine  Normale) 
ineinander  übergeführt  werden  können. 

2.  Kennt  man  drei  Werte  von  r,  so  kann  man  L,  M,  N,  und 
damit  alle  übrigen  bestimmen. 

3.  r  nimmt  einen  größten  oder  kleinsten  Wert  an,  wenn 

t«  äf  -  -  y 

ist.  Diese  extremen  Werte  (d.  h.  die  Hauptkrümmungsradien  im  heu- 
tigen Sprachgebrauch)  werden  mit  f  und  g  bezeichnet. 

4.  Die  Richtungen,  in  welche  diese  beiden  extremen  Werte  fallen, 
stehen  aufeinander  senkrecht. 

5.  Für  den  Fall,  daß  einer  von  den  extremen  Werten  von  r  in 
die  durch  m  =  0  bestimmte  Ebene  fällt,   ist  r—  r-, -,,—-„     ■ 

6.  Kennt  man  f  und  g,  so  kennt  man  alle  Werte  von  r;  stimmen 
also  die  Hauptkrümmungsradien  für  zwei  Flächenelemente  Oberein,  so 
haben  diese  dieselbe  Krümmung  („on  peut  prononcer  hardiment,  qua 
ces  deus  elements  sont  doues  de  la  mfeme  courbure"), 

7.  Die  Eulersche  Formel:  Führt  man  in  r  =  ^-i  -jt sr-    die 

L  ~\-  M  cos  2qi 

Werte  f  und  g  ein,  so  ergibt  sich: 


Nur  in  dieser  Form,  nicht  in  der  jetzt  gel 


(H- 


-f - 


tritt  die  Gleichung  bei  Euler  auf.  Den  Schluß  bildet  eine  auf  obiger 
Formel  beruhende  geometrische  Konstruktion  des  Flächenelements, 
wobei  noch  bemerkt  wird,  daß  r  =  0  und  r  =  <3o  nicht  als  extreme 
Werte  gelten  können. 

Neben  dieser  Arbeit  steht  ebenbürtig  die  von  Meuanier  über 
die  Krümmungsradien  schiefer  Schnitte,  die  merkwürdigerweise  die 
einzige  mathematische  Publikation  dieses  Mannes  gebliehen  ist. 

Jean  Baptiste  Marie  Charles  Meusnier,  geb.  1754,  war 
Oberstleutnant  im  Geniekorps  der  französischen  Armee,  bald  darauf 
Divisionskommandeur  und  Mitglied  der  Pariser  Akademie.  Er  fand 
den  Heldentod  bei  der  Verteidigung  von  Mainz  gegen  die  hel^emden 
Preußen,  wo  er  schwer  verwundet  wurde  und  bald  darauf  starb  (1793). 
Den  schönen  Satz,  der  heute  noch  seinen  Namen  trägt,  hat  er  schon 
mit  22  Jahren  entdeckt,   und  in  einem  „Memoire  but  la  courbure  des 
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sutfaces"^)  im  Jahr  1776  der  Akademie  vorgelegt.  Ea  enthalt  ueben 
dem  sogenaniifceu  Meusnierschen  Theorem  noch  die  Entdeckui^  einer 
fundamentalen  Eigenschaft  der  MJnimalflächen,  nämlich,  daß 
ihre  Hauptkrümmungsradien  überall  gleich  und  entgegengesetzt  sind, 
sowie  die  ersten  speziellen  Miniraalfliicheu.  Auch  der  glückliehe 
Gedanke,  eine  Fläche  in  der  Umgebung  eines  ihrer  Punkte  zu  ersetzen 
durch  eine  Annäherungsfläche  2.  Grades  (jetzt  Schmiegungspara- 
boloid  genannt),  taucht  in  dieser  Arbeit  zum  erstenmal  auf,  Meusnier 
beginnt  nämlich  seine  Untersuchung  eines  Flächenelement  es  damit, 
daß  er  die  Flachengleiehung  auf  ein  Koordinatensystem  {«,  v,  ()  be- 
zieht, dessen  ww-Ebene  die  Tangentialebene  und  dessen  (-Achse  die 
Normale  des  betr.  Punktes  ist.     Dann   gibt   ea   eine   Fläche   von   der 


Form :    t  = 


r'-f  2s»«  +  fl.' 


welche  dieselbe  Krümmung  hat,  wie  c 


Flächeneleraent.  Wird  nun  das  Koordinatensystem  um  einen  Winkel 
(p,  der  durch  tg  q>  =  -  ^^  bestimmt  ist,  um  die  Normale  gedreht,  ao 
nimmt  die  Gleichung  der  Annäherungsfläche  die  Form  an: 
2t  =  Äu'^  -{-  Bv'^,  wo  m'  und  v  die  neuen  Koordinaten  sind  und  A 
und  B  von  c,  e,  f  und  dem  Winkel  <f  abhängen.  Damit  beweist  nun 
Meusnier  folgenden  Satz: 

Jedes  Flächenelemenfc  kann  angesehen  werden  als  er- 
zeugt durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  zur  Tangential- 
ebene des  Elementes  parallele  Achse.  Ist  r  der  Radius  des 
Kreises,  q  der  Abstand  der  Rotationsachse  von  der  Tangentialebene, 
so  sind  r  und  p  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 


Meusnier  wählt  das  obere  Vorzeichei 
die  „rayons  de  courbure"  des  Flächen- 
elementes, Es  ist  dies  wohl  das  erste 
Vorkommen  dieses  Ausdrucks  in 
der  Flächentheorie;  in  Eulers  Ab- 
handlung*) findet  er  sich  noch  nicht. 
Daran  schließt  Meusnier  zwei  wich- 
tige Folgerungen,  die  sich  durch 
Berechnung  des  Krümmungsradius  eines 
schiefen  Schnittes  ergeben.  Als 
Achsen  des  Koordinatensystems  (Fig,  60) 
nimmt  er  die  Flächennormale  AD, 
und    die     Richtungen    A(t    und    AL, 

')  Mem.  div.  Sav.  1785,  p.  477— 51Ü. 
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courbure"  r  und  p  fallen.  Ist  nun  ÄQ  die  Schnittgerade  einer  belie- 
bigen, durch  Ä  gehenden  Schnittebene  mit  der  a^^-Ebene,  ra  ihr 
Neigungswinkel  gegen  dieselbe,  -^GAQ  =  z,  ao  erhält  man  für  den 
Krümmungsradius  R  dieses  Schnittes: 

(1) 


r  ain  ™' +  e  cOB  rt*        (>■  +  e)  +  (r  -  e)  sin  2^ 

Setzt  man  ta  =  90",  so  ergibt  sich  der  Krümmungsradius  R'  eines 
Nonnalschnittes,  nämlich: 

(2) 

Der  Vei^leich  dieser  Gleichung  mit  der  Eulerschen  Formel 
(S.  546)  zeigt,  daß  r  und  p  nichts  anderes  sind,  als  die  von  Euler 
berechneten  extremen  Werte  der  Krümmungsradien  der  Nor- 
malschnitte.  Das  ist  die  erste  der  beiden  Folgerungen,  Die  «weite 
ist  das  aus  (1)  und  (2)  sich  sofort  ergebende  Meusniersche  Theorem: 

H^Ii'sma,  (3) 

das  Meusüier  in  folgende  geometrische  Form  kleidet: 

„Si  Ton  coupe  un  element  de  surface  par  uu  plan  qui  lui  soit 
perpendiculaire,  qu'oD  imi^ne  une  sphere  qui  lui  soit  tangente,  et 
dont  le  rayon  soit  egal  au  rayon  de  eourbure  de  la  section,  dont 
Dous  renoiis  de  parier,  qu'on  fasse  paj-  l'interaection  du  plan  coupant 
avec  le  plan  tangent  un  autre  plan  queiconque,  il  fera,  dans  la  sphere, 
et  dans  l'element  de  surface  des  sectione  d'egale  eourbure." 

Mit  Zugrundelegung  der  Formel  (2)  wird  nun  die  Art  der  Wöl- 
bung des  Flächenelementes,  und  ihre  Abhängigkeit  vom  Vorzeichen 
der  Radien  r  und  p  diskutiert,  die  Richtung  bestimmt,  für  welche  li 
unendlich  groß  wird,  und  der  Spezialfall,  daß  r  oder  p  unendlich 
wird,  erörtert.  Sodann  wird  auf  ein  beliebiges  Koordinatensystem 
übergegangen,  und  die  Größen  c,  e,  f,  und  damit  auch  die  Haupt- 
krümmimgsradien  durch  die  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  von  s  nach  x  und  y  ausgedrückt.  Es  folgt  noch  eine  An- 
wendung auf  Rotationsflächen,  und  die  Bestimmung  der  Flächen,  für 
welche  »■  =  p  ist,  was  natürlich  auf  die  Kugel  führt. 

Der  oben  (S.  547)  aufgestellte  Satz  über  die  Erzeugung  eines 
Flächenelementes  durch  Rotation  eines  Kreises  wird  nun  angewendet, 
um  die  wichtigste  Eigenschaft  der  Minimaiflächen  herzuleiten,  näm- 
lich, daß  r  +  p  =  0  ist.  Meusnier  berechnet  unter  Zugrunde- 
legung dieser  Erzeug ungs weise  den  Inhalt  eines  Fläch enatückchens 
von  gegebener  Begrenzung,  imd  stellt  die  Bedingung  dafür  auf,  daß 
dieser  ein  Minimum  wird. 
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Er  verfälirt  dabei  folgendermaßen:  Das  Flächenelement  entstehe 
dutch  Rotation  eines  unendlich  kleinen  Kreisbogens  AmB,  dessen 
Halliienuigspuiikt  m  und  dessen  Sehne  „^ 

AB  =  2(1}  ist,  um  eine  Achse  HK, 
die  der  Sehne  AB  parallel  ist,  und 
von  ihr  den  Abstand  AH=  a  hat. 
Der  Radius  r  des  Kreisbogens  ist 
dann  der  eine,  der  Abstand  mg  des 
Mittelpunktes  m  von  HK  der  andere 
Hauptkrilmmungsradius  p  des  Ele- 
mentes. Ist  nun  g  der  Schwerpunkt 
des  Bogens  AmB,  so  muß  wegen  der 
Guldinschen  Regel  das  Produkt 

gl  ■  AmB 

ein  Minimum  werden.  Hierfür  ergibt 
sich  unter  der  Voraussetziing,  daß  a 
sehr  klein  ist,  daß  also: 

AmB  ^2(0-^  Yr 
gesetzt  werden  kann: 

»[2. +  "--;'"■]■ 

Zwischen  den  beiden  Variabein  *■  und  p  besteht  aber  die  leicht  her- 
zuleitende Beziehung: 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichung  ergibt  sich  durch  Differen- 
tiation als  Bedingung  dafür,  daß  das  Flächenelement  ein 
Minimum  werden  soll,  »■  +  p  =  0. 

Man  verdankt  also  Meusnier  den  Satz,  daß  in  jedem 
Punkt  einer  Minimal  fläche  die  Hanptkriimmungsradien 
gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Auf  Grund  hiervon 
kann  die  Differentialgleichung  der  MinimalflUchen  leicht  auf- 
gestellt werden,  da  ja  r  und  q  in  Funktion  der  Differentialquotienten 
P,  <),  r,  s,  t  (für  die  drei  letzteren  schreibt  Meusnier;  ni,  n,  s)  be- 
kannt sind.     Hierbei  ergibt,  sich  die  bekannte  Gleichung: 


Kl +  20+ Kl +y)- 


s  =  0. 


Meusnier  bemerkt,  daß  man  außer  der  Ebene  noch  keine  Fläche 
kenne,  welche  dieser  Gleichung  genüge.  Er  findet  nun  zwei  partikuläre 
ale,  das  eine  dadurch,  daß  er  die  Gleichung  zerlegt  in  r  -f-  (  =  0 
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und  r(f  -^  tp^—  2pqs  =  0.  Die  zweite  leiirt,  wie  Monge  gezeigt  hat'), 
daß  die  Fläche  erzeugt  wird  durch  Bewegung  einer  Gerftden  parallel 
der  xy-EihenB.  Mit  Zuziehung  der  ersten  ergibt  sich  die  windschiefe 
Schrauben  fläche.  Ein  zweites  Integral  findet  er,  indem  er  die  Rota- 
tionsflächen sucht,  die  zugleich  Minimalflächen  sind;  dies  führt  auf 
das  Katenoid.  Meusnier  ist  also  auch  der  Entdecker  der  ersten 
speziellen  Minimalflächen. 

In  sehr  eleganter  Weise  wird  dann  noch  die  Differentialgleichung 
der  abwickelbaren  Flächen  aus  der  Bedingung  abgeleitet,  daß  r  oder 
p  unendlich  wird,  und  schließlich  gezeigt,  daß  für  alle  Regelflächen, 
die  nicht  abwickelbar  sind,  r  und  p  verschiedenes  Vorzeichen  haben. 

Damit  sind  die  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Theorie 
der  Flächen  erledigt,  und  wir  wenden  uns  nun  zu  einer  Gruppe  von 
Arbeiten,  die  sich  damit  befassen,  die  Gleichungen  von  Flächen 
mit  gegebenen  Eigenschaften  aufzustellen.  Hierher  gehören  ja 
eigentlich  die  abwickelbaren  Flächen  auch  schon  als  besonderer  Fall. 
Zuerst  steht  hier  Lagrange  mit  seinem  berühmten  „Essai  d'une  nou- 
velle  methode  pour  determiner  lee  Maxima  et  les  Minima  des  Formules 
integrales  indefinies"'),  wo  nach  den  Methoden  der  Variationsrechnung 
die  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  in  der  bekannten  Form 
aufgestellt  wird:  r  {l  +  q'')  +  I  (1  -\-  p«)  —  2pqs  =  0.  Dann  folgt 
Euler  mit  einer  interessanten  Abhandlung:  „Evolutio  iusignis  para- 
dox! circa  aequalitatem  superficierum".*)  Es  handelt  sich  hier  um  die 
Aufgabe,  zwei  Flächen  zu  linden,  so  daß  die  über  demselben 
Stück  der  a^y-Ebene  stehenden  Flächenteile  gleich  sind.  Euler 
kommt  zunächst  darauf  zu  sprechen,  daß  hier  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  ebenen  KuiTen  undFlächen  besteht,  insofern  zwei  Kurven, 
bei  denen  zu  gleichen  Abszissen  gleiche  Bögen  gehören,  stets  kon- 
gruent sind,  während  dies  bei  zwei  Flächen  der  oben  genannten  Art 
nicht  zuzutreffen  braucht.  Dies  ist  das  Paradoxon,  von  dem  der  Titel 
spricht.  Es  läßt  sich  nun  leicht  zeigen,  daß  der  obigen  Forderung 
genügt  wird,  wenn  p*  -\-  q'  für  beide  Flächen  denselben  Wert  haben. 
Daß  dies  für  zwei  verschiedene  Flächen  überhaupt  möglich  ist,  zeigt 
Euler  an  dem  Beispiel  der  beiden  Paraboloide 

,_i!ii'    „od    ,-'J- 

Zwei  Flächen  dieser  Art  nennt  er  kongruent,  und  die  Aufgabe,  alle 
Flächen  zu  finden,  die  einer  gegebenen  „kongruent"  sind,  kommt  dar- 
auf hinaus,  die  Gleichung  p*+  (i^^f(x,  y)  zu  integrieren,  was  Euler 


>)  Siehe  S.  365.  *)  Miecell.  Taurin.  1760.  ')  N,  C.  P.  XIV,  Pai-s  I, 
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als    ein   „problema  difficillimom"   bezeichnet.     Doch  gelingt  ihm  die 

Lösung  wenigstens  für   die  Ebene  z  =  a  -{-  mx  -f  w^-     Hier  ist   also 

jj*-[- (^*=  m*+ w*.  Diese  Gleichung  integriert  Euier  auf  folgendem 
Wege:  er  setzt 

15—  "=  cos  (0  Vm^  +  M^.     3—  =  sin  o  Vm^  +  «^ 

und  findet  nun  durch  partielle  Integration; 

z  =-  Ym^  -j-n^Ux  cos  ra  +  y  ain  «)  +   i(x  sia  m  —  y  cos  ta)  do   ■ 

Er  macht  nun  folgenden  Schluß,  der  m  derselben  oder  in  ähn- 
licher Weise  öfters  hei  ihm  wiederkehrt:  SoU  das  Integral  ausführbar 
sein,  so  muß  x  sin  ta  —  1/  cos  m  eine  Funktion  von  a  sein,  die  er  mit 
Sl  bezeichnet;  so  ergibt  sich  alao  die  Flächengleichnng  durch  Elimi- 
nation von  03  aus  den  beiden  Gleichungen: 

e  —  Ym^  +  «*  (x  •  cos  ra  +  y  sin  to)  +  j ildoih      ii=^xsm  to  —  yeoaw. 

Es  sind  dies  abwickelbare  Flächen,  die  sich  als  Enveloppen  einer 
Schar  von  Ebenen  mit  gleicher  Neigung  gegen  die  xy-Eb&ae  er- 
geben. Denselben  Satz  samt  ümkehrung  hat  Monge  später  in  der 
oben  (s.  S.  535  ff.)  besprochenen  Arbeit  bewiesen  und  in  die  Feuilles 
d'Analyse  aufgenommen  (s.  S.  üöS). 

Mit  derartigen  Aufgaben  hatt«  Euler  ein  bis  dahin  noch  wenig 
bearbeitetes  Gebiet  der  Analjsis,  nämlich  die  Integration  partieller 
Differential  gl  eich  Uli  gen,  betreten,  und  es  war  natürlich,  daß  er  sich 
mit  ähnliehen  Untersuchungen,  deren  große  Wichtigkeit  er  wohl  er- 
kannte, noch  weiter  beschäftigte.  Er  formulierte  das  Problem  allge- 
meiner mit  dem  Titel  seiner  nächsten  Arbeit  hierüber:  „De  methodo 
tangentium  inversa  ad  theoriara  solidorum  translata"  ^)  (2.  Sept.  1776). 
In  der  Einleitung  hebt  er  die  Bedeutung  derartiger  Forschungen  her- 
vor, und  bemerkt,  daß  sie  himmelweit  („toto  coelo")  von  der  Behand- 
lung der  Funktionen  einer  Variabein  verschieden  seien.  Er  nimmt 
dann  gleich  eine  spezielle  Aufgabe  vor,  nämlich  die  Flächen  zu  be- 
stimmen, für  welche  das  Stück  ZN  der  Normalen  zwischen  Fläche 
und  «^-Ebene  einen  konstanten  Wert  a  habe;  diese  Aufgabe  erscheint 
ihm  deshalb  besonders  geeignet,  weil  hier  die  Resultate  der  analyti- 
schen Lösung,  die  „ob  novitatem"  munchera  nicht  ganz  einwandfrei 
(suspecta)  erseheinen  könnten,  geometrisch  ohne  weiteres  einleuchten. 
Evident  ist,  daß  die  zwei  Parallelebenen  zur  xif-Ehene  im  Abstand  a, 
sowie  die  Kugeln  und  Rotationszy linder,  die  beide  berühren,  der  For- 
derung genügen.     Deren  analytischer  Ausdruck  ist: 

')  N,  A.  P.  VI,  p.  77—04. 
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Sie  wird  auf  zwei  Arten  hergeleitet,  zuerst  geometrieoh,  dann  analy- 
tisch auf  Grruiid  der  Überlegung,  daß  ZN  konstant  bleibt,  sowohl 
wenn  x  als  wenn  t/  allein  variiert.  Die  Integration  dieser  Gleichung 
beruht  auf  einem  ganz  ähnlichen  Gedanken  wie  in  der  vorigen  Arbeit. 
Da  nämlich: 

p'  +  s^  =  *v'-. 


setzt  man  diese  Werte  in  ds  =  pdx -{- qdy  ein,  so  folgt  durch  teil- 
weise Integration  mit  C  als  Integrationskonstante: 

C  —  l/«*  —  ^^  =  a;  -  coa  91  +  1/  sin  q^  ■}-  j  {x  am  cp  —  y  cos  (pjdtp. 

Soll  die  rechte  Seite  auch  integrabel  sein,  so  muß  a^  sin  y  —  y  cos  qj 
eine  Funktion  von  0  sein,  also 

ar  sin  97  —  y  cos  tp  =  0. 

Damit  ist  die  Aufgabe  eigentlich  gelöst;  denn  mau  braucht  bloß  für 
$  irgend  eine  Funktion  von  9;  einzusetzen,  so  ergibt  die  Elimination 
von  ip  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  eine  Fläche  der  verlaugten 
Art.  Der  geometrische  Charakter  derselben  wird  jedoch  deutlicher 
durch  eine  Umformung  der  Gleichungen.     Euler  setzt  nämlich: 

Ya^  —  z^  =  v\     cos  (p  I  0drp  ~  0  sin  qi  =-  t; 

sin  0  j  >Pdq>  +  0  cos  (p  =  V, 

so  daß  also  t  als  eine  willkürliche  Funktion  von  tt  angesehen  werden 
kann.     Dadurch  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

X  =  t  —  V  cos  rp;     y  ^  u  +  v  a'ai(p;     z  =1/0^—  %^. 

Diese  lassen  eine  einfache  geometrische  Deutung  zu:  sind  nämlich  i 
und  M  rechtwinklige  Koordinaten  einer  in  der  j:y-Ebene  willkürlich 
gezogenen  Kurve,  so  entstellt  die  Fläche  durch  Bewegung  eines  Kreises 
vom  Radius  a,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Kurve  fortrückt,  während 
seine  Ebene  stete  normal  zu  der  Kurve  bleibt.  Die  Flächen  sind  also 
die  später  so  genannten  Kanal-  oder  Röbrenflächen.  Euler  bebt 
besonders  hervor,  daß  hei  derartigen  Aufgaben  nicht  bloß  willkürliche 
Konstanten,    sondern    willkürliche   Funktionen    auftreten,    imd    daß 


y  Google 


Raumkurven  und  Flächen,  553 

diese  iiuch  wirklich  ganz  beliebig,  sogar  lÜBkontinuierlich^)  an- 
genommen werden  können.  —  Auf  die  analytische  folgt  eine  geo- 
metrische Lösung,  als  einfachstes  Beispiel  von  Flächen  dieser  Art 
nennt  Euler  die  Üingfläche,  von  der  er  sagt,  daß  sie  wie  eine  Wurst 
aussehe  („farciminia  flguram  mentiens"),  und  schlagt  schließlich  vor,  die 
hier  gefundenen  Flächen  als  „gekrümmte  Zylinder"  (cylindri  incurvati) 
zu  bezeichnen.  In  derselben  Abhandlung  wird  noch  eine  allgemeinere 
Aufgabe  gelöst,  nämlich  daß  das  Stück  ZN  der  Normalen  nicht  konstaut, 
sondern  eine  Funktion  Z  von  3  sein  soll,  SO  daß  also  die  Differential- 
gleichung der  E'läche  in  diesem  Fall  ist: 


Die  Integration    wird    auf   ganz    analogem  Wege   bewerkstelligt   und 
führt  auf  die  Gleichungen: 

wo  wieder  (  eine  willkürliehe  Funktion  von  1*  ist. 

Auch  die  geometrische  Deutung  ist  eine  ähnliehe;  es  ist  einfach 
an  Stelle  des  Kreises  eine  beliebige,  durch  Z  definierte  Kurve  ge- 
treten, d.  h.  eine  Ebene,  in  der  diese  Kurve  liegt,  bewegt  sich  senk- 
recht zur  ar^-Ebene  so,  daß  ein  in  ihr  fest  angenommener  Punkt  eine 
willkürliche  Kurve  beschreibt,  und  eine  feste,  durch  diesen  Punkt 
gehende  Gerade  stets  in  die  Normale  der  Kurve  fällt;  dann  beschreibt 
die  in  der  beweglichen  Ebene  liegende  Kurve  eine  Fläche  der  ge- 
suchten Art,  die  man  wohl  als  „Gesimsfiächen"  bezeichnet  hat.  Beide 
Flächenfamilien,  die  Kanal-  und  die  Gesimsflächen  hat  Monge  unter 
anderen  Gesichtspunkten  später  auch  untersucht,  wie  wir  weiter  unten 
sehen  werden.  Auch  Euier  hat  sieh  noch  einmal  mit  beiden  Arten 
von  Flächen  beschäftigt  in  den  beiden  Abhandlungen:  „Inveatigatio 
Buperficierum,  quai-um  normales  ad  datum  planum  productae  sint 
omnes  inter  se  aequaies"^  (28.  Deaember  1777)  und  „De  coi-poribus 
eylindricis  incnrvatis"^)  (21.  September  1778).  Was  diese  Neues  bieten, 
ist  im  wesentlichen  der  Satz,  daß  für  beide  Arten  von  Flächen  In- 
halt und  Oberfläche  nach  der  Guldinschen  Regel  berechnet 
werden  kann,  und  daß  dies  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Leit- 
kurve nicht  eine  ebene,  sondern  eine  Baumkurve   ist. 

Ebenfalls  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
fährt  eine  Aufgabe,  die  auch  durch  Übertragung  eines  Problems  von 

')  Ob  solche  zulässig  seien,  war  eine  in  jener  Zeit  mehrfach  diskutierte 
Streitfrage.     8,  Absclin.  XXVII.  *)  N.  A,  P.  X,  p.  41-46.  >)  Ebenda,  XII. 

p.  91—100. 
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der  Ebene  auf  den  Raum  entsteht,  nämlich  Flächen  zu  finden,  die 
eine  gegebene  Schar  überall  rechtwinklig  schneiden.  Sie  bildet  den 
(üegenetand  einer  Abhandlung  von  Euler  aus  seinen  letzten  Lebens- 
jithren:  „De  prohlemate  Trajectoriarum  ad  superficies  iranslato"*) 
(12.  August  1782).  Euler  -^erfährt  auch  hier  sjnimetriseb:  für  die 
gegebene  Piachenschar  (secandae)  sei: 

pdx  +  qdy  +  rdz  =  0 
die  differenzierte  Flächen gleiehung,  für  die  gesuchte: 

Pdx  +  Qdy  +  Bd^  -  0. 
Dann  ist  die  Bedingung  der  Orthogonalität: 

Daneben  besteht  die  allgemeine  Integrabilitätsbedjngung: 

Nimmt  man  die  Flächengleichnngen  nach  e  aufgelöst  an,  so  ist  die 
Bedingung  der  Orthogonalität: 

pP+gQ+ 1^0. 

Euler  bebandelt  nun  den  allgemeinen  Fall  derart,  daß  er  zwei  Inte- 
grale, M  und  r,  sucht,  die  je  eine  Variable  nicht  enthalten,  so  daß 
also  z.  B.  u  nur  x  und  y,  v  nur  y  und  s  enthält.  Dann  heißt  z.  B. 
für  «  die  Bedingungsgleichung: 

H.j'  +  gs-o, 

die  nach  der  gewöhnliehen  Methode  behandelt  werden  kann,  sofern 
auch  p  und  q  von  ^  frei  sind.  Ist  so  a,  und  auf  dieselbe  Weise  v 
bestinimt,  so  genügt  auch  jede  Gleichung  von  der  Form 

V  =  0(u) 

der  Differentialgleichung,  Euler  nennt  sie  das  „integrale  completura"; 
ihre  Herleitung  geschieht  jedoch  in  den  meisten  Beispielen,  die  er 
gibt,  mit  Hilfe  des  S.  551  erwähnten  Schlusses.  So  ist  für  die 
Kugeln : 

also  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Flächen: 
')  M,  P.  VII,  p.  33—60. 
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Daneben  ist: 


ds  =  Pdx  4-  Qdy. 

Die  Elimination  von   Q  ergibt: 

yds  —  zdy  =  P{ydx  —  xdy), 
oder 

also 

Nun  muß  wieder,  wenn  die  Integration  ausfahrbar  sein  soll,  P  Funk- 
tion von  —  sein.    Dann  iat  aber  auch   IPdi—-)  eine  solche,  also  ist 
y  J        \V/ 

-  =  -?'(-), 
y  \yi' 

wo  F  noch  eine  willkürliche  Funktion  ist.  Damit  ist  das  „integrale 
completum"  gefunden.  Diese  Methoden  werden  noch  auf  verschiedene 
Beispiele  angewendet. 

Nur  kurz  erwähnen  wir  hier  eine  Arbeit  von  Monge;  „Sur  l'ei- 
pression  analytjque  de  la  generation  des  surfaces  courbes'' '),  da  ihre 
weseatHehen  Resultate  den  Feiiilles  d'Änalyse  an  verschiedenen  Orten 
einverleibt  sind,  und  daher  dort  darüber  berichtet  werden  wird. 
Monge  zeigt  an  einer  Reihe  von  Beispielen,  daß  eine  Flächengattung, 
deren  endliche  Gleichung  w  willkürliche  Funktionen  enthält,  durch 
eine  partielle  Differentialgleichung  n^'  Ordnung  definiert  wird,  die 
sich  durch  aukzeasive  Differentiation  und  schließliche  Elimination  her- 
leiten läßt. 

Die  Einzeluntersuchungen  über  Fachen  bieten,  wie  schon 
in  der  Einleitimg  zu  dieaem  Kapitel  hervorgehoben  wurde,  nicht  ge- 
rade viel  Bemerkens  wertes.  Verschiedene  befassen  sich  mit  der  Kom- 
planation  und  Kubatur  bestimmte!'  Zylinder-  und  Regelfläehen,  andere 
mit  speziellen  Regelflächen,  wobei  die  Terminologie  von  der  heute 
üblichen  wesentlich  verschieden  ist.*)  Die  erste  Untersuchung  hier- 
über stammt  von  Braikenridge  (vgl  IIP,  S.  761):    „Letter  to  Earl 

')  Mem.  de  l'Acad.  Eoy.  de  Turin,  2.  serie,  1.  partie,  178*/86,  p.  19—30. 
')  Nach  Klügel  (.IIP.  S.  Saff.)  entsteht  ein  Konoid  dadurch,  daß  eine  Kurye, 
deren  Ordjnaten  beständig  zanehmen,  und  die  die  AbsKisaenachae  nicht  schnei- 
det, um  diese  Achse  rotiert.  Das  Konoid  im  hentigen  Sinne  dagegen  bezeichnet 
er  als  Conocunens  (ib.  S.  302),  das  hyperbolische  Paraboloid  als  kegelförmige  Keil- 
fläche.    S.  dagegen  Tinseau,  S.  &Ö6. 
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of  Marchraoat  concerning  the  aectioß  of  a  solid,  hitherto  not  coiisi- 
dered  by  Geometera'")  (1759).  Es  handelt  sieh  um  Flächen,  die  man 
heute  als  Konoidflächen  bezeichnet,  und  die  Braikenridge  folgender- 
maßen entstehen  läßt:  Gejjeben  eine  Gerade  und  eine  Kurve  (direetrix). 
Eine  Ebene,  die  beide  schneidet,  bewegt  sich  parallel  mit  sich  seibat;  die 
Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  und  der  Kurve 
beschreibt  dann  die  Fläche.  Wird  diese  von  einer  beliebigen  Ebene 
geschnitten,  so  ist  die  Srhuittkizrve  im  allgemeinen  von  einer  doppelt 
so  hohen  Ordnung,  als  die  Direktrix.  Am  ausführliehsteu  wird  der 
Fall  behandelt,  daß  auch  die  Direktrix  eine  Gerade  ist,  d.  h.  das 
hyperbolische  Paraboloid.  Dieselbe  Fläche  tritt  auf  bei  Mauduit 
(Antoine  Reue  Mauduit,  1731  —  1815,  Professor  der  Geometrie  am 
College  de  France);  seine  Arbeit  führt  den  langen  l'itel:  „Memoire  sur 
la  cubature  des  corps  gauches,  oü  Ton  explique  leur  formation,  la 
maniere  de  les  toiser  sans  etre  ohHgö  de  ies  decomposer;  et  les  diffe- 
rents  proprietes  de  ces  corps  par  rapport  aux  courhes  que  Ton  peut 
y  trouver  par  i'intersection  d'un  plan"^)  (1763).  Ein  solches  „corps 
gaucbe"  ist  begrenzt  von  den  Ebenen,  die  die  vier  Seiten  eines  wind- 
schiefen Vierecks  ABCD  auf  eine  durch  eine  Ecke  A  gehende  Ebene 
projizieren,  ferner  von  dieser  Ebene  und  endlich  von  einer  Fläche, 
die  von  einer  Geraden  beschrieben  wird,  welche  an  zwei  Gegenseiten, 
z.  B.  AS  und  CD  so  hingleitet,  daß  sie  beide  in  derselben  Zeit 
durchläuft.  Der  Inhalt  des  so  definierten  Körpers  wird  durch  eine 
Integration  ermittelt,  ferner  die  Gleichung  seiner  Oberfläche  für  den  Fall 
hergeleitet,  daß  die  Projektionen  von  BC  und  AD  (und  damit  auch  die 
Projektion  sämtlicher  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  parallel  sind.  Für 
diesen  Fall  (hyperb.  Paraboloid)  wird  nachgewiesen  —  und  das  ist  wohl 
das  Bemerkenswerteste  an  der  ganzen  Arbeit  — ,  daß  anf  der  Fläche 
noch  eine  zweite  Schar  von  Geraden  sich  befindet.  Diese 
Entdeckung  wird  also  Mauduit  zuzusehreiben  sein.  Ana  der  Existenz 
dieser  beiden  Scharen  von  Geraden  auf  der  Fläche  zieht  er  dann  den 
merkwürdigen  Schluß,  daß  sie  „le  moins  courbe  possible"  sei,  d.  h.  daß 
sie  sich  am  meisten  der  Ebene  nähern.  Auch  Tinseau  untersucht 
in  seiner  mehrfach  erwähnten  Arbeit  im  2.  Teil  solche  Flächen,  die 
durch  Bewegung  einer  Geraden  entstehen,  welche,  stets  einer  Ebene 
parallel  bleibend,  au  zwei  gegebenen  Kurven  hingleitet.  Er  nennt 
diese  Gattung  von  Flächen  Paralleloide.  Zuerst  wird  der  Fall 
untersucht,  daß  die  eine  der  Leitkurven  eine  auf  der  Richtebene  senk- 
rechte Gerade  („Achse")   ist,  d,  h.  das   gerade  Konoid,   das  von  Tin- 

')  Phil.  Trans.,  Vol.  51,  P.  I,  p,  446—467.  =)  Mem.  div.  Sav.  IV,  p,  623 
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seau  auch  so  bezeiclmet  wird.     Von  dieser  Fläche  weist  er  folgende 
Eigenschaften  nach: 

1)  Die  ebenen  Schnitte  parallel  der  Achse  sind  bezüglich  des 
Inhiilts  proportional  ihrer  Entfernung  von  der  Achse. 

2)  Das  Volumen  des  von  eiuem  solchen  Schnitt  abgeschnittenen 
Stücks  des  Konoids  ist  gleich  dem  halben  Produkt  aus  der  Schnitt- 
fläche und  ihrem  Abstand  von  der  Achse. 

3)  Zieht  man  durch  den  Schwerpunkt  des  in  2)  beschriebenen 
Körpers  eine  die  Achse  sehneidende  Gerade  parallel  zur  Riehtebene, 
so  wird  diese  vom  Schwerpunkt  im  Verhältnis  1  ;  2  geteilt.  Weiter 
ist  die  Rede  von  quadrilateres  gauches,  worunter  wieder  das  hyper- 
bolische Faraboloid  verstanden  ist,  dessen  Gleichung  hier  in,  der  Form 
auftritt  Ky  =  xz.  Von  den  allgemeinen  „Paralleloiden"  werden  dann 
noch  ähnliche  Sätze  nachgewiesen,  wie  vom  Konoid. 

Mit  Schraubenflächen  haben  sich  u.  a.  Fergola  und  Kästner 
beschäftigt.  Ersterer  (La  vera  misura  della  volte  a  spira'),  1785) 
hat  den,  übrigens  schon  von  Euler  (a.  S.  553)  gefundenen  Satz  be- 
wiesen, daß  die  Guldinsche  Kegel  sich  auch  auf  Schraubenfläehen 
ausdehnen  läßt,  und  in  folgende  Form  gekleidet:  Es  ist  Inhalt  und 
Oberflüche  eines  durch  Schraubenbeweguug  eines  beliebigen  Meridians 
um  eine  gegebene  Achse  erzeugten  Körpers  =  Inhalt  und  Oberfläche 
des  Rotationskörpers,  der  durch  Umdrehung  desselben  Meridians  um 
dieselbe  Achse  erzeugt  wird.  Kästner  (Ad  theoriam  Cochleae  pertinens 
observatio  geometrica)  ^)  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  die  üb- 
liche Ausdrucks  weise,  eine  Schraubenfläche  entstehe  durch  Aufwick- 
lung einer  schiefen  Ebene  auf  einen  Zylinder,  falsch  ist.  Dies  ist 
ohne  Zerreißung  („elementa  hiatu  dirimuntur",  sagt  Kästner)  nicht 
möglich,  da  ja  die  windschiefe  Schraubenfläche  nicht  zu  den  abwickel- 
baren Flächen  gehört.  Kästner  stellt  in  dieser  Arbeit  auch  die 
Gleichung  der  Schraubenlinie  auf  und  zeigt,  daß  die  Schmiegungs- 
ebene  eines  Punktes  (der  Ausdruck  selbst  kommt  natürlich  noch  nicht 
Tor)  stets  das  Lot  von  dem  Punkt  auf  die  Achse  enthält,  und  daß 
die  Schnittgerade  konsekutiver  Sehmiegungsebenen  die  Taugente  der 
Kurve  ist. 

Zu  erwähnen  sind  noch  vier  kleinere  Arbeiten  von  Fontana,').  In 
der  ersten:  „Sopra  un  errore  che  si  commette  da  molti  nell'  assegnare  la 
misura  delli  iperboloidi"*)  berichtigt  er  einen  v<in  früheren  Autoreu 
begangenen    Fehler,    indem    er   bemerkt,   daß    der   Inhalt    des    durch 


')  Atti  Aead.  Napoli  1787.  ')  Dissert.  matk,  et  i)liys,  Altenburg.  1771, 

P-  38  ff.  »)  Für  den  Bericht  hierßher  s.  Fußnote  S.  476.  ')  Mem-  Soc.  It., 

T- III,    p.  507— 509  (1786):   Ricerche   analitiche  aopra    diverai    auggetti,    Art.  III. 
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Umdrehung  der  Linie  j:"'y"  =  »"'  +  "  um  die  a:- Achse  erzeugten  Hyper- 
boloids, von  X  =  a  bis  x  =  oo  nicht  nur  für  n  -=  2»»,  soodern  auch 
für  «>2m  unendlich  ist;  auf  denselben  Gegenstand  bezieht  sich  die 
vierte  (der  Zeit  nach)  Schrift:  „Sopra  i  conoidi  asimtotico-iperboliei"*)- 
In  der  zweiten:  „Sopra  ia  inisura  d'aicuni  solidi  e  superficie  rotonde"^) 
wird  der  folgende,  von  Parent*)  ohne  Beweis  ausgesprochene  Satz 
nachgewiesen:  Rotiert  ein  Kreissegment  vom  Zentriwinkel  90"  um  den 
zu  seiner  Sehne  parallelen  Durchmesser,  so  hat  der  dadurch  erzeugte 
ringförmige  Körper  gleichen  Inhalt  und  gleiche  F^che  mit  der  den- 
selben von  innen  berührenden  Kugel.  —  In  der  dritten:  „Sopra  la 
massa  di  una  sfera  eomposta  di  materia  eterogenea,  Ia  cui  densita 
varie  da  uno  sfcrato  sferico  all'  altre  in  ragione  d"una  qualunque 
potenza  della  distanza  dal  centro;  e  sopra  (jualche  paradosso, 
che  quindi  deriva"*)  berechnet  Fontana  die  Masse  M  einer  Kugel 
vom  Radius  r,  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Dichtigkeit  einer 
Kugelschicbt  einer  beliebigen  Potenz  n  ihres  Radius  proportional  sei. 
Er  findet  Jtf  =  -- -^-^  - -:  „  (r"  +  *  —  0"  +  '),  wo  J  die  Dichtigkeit  ander 
Oberfiäche  ist.  Die  Masse  m  ist  endlich,  logarithmisch  unendlich 
oder  algebraisch  unendlich,  je  nachdem  w  ^  —  3  ist.  Das  darf  uns 
nicht  befremden,  da  für  ein  negatives  n  die  Dichtigkeit  in  unendlicher 
Nähe  des  Mittelpunktes  unendlich  groß  ist.  Daß  nichtsdestoweniger 
M  für  —  3  <  w  <  ö  endlich  ist,  hängt  damit  zusammen,  daß  der  Inhalt 
einer  Kugel  von  unendlich  kleinem  Radius  unendlich  Mein  von  der 
dritten  Ordnung  ist,  während  die  Dichtigkeit  unendlich  groß  ist  von 
der  Ordnung  —  11  <  3.  Für  B  =  —  3  hat  diese  unendlich  kleine 
Kugel  endliche  Masse,  und  es  ist  daher  keineswegs  unverständlich, 
daß  die  ganze  Masse  unendlich  groß  ausfallen  kann. 

Verschiedene  Arbeiten  befassen  sich,  von  praktischen  Gesichts- 
punkten ausgehend,  mit  der  Ausmessung  der  Oberfläche  und  des  In- 
halts von  Gewölben,  Fässern  usw.,  meist  auf  elementarem  Wege.  Wir 
gehen  hierauf  nicht  weiter  ein,  wollen  jedoch  als  curiosa  zwei  Stellen 
aus  Kästner,  „Über  die  Ausmessung  baucbichter  Körper,  nebst  An- 
wendui^  auf  die  Visierkunst"*)  (1787)  anführen.  Er  bespricht  darin 
ihre  Entstehung  durch  Rotation  der  Kurve  um  eine  Achse,  der  sie 
die  konkave  Seite  zuwendet;  ist  sie  konvex  gegen  die  Achse,  so  ent- 
steht ein  „negativer  Bauch";   als   Beispiel   für    ein  derartiges  Gebilde 

')  Memürie  matematiche,  Pavia  1796,  Mem.  111,  *)  Hioerche  Bopra  cÜ- 

verai  panti  concernente  Tanalisi  infinitesimaie  et  ia  sua  applie&aione  all«  fisica, 
Pavia  17Ü3,  Art.  IV.  ')  Bd.  IIP,  S,  399,  ')  Memorie  matematiche,  Pavia 

1796,  Mem.  II.  '')  Leipziger  Archiv  für  reine  und  angewandte  Matheraati» 

1787,  S.  1-24. 
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führt  er  —  die  Schnürbrust  an.  Er  polemisiert  dann  gegen  Lam- 
bert, der  für  die  Inhaltsberechnuiig  der  Fässer  eine  bloß  angeiiäbert 
richtige  Formel  angebe  "■),  und  bemerkt,  daß  bei  „unrichtiger  Verwal- 
tung dieses  Verfahrens  (d.  h.  der  Berechnung  des  FaBiuhalts)  jeder 
leidet,  der  nicht  bloß  Wasserfcrinker  ist". 

Und  nun  kommen  wir  zu  dem  Werk,  das  unstreitig  unter  allen 
bisher  besprochenen  den  ersten  Rang  einnimmt,  nämlich  Monges 
,^euilleß  d'Änalyse".  Der  volle  Titel  lautet:  Feuilles  d'Analyse  appHquee 
&  la  Geometrie  ä  l'uaage  de  l'EcoIe  Polyteehnique,  publiees  la  premiere 
annee  de  cette  ecole  (an  3  de  la  Republique),  Paris.  Das  Exemplar, 
nach  dem  ich  berichte^),  trägt  die  Zeitangabe:  Thermidor,  an  9,  ist 
also  sechs  Jahre  später  gedruckt.  Wie  der  Titel  besagt,  ist  das  Werk 
kein  systematisches  Lehrbuch,  sondern  besteht  aus  losen  Blättern  (das 
mir  zu  Gebote  stehende  Exemplar  ist  nicht  einmal  paginiert),  hervor- 
gegangen teils  aus  Monges  Vorlesungen  an  der  polytechnischen 
Schule,  teils  aus  früher  erschienenen  Abhandlungen,  die  nun  hier  ge- 
sammelt der  Öffentlichkeit  übergeben  werden.  Aber  diese  Blätter 
enthalten  eine  Fülle  hoch  bedeutsamer  Gedanken  und  Entdeckungen 
in  einer  geistvollen,  durchweg  originalen  Dar stellungs weise,  bewun- 
dernswei't  in  erster  Linie  durch  das  phänomenale  räumliche  Anschau- 
ungsvermögen, das  dein  „Vater  der  dar  stelle  ndei]  Geometrie"  zu  Gebote 
stand;  man  hat  den  Eindruck,  daß  die  Geraden  und  Ebenen,  die 
Kurven  und  Flächen,  um  die  es  sich  handelt,  mit  geradezu  greifbarer 
Deutlichkeit  vor  Monges  geistigem  Auge  standen;  dazu  kommt  die 
fast  verblüffende  Sicherheit,  mit  der  die  analytischen  Hilfsmittel  aus 
einem  vorher  noch  wenig  bearbeiteten  Gebiet,  der  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen,  auf  die  Raumgebilde  und  deren  Ele- 
mente angewendet  werden,  wobei  umgekehrt  jene  Theorien  durch 
diese  räumliche  Interpretation  eine  wesentliche  Förderung  und  Ver- 
anschaulichung erfahren.  Fügen  wir  noch  hinzu  die  Eleganz  der 
Entwicklungen,  die  sieh  von  umständlichen  Rechnungen  fast  ganz 
fernhalten,  so  haben  wir  wenigstens  die  Hauptvorzüge  des  hervor- 
ragenden Werkes  genannt.  Freilieh  macht  die  oft  überraschende 
Originalität  von  Monges  Gedankengang  das  Studium  des  Werks 
nicht  gerade  leicht,  aber  der  Leser  wird  durch  die  Früchte  dieses 
Studiums  für  die  gehabte  Mühe  reichlich  entschädigt.  — -  Versuchen 
wir  in  möglichster  Kürze  eine  Vorstellung  von  dem  reichen  Inhalt 
zu  geben. 

Die  drei  ersten  Nummern  enthalten  so  ziemlich  die   ganze  ana- 

')  Leipziger  Archiv  ßr  reine  und  angewandte  Mathematik,  1786,  S.  42ö 
Itia  446.        *)  Aus  der  Bibliothek  des  Herrn  Prof.  Dr.  v.  Briil  in  Tübingen. 
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lytische   Geometrie    der   Ebene   und   der   Geraden   im  Raum 

und  die  Lösungen  aller  vorkommenden  Fandamentalanf gaben,  also: 
Ziehen  von  Parallelen,  Fällen  von  Loten,  Bedingungen  des  Senkrectt- 
atebens  von  Geraden  und  Ebenen,  kürzeste  Entfernung  zweier  wind- 
schiefen Geraden,  Neigungswinkel  gegen  die  Ifoordinatenebenen,  alles 
in  einer,  man  möchte  s^en,  klassischen  Form  dargestellt,  über  die 
man  eigentlich  bis  heute  nicht  wesentlich  hinausgekommen  ist. 
Namentlich  ist  hervorzuheben  die  Verwendung  der  Elimination  zur 
Herleitung  von  Schnittpunkten  und  Schnittpunktsbedinguli  gen,  an 
mehreren  Stellen  seheint  es  auch,  als  ob  die  Aufgaben  und  Methoden 
der  deskriptiven  Geometrie  von  Einfluß  auf  die  Behandlungs weise  ge- 
wesen wären,  so  namentlich  bei  den  Aufgaben  über  das  Fällen  von 
Loten  auf  gegebene  Ebenen. 

Mit  Nr.  4  beginnt  die  Behandlung  der  Flächenfamilien,  die 
durch  eine  gemeinsame  Eigenschaft  definiert  sind.  Dieser  Begriff  ist 
eigentlich  erst  durch  Monge  in  die  Wissenschaft  eingeführt  und  zur 
vollen  Klarheit  durchgearbeitet  worden.  Die  Untersuchungen  über 
diese  Dinge  nehmen  auch  den  größten  Raum  in  dem  ganzen  Werk 
ein,  und  bilden  sozusagen  dessen  Grundidee,  wenn  man  bei  einem 
so  überreichen  Inhalt  überhaupt  von  einer  solchen  sprechen  kann, 
—  Zunächst  werden  Tangentialebene  und  Normale  aufgestellt,  erstere 
in  der  Weise,  daß  einer  beliebigen  durch  den  betreffenden  Flächen- 
punkt gehenden  Ebene  die  Bedingung  auferlegt  wird,  noch  durch 
jeden  beliebigen  Nachbarpunkt  zu  gehen.  Nachdem  so  die  Tangential- 
ebene bestimmt  ist,  wird  nach  den  in  Nr.  1 — 3  entwickelten  Methoden 
leicht  die  Normale  hergeleitet,  die  Monge  außerdem  noch  durch  den 
Schnitt  zweier  Normalebenen  l>ekommt;  letztere  gewinnt  er  durch  zwei 
Kugeln  mit  gleichem  Radius,  von  denen  die  eine  ihren  Mittelpunkt 
in  dem  betreffenden  Punkt,  die  andere  in  einem  Nachbarpunkt  bat. 
Die  Ebene  des  Seimittkreises  ist  dann  eine  Normalebene  der  Fläche. 
Dabei  wird  der  Übergang  zum  Nacbbarpunkt  einfach  durch  Diffe- 
renzieren ausgeführt,  ein  Verfahren,  das  Monge  im  ganzen  Werke 
vielfach  anwendet. 

Daran  schließt  sich  die  Aufstellung  der  Gleichung  der  Zylinder- 
flachen,  und  zwar  wird  zunächst  ihre  partielle  Differentialgleichung 
sehr  einfach  dadurch  hergeleitet,  daß  man  der  vorher  aufgestellten 
Tangentialebene  einer  allgemeinen  Flache  die  Bedingung  auferlegt, 
gegebenen  Geraden  parallel  zu  sein.  Hieraus  ergibt  sich  sofort 
e  gesuchte  partielle  Differentialgleichung:  ap  +  bq=  1.    Dann  wird 

illgemeine   Gleichung   in    endlicher  Form    aufgestellt,    und    auch 

ist  die  Sehlußweise  Überraschend  einfach:  Monge  geht  aus  von 
den  allgemeinen  Gleichungen  einer  Geraden: 
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x  =  ae  +  (^    y  =  hz  +  ß. 

Soll  diese  Gerade  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sein,  so  müssen 
a  und  h  konstant  sein,  dagegen  sind  a  und  ß  beliebig.  Sie  haben 
aber  beide  für  aUe  Punkte  einer  bestimmten  Geraden  konstante 
Werte,  und  ändern  beide  zugleich  ihre  Werte,  wenn  man  zu  einer 
anderen  Geraden  übergeht.  Und  nun  kommt  wieder  der  einfache 
Schluß^):  Ces  deux  quantites  soat  donc  constantes  ensembie  et 
variables  ensembie,  donc  elles  sont  fonctions  l'uae  de  l'autre.  Man 
hat  also  ß  -^  <p(a),  und  damit  (y  —  J)z)  =  if(x  —  as)  als  allgemeine 
Gleichung  der  Zylinderfläehen.  Monge  bemerkt  hier  aus  drück  lieh, 
daß  fp  nicht  notwendig  eine  analytisch  ausdrückbare  Funktion  zu 
sein  braucht',  da  sie  ja  von  der  ganz  willkürlichen  Leitlinie  abhängt, 
die  auch  unstetig  (non  soumis  ä  la  loi  de  continuite)  sein  könne^j. 
Es  folgt  die  Lösung  der  beiden  Aufgaben,  eine  Zjlinderfläche  zu 
finden,  I)  die  durch  eine  gegebene  Raumkurve  geht,  und  2)  die  eine 
gegebene  Fläche  berührt.  In  ganz  analoger  Weise  werden  in  Nr.  ö 
die  Kegelflächen  und  die  Rotationsflächen  untersucht.  Bei  erstereu 
wird  auch  die  Aufgabe  gelöst,  die  Fläche  zu  finden,  die  den  geo- 
metrischen Ort  der  Berührkurven  aller  Tangential kegel  bildet,  die  man 
von  einem  festen  Punkt  als  Spitze  an  alle  Flüchen  einer  einfach  un- 
endlichen Schar  legen  kann.  Bei  letzteren  wird  die  Rotationsfläche 
bestimmt,  die  bei  Umdrehung  einei-  gegebenen  Fläche  um  eine  mit 
ihr  fest  verbundene  Achse  als  Enveloppe  sämtlicher  Lagen  der  ge- 
dachten Fläche  entsteht.  Ebenso  werden  (Nr.  0)  die  Flächen  behan- 
delt, die  durch  Bewegung  einer  Geraden  eutstehen,  welche  stets 
parallel  einer  gegebenen  Ebene  bleibt,  und  dabei  eine  feste,  auf  dieser 
Ebene  senkrechte  Gerade  schneidet,  also  die  senkrechten  Konoidfiächen 
im  heutigen  Sprachgebrauch.  Monge  macht  hier  auch  auf  das  Vor- 
kommen solcher  Flächen  in  der  Technik  (z.  B.  windschiefe  Schraubeu- 
fläche)  aufmerksam.  Von  besonderem  Interesse  ist  Nr,  7  und  8,  wo 
von  der  Enveloppe  einer  Flächeuschar  die  Rede  ist.  Monge  führt 
hier  den  in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  so 
wichtig  gewordenen  Begriff  der  Charakteristik  ein.  Die  wesent- 
lichen Punkte  seiner  Überlegungen  sind  folgende:  Enthält  die  Gleichung 
einer  Fläche  F(x,  y,  3,  a,  ß)  =  0  zwei  variable  Parameter,  w  und  ß, 
die  durch  eine  Gleichung  ß  =  tpia)  verbunden  sind,  so  erhält  man 
durch  Variation  von  «  eine  einfach  unendliche  Flächenschar.  Diese 
besitzt  eine  Enveloppe,  deren  Gestalt  natürlich  von  der  Funktion  <p 
abhängt.      Alle   diese   Enveloppen   nun,    die    durch    Abänderung    der 
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Funktion  ^  entstehen,  haben,  wie  Monge  aich  ausdrückt,  un  caraetere 
general,  une  proprietö  commune,  une  uieme  generation,  unabhängig 
von  der  Natur  der  Funktion  ip;  dieser  gemeinsame  Charakter  kann 
durch  eine  partielle  Differentialgleichung  ausgedrückt  ■werden, 
der  sämtliche  Flächen  dieser  Art  genügen,  und  die  von  9)  ganz  frei  ist, 
während  die  endliche  Gleichung  natürlich  eine  willkürliche  Funktion 
enthält.  Hier  spielt  nun  eine  wichtige  Rolle  die  Charakteristik; 
Monge  versteht  darunter  die  Schnittkurve  zweier  Fachen,  deren  Para- 
meter nur  um  eine  unendlich  kleine  Größe  sich  unterscheiden,  d.  h.  die 
Schnittkurve  der  Flachen  F ^0  und  -^  =  0,  Die  Enveloppe  ist  der 
geometrische  Ort  der  Charakteristiken  und  ergibt  sich  durch  Elimi- 
nation von  tt  aus  diesen  beiden  Gleichungen.  Ebenfalls  wichtig  ist 
der  Ort  der  Schnittpunkte  dreier  konsekutiven  Flächen  einer 
Schar;  d.  h.  die  Kurve,  die  definiert  ist  durch  die  drei  Gleichungen 

Diese  Kurve  wird  von  sämtlichen  Charakteristiken  berührt,  ist  also 
die  Enveloppe  derselben;  Monge  nennt  sie  arete  de  rebroussement. 
Diese  Überlegungen  werden  durch  ein  geeignetes  Beispiel  illustriert, 
nämlich  durch  die  Kanalflächeu  mit  ebener  (in  der  a;)/-Ebene  liegender) 
Leitkurve.     Als  Differentialgleichung  derselben')  ergibt  sich 

Die  Charakteristiken  sind  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Leit- 
kurve liegen  und  deren  Ebenen  normal  zu  derselben  sind.  Als 
Differentialgleichung  der  Charakteristiken  ergibt  eich: 

pdy  —  qdx  ^0, 

und  als  Differentialgleichung  der  Rückkehrkanten  (aretes  de  rebrousse- 
ment): 

«^  (dx^  +  dtf^  +  dz^)  =■  a^(dx^  +  dy'^). 

Daran  schließt  sich  die  Lösung  einiger  Aufgaben  über  KanalHächeii, 
z.  B.  eine  solche  Fläche  derart  zu  bestimmen,  daß  sie  durch  eine  gegebene 
Raumkurve  geht,  oder  eine  gegebene  Fläche  längs  einer  Kurve  be- 
rührt. Im  fönenden  Blatt  (Nr.  9)  behandelt  Monge  in  derselben 
Art  die  Flächen,  für  welche  die  Linien  größten  Gefälls  Geraden  mit 
konstanter  Horizontalneigui^  sind.  Er  zeigt,  daß  sie  als  Enveloppen 
einer  Schar  von  Kreiskegeln  angesehen  werden  können,  deren  Achsen 


r  (9.  S,  552  f.)  ungegeben  worden. 
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auf  der  (als  Horizontalebene  an  genommenen)  xy-'Khane  senkrecht 
stehen,  und  deren  Mantellinien  stets  dieselbe  Horizontalneigung  baben. 
Es  sind  dieselben  Flächen,  die  Euler  ala  „kongi^uent"  mit  einer 
Ebene  von  derselben  Ho rizontalneigung  bestimmt  hat'),  Ihre  Charak- 
teristiken sind  eben  die  Geraden,  welche  die  Linien  größten  Gefälls  dar- 
stellen, die  Riickkehrkanten  demnach  Raumkurven,  deren  Tangenten  stets 
dieselbe  Horizontalneigung  haben  (Schraubenlinien  eines  beliebigen, 
auf  der  ai^-Ebene  senkrechten  Zylinders).  An  dieses  Beispiel  knüpft 
Monge  noch  eine  wichtige  Bemerkung,  mimlich  daß  die  Differen- 
tialgleichung der  Charakteristiken  direkt  aus  der  partiellen 
Differentialgleichung  der  betreffenden  Flächenfaniilie  her- 
geleitet werden  kann.     Ist  diese  j^mlich 

F(x,  y,  z,  p,  q)  =  0 
nnd  ist 

9-f_p.      ^F 

80  ist  die  Differentialgleichung  der  Charakteristiken: 

Fdy  —  Qdx  =  0. 

Als  letztes  Beispiel  für  Flächenfamilien,  die  durch  eine  partieEe 
Differentialgleichung  1.  Ordnung  definiert  sind,  folgen  in  Nr,  10  die 
Flachen,  welche  durch  Translation  einer  gegebenen  Fläche  längs  einer 
ßaumkurve,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche  liegt,  also  noch  durch 
eine  willkürliche  Funktion  bestimmt  wird,  als  Enveloppen  entstehen. 

Von  Nr.  11  ab  werden  Flächeufamilien  behandelt,  die  durch  eine 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  definiert  sind,  und 
zwar  zuerst  die  Regeltlächen,  deren  Mantellinien  alle  einer  gegebenen 
Ebene  Ax  -\-  By  -^  Cz  =  0  parallel  sind.  Zur  Definition  der  Fläche 
sind  zwei  Raumkurven  (Leitkurven)  nötig,  die  von  jeder  Mantellinie 
geschnitten  werden.  Monge  stellt  nun  die  Gleichung  der  Fläche  in 
drei  verschiedenen  Formen  auf: 

1.  Unabhängig  von  den  Leitkurven;  hierbei  ergibt  sich  eine 
Differentialgleichung  2.  Ordnung,  die  er  sehr  elegant  folgendermaßen 
herleitet:  die  Mantellinie  eines  Punktes  P{x,y,s)  liegt  erstens  in 
der  Tangentialebene  der  Fläche,  also  besteht  für  die  Koordinaten 
^,  y',  z'  eines  ihrer  Punkte  die  Gleichung: 

V{t.~  y)  -I-  3(j/  -  y-)  -  (^  _  ^')  =  0.  (1) 

Sie  ist  aber  auch  zweitens  parallel  der  Richtebene,    also    hat   man: 

Ä{x-x)^-B{y-  y)  -\-  C(z  -  /)  =  0.  (2) 
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Dieselben  Gleichnugeu  gelten  afcer  auch  für  einen  auf  derselben  Mantel- 

linie  liegenden  Pnnkt  Pix  +  dx,  y  +  dy,  s  +  d£)\  unter  Berücksich- 
tigung von  (1)  und  (2)  ergibt  sieb: 

ifdx  +  sdy^  {x  -  x)  +  {&dx  +  tdy)  (y  -  /)  =  0  (3) 

and; 

Adx  +  JMp  +  C{pdx  +  qdy)  •=  0.  (4) 

Die  Elimination  von  x  ^  x',  y  —  y',  s  —  s'  aus  (1)  ^  (4)  ergibt  dann 
sofort  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung,  nämlich: 

{Cq  +  Bfr  -2{Cq  +  B){Gp  +  A)s  +  (Cp  +  ^)^(=  0. 

Ehe  die  beiden  anderen  Gleicbungsformen  hergeleitet  werden,  zeigt 
Monge  (Nr.  11),  wie  man  in  diesem  Fall  aus  der  Differentialgleichung 
der  Mächen  die  der  Charakteristiken  finden  kann.  Ist  nämlich  die 
erstere: 

O  {x,  y,  s,  p,  q,  r,  s,  t)  =  0, 
und  ist: 

e?_JJ;         «»_S;  |J_r, 

er  'öS  'Gl  ' 

so  heißt  die  Differentialgleichung  der  Charakteristiken: 

lidx^  -  Sdxdy  +  Tdy^  -  0. 
Sie  aeigt,  daß  in  jedem  Flächenpunkt  die  Charakteristik  einen  Doppel- 
punkt hat,  aaßer  in  dem  Fall,  wo  die  Differentialgleichung  in  awei  ratio- 
nale Linearfaktoren  zerfällt,  wo  also  zwei  Scharen  von  Charakteristiken 
auf  der  Fläche  vorhanden  sind.  In  dem  vorliegenden  Beispiel  ergibt 
sich  als  Differentialgleichung  der  Charakteristiken: 

iAdx-\-Bdy  +  Cdzf^Q, 
d.  h.    ein    vollständiges    Quadrat,   so    daß    man   nur    eine  Schar  von 
Charakteristiken  erhält,  nämlich  eben  die  Mantellinien  der  Fläche. 

2.  Um  die  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zu  finden, 
welche  diesen  Flächen  zukommt,  geht  Monge  wieder  aus  von  den 
Gleichungen  (1)  und  (2),  die  eine  Mantellinie  der  Fläche  darstellen. 
Deren  Projektion  auf  eine  der  Koordinatenebenen,  z.  E.  die  a^^-Ehene, 
sei  x'  =  ßz  +  y.     Dann  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

Ax  +  By  +  C£='« 
gesetzt  wird, 

R      _?a  +  £  .      ^  _  _  B[^-px -^y)_+  «9 
•^       B'p  —  A<i^        '^  Bp~Äq 


Nun  haben  für  eine  bestimmte  Mantellin. 
einen  bestimmten  Wert,  oder,  wenn  eine  d: 
ist    80    sind   es    auch    die    beiden   anderen 


e    die  drei  Größen  a,  ß,  y 

eser  drei  Größen  konstant 

geht    man  aber  zu  einer 


I  ändern  alle  drei  ihren  Wert,   sie  sind  also  zugl 
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konstant    und    zugleich    verUnderlich,    folglich    müssen   je  zwei  durch 
eine  Gleichung    verbunden    sein,   z.  B.  (3  =  fi^^)-     ^^^   hut   aiso  als 
partielle  Differentialgleichung  1,  Ordnung: 
C_q-\ 

stellt  man  dieselbe  Überlegung  für  die  beiden  anderen  Projektionen 
ao,  80  findet  man  noch  zwei  weitere  Gleichungen,  also  im  ganzen 
drei,  von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist.  Wendet  man 
auf  irgend  eine  derselben  das  oben  zur  Herleitung  der  Charakteristiken 
aus  einer  partiellen  Differentialgleichung  1,  Ordnung  angegebene  Ver- 
fahren an,  so  findet  man  wieder: 

Adx  +  Bdy  +  t'rfr  =  0. 

3.  Endlich  läßt  sich  leicht  die  endliche  tfleichung  aufstellen, 
nämlich: 

z^^  x-<p  {Ax  +  Hy  +  Ci)  +  p  ■  t  {Ax  +  By  -\-  Cz). 

Sie  enthält  zwei  willkürliche  Funktionen  und  ist  von  derselben  All- 
gemeinheit, wie  jede  der  beiden  ersten  Formen,  deren  gemeinsames 
Integral  sie  darstellt. 

Auch  hier  achließt  Monge  einige  Aufgaben  über  solche  Flächen 
an,  nämlich  eine  zu  bestimmen,  die  durch  zwei  gegebene  Kurven  geht, 
oder  eine,  deren  Mantellinien  sämtlich  zwei  gegebene  Flächen  be- 
rühren; ferner  eine  Spezialisierung  (Nr.  13)  für  den  Fall,  daß  die 
Manfcellinien  alle  der  j;y- Ebene  parallel  sind  und  die  s- Achse  treffen. 
Hier  ergibt  sich  die  Differentialgleichung,  von  der  Meusnier  Ge- 
brauch gemacht  hat*),  nämlich: 

rq'  —  2pqs  +  tp^  =  0. 
Den    Schluß    bildet    eine   Bemerkung    Über    das    Vorkommen    solcher 
Flachen  in  der  Technik. 

In  Nr.  14  kommt  sodann  eine  ausführliche  Darlegung  der  Eigen- 
schaften der  abwickelbaren  Flächen.  Durch  analoge  Überlegungen 
wie  vorher  wird  die  sie  definierende  Gleichung  in  drei  verschiedenen 
Formen  aufgestellt:  1.  Als  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung, 

2.  als  eine  ebensolche    1.  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Funktion, 

3.  als  endliehe  Gleichung  mit  zwei  willkürlichen  Funktionen;  und  es 
werden  wieder  die  zwei  gleichen  Aufgaben  wie  oben  für  abwickelbare 
I' lachen  gelöst.  Übrigens  deckt  sich  der  Inhalt  dieses  Blattes  im 
wesentlichen  mit  der  schon  besprochenen  Abhandlung  von  Monge 
über  diesen  Gegenstand^). 

')  Siehe  S.  550.        •!  Siehe  S.  535  ff. 
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Nr.  15  beliandelt  nach  denselben  Methoden  die  Flächen,  weiche 
durch  Translation  einer  gegebenen  Fläche  längs  einer  ganz  beliebigen 
Raumkurve  (die  also  nicht  mehr,  wie  in  Nr.  10,  auf  einer  gegebenen 
Fläche  angenommen  wird)  als  Enveloppen  entstehen.  Die  partielle 
Differentialgleichung  derselben  ist  von  der  Form: 

(ri  ~  s')(RT-S^)  ~rB~2sS-1T+\~0. 

Jl,  8,  T  sind  dabei  gegebene  Funktionen,  die  folgendermaßen  mit  der 
transferierten  Fläche  zusammenhängen:  ist  diese  bestimmt  durch 

'  -  F(x,  ,j), 
St)  kann  man  die  beiden  Grieichungen  "P  ^  ^  und  ?  =  ^  nach  a: 
und)/  aufgelöst  denken,  bo  daß  also  ^  —  fi{p,  Q)  •  y  =^  fi{p,  i)  ist. 
Monge  zeigt  nun  zunächst,  daß  -^  =  ö^  ist,  daß  also  f^  nnd  f^  als 
partielle  Ableitungen  einer  Funktion  von  p  und  q,  die  er  mit  T  be- 
zeichnet, angesehen  werden  können.  IR,  S,  T  sind  dann  die  partiellen 
Ableitungen  2.  Ordnung  tou  r  nach  p  und  q.  —  Ahnlich  erledigt 
sieh  die  Aufgabe,  die  Flächen  zu  bestimmen,  die  durch  Translation 
einer  Raumkurve  läi^a  einer  anderen  Raumkurve  erzeugt  werden;  am 
Schluß  wird  noch  darauf  hingewiesen,  wie  die  entwickelten  Methoden 
umgekehrt  zur  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  dienen 
können,  welche  die  obige  Form  hat. 

Nr.  17  und  18  bringen  eine  der  schönsten  Entdeckungen  von 
Monge,  nämlich  die  Krümraungslinien  einer  Fläche.  Dieser 
Teil  kann  unbedenklich  als  der  Glanzpunkt  des  ganzen  Werks  be- 
zeichnet werden,  sowohl  in  bezug  auf  die  hohe  Bedeutung  der  Resul- 
tate, wie  in  bezug  auf  die  Eleganz,  Präzision  und  Klarheit  der  Ent- 
wicklung. Wir  versuchen  Monges  Gedankengang  in  Kürze  anzugeben. 
Er  geht  aus  von  den  schon  früher  aufgestellten  Norraalengleichungen: 

(l  -  jrT  +  (3  -  /)y  -  0;     (1/  ~  y)  +  {2  _  j)  j  _  0, 

und  sucht  die  Bedingung  dafür,   daß   diese   von   der  Normalen   eines 

Naehbarpunktes  (x  +  dx,  y  +  dy,  s  +  pdx  +  qdy)    geschnitten   wird. 

Unter  Berücksichtigung  der  obigen  Gleichungen  sind  die  Gleichungen 

dieser  Nach b amormalen: 

dx  +  p^dx  +  pqdy  -\-  {s  —  z'){rdx  -f  sdy)  ■=  Ü, 
dy  +pqdx  +  q^dij  +  (?  —  z'){sdx  +  tdy)  ^  0. 

Die  Bedingung,  daß  diese  Normale  die  erste  schneidet,  findet  mau 
durch  Elimination  von  {x  —  x'),  (y  —  y'),  (s  —  /)  aus  den  vier  Glei- 
chungen der  beiden  Normalen.    Da  indes  die  letzten  beiden  nur  noch 
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z  —  z  enthalten,  genügt  eB,  z  ~  z  KU  eliminieren,  wodurch  man  er- 
hält: 

O'K'+«')»-»'rt+/I.[(i+?')>-(i+p')']-(i+J'')»+OT'-0^Ci) 

Eliminiert  man  umgekehrt  -p,  so  ergibt  sich: 
(5_/)(W_s2)_j.(^_y)j-(l  +  ^s)_2^5S+(;i+y),]_|.l+^s+^.^0.   (2) 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  werden  nun  geometriaeh  gedeutet. 
Die  erste,  die  quadratisch  in  ~  ist,  sagt,  daß  es  zu  jedem  Plächen- 
pnnkt  P  zwei  Nachbarpunkte  P^  und  P^  auf  der  Fläche  gibt,  deren 
Normalen  die  des  Punktes  P  schneiden.  Die  Projektionen  der  Rich- 
tungen PPj  und  ^T^  auf  die  3:j/-Ebene  sind  durch  die  Gleichung  (1) 
bestimmt,  aus  der  auch  die  bemerkenswerte  Eigenschaft  folgt,  daß 
PPi_L  PPj  ist.  Die  zweite  liefert  zwei  "Werte  tou  z-z',  also  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  der  Normalen  zwei  Punkte  auf 
dieser,  wo  sie  von  den  Normalen  der  Punkte  P,  und  P^  geschnittea 
wird  und  die  als  „centres  de  courbure"  bezeichnet  werden.  Die  Ab- 
stände dieser  beiden  Schnittpunkte  ergeben  sich  als  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  in  ü: 

wo: 
g  =  H-s\     F=l-Fp^+5«;     ;i  =  (14.a^)r-2p^iS  +  (l+y)(, 

Die  beiden  sich  ergebenden  Werte  nennt  Monge  „rayons  de  eour- 
bure";  daß  es  die  Ton  Euler')  gefundenen  extremen  Werte  der 
Krümmungsradien  der  Normalschnitte  sind,  wird  nicht  bemerkt.  Nun 
folgt  die  geometrische  Konstruktion  der  beiden  orthogonalen  Seharen 
von  Krümmungslinien,  die  man  erhält,  indem  man  von  jedem 
Flächenpunkfc  zu  den  beiden  Naehbarpunkten  weitergeht,  deren  Nor- 
malen die  seinige  schneiden,  von  diesen  ebenso  zu  dritten  Punkten  usf. 
Man  erhält  so  zwei  Scharen  von  Kurven,  deren  Projektionen  auf  die 
a:)/-Ebene  der  Gleichung  (1)  genügen.  Diese  ist  also  die  Differen- 
tialgleichung der  Krümmungslinien.  Sie  läßt  sich  auch  in  die 
Form  setzen: 

dpidy  +  qdz)  =  dq{dx  +pdz). 

Es  wird  dann  durch  geometrische  Überlegungen  gezeigt,  daß  die 
Plächennormalen  läj^s  jeder  Kriimmuugslinie  eine  abwickelbare  Fläche 
bilden;   daß    also   für  jede  Fläche  zwei  Scharen  von  solchen  Flächen 

')  Vgl.  S.  548. 
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esiatieren,  und  daß  diese  sieh  ebenfalls  überall  rechtwinklig  sehneidea. 
Davon  wird  nun  sofort  eine  praktisclie  Anwendung  auf  den  Gewölbe- 
bau gemacht;  nämlich  man  soile  die  hiei-zu  erforderlichen  Steine  der- 
art wählen,  daß  ihre  Fugen  die  Krümmungslinien  der  Gewölbeßäche 
bilden.  Dos  weiteren  wird  dann  entwickelt,  daß  jede  dieser  Flächen 
eine  Eückbehrkante  hat,  die  den  Ort  aller  Krümmungszentra  der 
Fläche  längs  der  betr.  Krümmungsliiiie  darstellt.  Die  fieaamtheit 
aller  dieser  Höckkehrkanten  bildet  also  eine  aus  zwei  Mänteln  be- 
stehende Fläche,  die  der  Ort  aller  Krümmungszentra  der  g^ebenen 
ist,  und  von  der  zunächst  die  merkwüi-dige  Eigenschaft  nachgewiesen 
wird,  daß  die  scheinbaren  Umrisse  der  beiden  Mäntel,  Ton  wo 
ans  man  sie  auch  betrachtet,  sich  rechtwinklig  schneiden.  Diese, 
rein  geometrisch  abgeleitete  Bemerkung  zeigt  schon  für  sich  allein, 
welche  Sicherheit  der  räumlichen  Anschauung  Monge  zu  Gfebote 
stand.  Auch  daß  die  Bückkehrkanten  geodätische  Linien  dieser  Zentra- 
fläche  sind,  ergibt  sich  rein  geometrisch. 

Nun  ist  aber  ein  kleines  Versehen  zu  erwähnen,  das  Monge 
passiert  ist.  Er  stellt  nämlich  die  Bedingung  auf,  daß  die  beiden 
Krümmungsradien  gleich  sein  sollen,  und  findet  (ygl.  S.  567) 

/(^— 4^3  =  0. 

Diese  Gleichung,  sagt  er,  deflniero  eine  Kurve  (courbe  spherique)  auf 
der  Fläche,  für  deren  sämtliche  Punkte  die  beiden  Hanptkrümmungs- 
radien  denselben  Wert  haben;  der  Ort  der  zugehörigen  Krümmungs- 
zentra wäre  dann  die  Schnittkurve  der  beiden  Mäntel  der  Zentrafläche. 
Dabei  hat  er  jedoch  nicht  bemerkt,  daß  h^~  ik^g  sich  als  die  Summe 
zweier  Quadrate  darstellen  läßt,  daß  daher  h^—  4k^g  —  0  eine 
imaginäre  Fläche  mit  reeller  Doppelkurve  darstellt,  woraus 
folgt,  daß  es  nur  einzelne  reelle  Punkte  auf  einer  Fläche,  nicht  eine 
ganze  Kurve  gibt,  für  welche  die  beiden  Krümmungsradien  gleich 
sind.  Dies  stellt  sich  auch  nachher  an  dem  Beispiel  heraus,  das 
Monge  betrachtet,  nämlich  am  dreiachsigen  ElUpsoid  (Nr.  19  u.  20). 
Er  stellt  für  diese  Fläche  die  Diiferentialgleicbuug  der  Krümmungs- 
linien auf,  integriert  sie  und  findet  die  bekannten  Resultate;  hier 
zeigt  sich  nun,  daß  es  keine  Kurve,  sondern  bloß  vier  Punkte  gibt, 
für  welche  die  beiden  Krümmungsradien  gleich  sind.  Auch  hier  weiß 
Monge  sofort  seinen  theoretischen  Entwicklungen  eine  praktische 
Gestalt  zu  geben.  Er  schlägt  nämlich  vor,  dem  zu  erbauenden  Saal 
für  die  gesetzgebenden  Versammlungen  eine  elliptische  Gfestalt  und 
der  Decke  die  Form  eines  Ellipsoids  zu  geben.  Die  Kreispunkte 
wären  durch  helle  Larapen  zu  markieren,  die  Krümmungslinien  sollten 
an  der  Decke  als  „nervures  de  la  voüte"  eine  geschmackvolle  Dekora- 
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tion  geben;  die  Zwisclienräume  würden  Licht-  und  Luftfiifmingen  dar- 
stellen. Ob  dieser  Vorschlag  jemals  praktisch  ausgeführt  worden  ist, 
ist  mir  nicht  bekannt.  —  Als  Anwendung  der  hier  entwickelten 
Theorie  der  Krümmungaliuien  betrachtet  Monge  folgende  Beispiele: 
1.  Die  Flächen,  für  welche  die  eine  Schar  von  Krümmungslinien  von 
ebenen  Kurven  gebildet  wird,  deren  Ebenen  alle  parallel  sind 
(Nr.  21 — 23).  Es  sind  die  schon  von  Euler  in  anderem  Zusammen- 
hangt) gefundenen  Gesirasflächen ;  Monge  gibt  noch  verschiedene  Er- 
zeugungsweisen dieser  Flächen  an;  2.  die  Flächen,  für  welche  der 
eine  Krümmungsradiua  konstant  ist  (Nr.  24  und  25).  Hier  er- 
geben sich  die  Röhrenflächen  mit  einer  beliebigen  Raum  kurve  als 
Leitkurve;  der  spezielle  Fall,  daß  diese  eine  ebene  Kurve  ist,  ist  ja 
schon  in  Nr.  8  erledigt  worden.  3.  Die  Flächen,  für  welche  die 
Krümmungsradien  gleich  und  gleichgerichtet  sind  (Nr.  26), 
Als  einzige  Fläche  ergibt  sich  die  Kugel,  scheinbar  allerdings  noch 
eine  Fläche,  die  folgendermaßen  entsteht  Es  sei  eine  Raumkurve  und 
eine  ihrer  Evolventen  gegeben  beschreibt  man  dann  um  jeden  Punkt 
der  Kurve  eine  Kugel,  deren  Ridius  glenh  dem  Stuck  dei  Tangente 
zwischen  Kurve  und  Evolvente  ist,  so  hat  <he  Enveloppe  aller  dieser 
Kugeln  die  verlangte  Eigenschaft.  Diese  Enveloppe  reduziert  sieh  aber 
bei  genauerem  Zusehen  auf  die  Evolvente  selbst,  indem  jede  Kugel 
von  der  nachfolgenden  nicht  geschnitten,  sondern  einschließend  be- 
rührt wird.  Die  Enveloppe  ist  dann  der  Ort  dieser  Berührpunkte, 
d,  h.  eben  die  Evolvente.  4.  Das  Beispiel,  das  die  wichtigsten  Ergeb- 
nisse liefert,  nämlich  die  Flächen,  für  welche  die  Krümmungsradien 
gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind  (Nr,  27  und  28). 
Die  Bedingung  hierfür  ist  nach  den  früheren  Untersuchungen^)  Ä  =  0, 
d.  h, 

(1  +  gy  _  2^,55  -f  (1+^)^  =  0,  (1) 

d.  h.  dieselbe  Gleichung,  die  der„citojeQ  Lagrange"  für  die  Minimal- 
flächen gefunden  hat.*)  Meuanier  wird  nicht  erwähnt;  da  seine 
Arbeit  erst  1785  gedruckt  wurde,  hat  Monge  sie  vermutlich  noch 
nicht  gekannt. 

Er    stellt   DUO    zunächst   nach    der    früher  (S.  51)4)    angegebeneu 

Methode  die  Differentialgleichung  der  Charakteristiken  auf  und  findet: 

(1  +q^)df-^2pqdxdy+  (1  +p^)dx^=0.  (2) 

Nimmt  man  dazu  die  beiden  Gleichungen: 

dp  =  rdx  +  sdy,     dq  =  sdx  +  tdy 
und  die  Differentialgleichung  der  Fläche,  so  können  r,  t  und  j-  eli- 

')  Siehe  S.  553.        ")  Siebe  S.  567.        ')  Siehe  S.  650, 
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miniert  werden,  wobei  s  von  selbst  mit  herausfällt.  Es  bleibt  dann 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  1.  Ordnung  in  p  und  g,  nämlich: 

(1  +  q^)dp-2pgdptl<i+(l  +p^)dq  =  0. 

Diese  ist  leicht  zu  integrieren  und  ergibt,  wenn  «  die  Integratioiis- 
konstante  ist: 

(l  +  «')  +  (i>-«4)'-0,  (3) 

d.  h.  eine  Gleichung  2.  Grades;  die  Fläche  hat  also  zwei  Scharen  von 
Charakteristiken,  die  durch  die  beiden  Linearfaktoren  von  (3_)  definiert 
sind.  Bezeichnet  man  die  Konstante  für  die  eine  Schar  mit  a,  für 
die  andere  mit  ß,  so  lauten  die  Gleichungen: 

p  -  aq  ^  iVY+ a';      p  -  ßq  =  -  lyT^fJ^  (4) 

Setzt  man  die  aus  (4)  sich  ergebenden  Werte  von  p  und  q  in 
(2)  ein,  so  ergibt  sich  die  Differentjalgleiehuag  der  Charakteristiken  mit 
den  Konstanten  a  und  ß  an  Stelle  von  j>  und  5.  Vorher  macht  Monge 
noch  darauf  aufmerksam,  daß  (2),  da: 

pdx  +  qdy  =  dz 

ist,  eich  auch  in  die  Form  setzen  läßt: 

dx^  4-  dy^  +  dB^  =  0, 

d.  h.  er  hat  gefunden,  daß  die  Linien  von  der  Länge  KuU  (in 
heutiger  Bezeichnung)  die  Charakteristiken  der  Minimalflächen 
sind.  ^  Stellt  man  nun  nach  (4)  die  Differentialgleichung  der  Charak- 
teristiken auf,  so  zeigt  sich,  daß  sie  in  die  beiden  linearen  Gleichungen: 

dy  -j-  adx  =^  0     und     dt/  +  ßdx  =  0 

Kerfäilt,  von  denen  jedoch  die  erste  mit  der  zweiten  Gleichung  (4), 
die  zweite  mit  der  ersten  zusammengehört,  so  daß  die  Differential- 
gleichungen der  beiden  Scharen  von  Charakteristiken  schließlich  sind: 

p~aq=iV-r+~aS         di,  +  ßdx  ^  0;    j  ' 

p~ßq^  —  iyi  +  ß^-^  dy  +  cidx  =  o  i 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  ist  schwierig,  da  im  ersten 
Paar  ß,  im  zweiten  «  nicht  als  konstant  betrachtet  werden  kann; 
durch  ein  scharfsinniges  Verfahren  wird  sie  aber  doch  ausgeführt,  und 
so  ergibt  sich  schließlich  die  allgemeine  Gleichung  der  Minimal- 
flachen  mit  zwei  -willkürlichen  Funktionen  *  und  V,  allerdings  in 
imaginärer  Form,  indem  die  Koordinaten  eines  Punktes  sich  folgender- 
maßen durch  die  beiden  Parameter  a  und  ß  ausdrücken: 
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Eine    geometrische  Darstellung   dieser   F^hen    vermag   Monge 
)ch  nar  in  der  Weise  zu  geben,  daß  er  aie  Element  für  Element 


Damit  werden  die  partiellen  Differentialgleicliungea  zweiter  Ord- 
nung verlassen  und  Beispiele  für  solche  der  dritten  Ordnung  in  An- 
griff genommen.  Monge  beginnt  mit  den  allgemeinen  Regel- 
fläehen  (N^r.  29  und  30),  und  stellt,  durch  ganz  analoge  Betrach- 
tungen wie  früher,  die  sie  definierende  Gleichung  in  vier  Tersehiedenen 
Formen  auf,  nämlich: 

1.  als  partielle  Differentia^leiehung  dritter  Ordnung,  wobei  zur 
Abkürzung 


wird.     Die  Gleichung  beißt  dann: 

3x'  cx'dy  dxdy'  cy'        ' 

2.  als  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  einer 
willkürlichen  Funktion,  und  zwar  auf  drei  verschiedene  Arten: 

p  +  aq^  (p{ix);     y  ^  ax  =  !(.(«);     3  -  {p -\- aq)  =  ;r(«), 

wo  a  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorher,  und  ip,  i/t,  ar  willkürliche 
Funktionen  sind; 

3.  als  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zwei 
willkürlichen  i'unktionen.  Man  erhält  die  Gleichung  durch  Elimination 
von  a  aus  irgend  zwei  der  in  2,  aufgestellten  drei  Gleichungen,  so 
daß  also  noch  zwei  von  den  drei  Funktionen  y,  1^,  Jt  in  die  Gleichung 
eingehen ; 

4.  in  endlicher  Form  mit  drei  willkürlichen  Funktionen,  nämlich: 

y  —  ax  =^  !(■(«);     e  —  x  ■  (p{a)  =  Jt(«), 

■wo  K  ein  variabler  Parameter  ist,  durch  dessen  Elimination  aus  den 
beiden  Gleichungen  die  Fläche  in  die  Form  F{x,  y,  £)  =  Q  gebracht 
werden  kann. 

Zunächst  wird  dann  gezeigt,  wie  man  aus  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung  ganz  ebenso  wie  bei  denen  erster 
und   zweiter  Ordnung   die   Differentialgleichung    der   Charakteristiken 
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finden  kann,  und  daß  diese  Methode  auf  Gleichungen  beliebig  hoher 
Ordnung  anwendbar  ist,  die  linear  in  den  Differentialquotienten  höch- 
ster Ordnung  sind.  Als  zweites  Beispiel  werden  noch  die  Flächen 
behandelt,  die  als  Enveloppen  einer  Kugel  von  veränderlichem 
Kadius  entstehen,  deren  Mittelpunkt  sich  auf  einer  gegebenen  Ranm- 
kurve  bewegt  (Nr.  31).  Den  Schluß  des  Ganzen  bildet  die  schon 
früher  (S.  531  ff.)  besprochene  Untersuchung  der  EToluteii  und  Krüm- 
raungaverhältnisse  einer  RanmkurTe  {Nr.  32--34). 

Zum  Schluß  berichten  wir  noch  kui-z  über  die  Fortschritte  der 
Kartographie  in  unserem  Zeitraum,  soweit  die  mathematische  Seite 
daran  in  Betracht  kommt.  Auch  hier  hat  Euler  die  erste  allgemeine 
StellungundLösungdesProblemsgegeben.  Vorangehen  einige  Arbeiten 
von  Kästner*),  die  sich  jedoch  nur  mit  der  stereograp  bis  eben  uud 
gnoraouischen  Projektion  befassen,  sowie  ein  Abschnitt  aus  dem  III.  Band 
von  Lambert,  Beyträge  zum  Gebrauch  der  Mathematik  und  deren 
Anwendung  (Berlin  1772),  S.  105—192.  In  der  Einleitung  wird  ein 
klarer  Überblick  über  die  verschiedenen  Forderungen  gegeben,  die  an 
eine  Karte  zu  stellen  sind  (Winkeltreue,  Flächentreue  usw.)  und  ge- 
zeigt, inwieweit  die  verschiedenen  Projektionsarten  denselben  genügen, 
und  wie  die  EifüUnng  einer  Forderung  die  Vernachlässigung  einer 
anderen  nach  sich  zieht.  Eine  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe,  die 
Kugel  konform  auf  die  Ebene  abzubilden,  gibt  jedoch  Lambert  nicht, 
dagegen  folgende  Formeln  für  die  stereographische  Projektion: 

^y  =  ■"  ^-  +  mdl;      dx  =  —  ^^—^  +  ndL 

Hierbei  >bedeutet  p  die  geographische  Breite,  l  die  geographische 
Länge,  m  und  n  die  partiellen  Ableitungen  von  x  und  y  nach  A.  Die 
Arbeit  verfolgt  im  weiteren  Verlauf  mehr  praktische  Zwecke;  von 
Interesse  ist  jedoch  noch  die  Bemerkung,  daß  die  Mitteilung  der 
obigen  Formeln  an  Lagrange  diesen  zu  seinen  Untersuchungen  über 
diese  Fr^en  (s.  S.  575ff.)  veranlaßt  habe. 

Euler  entwickelt  seine  Methoden  in  einer  Abhandlung:  „De  re- 
praesentatione  superficiei  sphaericae  super  plano"^),  und  bemerkt  ein- 
leitend, daß  es  sich  um  die  Aufgabe  handle,  die  Koordinaten  eines 
Punktes  x,  y  der  Ebene  als  Funktionen  der  sphärischen  Koordinaten 
(t  =  geogr.  Länge,  w  =  geogr.  Breite)  so  darzustellen,  daß  die  hierdurch 
bestimmte  Abbildung  gewissen  Forderungen  genüge. 

')  Theoria  projeetionis  stereographicae  horizoatalis.  Disa.  raath.  phy». 
AJtenbtirg.  1711,  p.  88ff.  (1766).  Additio  ad  theoriam  proj.  eter.  hoc.  Nori 
Goetting.  Commentarii,  T.  1,  p.  138—193  (1770).  Theoria  projeetionis  super- 
ficiei sphaericae  in  planum  tangens,  oculo  in  centro  posito.  'i  A.  P.  1777,  !, 
p.  107—132. 
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ZunächBt  werden  nun  die  Bedingungen  der  Kongruenz  durch 
aoalytiaeh-geometriBche  Betrachtungen  entwickelt  und  gezeigt,  daß  ea 
nicht  möglich  ist,  diese  zu  erfüllen.  Da  also  hiernach  auf  die  Kon- 
gruenz verzichtet  werden  muß,  kann  man  andere  Bedingungen  stellen, 
und  deren  analytischen  Ausdruck  entwickeln.  Sollen  z.  B.  Meridiane 
und  Paralleikreiae  sich  als  zwei  orthogonale  Kurvenaysteme  abbilden, 

8u  dt    '    du  et 

sein;  sollen  sie  insbesondere  in  die  Parallelen  zu  den  Koordinaten- 
achsen Übergehen,  so  muß: 

,_/■(();     !l-<p(u) 

sein.  Dies  wird  auf  die  Merkatorkarte  angewendet.  Weiter  wird 
eine  Abbildung  gesucht,  bei  der  jedes  Stück  der  Kugel  eich  als  ein 
Stück  der  Ebene  von  gleichem  Flächeninhalt  abbildet,  also  die 
flächentreue  Abbildung.  Da  daa  Flächenelement  der  Kugel 
^  dudl  003  M,  das  der  Ebene  =-  dxd^  ist,  so  ist  diese  Forderung  jeden- 
falls erfüllt,  wenn: 

X  =  t,  1,  =  sin  V 

ist.  Hierbei  ist  das  Bild  der  Erdoberfläche  ein  Rechteck,  und  natür- 
lich in  den  Polargegenden  sehr  stark  verzerrt. 

Nach  diesen  Einzelbeispielen  wird  nun  die  „Hjpothesis,  qua 
regiones  terrae  per  similes  figuras  eshibeutur",  d.  h.  die  winkeltreue 
oder  konforme  Abbildung  im  heutigen  Sinne  eingebend  behandelt. 
Da  hierbei  das  Gradnetz  der  Erde  sicher  in  zwei  orthogonale  Kurven- 
sjsteme  übergeht,  so  ist  jedenfalls  notwendig,  daß,  wie  oben, 

dxdx   ,dydy_  .-. 

cudt  '^  dudt  "^ 

ist.     Euler  setzt  nun  zur  Abkürzung: 

'lix  dx  dy  vj        ^ 

ö.-"'    ST-«;    a.-'-i    T,-"- 

Dann  ergibt  sich  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
der  Wiukeltreue: 

dx  =  pdu  +  rdt  cos  m;     dy  =  rdu  —  pdi  cos  u. 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  wird  auf  doppelte  Art  — 
Methodus  particularis  und  Methodus  generalis  —  geleistet.  Die  erstere 
ist  etwas  umständlich,  die  zweite  dagegen  sehr  bemerkenswert,  weil 
hier  zum  erstenmal  komplexe  Größen   zur   konformen  Abbil- 
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düng  benutzt  werden.  Euler  sucht  nämlich  eine  lineare  Kombi- 
nation dieser  Gleichungen  so  zu  finden,  daß  die  rechte  Seite  in  ein 
Produkt  übergeht,  um  dann  die  von  ihm  so  oft  mit  Erfolgt)  be- 
nutzte Schlußweise  anwenden  zu  können.  Eine  solche  ist,  wie  d'Alem- 
bert  gezeigt  hat,  dx  +  idy. 
Hierdurch  ergibt  sich: 

dx  +  idy  =  ( j)  +  **')  {du  —  idt  cos  «). 
Euler  setzt  dud: 

s=lg(45"+Y);    z^\^s-it, 
so  daß: 

dg  ^  —  -\-  idt  = ■  —  idt. 

Eb  ist  dann  also: 

dx  +  idy  ==  (j)-\-  ir)  cos  u  dg, 
und  wenn  die  Integration  ausfahrbar  sein   soll,   muß  [p  +  *>)  ■  cos  u 
Punktion  von  s,  nach  ausgeführter  Integration  also  auch  x  +  iy  eine 
Punktion  von  z  sein,  die  mit  2r'(ü)  bezeichnet  wird,  so  daß: 

r'(0)  =  (p  +  ir)  ■  cos  « 
ist.     Dann  ist  also; 

x  +  iy^  2r{d)  =  2r(lg  s  -  U), 
woraus  sofort  folgt: 

x~iy  =  2r{lgs  +  it). 
Hiernach  sind  also: 

x  =  r{\gs-it)  +  r(\gs  +  it), 
iy  ^  r(ig  s  -  it)  -  r(ig  s  +  it) 

die  Gleichungen,  welche  die  allgemeinste  winkeltreue  Ab- 
bildung definieren,  x  und  j/  sind  dabei  stets  reell.  Die  Gleichungen 
lassen  sich  noch  etwas  umformen,  indem  s  an  Stelle  von  e  eingeführt 
wird  vermöge  der  Gleichung 

wo  u  eine  beliebige  Konstante  bedeutet.  Die  Funktion  F  von  z  geht 
natürlich  hierbei  auch  in  andere  Funktion  von  s  über,  die  mit  A  be- 
zeichnet wird.     Man  erhält  so: 

X  =  A[s''(cos  at  —  i  sin  at)]  +  A[s''(cos  «i  +  «  sin  cit)\, 

iy  =  A[s"(cos  dt  —  i  sin  ctt)]  —  A[8"(eos  ut  +  i  sin  ui)\. 

Das  ist,   wie  Euler   bemerkt,   die   allgemeinste  Lösung  der  Aufgabe, 

eine  Kugel   so   auf   die   Ebene   abznbQden,   daß    die    kleinsten    Teile 

(figurae  valde  esiguae)  ihren  Bildern  ähnlich  werden.     Wir  möchten 


')    Vgl.  S.  f.61,  562,   555. 
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nicht  unterlassen,  noch  einmal  hervorzuheben,  daß  die  ungemein 
fruchtbare  Idee,  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  komplexe  Großen 
zu  verwenden,  Eulers  Eigentum  ist. 

Auch  die  Aufgabe,  eine  flächentreue  Abbildung  der  Kugel  auf 
die  Ebene  herzuBtellen,  ist  von  Euler  gelost  worden,  und  zwar  für 
den  Fall,  daß  das  Gradnetz  in  zwei  orthogonale  Kurvensysteme  über- 
geht; hier  gibt  allerdings  Euler  nur  spezielle  Lösungen.  In  einer 
Unmittelbar  folgenden  Note  („De  projectione  Geographica  superficiei 
sphaericac"^)  zeigt  er  noch,  wie  die  stereographische  Projektion  einen 
Spezialfall  der  von  ihm  aufgestellten  allgemeinen  Formeln  für  die 
konforme  Abbildung  dar  steil  t. 

Sehr  eingehend  hat  sich  Lagrange  in  einer  längeren  Abhand- 
lung: „Sur  la  construction  des  Cartes  geographiques"^)  mit  der  winkel- 
treuen  Abbildung  beschäftigt.  Zwar  geht  die  Aufstellung  der  Ab- 
bildungsformeln nicht  wesentlich  über  das  von  Euler  Geleistete  hin- 
aus; sie  lauten  nämlich  bei  Lagrange: 

X  +iy^  f{u  +  it);  x  ~  iy  =  q>{u  ~  it), 
wo  f  und  (p  noch  willkürlich  sind,  aber  natürlich  eine  reelle  Abbil- 
dung nur  dann  ergeben,  wenn  sie  konjugierte  Funktionen  sind.  Da- 
gegen tritt  hier  eine  ganz  neue  Fragestellung  auf,  nämlich  wie  f  und 
qj  gewählt  werden  müssen,  damit  Meridiane  und  Parallelkreiae 
in  bestimmte,  vorgegebene  orthogonale  Kurvensysteme  der 
Ebene  übergehen.  Diese  Frage  wird  für  verschiedene  besondere 
Fälle  gelöst.  Neu  ist  ferner,  daß  Lagrange  das  Tergrößerungs- 
verhältnis  in  Betracht  zieht;  wird  dies  mit  »h  bezeichnet  und  ist  das 
Linienelement  der  Kugel: 

so  ist: 


9r(w +»■()?■("-«) 

Er  erörtert  hierbei  auch  die  Frage,  wie  der  Meridian  der  Erde  be- 
schaffen sein  müßte,  wenn  m  konstant  sein  sollte,  und  findet  natür- 
lich, daß  in  diesem  Fall  die  Meridiane  gerade  Linien  sein  müßten. 

Die  weiteren  kartographischen  Arbeiten  von  Schubert,  Lorgna, 
Kästner  u,  a.  haben  mehr  geographisches  oder  nautisches,  als  speziell 
mathematisches  Interesse.  Nur  aus  einer  Abhandlung  von  Schubert: 
„De  projectione  aphaeroidis  ellipticae  geographica"^)  ist  einiges  bemer- 
kenswert; zunächst,  daß  dort  von  einer  projectio  figurae  ellipticae 
conformis  die  Rede  ist,  was  wohl  das  erste  Vorkommen  des  Wortes 

')  A.  P.  1777,  I,  p.  133—142.  *)  Nouveans 

Royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  ä  Berlin  1779,  p,  18 
p.  130—146, 


y  Google 


576  Abschnitt  SXIT. 

„konforme  Abbildung"  sein  dürfte.  Die  Arbeit  beschäftigt  sieh 
mit  der  Frage,  welchen  Fehler  man  begeht,  wenn  bei  der  Karten- 
projektion die  Erde  als  Kugel  angenommen  wird.  Hierbei  wird  ein 
nicht  unintereesantflr  Satz  bewiesen:  wird  ein  Rotati onsellipBoid  von 
einem  Punkt  des  Äquators  aus  auf  eine  zum  Radius  dieses  Punktes 
aenbrechte  Ebene  projiziert,  so  gehen  sowohl  die  Meridiane,  als  die 
ParaUelkreise  in  Ellipsen  über,  die  dem  Meridian  des  Ellipsoids  ähn- 
lieh sind.  Der  Satz  ist  bemerkenswert  durch  seine  Analogie  mit  dem 
bekannten  Satz  über  die  stereographische  Projektion,  daß  jeder  Kugel- 
kreis wieder  in  einen  Kreis  übergeht. 


Verbessernngen  zu  Abschnitt  XXIV. 

S    4fl  letzte  Zeile  statt     oi  lie=    ni 

S   494  Z    14  statt    und  da  mt  r  lies    und  damit  nach  *>    r 

•^    51S  Z       i    u   ist  ipr  Satz    Zunächst  ist       Rede    zi   streichen.   Das  Zitat  *) 

gehört  zu  dem  Worte     angenommen     auf  Li        u 
S    '^Vl  Z    b  y    a    beizufögen     Auch    liese  Abhandlung   wurde    in    ihren  wesent- 

hchen  Bestandteilen  spater  in  die  F    d  A    autgenommen 
'^   544  Z    6  i    u    an    1  jnfim    das  Zitat  ')  beizufügen 
S   549  Z    g  ätatt    mg  heg    mj 
S    550  Fußnote  ^    statt     '^   365  lies    S   5b6 

5  56     Z    14  statt    eine  rucktiia  von  *  lies    eine  Funktion  O  von  (p. 

6  556  Z    12  V    B     hinter   Flä(,he    leizufugen     (die   in    diesem   Fall   ein   hyper- 

bobsohea  Paraböloid  ist) 
S    559  Z    7  statt     bisher  bespro  henen    lies     1  isher  m  diesem  Abschnitte   be- 
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■      PERSPEKTIVE 
UND  DARSTELLENDE  GEOMETRIE 
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Die  Perspektive  vom  Mittelalter  bis  zu  Ende 
des  17.  Jalirhunderts. 

Unter  dem  Namen  „Perspektive"  (von  perspicere  =-  klar  sehen) 
haben  die  Alten  die  Grundbegriffe  und  Gruudlehren  der  geometrischen 
Optik  zusammengestellt;  dies  ergibt  sich  hauptsächlich  aus  einem 
Werke  des  Euklid,  das  wir  noch  besitzen^).  Diese  Lehre  wurde  iu 
Europa  von  Ihn  Alhaitam  gelehrt  und  verbreitet  (P,  S.  744).  Sehr 
bald  wurde  aie  ein  Unterrichtsfach  in  den  mittelalterlichen  Universi- 
täten; infolgedessen  fand  Johann  Peckhani,  Bisehof  von  Canterbmy, 
es  für  notwendig,  eine  für  die  Schulen  bestimmte  Behandlung  der- 
selben zu  schreiben  (II*  S.  98);  Bradwardin  hat  dann  dieselbe  ver- 
schlimmert (S.  111);  auf  ähnlichen  Grundlagen  ist  eine  Perspektive 
des  berühmten  Witelo  aufgebaut  (S.  98). 

Aber  mit  der  Zeit  und  mit  der  Entwicklung  der  Kultur  hat  aicli 
die  Bedeutung  jenes  Wortes  gänzlich  verändert.  Da  der  Seh- 
prozeß sich  durch  geradlinige  Lichtstrahlen  vollzieht,  welche  von  den 
verschiedenen  Punkten  des  Objektes  bis  zu  den  Augen  des  Beob- 
achters gehen,  so  ist  jeder  Augapfel  der  Mittelpunkt  eines  „Seh-  oder 
perspektivischen  Kegels".  Man  stelle  sich  nun  vor,  daß  zwischen  die 
Augen  und  das  Objekt  eine  durchsichtige  Fläche  {„Tafel")  gesetzt 
werde,  daß  man  den  Punkt  bestimme,  wo  dieselbe  von  jedem  Seh- 
strahl  geschnitten  wird,  und  daß  endlich  dieser  Schnittpunkt  mit  der- 


Anmerkuiig  ku  Abachnitt  XXV.  Übet  dte  Geschichte  der  Perspektive 
ist  die  beste  Quelle  die  „Hist^ire  de  la  peiapective  ancienne  et  moderne"  (PariB 
1864),  von  M.  Poudra,  mit  den  Zusätzen,  welche  L.  Cremona  („Sulla  storia 
della  prospettiva  antici  e  moderna"  in  der  Rivista  itaiiani  di  scipnze  lettete 
edarti  t  V  1865  p  226— "31  241— 245)  dazu  gemacht  hit  uud  P  Ki.,(.ardi  (  Di 
alcunp  opere  di  autori  italimi  ommease  nelia  Hiatoire  de  la  perapective  di 
M  Poudra  Bibl  math  18s  i  p  39—42)  flher  dasselbe  Thema  uod  die  fip- 
achichte  der  darBtellenden  Geometne  sehe  man  auch  den  I  Bd  von  Chr. 
^^lener      Lehrbuch  dnr  darstellenden  Geon  ptrie     i^Leiiiig  1R84 

'j  „Euchdi«  Opera  omnia  ,  vo!  "VII,  Lipsiae  ISöE,  vgl  das  IT  Kap  dea 
HI.  Buches  dea  Werkes  von  G.  Loria,  „Le  ecieuKe  eaatte  nell'  autica  Grecia"- 
(Mem-  della  R.  Acc,  die  Modena,  II.  Reihe,  XII.  Bd.,  1900). 
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selben  Farbe  versehen  werde,  welche  der  entapreclietide  Objektspunkfc 
hat,  BO  wird  man  eine  Punktgnippe  bekommen,  welche  im  Auge  die- 
selbe Empfindung  hervorruft  wie  das  gegebene  Objekt.  Nun  bildet 
eben  gerade  die  Bestimmung  dieser  Pnnktgruppe  auf  der  Tafel  den 
Zweck  der  modernen  Perspektive.  Diese  besteht  ans  zwei  Teilen:  der 
„Linearperspektive",  welche  die  Schnittpunkte  der  Lichtstrahlen  auf 
der  Tafel  geometrisch  zu  konstruieren  lehrt,  und  der  „Luftperspektive", 
welche  den  Zweck  hat,  die  Farben  der  verschiedenen  Punkte  des 
Bildes  zu  bestimmen.  Nur  die  erstere  kann  als  ein  Teil  der  Mathe- 
matik betrachtet  werden;  daher  werden  wir  hier  nur  auf  die  Werke, 
welche  sie  betreffen,  eingehen.  Ferner  werden  wir  auch  von  unserer 
Analyse  alle  für  Künstler  oder  von  Künstlern  bearbeiteten  Werke  aus- 
schließen, welche  nur  empirische  Z ei chnungs Vorschriften  enthalten;  sie 
werden  von  einigen  als  zur  „praktischen  Perspektive"  gehörig  betrachtet. 
Es  erhellt  aus  dem  eben  Gesagten,  daß  die  Perspektive  die 
wissenschaftliche  Grundlage  der  Malerei  bildet;  daher  ist  es  wohl 
natürlich,  daß  die  Maler  die  er.sten  waren,  welche  sich  damit  be- 
schäftigt haben.  Unter  ihnen  sind  diejenigen,  welche  mit  Euklid 
vertraut  waren,  zu  endgültigen  Schlüssen  und  rationellen  Methoden 
gelangt.  Um  das  zu  beweisen,  genügt  es,  daran  zu  erinnern,  daß 
Johann  van  Ejck  (1395^1440),  welcher  in  Deutschland  als  Lehrer 
der  Lehrer  der  Malerei  betrachtet  wird,  den  Ruf  eines  vortrefflichen 
Geometers  genießt^).  Andere  Beweise  derselben  Behauptung  liefert 
die  ganze  Geschichte  des  ersten  Entwicklungsatadiums  der  in  Rede 
stehenden  Lehre.  So  verdanken  wir  dem  vielseitigen  Genius  des  Leon 
Battista  Alberti  {R^,  S.  292)*)  den  Grundbegriff  von  der  „Perspek- 
tive eines  Objektes"  als  dem  Durchschnitt  der  Tafel  mit  dem  ent- 
sprechenden Sehkegel  oder  -Pyramide.  Nach  ihm  begegnen  wir 
Pier  dei  Franceschi,  gewöhnlich  della  Franeesca  genannt  (1406 
oder  1416  geboren,  1492  gestorben),  welcher,  wahrscheinlich  im  Jahr- 
zehnt 1470^1480,  ein  vollständiges  Handbuch  der  Perspektive  schrieb, 
das  erste,  welches  in  Italien,  vielmehr  in  der  Welt,  das  Licht  er- 
blickte; ein  Handbuch,  welches  handschriftlich  von  vielen  ausgenutzt 
oder   besser   geplündert   wurde,    und    das    erst  vor  sieben  Jahren  ge- 

^1  S.  Güntter,  „Geschichte  des  math.  UaterriciitB  im  deutscheu.  Mittel- 
alter bifl  zum  Jahre  1525"  (Berlin  1887),  S.  331.  Nach  G.  J.  Kern  („Die  Grund- 
üiige  der  Hnear-perspektiviBchen  Darstellung  in  der  KuDst  der  Gebrüder  van  Ejck 
und  ihrer  Schule",  I.  Bd.,  Leipzig  1901)  hat  Johann  van  Ejck  die  EsistenK 
des  Fluchtpunlttes  gekannt  und  denselben  verwertet;  aber  diese  Behauptung 
wurde  von  K.  Döhlemann  im  Aufsatze  Die  Perspektive  dei  Biüder  van 
Byck  (Zeitschrift  f.  Math,  und  Phya.,  III.  Bd.,  190B,  S.  419—425)  als  uabegründet 
bewiesen.         ■)  Vgl.  G.  Loria,  ,^ex  L,  B.  Alberti"  (Bibl.  math.  1805,  p.  9—12)- 
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dniekt  wurde ^).  Um  über  eia  solches  Thema  zu  schreiben,  war 
der  berühmte  Maler  vortrefflich  vorbereitet,  da  er  als  Jßug- 
ling  die  Geometrie  gründlieh  studiert  hatte;  in  der  Tat  sagt  Vaaari 
von  ihm,  daß  er  „raro  nelle  difficoltä  dei  eorpi  regolari  e  nell'  arit- 
metica  e  nella  geometria"  war,  und  daß  „i  libri  meritamente  gli 
hanuo  acquistato  nome  del  miglior  geometra  che  fusse  nei  t«mpi 
suoi".  In  seinem  Lebrbuche  über  die  „Perspective"  hat  Piero  den 
Albertischen  Begriff  von  der  „Perspektive  eines  Körpers"  benutzt 
und  weiterentwickelt;  ferner  hat  er  zuerst  Verfahren  angewandt, 
welche  ihre  volle  Entwicklung  viel  später  in  der  darstellenden  Geo- 
metrie fanden  (z,  B,  die  Anwendung  der  Drehung  der  objektiven 
Figuren,  um  die  Perspektive  leichter  zeichnen  zu  können)  oder  welche 
gewöhnlich  unter  dem  Namen  anderer  gehen;  endlich  war  er  der 
erste,  welcher,  um  die  Perspektive  eines  Körpers  zu  erhalten,  die 
entsprechenden  Projektionen  einer  Reihe  ebener  Schnitte  derselben 
betrachtete,  und,  bevor  Leibniz  den  Begriff  der  Einhüllenden  einer 
Kurvenschar  noch  im  aDgemeineu  festgestellt  hatte,  sehr  klar  sah, 
daß  alle  die  Kurven  jener  Reihe  den  Umriß  des  Körpers  berühren.*) 
Als  dritten  in  dieser  Gruppe  von  Italienern,  welche  zugleich 
Maler  und  Geometer  waren,  finden  wir  Lionardo  da  Vinci,  den 
Verfasser  eines  hinterlassenen  „Trattato  della  pittura"  (Rom  1651), 
welches  trotz  des  Titels  kein  organisches  Werk,  sondern  nur  eine 
Sammlung  vereinzelter  Bemerkungen  ist,  wo  mehrmals  ein  „Trattato 
di  prospettiva"  zitiert  wird,  welcher  aber  verloren  gegangen  zu  sein 
scheint.  Unter  diesen  Bemerkungen  werden  wir  nur  die  folgende  an- 
führen: „Die  Linearperspektive  bezieht  sich  auf  die  Linien,  um  das 
Maß  zu  untersuchen,  wie  viel  die  zweite  Sache  kleiner  sei  als  die 
erste,  und  die  dritte  als  die  andere,  und  also  von  Grad  zu  Grad  bis 
zu  der  letzten  Weite  der  sichtbaren  Objekte.  Ich  habe  durch  die 
Erfahrung  gefunden,  daß  wenn  das  andere  Objekt  ebensoweit 
von  dem  ersten  entfernt  ist,  als  das  erste  vom  Auge  absteht,  gleich- 
wohl das  andere  um  die  Hälfte  kleiner  als  das  erste  sein  wird,  ob 
sie    schon   einerlei  Größe    unter   sich    haben.     Und    wenn    das    dritte 


')  .^Petrus  Pictor  Biirgensie,  De  proBpectua  j-inEendi  herau^g  von 
Dr.  Winterberg"  (StraBhurg  18a9);  vgl.  eine  Mitteilung  von  G  Pittarelli  in 
„Atti  del  congvesso  internazionBle  di  Bcienze  stonche  vol  XII  Rom  lüOt  p  351 
biB2BS-,  Libri  hat  in  der  Note  III  des  IV.  Bd  seiner  Histoire  eine  klare  Übersicht 
Aber  die  in  Rede  stehende  Arbeit  gegeben  ')  Nach  Ignazio  Danti  (vgl. 

das  Torwort  seiner  Auflage  von  Barozi.i  töu  der  wir  spatir  sprechen  werden) 
und  G.  Pittarelli  ist  Piero  auch  der  \erta9ser  des  Buches  Über  die  regel- 
mäßigen Polyeder",  welches  Lnca  Paciuolo  als  sein  Eigentum  in  seine  Divina 
proportioue"  eingeschoben  hat  (vgl.  IP,  fe  3411 
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Olijekt  iu  gleicher  Weise  tob  dem  anderen  entfernt  ist,  wird  es  um 
-  itleiner  sein,  und  also  von  Grad  zu  Grad  durcli  gleichen  Abstand 
allezeit  eine  proportionale  Veiinindernng  statthaben."  Ist  es  mm 
nicht  überraschend,  daß  man  diese  empirische  Bemerkung  durch 
einfache  geometrische  Überlegangen  als  vollkommen  richtig  beweisen 
kann?') 

Von  einem  letzten  berühmten  Maler  müssen  vrir  noch  sprechen: 
von  Albrecht  Dürer,  dessen  geometrische  Werke  schon  gründlich 
studiert  wurden  (IP,  S,  459 — 468)').  Darin  findet  man  viele  die 
Perspektive  betreflrende  Stellen  (sie  wurden  wahrscheinlich  von  Pietro 
dei  Franceschi  inspiriert)  und  die  Beschreibung  eines  neuen  und 
7, war  des  ältesten  Apparates,  um  eine  Perspektive  mechanisch  zu 
zeichnen.  Ist  das  etwa  hinreichend,  um  schließen  zu  können,  daß 
Dürer  „die  erste  darstellende  Geometrie  in  deutscher  Sprache  ge- 
schrieben hat"?*).  Oder  ist  es  nötig  und  genügt  es,  um  zu  dieser 
Folgerung  zu  kommen,  die  zahlreichen  deutschen  Werke  anzuführen*), 
welche  von  Dürers  Werk  inspiriert  wurden  und  es  zum  Modell 
nahmen? 

Aus  den  Händen  der  Künstler  ist  die  Perspektive  in  die  der 
Mathematiker  übergegangen  infolge  einer  der  vornehmsten  Arbeiten 
des  Federico  Commandino  (II*,  S,  553)^).  Es  ist  der  Band  des 
berühmten  Kommentators,  welcher  die  Überschrift  trägt:  „Ptolemaei 
Planisphaerium,  Jordani  Planisphaerium,  Federici  Gommandini  ürbi- 
natis  in  Planisphaerium  commentarius,  in  quo  universa  scenographiees 
ratio  quam  brevissima  traditur  ac  denionstrationibns  confirmatur" 
(Venetiis  1558).  Das  Werk  von  Ptolemäus,  um  welches  es  sieh 
hier  handelt,  enthält  bekanntlich  die  Grundzüge  der  sogenannten 
„stereographischen  Projektion":  das  Buch  von  Jordauus  Nemorarius 
behandelt  dasselbe  Thema  ausführlicher.  Der  Kommentar  Comman- 
diaos  ist  ein  kurzer  Traktat  über  die  Linear  Perspektive,  welcher  zu 
dem  Zweck  geschrieben  wurde,  die  Prinzipien  festzustellen,  welche 
der  große  griechische  Astronom  als  Grundlagen  seiner  Projektions- 
metbode  gewählt  hat.  Um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  setzt  Com- 
mandino voraus,  daß  die  betrachteten  Figuren  auf  zwei  zueinander 
orthogonale  Ebenen  bezogen  werden  (eine  horizontale  und  eine  verti- 

')  Lambert,  „Die  fre je  Perspective",  II.  Aufl.,  II.  Bd.,  S.  17-  ')  Vgl.  auch 
Günther,  a,  a.  0.,  S.  354-370.  ')  Gerhardt,  „Geaehichte  der  Mathematik 

in  Deutachiand"  (München  1877),  S.  25.  *)  KüBtner,  „Geschichte  der  Mathe- 
matik", U.  Bd.,  Göttingen  1797,  8,  9ff.  ")  Man  sehe  auch:  TiraboBchi,  „Storia 
della  lettcratura  italiana".  Vol.  VI!,  Venezia  1798,  p.  479 — 481;  Lihri,  „Histoire 
des  Bc.  math.  en  Italic",  t.  III,  p,  118. 
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kale),  daß  die  Tafel  zn  beiden  rechtwinklig  sei  und  daß  das  Auge  sich 
auf  der  Vertikalebene  befinde;  die  Tafel  wird  auf  die  Vertikalebene 
umgelegt  Yermittels  Drehung  um  ihre  Vertikalachse.  Unter  Annahme 
solcher  Voraussetzungen  gelangte  Conimandino  zu  zwei  sehr  be- 
merkenswerten Konstruktionen  der  Perspektive  eines  beliebigen 
Punktes  der  Horizontal  ebene,  welche  er  sodann  anwendet,  um  die 
Perspektive  der  Kreise  einer  Kugel  zu  finden.  Eine  der  erwähnten 
Konstruktionen  war  schon  bei  den  Praktikern  im  Gebrauch;  aber 
Commandino  kannte  sie  sicher  nicht,  denn  er  scheint  die  früheren 
Werke  Über  die  Perspektive  nicht  studiert  zu  haben,  weil  er  ihre  innige 
Verbindung  mit  den  ptolemäisehen  Untersuchungen  nicht  bemerkt 
hatte.  Diese  Arbeit  des  großen  Kommentators  schien  und  war  in  der 
Tat  auch  zu  einseitig  und  wissenschaftlich;  die  Maler  und  die  Archi- 
tekten, welche  dieselbe  benutzen  wollten,  fanden  sie  unvollständig 
und  zu  schwer;  daher  hielt  es  ein  gelehrter  Prälat,  Daniele  Bar- 
baro  (1513— 1Ö70)^J,  für  der  Mühe  wert,  ein  neues  Lehrbuch  über 
die  Perspektive  zu  schreiben,  welches  zugleich  dem  Bedürfnisse 
der  Praktiker  und  den  Forderungen  der  Theoretiker  genügte.  Nach- 
dem er  sich  daher  mit  Unterstützung  eines  gewissen  Johann  Zam- 
berti  mit  jener  Lehre  genügend  vertraut  gemacht  hatte,  schrieb  er 
ein  Buch  über:  „La  pratica  della  prospettiva;  opera  molto  profitte- 
Tole  a  pittori,  scultori  et  architetti"  (Venezia  1559),  Es  ist  ein 
Werk,  welches  hält,  was  es  in  seinem  Titel  verspricht;  daher  verdiente 
es  die  freundliche  Aufnahme,  welche  ea  wegen  seines  reichen  Inhalts 
allgemein  fand.  Der  Geschichtschreiber  darf  aber  nicht  unterlassen, 
darauf  hinzuweisen,  daß  Barbaro^),  nicht  nur  vieles  von  Piero  della 
Francesca  sich  aneignete,  sondern  auch  versuchte,  das  ganze  Werk 
desselben  in  Mißkredit  zu  bringen,  um  von  dem  Leser  den  Verdacht 
eines  Plagiats  möglichst  fern  zu  halten. 

Auf  Daniele  Barbaro  folgt  der  Zeit  nach  ein  berühmter 
Künstler:  Jacopo  Barozzi  aus  Vignola,  als  Gesetzgeber  in  der 
Architektur  unter  dem  Namen  „Vignola"  allgemein  bekannt  (1507 
bis  1573),  welcher  das  Glück  hatte,  in  einem  sehr  bedeutenden  Mathe- 
matiker, Egnatio  Danti^)  (1537 — 1586),  einen  gewissenhaften  Ver- 
leger und  geistreichen  Kommentator  zu  finden.    Das  in  Rede  stehende 

')  Biographische  Nacbtichten  über  diesen  Gelehrten  findet  mao  hei:  Maz- 
Kucchelli,  „Gli  ecrittori  d'Italia",  T.  II,  P.  I,  p.  247;  Tiraboachi,  a.  a.  0., 
p.  474.  *)  Vgl.  das  Votwort  in  dem  Werke  von  Vignola-Danti,  von  dem 
wir  BOgleich spreeben  werden, und  Pittarelli  in  der  o.  a.  Mitteilong,  S.  262.  ')  Vgl. 
Libri,  t.  IV,  p.  37;  Tiiaboschi,  a.  a.  0,,  p.  456—459,  wo  auch  über  andere 
Mitglieder  der  Familie  Danti,  die  sieb  mit  den  Wiasonaohaften  beaciiäftigten, 
berichtet  wird. 
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Werk')  -wurde  1530  verfaßt,  ging  handschriftlich  durch  viele  Hände 
und  wurde  vom  Verfasser  mehrmals  durchgesehen  und  umgearbeitet; 
der  Sohn  Vignolas  übergab  nach  dessen  Tode  die  letzte  Bearbeitung 
Danti  zur  Veröffentlichung.  —  Vignola  setzt,  den  Gtewohnheiten 
seiner  Zeit  folgend,  immer  voraus,  daß  die  Tafel  vertikal  sei,  und 
daß  man  eine  Horizontalebene  als  Träger  aller  betrachteten  Figuren 
habe;  von  jedem  Punkt  des  Körpers  nimmt  er  die  Orthogonal- 
Projektion  auf  die-^er  Ebene  und  die  entsprechende  Höhe  als  gegeben 
an;  und  um  die  Perspektive  dieses  Punktes  zu  finden,  beginnt  er  mit 
der  Bestimmung  der  Perspektive  seiner  Orthogonalprojektion.  Die  so 
entstehende  Beziehung  zwischen  der  Horizontalebene  und  der  Tafel 
ist')  eine  Homologie,  die  vom  Verfasser  auf  zweierlei  Weise  kon- 
struiert wird.  Mindestens  eine  von  diesen  Konstruktionen  ist  neu. 
Die  Erläuterungen  Dantis  sind  sehr  bemerkenswert,  nicht  nur  wegen 
ihres  streng  euklidischen  Stils  und  wegen  der  wertvollen  geschicht- 
lichen Nachrichten,  welche  sie  über  die  Untersucliungen  der  älteren 
Perspektiveforscher  enthalten,  sondern  auch  weil  sie  den  Beweis  von 
der  in  einigen  besonderen  Fällen  vorhandenen  Existenz  der  sogenannten 
„pnnti  di  concorso"  enthalten,  die  ein  wenig  später  ihren  siegreichen  Ein- 
zug in  unsere  Wissenschaft  halten  sollten.  Diese  vortrefflichen  Kommen- 
tare und  der  große  Wert  des  Originals  selbst  verschafften  der  Arbeit 
einen  ungeheuren  Erfolg;  sie  wurde  mehrmals  neu  a\ifgelegt,  ferner 
ins  Lateinische,  Französische,  Englische,  Deutsche  und  Russische  über- 
setzt; man  sagt  sogar,  daß  Peter  der  Große  es  nicht  verschmäht 
habe,  dieselbe  zu  kommentieren!^) 

Auch  Giambattista  Benedetti  (IP,  S.  565)*)  muß  unter  den 
Mathematikern  aufgeführt  werden,  welche  sich  mit  der  Perspektive 
beschäftigten;  denn  der  U.  Teil  seines  Werkes  „Diveraarum  spe- 
culationum  mathematicarum  et  physicaruin  Über"  {Taurini  1585)  ist 
betitelt  „De  rationibus  operationum  perspectivae"  und  acheint  den 
Zweck  zu  haben,  einige  bei  den  Malern  übliche  Verfahren  zu  berich- 
tigen. Schon  vor  Benedetti  hatte  zwar  Danti  bereits  die  Notwen- 
digkeit erkannt,  derartige  Berichtigungen  zu  geben;  aber  der  Weg, 
welchen  Benedetti  einschlägt,  um  zum  Ziele  zu  gelangen,  ist  zum 
Teil  neu.  Es  möge  noch  bemerkt  werden,  daß  der  Verfasser  für 
jedes  Problem   eine   „figura  corporea"   und  eine   „figura  superficialis" 

')  „Le  due  regole  della  prospettiva  pratica  di  M.  Jacopo  Barozzi  da 
Vignola,  oon  i  commentari  di  Egnatio  Danti",  Eoma,  I.  «d.  1583;  IL  ed.  1644. 
')  Eine  Bemerkung  von  Chaalea  („Äper9U  hiatorique",  II.  Aufl.,  1876,  p.  348). 
«)  TiraboBchi,  „Biblioteca  modenese",  T.  I  (Modena  1781),  p.  1761.  Tramon- 
tini,  „Elogio  di  G.  Barozzi"  (Modena  1825).  *)  Man  sehe  auch  Libri,  T.  III, 
p.  121   und  Note  XXV. 
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(d.  h.  eine  schematische  und  eine  wirkliche  Figur)  gibt,  ein  System, 
welches  von  dem  hoch  bedeutenden  Gelehrten  Guido  Ubaldo  del 
Monte  (1545— ItiOT)  (vgl  IP,  S.  568)*),  zu  dem  wir  uns  jetzt 
wenden,  beständig  verfolgt  und  ausgeführt  wird. 

Die  hohe  Bedeutung  der  Arbeiten  del  Montea  über  die  Mechanik 
wurde  von  Lagrange  und  den  nachfolgenden  Historikern  vollkommen 
erkannt  (IP,  S.  568ff.).  Einen  nicht  minder  hervorragenden  Platz 
verdient  er  in  der  Geschichte  der  Geometrie  als  Verfasser  der  „Per- 
spectivae  libri  sex"  (Pisauri  1600),  eines  Werkes,  das  nicht  nur  als 
einer  der  glänzendsten  Edelsteine  der  italienischen  Literatur,  sondern 
auch  als  eines  der  höchsten  Produkte  des  menschlichen  Geistes  über- 
haupt betrachtet  werden  muß.  Alle  diejenigen,  welche  es  genauer 
kennen  lernten,  haben  es  sehr  bewundert.  Und  wenn  die  Verehrer- 
zahl nicht  sehr  groß  ist,  so  beruht  das  darauf,  daß  viele  Mathematiker 
es  mit  Unrecht  für  ein  Werk  hielten,  das  nur  den  Künstlern  gewidmet 
sei,  und  diese  hingegen  zum  größten  Teil  ein  im  reinsten  euklidischen 
Stil  geschriebenes  Werk  schwierig  fanden.  Um  die  außerordentliche 
Wichtigkeit  der  „Perspective"  del  Montea  zu  beweisen,  genüge  es, 
darauf  hinzuweisen,  daß  im  I.  Buch  der  Satz  in  seiner  All- 
gemeinheit bewiesen  ist,  daß  die  Zentralprojektion  eines  Systems 
paralleler  Geraden  im  allgemeinen  ein  Büschel  ist,  eine  Tatsache, 
welche  man  zwar  schon  vorher  empirisch  festgestellt  hatte,  dessen 
rationelle  Erklärung  aber  nicht  einmal  versucht  worden  war*).     Daß 


der  Verfasser  sich  der  Bedeutung 
war,  erhellt  aus  dem  Titelblatt 
stehende  Fig.  62  sieht 
mit  dem  Motto:  „citra 
dolum  falliniur".  Del 
Monte  verdanken  wir 
auch  die  Benennung 
„punctum  concur8UB"für  "^x 

den  Mittelpunkt  des 
Büschels,  welches  die 
Projektion  einesSystems 
paralleler  Geraden  ist, 
eine  Bezeichnung,  wel- 
che die  nachfolgenden 
Schriftsteller  einstimmig  annahmen. 


Entdeckung   wohl   bewußt 
:  Bandes,    wo    man  die  neben- 


■x\f=f: 


-Im  II.  Buch  wird  die  Theorie 


')  Tgl.  Tiraboschi,  a.  a.  0.,  p.  476—478.  *)  Ala  eine  iiiolit  unintereääaate 
Kuriosität  möge  das  Folgende  erwähnt  werden  (vgl.  S,  544);  InTinaeaus  Abhand- 
'"iS  „Solutions  de  quelrjues  ptoblemes  telatifa  ä  la  thöorie  des  surfacea  coutbea 
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von  den  Konkurspunkten  auf  die  Konstruktion  der  Perspektive  von 
Punkten  der  Horizontal  ebene  angewandt  (die  Tafel  immer  vertikal 
vorausgesetzt);  der  Verfasser  setzt  zuerst  die  Koüstruktion  mittels 
einer  Raumfigur  auseinander,  stürzt  dann  die  Tafel  auf  die  Horizontal- 
ebene um  und  gelajigt  so  zu  einer  vollständig  ausfahrbaren  Kon- 
struktion. Diese  vfird  dann  in  nicht  weniger  als  23  verschiedenen 
Formen  dargestellt,  und  der  Verfasser  fügt  noch  hinzu,  daß  andere 
nur  der  Kürae  wegen  nicht  mitgeteilt  wurden.  Alle  sind  bemerkens- 
wert, schon  allein  deswegen,  weil  der  moderne  Leser  darin  viele  Be- 
griffe, welche  der  Lehre  der  Homologie  angehören,  unbewußt  ange- 
wandt finden  wird.  Ohne  uns  bei  allen  Anwendungen  aufhalten  zu 
wollen,  welche  der  Verfasser  von  diesen  Konstruktionen  macht,  be- 
merken wir  nur,  daß  de!  Monte  auch  einige  besondere  Fälle  der 
umgekehrten  Aufgabe  der  Perspektive  betrachtet  hat,  wie  z.  B.  die 
folgenden:  „einen  Punkt  zu  bestimmen,  dessen  Perspektive  man  kennt"; 
„die  Lage  der  Augen  zu  finden,  wenn  die  Perspektive  einer  gegebenen 
Geraden  bekannt  ist".  —  Der  Zweck  des  HI.  Buches  ist  die  Kon- 
struktion der  Perspektive  der  Höben  (über  der  Horizontal  ebene)  der 
Kaumfiguren  zu  zeichnen;  der  Verfasser  betrachtet  zuerst  die  Pro- 
jektionen von  Figuren,  die  in  Ebenen  liegen,  welche  zur  Horizontal- 
ebene parallel  sind,  dann  diejenigen,  welche  beliebigen  Ebenen  an- 
gehören, macht  sodann  viele  Anwendungen  davon  und  betrachtet 
schließlich  die  Perspektive  auf  nicht  ebene  Bildtafeln.  Aus  dem  Inhalt 
des  III.  Buches  ersieht  man,  daß  es,  um  die  Perspektive  einer  belie- 
bigen Figur  zu  finden,  notwendig  ist,  ihre  Orthogonalprojektion  auf 
die  Horizontalebene  („ae  trito  vocabulo  plantam  nos  Itali  appellamus") 
zu  kennen  und  von  jedem  Punkt  die  entsprechende  Höhe.  Und  nun 
ist  der  Hauptzweck  des  IV,  Buches  des  in  Rede  stehenden  Werkes 
der,  beides  für  eine  geometrisch  definierte  Figur  zu  bestimmen.  Was 
der  Verfasser  lehrt,  gibt  sogleich  die  Darstellung  jener  Figuren  durch 
die  Methode  der  kotierten  Ebene  (wir  gebrauchen  diese  moderne 
Ansdrueksweise,  um  klarer  zu  sein)  und  mit  wenigen  anderen  Bemer- 
kungen befähigt  er  uns  auch,  die  Vertikalprojektion  derselben  zu 
finden  Bemerkenswert  smd  die  Anwendungen  luf  die  regelmißigen 
Polyeder  und  den  Kreis    —  Im  V  Buch  wird  ausführlich   bewiesen, 

et  de«  CDurI  en  a  double  conrbure  Mem  prei  pii  divere  sinants  T  IX,  1780, 
p  o93 — 613)  findet  man  pinen  sehr  einfacheu  Beweia  des  bat/ea  die  Projek- 
tionen mehrerer  [.aralleler  Oletaden  gehen  aUe  durch  den  Schnittpunkt  der  Tafe! 
mit  dem  Strahle  wekhen  man  vom  4.uge  larallei  ?u  jenen  Geraden  ziehen 
kann  ein  Prinzip  sagt  Imaeau  dout  lei  auteure  de  pcrsjective  ont  jusqu'ici 
Lherche  la  preuve  lee  una  dins  la  metaj:hjB  que  les  anttes  dana  les  lonside- 
artion-j  aiir  1  infini        Tinsean  kannte  gewiß  nicht  dab  ^\erk  del  Montes! 
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■wie  man  das  Gesagte  auf  die  Zeichnung  der  Schatten  anwenden 
kann  (die  Lichtquelle  im  Eudhehen  vorausgesetzt).  —  Das  letzte  Buch 
hehandelt  ein  Gebiet,  welches  ein  großes  praktisches  Interesse  besitzt 
und  daher  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  von  den  Griechen  bis 
Daniele  Barbaro  auf  sich  gezogen  hatte:  wir  meinen  die  Zeichnung 
der  Theaterbühnen.  Auch  für  die  zu  diesem  Zweck  geeigneten  Ver- 
fahren gelingt  es  del  Monte,  eine  wissenschaftliche  Gniudiage  zu 
geben.  Daher  behält  seine  „Perspective"  bis  zum  Ende  den  Wert, 
welchen  sie  bereits  auf  den  ersten  Seiten  hatte,  und  welcher  ihn 
würdig  machen  würde,  unter  den  Klassikern  der  exakten  Wissen- 
schaften zu  erscheinen. 

Wir  müßten  jetzt  über  das  Werk  „Opticorum  Libri  VI"  berichten, 
das  von  Fr.  d'Aiguillon  in  Antwerpen  im  Jahre  1613  veröffent- 
licht wurde;  aber  was  über  dieses  vorzügliche  Werk  bereits  gesagt 
wurde  (11^,  S.  695),  ist  wohl  hinreichend,  um  sich  eine  klare  Vor- 
steUuüg  von  seinem  Inhalt  und  Zweck  bilden  zu  können. 

Ungefähr  um  dieselbe  Zeit  beschäftigte  sich  mit  der  Perspektive 
ein  anderer  und  zwar  sehr  berühmter  belgischer  Geometer,  Simon 
Stevin  (11^,  S.  572).  Sein  „Traite  d'optique"  enthält  seine  diesbe- 
züglichen Entdeckungen,  über  welche  Chaeles  urteilt^):  „...  mais 
nous  nous  etonnons  que  Ton  passe  soub  silence  Stevin  qui . . .  avait 
aussi  innove  dans  cette  matier^  qu'il  avait  traite  en  geometre  pro- 
fond,  et  peut-etre  plus  completement  qu'aucun  autre,  sous  le  rapport 
theoriquo.  Ainei  nous  ne  tro^ivoiis  que  dans  cet  auteur  la  Solution 
geometrique  de  cette  question,  qui  est  l'inverse  de  la  perspective; 
etant  donnees,  dans  un  plan  et  dans  une  poBition  quelconque  l'uiie 
par  rapport  ä  l'autre,  deux  figures  qui  sont  la  perspective  l'une  de 
l'autre,  on  demande  de  les  placer  dans  Teepace  de  maniere  que  la 
perspective  ait  lieu,  et  determiner  la  position  de  l'osuil.  Stevin,  il 
est  vrai,  ne  resout  que  quelques  cas  particuliers  de  cette  question, 
dont  le  plus  difficile  est  celui  oii  l'une  des  figures  est  uu  quadrilatere 
et  la  seconde  uu  parallelogramme  ,  . ."  Chasles  hätte  auch  hinzufügen 
können,  daß  Stevin  den  folgenden  Fundamentalsatz  der  Methode  der 
Zentralprojektion  entdeckt  und  bewiesen  hat:  „Wenn  sich  die  Bildtafel 
um  ihre  Schnittlinie  mit  der  HorizontaSlinie  dreht,  und  wenn  sich  zu- 
gleich der  Beobachter  um  seine  Füße  dreht,  und  zwar  so,  daß  er 
beständig  parallel  zur  Tafel  bleibt,  so  wird  die  Perspektive  zwischen 
Horizontal-  und  Bildebene  nicht  gestört;  sie  bleibt  auch  dieselbe, 
wenn   die    genannten    Ebenen    zusammenfallen"^).     Durch    einige   ge- 

')  ,.Aper9u  historique",  p.  347.  ')  „Oeuvres  de  Stevin";  ed.  Girard,  p.  5-S3. 
Vgl,  G.  Lori»,  „Vorleaimgen  über  darstellende  Geometrie",  I.  Bd.,  Leipzig  1907, 
S-  131. 
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schickt    gewählte   Anwendungen     beweist    Stevin    die    Nützlichkeit 
dieses  schönen  Satzes. 

Girard  Desargues,  welcher  eine  so  hervoiTagende  Stellung  in 
der  Geschichte  der  theoretischen  Geometrie  einnimmt  (11^,  S.  674—678), 
behauptet  diese  Stellung  nicht  minder  in  derjenigen  der  verschiedenen 
Zweige  der  Ingenieurwissenschaft.  Ja  vielmehr  konnte  man  behaupten, 
daß  die  theoretischen  Arbeiten  Desitrgues'  nichts  anderes  als  Neben- 
produkte seiner  Bemühungen  seien,  um  einigen  praktischen  hei  Archi- 
tekten und  Malern  üblichen  Verfahren  eine  wissenschaftliche  Grund- 
lage zu  geben.  Eine  solche  Hypothese  erscheint  wohl  gerechtfertigt, 
wenn  man  bedenkt,  daß  er  im  reifen  Alter  (Oktober  1647)  erkliirt 
hat:  „je  n'eus  jamais  de  goust  ä  l'estude  ou  recberche,  n'y  de  la 
physique,  n'y  de  la  geometrie,  aiuon  en  tant  qu'elles  peuvent  sei'vir 
ä  l'esprit,  d'un  raoyen  d'arriver  k  quelques  sorte  de  eonnaissance  des 
causes  prochaines  des  effets  de  choses  qui  se  puissent  reduire  en  acte 
efFectif,  au  bien  et  commodite  de  la  vie  qui  soit  en  usage  pour 
Tentretien  et  conservation  de  la  sante'").  Die  älteste  gedruckte  Arbeit 
von  Desargues  ist  eine  „Methode  universelle  de  mettre  en  perspec- 
tive les  objets  donnes  reellement  ou  en  devis,  avee  leurs  proportions, 
mesures,  eloignements  sans  employer  aucun  point  qui  soit  hors  du 
champ  de  l'ouvrt^e"  (Lyon  1636;  Oeuvres,  I,  p.  53 — 84).  Sie  fängt 
mit  einem  Verzeichnis  neuer  Namen  an,  um  die  Grundelemente  der 
Lehre  der  Perspektive  zu  bezeichnen,  Namen,  welche  von  den  Zeit- 
genossen des  Desargues  als  überflüssig,  schlecht  gewählt  und  daher 
tadelnswert  angesehen  wurden^).  Wenn  diese  in  dieser  Beziehung 
vielleicht  nicht  ganz  unrecht  haben,  so  haben  sie  es  dagegen  gewiß, 
als  ihre  Pfeile  sich  gegen  die  von  ihm  ersonnenen  Methoden  richteten, 
Methoden,  deren  Quintessenz  die  folgende  ist:  Eine  beliebige  Figur 
ist  vollkommen  bestimmt  in  bezug  auf  ein  rechtwinkhges  Trieder, 
dessen  Kanten  OX,  OY,  OZ  seien,  falls  von  jedem  ihrer  Punkte  die 
Entfernungen  von  den  Ebenen  YOZ,  ZOX,  XOY  gegeben  sind. 
Ein  Ähnliches  gilt  für  eine  ebene  Figur.  In  lieiden  Fäüen  kennt  man 
von  den  betrachteten  Punkten  die  Cartesischen  Koordinaten;  um- 
gekehrt kann  man,  wenn  man  von  einem  Raumpunkte  P  die  Car- 
tesischen Koordinaten  x,  y,  z  kennt,  die  Lage  des  Punktes  wie  folgt 
finden:  Mau  trage  auf  OX  die  Strecke  OM=x  ab,  man  ziehe  von 
M  die  Strecke  MN  =  y  parallel  zu  0  Y,  endlich  die  Strecke  NP  =  z 
parallel  zu  OZ.     Um  nun  die  Perspektive  von  P  zu  finden,   schlägt 


')  „OeuTres  de  Desargues";  ed.  Poudra,  Paris  1864,  I.  Bd.,  p.  487. 
")  Vgl.  die  üiteile  von  Beaugrand  und  CurabeUe  in  dea  „Oeuvres  de  De.- 
argnes".  IT   Bd.,  p.  355  und  388, 
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Desargues  vor,  diese  Konstmktion  vom  Räume  auf  die  Bildtafel  zu 
Übertragen  (d,  h.  „de  pratiquer  la  perspective  conformeraeiit  au  geo- 
metral").  Der  Leaer  wird  hier  gewiß  den  Grundgedanken  der  neueren 
Axonometrie  klar  ausgedrückt  finden.  In  der  Entwicklung  desselben 
setzt  Deaargues  voraus,  daß  die  gegebene  Horizontalebeae  als 
3;)/-Ebene  angenommen  werde,  und  deren  Schnittlinie  mit  der  Tafel 
als  a;-Aehse  sowohl  auf  der  Tafel,  als  auch  im  Kaume.  Die  zu 
OX  parallelen  Geraden  haben  als  Projektionen  eben  andere  zu  OX 
parallele  Geraden,  während  die  zu  Ol'  oder  OZ  parallelen  zwei 
Büschel  nicht  paralleler  Geraden  geben.  Zwei  Skalen  äquidistanter 
Punkte  auf  0  Y  und  OZ  („öchelles  de  petits  pieds")  geben  auf  der 
Tafel  zwei  nicht-reguläre,  aber  konstruier  bare  Punktreihen.  Mittels 
dieser  und  der  obigen  Büschel  kann  man,  wie  leicht  ersichtlich  ist, 
die  Perspektive  einer  beliebigen  Figur  zeichnen. 

Nicht  nur  ihre  Neuheit  ließ  die  Methode  des  Desarguea 
den  Zeitgenossen  so  schwierig  erscheineu,  sondern  auch  der  Um- 
stand, daß  er  sich  damit  begnügt  hatte,  seine  Idee  nur  anzu- 
deuten und  auf  ein  besonderes  Beispiel  allein  angewandt  ausein- 
anderzusetzen. Man  muß  noch  hinzufügen,  daß  er  keinen  Ge- 
hrauch von  den  Konkurspunkten  gemacht  hat,  deren  Theorie  del 
Monte  schon  festgestellt  hatte;  aber  in  einem  den  „coutemplatifs" 
gewidmeten  Anhang  lehrte  er  die  Transformation  durch  Projektion 
eines  Systems  paralleler  Geraden  in  ein  eigentliches  Büschel,  wie  auch 
die  (übrigens  von  Stevin  schon  beobachtete)  umgekehrte  Transfor- 
mation, die  stattfindet  aus  einem  Büschel,  dessen  Mittelpunkt  auf 
einer  Parallelen  liegt,  die  vom  Äuge  auf  die  Tafel  gezogen  wird.  In 
dieser  Gruppe  von  Theoremen  hat  Desargues  „une  fourmiliere  de 
grandea  propositiona"  erkannt.  Zum  Schlüsse  hat  er  versichert,  in 
der  Lage  zu  sein,  das  folgende  wichtige  Problem  aufzulösen:  „In  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts,  dessen  Perspektive  man  sucht,  die  Geraden 
zu  bestimmen,  welche  in  die  Achsen  dieser  letzteren  sich  projizieren". 

Im  Jahre  1640  veröffentlichte  Desargues  ein  anderes  Werkchen 
mit  dem  Titel;  „Brouillon-projet  d'esemple  d'une  maniere  univer- 
selle touehant  la  practique  du  trait  ä  preuves  pour  la  coupe  des 
pierres  eu  rarchiteoture;  et  de  reclaircissement  d'une  maniere  de 
reduire  au  petit  pied  en  perspective  comme  en  geometral  et  de  tracer 
touB  quadrans  plats  d'heures  egales  au  soleü"  (Oeuvres  I,  p.  303  ff.). 
In  dem  Teil,  welcher  in  diesem  Augenblick  allein  uns  interessiert, 
hat  sich  Desargues  die  Aufgabe  gestellt,  die  Augen  sowohl  den- 
jenigen zu  öffnen,  welche  seinen  Methoden  jeden  Wert  ableugneten, 
da  sie  dieselben  nicht  verstanden  hatten,  als  auch  denjenigen,  welche 
ihnen  jede  Originalität  absprachen.     Wenn  mau   auch   zugeben   muß, 
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daß  die  zweite  Ver Offen tlichang  Desargues'  weniger  bündig  ge- 
schrieben ist,  als  seine  erste,  so  zeichnet  sie  sieh  doch  nicht  durch 
allzu  große  Klarheit  aus,  so  daß  man  bezweifeln  kann,  ob  er  den 
ersten  Zweck  erreicht  hat;  es  muß  indessen  bemerkt  werden,  daß  er 
mehrere  Personen  nennt,  welche  imstande  waren,  seine  Methoden 
anzuwenden.  Unter  diesen  finden  wir  den  „graveui-"  Abraham  Bosse 
(1611—1678),  welcher  im  Jahre  1648  ein  Lehrbuch  der  Perspektive 
herausgab'),  in  dem  man  eine  wertvolle  Note  findet  {vgl.  Oeuvres  de 
Desargues  I,  p.  303 — 358).  Sie  bildet  eine  wichtige  Ergünzung  aur 
ersten  Broschüre  Desargues',  da  mau  in  derselben  einige  wichtige 
Hilfssätze  zur  Perspektive  und  Vorschriften  für  den  Gebrauch  des 
„optischen  oder  Proportionsz irkeis"  beim  perspektivischen  Zeichnen 
'  findet.  Wir  haben  die  Pflicht,  zu  bemerken,  daß  die  Priorität  der 
Anwendung  desselben  Desargues  in  einem  „Abrege  ou  Racourci  de 
Ja  perspective  par  l'imitation"  (Paris  1643)  von  Vaulezard  abge- 
stritten wurde,  ein  Werk,  das  in  seiner  sehr  langen  Überschrift 
unsern  Geometer  als  „celui  qui  se  vante  d'avoir  l'unique  secret  et  les 
manieres  de  la  perspective"*)  bezeichnet. 

A.  Bosse,  von  dem  wir  soeben  gesprochen  haben,  ist  der- 
jenige, welcher  mehr  als  alle  anderen  sich  bemüht  hat,  deji  Ideen 
des  Desargues  zum  Siege  zu  verhelfen.  Unter  seinen  zu  diesem 
Zweck  geschriebenen  Werken  führen  wir  noch  zwei  andere  an: 
das  Buch  „Moyen  unJversel  de  pratiquer  la  perspective  sur  les 
tableaus  ou  surfaces  irregulieres"  (Paris  1653;  vgl,  Oeuvres  de 
Desargues,  II,  p.  16 — 33),  auch  eine  Frucht  des  Desarguessehen 
Unterrichts,  dessen  Thema  schon  von  del  Monte  gestreift  worden 
war^),  und  den  „Traite  des  pratiques  geometrale  et  perspective 
ens eignes  daus  l'Academie  royale  de  peinture  et  seuipture"  (Paris 
1656;  Oeuvres  de  Desargues,  II,  p.  35 — 47),  welcher  zwar  nach  Des- 
argues' Tod  erschienen  ist,  aber  dessen  Methoden  zur  Konstruktion 
von  Basreliefe  auseinandersetzt,  Methoden,  weiche  Desargues  die 
Würde  des  Begründers  der  Relief-Perspektive  sichern.  Es  mag 
zuletzt    noch    bemerkt    werden,    daß    mit    den    Untersuchungen    des 


'l  ManiPre  uDnersell--  d  M  Deeargues  pour  pratiquer  \i  perspeitne  i  n 
petits  pieik  coiump  le  seoaiptral  enaemble  les  jlacei  et  le»  proportntia  touches 
temtea  et  couleiira      Fang  164S  '1  Poudra     .Hiatoire  de  la  perapeetive 

p  310  4.U9  dem  hier  gegebenen  Bericht  erhellt  daß  das  Ibregö  eine 
wiBSPnachaftlieh  geechiiebene  Arbeit  ist,  welche  die  erste  Andeutung  dps 
Problems  gibt  eine  Figur  zu  beBtimmen  von  der  mebrere  Perspektivea  ge 
gebeo  sind  vHauptaufgabe  der  neueren  tbeoretischpn  Photogrammetne) 
»l  Darm  befindet  Eich  der  Umriß  einer  Eiogfl^oiie  als  die  Einhnllende  der  Ptö 
jektionen  der  hieise  der  iU.lie  (  Oeuvres  de  Desaigues      II    üd     p   i2) 
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Desargues  über  die  Perspektive  im  allgemeiüen  wahrscheinlich  die 
geheimniaToUen  und  jetzt  verlorenen  „Le^ons  de  tenebres"  iu  engem 
Zusammenhang  stehen,  wo  die  Kegelschnitte  als  von  einem  erleuch- 
teten Kreise  geworfene  Schatten  betrachtet  waren,  das  Licht  im  End- 
lichen vorausgesetzt,  um  keine  Kurve  auszuschließen. 

Eine  andere  Schrift,  in  welcher  die  Methoden  des  Desargues 
erklärt  und  entwickelt  sind,  ist  die  „Perspective  adressee  aux  theo- 
riciens",  die  Poudra  am  Ende  der  Bosseschen  „Perspective"  einge- 
schaltet fand  (Oenvrea  de  Desargues,  I,  p.  439— 462);  sie  hat  den 
Zweck,  die  Angriffe  zurückzuweisen,  welche  gegen  Desargnes  in  dem 
Werke  „La  perspective  specnlative  et  theorique.  De  l'invention  du 
feu  Sieur  Alleaume"  (Paris  1634)  gerichtet  worden  waren."^) 

Einen  ganz  anderen  Standpunkt  Desargues  gegenüber,  dem  von 
Bosse  ganz  entgegengesetzt,  nahm  Curabelle  ein,  dessen  heftige 
und  unbegründete  Kritiken  wahrscheinlich  einer  verdienten  Vergessen- 
heit anheimgefallen  wären,  wenn  Poudra  nicht  in  seiner  Ausgabe 
der  Werke  des  Desargues  die  Erinnerung  an  dieselben  wieder  auf- 
gefrischt hätte.  An  diese  gewissenhafte  Publikation  verweisen  wir 
diejenigen  unserer  Leser,  welche  die  Einzelheiten  dieser  sonderbaren 
Streitigkeiten  kennen  zu  lernen  wünschen,  in  deren  Verlauf  unter 
anderem  auch  eine  Herausforderung  erfolgte,  nach  der  jeder  der  Wider- 
sacher dem  anderen  100  Pistolen  versprach  für  den  Fall,  daß  es  ihm 
gelänge,  ihn  von  seinem  Unrecht  zu  überzeugen.  Um  Curabelle 
jedoch  teilweise  zu  entschuldigen,  wollen  wir  auch  bemerken,  daß  im 
Jahre  1642  ein  Buch  von  Pater  du  Breuil  ans  Licht  kam^),  iu  dem 
die  Ideen  Desargues'  in  vollkommener  Entstellung  dargestellt  sind 
von  einem,  der  sie  nicht  verstanden  hatte.  Die  von  du  Breuil  be- 
gangenen Irrtümer  wurden  von  Desargues  selbst  vor  der  Öffentlich- 
keit mit  großer  Heftigkeit  zurückgewiesen;  so  entstand  ein  hart- 
näckiger Streit,  welcher  ungefähr  40  Jahre  dauerte,  und  infolgedessen 
Bosse,  der  treue  Beschützer  des  Desargues,  seinen  Lehrstuhl  an 
der  Akademie  der  schönen  Künste  verlassen  mußte. 

Als  der  Kampf  immer  heftiger  wurde,  setzte  Desargues,  um 
ihm  ein  Ende  zu  macheu,  einen  Preis  von  1000  Franken  für  den- 
jenigen  aus,   welcher   neue  Verfahren   zur  Ausführung   von  Pei^pek- 

')  Aus  demBerichte,  welctenPoudra  („Hiatoire",  p.  288—309)  über  dieses 
Werk  gegelien  hat,  erhellt,  daß  darin  eine  Auflösung  dee  Problems  enthalten  ist, 
die  Pecapettii-e  eiuer  Figur  zu  finden,  deren  Seiten  und  Ecken  gegeben  sind. 
^  „La  perspective  pratique  neceseajre  ä  tous  . ,  .  par  un  PariBien,  reiigieux: 
de  La,  Compagnie  de  Jösus";  vgl.  Poudra,  a.  a.  0.,  p.  271—287,  wo  auch  über 
<lie  folgenden  verbeaaerten  Auflagen  berichtet  wird  und  darin  enthaltene  Andeu- 
tungen über  die  Militär-  oder  Kavalierperspektive  angegeben  sind  (s.  S.  283), 
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tiven  erfinden  würde,  die  denjenigen  des  Desurgoes  vorzuKiehen 
wären;  diese  Zusage  ist  in  einem  an  Bosse  gelichteten  Briefe  ent- 
halten, welcher  das  Datum  des  25.  Juli  löö7  tragt  und  der  Pariser 
Akademie  vier  Tage  später  mitgeteilt  wurde  und  so  weite  Verbreitung 
in  der  Öffentlichkeit  fand.  Und  nun  schrieb  „pour  pietendre  au  prix 
que  M.  Desargues,  komme  savant  et  genereux,  a  propose",  Pater 
CharlesBüurgoiugdie„Perspectiveaffranehie"(Paris|1661),  in  welcher 
viele  bemerkenswerte,  auf  die  Anwendung  der  Konkurspunkte  gegrün- 
dete Konstruktionen  ausgeführt  werden.  Wenn  man  bedenkt,  daß 
Desargues  die  Hilfe  der  Konkurspunkte  abgelehnt  hatte,  so  muß 
man  zugeben,  daß  der  Verfasser  in  der  Wahl  seines  Arbeitsgebietes 
äußerst  geschickt  war.  Er  Tersueht  die  Überlegenheit  seiner  eigenen 
Methoden  über  diejenigen  von  Desargues  in  sechs  Punkten  zu  be- 
weisen und  nimmt  zufrieden  mit  seiner  Äuaföhrang  von  seinem  Buche 
mit  den  folgenden  Versen  Abschied: 

„Parcourez  l'univers  banissant  toute  crainte, 
Le  monde  ni  l'enfer  n'auront  sur  vous  atteinte, 
Car  les  plus  griinds  efforta  de  la  t^merite 
Metteilt  bas  les  armes  devant  la  verite." 

Das  IT,  Jahrhundert,  welchem  die  Wissenschaft  von  der  Perspek- 
tive Forscher  ersten  Ranges,  wie  del  Monte,  Stevin  und  Desargues, 
verdankt,  hat  auch  noch  eine  große  Anzahl  von  sonstigen  Bearbei- 
tungen und  Einzelbeiträgen  hervorgebracht.  Alle  zu  nennen  ist  un- 
möghch  und  wäre  auch  zwecklos;  die  wichtigsten  aber  verdienen 
wenigstens  erwähnt  zu  werden. 

So  enthält  der  V.  Band  des  „Coura  mathematique"  von  Peter 
Herigone  eine  kurze  Auseinandersetzung  der  uns  beschäftigenden 
Lehre  (^Paris  1654,  p.  190 — 217),  wo  auch  die  originelle  Symbolik 
angewandt  wird,  deren  Schöpfer  er  ist  (vgl.  Bd.  11^,  S.  656). 

Vor  Herigone  (1633  oder  etwa  1614)  veröffentlichte  zu  Amster- 
dam Samuel  Marolais  die  lateinisch  geschriebenen  „Prinzipien  der 
Optik  und  der  Perspektive",  welche  bemerkenswert  sind,  weil  sie  den 
ersten  Versuch  darstellen,  die  Aufgaben  der  Perspektive  arithmetisch 
zu  lösen.  Gerade  unter  diesem  Geaichtspunkt  erinnert  diese  Arbeit 
an  eine  spätere  mit  der  Überschrift  „Andreae  Alberti  duo  iibri,  prior 
de  perspectiva  cum  et  praeter  arithmeticam  inventa,  posterior  de 
umbra  ad  eam  pertinente"  (Norimbergae  1671),  in  welcher  ausgeführt 
wird,  wie  man  die  Koordinaten  des  Bildes  eines  Punktes,  dessen  Ko- 
ordinaten bekannt  sind,  bestimmen  kann. 

Mit  Rücksicht  auf  den  großen  Ruhm,  den  ihr  Verfasser  genießt, 
wollen  wir  weiter  die  Arbeit  des  Pater  Nieeron  (1613—1646)  „La 
perspective   curiense"   (Paris  1671)  anführen,   eine   hinterlasseue   und 
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von  unbekannter  Hand  stammende  Bearbeitung  des  „TbaumaturguB 
opticus  seu  admiranda",  ein  Werk,  dessen  Druck  am  2.  August  1646 
Tolleudet  wurde;  sie  ist  denjenigen  zu  empfehlen,  die  sich  für  die 
von  der  Zentralprojektion  verursachten  Verzerrungen  interessieren. 
Die  verzerrende  Gewalt  jener  Operation  scheint  von  Andreas 
Tacquet  (1612—1660)  wahrgenommen  und  überschätzt  worden  zu 
sein,  da  man  auf  dem  Titelblatt  der  2.  Auflage  (1707)  des  präch- 
tigen Bandes  seiner  „Opera  mathematica"  einen  durch  die  Sonne  er- 
leuchteten rechtwinkligen  Rahmen  sieht,  welcher  als  Schatten 
einen  Kreis  wirft,  und  diese  sonderbare  Figur  „mutat  quadrata 
rotuiidi"  als  Motto  trägt.  Die  Figur  selbst  dient  als  symbolischer 
Hinweis  auf  das  II.  Buch  („Syllabus  piopositionum  opfcicae")  dei- 
„Opera",  wo  die  Grundbegriffe  der  Perspektive  bewiesen  werden,  um 
sie  dann  auf  die  Astronomie  anzuwenden. 

Zum  Schluß  dieser  flüchtigen  Musterung  der  Beiträge,  welche 
das  17.  Jahrhundert  zur  Perspektive  gegeben  hat,  mag  zweierlei  be- 
merkt werden: 

Erstens  daß  das  großartige  Werk  von  G  u  a  r  i  n  i  (vgl. 
Vorl.,  IIl^,  S.  14)^)  nicht  nur  in  seinem  XXSII.  Abschnitt  ein 
Kapitel  unserer  heutigen  darstellenden  Geometrie  enthält,  welches, 
wie  Chasles*)  hervorhob,  „traite  de  la  projection  sur  des 
plans  des  lignes  qui  proviennent  de  I'intersection  de  la  sphere,  du  cöne 
et  du  cylindre  entre  eux  et  du  developpement,  sur  un  plan,  de  ces  courbes 
ä  double  courbure",  sondern  daß  auch  sein  XVI.  Abschnitt  zu  derselben 
Lehre  gehört.  Dieser  Abschnitt  behandelt  nämlich  unter  dem  Titel 
De  projecturis  die  früheren  Arbeiten  von  Vitruv  und  Aiguillon, 
die  Orthogonalprojektion  auf  eine  Ebene  und  die  stereographische 
Projektion  einer  beliebigen  Figur.  Der  Vollständigkeit  wegen  soll 
auch  gesagt  werden,  daß  das  in  Rede  stehende  Werk  kein  Kommentar 
zu  den  Elementen  Euklids  ist,  da  es  nicht  nur  von  den  klassischen 
Theorien  der  Geometrie,  welche  man  bei  Euklid,  Archimed  und 
Pappus  findet,  handelt,  sondern  auch  die  modernen,  auf  den  Ge- 
brauch der  Trigonometrie  und  der  Logarithmen  gegründeten  arithme- 
tischen Methoden,   um   die  geometrischen  Probleme  aufzulösen,    um- 


')  Sein  vollständiger  Titel  ist  der  folgende:  „Enclides  adauctos  et  metho- 
dicns  mathematicaque  univeraaUs  Car.  Em.  H  dicata,  quae  ne  dum  propoeitionuni 
dependentiam,  aed  et  rerum  ordinem  observat.  Et  complectitiir  ea  omnia,  quae 
de  quantitatae  tum  discreta,  tum  continaa  abetraeta  speculari  quennt.  Resectis 
enperfluia  demonatrationibus,  et  requiaitis  Omnibus  profuse  coadunatia.  Singalis 
quoque  Traotatuu  novis  propositionibns  adaucti  sunt,  et  aliqui  etiam  es  integto 
adornati.  Omnesque  tum  ßguris,  tum  verbia  claie,  dilueideque  propositi.'' 
Auguatae  Taurinorum,  MDCLXXI.         »i  „Aper9u  bist^",  Note  XVII, 
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faßt;   daher   findet   man   am  Schluß  desselben  eine  Tafel  von  den  Si- 
nuBBen  und  Tangenten. 

Unsere  zweiteSchliißbenierkungbetrifft  das  Werk  von  Müliet- 
Dechales,  von  dem  scbon  zweimal  gesprochen  wurde  (IIP,  S.  4 — 6 
und  S.  15 — 18),  welches  sechs  Bücher  über  die  Perspektive  enthält. 
Unter  den  dort  bewiesenen  Sätzen  findet  man  auch  den  folgenden 
bemerkenswerten,  oft  zu  Unrecht  dem  Lambert  zugeschriebenen 
Lehrsatz:  „Zwei  parallele  öeraden  .4  C,  -BB  werden  von  einer  Trans- 
versale AB  geschnitten.  Durch  einen  Punkt  C  einer  dieser  Geraden 
zieht  man  die  Geraden  CD,  CJ,  ...  bis  sie  die  andere  Gerade  schneiden. 
Man  bestimmt  dann  ihre  Schnittpunkte  F,  E, . . .  mit  der  Transvei^ 
aalen  AB.  Wenn  man  nun  die  beiden  gegebenen  Parallelen  um  die 
Punkte  A,  B  rotieren  läßt,  so  daß  sie  beständig  parallel  bleiben  und 
den  Punkt  K,  der  dem  Punkt  C  entspricht,  mit  den  Punkten  D,  I,. . ., 
weiche  den  Punkten  G,  H, .  . .  entsprechen,  durch  Gerade  verbindet, 
90  werden  die  Geraden  KG,  KH, . . .  noch  durch  die  Punkte  F,E,... 
gehen,"  Es  ist  unmöglich,  alle  Anwendungen  aufzuzählen,  welche  der 
Verfasser  von  diesem  Satz  macht;  aber  wir  können  nicht  umhin,  einige 
der  wichtigen  Probleme,  welche  er  löst,  wenigstens  zu  erwähnen;  z.B. 
die  Bestimmung  des  Fluchtpunktes  aller  Geraden  auf  der  Tafel,  welche 
rechtwinklig  auf  einer  anderen  Geraden  dieser  Tafel  stehen,  die  Auf- 
suchung der  Geraden,  welche  zwei  untereinander  rechtwinklige  Gerade 
rechtwinklig  schneidet,  usw. 


Die  goldene  Periode  der  tlieoretischeii  Perspelitive. 

So  mannigfaltig  und  wichtig  die  Beiträge  sind,  welche  das 
17.  Jahrhundert  zur  Perspektive  geliefert  hat,  so  sind  nicht  weniger 
bedeutend  diejenigen,  welche  wir  dem  nächsten  verdanken,  in  dessen 
Verlaufe  diese  Wissenschaft  eine  Höhe  erreichte,  über  die  wir  heute 
noch  nicht  hinausgekommen  sind.  Der  erste  bedeutende  Gelehrte, 
dem  wir  begegnen^),  ist  Wilhelm  Jacob  s'Gravesande,  geboren 
am  27.  September  1688  und  als  Leydener  Universitätsprofessor  am 
28.  Februar  1742  gestorben,  der  als  Herausgeber  der  Werke  von 
Huygens    und    Newton    unseren   Lesern    schon    bekannt    ist    (HI^ 

')  Wir  habeu  im  Text  OzananiB  (vgl.  IIP,  S.  lOS  und  270)  keine  Er- 
wähnung getan,  weil  aeiBe  PerepectiTe  tlinorique  et  fratique"  (Paris  1711) 
Dichte  Neues,  aber  viel  Falschem  enthalt  Zu  bemerken  ist  femer,  daQ  in  seinen 
■wohlbekannten  „R^cröations  matkematiqueb  et  physiques  (III  ^d.,  Paria  1700; 
einige  „Problemea  d'opti^  e  enthalten  iinl  welche  nnsete  Wissenschaft  be- 
treuen. 
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S.  278  und  394).  Die  Arbeit,  mit  der  er  seine  Laufbahn  als  Schrift- 
steller begann,  ist  eben  diejenige,  welche  ihm  einen  Ehrenplatz  in 
der  Geschichte  der  Perspektive  sichert;  es  ist  der  „Essai  de  perspec- 
tive" (La  Haye  1711),  in  welchem  Johann  Bernoulli  sofort  „plu- 
sieurs  regles  fort  ingenieuses  et  tres-commodes  pour  la  pratique,  qu'on 
ne  trouTe  pas  ailleurs"')  entdeckte.  Das  I.  Kapitel  dieses  Werkes 
enthält  zuerst  eine  Abhandlung,  in  der  er  die  Nützlichkeit  der  Per- 
spektive zu  beweisen  sucht  und  dann  die  Erklärungen  der  Grundbe- 
griffe derselben  gibt.  Das  II.  Kapitel  lehrt  ihre  wissenschaftlichen 
Grundlagen.  Zuerst  beweist  der  Verfasser,  daß  „eine  zur  Tafel  paral- 
lele Gerade  auch  zu  ihrer  Projektion  parallel  ist",  und  daß  „eine  Figur, 
deren  Ebene  parallel  zur  Tafel  ist,  ihrer  Perspektive  ähnlich  ist". 
Dann  folgt  die  wichtige  Bemerkung,  daß,  „wenn  eine  Gerade  die  Tafel 
in  einem  eigentlichen  Punkte  schneidet,  ihre  Perspektive  die  Verbin- 
dungelinie dieses  Punktes  mit  demjenigen  ist,  in  welchem  die  Tafel 
von  der  Parallele  geschnitten  wird,  welche  man  vom  Projektionszen- 
trum jener  Geraden  ziehen  kann".  So  gelangt  er  zur  Bestimmbarkeit 
einer  beliebigen  Geraden  durch  ihre  Spur-  und  Fluchtpunkte  (vgL 
auch  Kapitel  III,  3.  Probl.);  daraus  folgt  ferner,  daß  die  Lage  der 
Perspektive  einer  Geraden  keine  Veränderung  erleidet,  wenn  das  Pro- 
jektions Zentrum  auf  einer  zu  jener  parallelen  Geraden  sich  bewegen 
läßt.  Im  III.  Kapitel  werden  die  so  gefundenen  Prinzipien  auf  die 
Konstruktion  der  Perspektive  von  Figuren  angewandt,  welche  in  einer 
Horizontalebene  liegen,  die  Tafel  ursprünglich  vertikal  vorausgesetzt, 
und  dann  durch  Drehung  auf  die  Horizontal  ebene  umgelegt.  Unter  den 
sieben  Verfahren,  welche  der  Verfasser  auseinandersetzt,  wählen  wir 
die  folgenden  als  Beispiele.  In  Figur  03  ist  V  der  Projektiousmittel- 
puakt  und  0  der  Fußpunkt  der  Senkrechten, 
welche  von  ihm  auf  die  Tafel  gefällt  vs-ird; 
P  ist  ein  beliebiger  Punkt  der  Horizontal- 
ebene  und  I{  ihre  Orthogonalprojektion  auf 
die  Tafel.  Dann  ist  augenscheinlich  die  Per- 
spektive von  P  der  Schnittpunkt  JP'  der 
Geraden  VF  und  OH;  daher  teilt  er  die 
Strecke  OII  in  dem  Verhältnis  VO  :  FH. 
Aus  dieser  Beobachtung  leitet  s'Graveaande 
die  erste  seiner  Methoden  ab.  Es  sei  (Fig.  64) 
i  die  „ligne  de  terre"  (Schnitthnie  der  Ho-  '*' 

rizontal-  und  Bildebenen)  und  o   die  Parallele,  welche   zu   ihr   durch 
0  gezogen  ist;  die  Strecke  OV  sei  zu  o  senkrecht  und  an  Länge  der 


■)  Poudra,  „Histoire",  p.  181. 
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Strecke   VO   in  Fig.  63  gleich;  die  Geraden   OH  und    VF   schneiden 
sich  dann  augenscheinlich  im  gebuchten  Punkte  P'.     Beschreibt  maa 
nun  die  Kreise,  welche  P  resp.  V  als  Mittelpunkte  und  die  Strecken 
FH  und  VO  als  Halb- 
messer haben,    so  wii^d 
P'    gewiß    einer    ihrer 

Ähnlichkeitspunkte 
sein;     daher    (lY,    Me- 
thode)   kann    man    F' 
auch  finden  als  Schnitt- 
punkt zweier  den  beiden 
Kreisen     gemeinschafl^ 
liehen  Tangenten.     Be- 
trachtet man  nun  (VI, 
Methode)  einen  zweiten 
Punkt  Q  der  Horizontal- 
ebene, um  $' zu  finden,  so 
kann  man  sich  die  Tat- 
sache zunutze  machen,  daß  die  Geraden  PQ  und  F'Q'  auf  der  Geraden  t 
sich  Bchneiden;  man  bestimme  nämlich  den  Punkt  FQ  .  t  und  verbinde 
ihn   mit  P';    die   so    entstehende   Verbindungelinie    wird    VQ   in    Q' 
schneiden.    Betrachtet  man  nun,    nachdem  man  P'  und  Q'   bestimmt 
hat,  einen  dritten  Punkt  R  der  Horizontalebene,  um  R'  zu  finden,  so 
kann   man   den  Umstand   benutzen,   daß  FQF   und  F'Q'F'  perspek- 
tivische Dreiecke  sind,  mit  V  als  Zentrum  und  t  als  Perspektivachse. 
Um   auch  noch  über  die  letzt«  der  Methoden  s'Gravesandes  zu  be- 
richten, erwähnen  wir,  daß  die  von  ihm  angenommene  Bildtafel  recht- 
winklig   zur    Horizonfcalebene 
iCj  steht  uud  auf   diese  umgelegt 

wird;  daher  ist  das,  was 
s'Gravesande  die  Projektion 
einer  Figur  F  nennt,  eher  das, 
was  wir  als  Umlegung  (P) 
derselben  zu  bezeichnen 
pflegen,  während  seine  (der 
Horizontalebene  angehÖrige) 
objektive  Figur  unseren  Augen 
als  eine  HorizontalprojektionP' 
von  F  erscheint;  und  die  von 
ihm  gelöste  Aufgabe  kommt 
der  Ableitung  von  F'  aus  (F) 
nun   ist   die   von   ihm   vorgeschli^ene  Konstruktion  von   der- 
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jenigen  oieht  verschieden,  welche  heutzutage  in  der  Methode  der  Zeu- 
tralprojektion  angewandt  wird,  und  an  die  wir  durch  die  Fig.  65  unsere 
Leser  erinnern  wollen.  Der  Verfasser  wendet  seine  Methoden  auf  die 
Bestimmung  der  Perspektive  von  Polygonen  au  und  lehrt  dann  vier 
weitere  Methoden  zur  Auffindung  der  Perspektive  eines  beliebigen 
Raumpunktes;  unter  diesen  Methoden  ist  die  erste  besonders  bemer- 
kenswert, da  sie  von  der  Betrachtung  der  Orthogoaalprojektion  des 
Punktes  unabhängig  ist.  Das  IV.  Kapitel  beginnt  mit  der  Voraus- 
setzung, daß  das  Projektions  Zentrum  von  der  Tafel  sehr  weit  entfernt 
sei,  so  daß  die  Projektions strahlen  als  parallel  angesehen  werden 
können.  Das  V.  Kapitel  handelt  von  der  Perspektive  auf  schiefe 
Ebenen,  das  folgende  von  derjenigen  auf  Ebenen,  welche  dem  Horizont 
parallel  sind,  und  das  VII.  von  den  Schatten.  In  dem  folgenden  kehrt 
der  Verfasser  zu  den  Problemen  zurück,  welche  er  im  Anfange  be- 
trachtet hat,  um  zu  zeigen,  wie  die  dort  angegebenen  Auflösungen 
zu  vereinfachen  sind,  und  im  letzten  wendet  er  die  erhaltenen  Resul- 
tate auf  die  Gnomonik  an,  wobei  er  zu  neuen  und  einfachen  Kon- 
struktionen gelangt.  Nun,  das  Wenige,  das  wir  hier  über  diese  Jüng- 
lingsarbeit des  hervorragenden  niederländischen  Gelehrten  gesagt  haben, 
scheint  uns  zu  genügen,  um  zu  beweisen,  daß  er  dem  Zweige  der 
Mathematik,  dessen  Entwicklungsstadien  wir  hier  verfolgen,  eine 
außerordentliche  Förderung  gebracht  hat. 

Nicht  minder  wichtig  und  ersprießlich  wurde  die  Wirkung,  welche 
auf  die  Entwicklung  der  Perspektive  ein  großer  Analyst  ausübte, 
welcher  auch  eine  große  Rolle  zur  Zeit  der  Geburt  der  Infinitesimal- 
rechnung spielte;  wir  meinen  Brook  Taylor  (1685 — 1731;  vgl.  IIP, 
S.  378).  —  Im  Jahre  1715  veröffentlichte  er  eine  kurze  Arbeit  über 
die  „Linear-Perspektive",  welche  vier  Jahre  später  in  verbesserter  Auf- 
lage unter  dem  Titel  „New  principles  of  linear  Perspective"  erschien ; 
aber  der  zu  gedrängte  Stil  des  Verfassers  verhinderte,  daß  die  Künstler, 
an  die  das  Werk  in  erster  Linie  gerichtet  war,  es  verstanden;  daher 
veröffentlichte  nach  Taylors  Tod  John  Colson  (1680—1760)  — 
eine  andere  der  Personen  in  dem  Drama,  in  dem  Leibniz  und 
Newton  die  Protagonisten  warenl  - —  eine  neue  mit  Berichtigungen 
und  Zusätzen  versehene  Auflage,  deren  vollständiger  Titel  lautet: 
„New  principles  of  linear  perspective:  or  tbe  Art  of  Designing  in  a 
Plane,  the  representation  of  all  sort  of  Objects,  in  a  more  and  general 
simple  Method,  than  hae  been  hitherto  done"  (London  1749).  Die 
Lektüre  dieses  kurzen,  aber  vortrefflichen  Werkes  bereitet  dem  mo- 
dernen Leser  eine  der  angenehmsten  Überraschungen,  da  man,  um  es 
ganz  kurz  zu  sagen,  darin  alle  Grundbegriffe  (nur  etwa  den  „Distanz- 
kreis" ausgenommen)  und    alle  Methoden    der  Zentralprojektion    vor- 
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findet,  wie  man  sie  z.  B.  in  dem  klassischen  Lehrbuch  von  W.  Fiedler 
ar^eführt  findet.^)  Zwar  finden  sich  einige  von  diesen  bereits  in 
älteren  Arbeiten  über  die  Perspektive;  es  scheint  aber,  daß  diese 
Arbeiten  Taylor  ganz  unbekannt  waren,  und  daß  er  nur  die  em- 
pirischen von  den  Malern  befolgten  Regeln  kannte. 

Um  seine  Ideen  klar  auseinanderzusetzen,  sah  sich  unser  Ver- 
fasser gezwungen,  ein  ganz  neues  System  von  Fachausdrucken  zu 
schaff en,  von  dem  wir  glauben,  hier  eine  kleine  Probe  geben  zu 
müssen,  um  sie  mit  der  modernen  Nomenklatur  zu  vergleichen.  Nach 
ihm  ist  die  Linearperspefetive  die  Kunst,  eine  beliebige  Figur  auf 
einer  beliebigen  Ebene  genau  zu  zeichnen.  Was  er  „point  of  sight" 
nennt,  ist  das  „Projektionszentrum"  wahrend  unser  „Hauptpunkt"  von 
ihm  „centre  of  the  picture"  genannt  wird;  die  durch  diese  Punkte 
begrenzte  Strecke  wird  von  ihm,  wie  auch  heute  noch,  „Distanz"  ge- 
nannt. Zieht  man  durch  das  Projektionszentrum  die  zur  Tafel  paral- 
lele Ebene  („directing  plane"  ^  „ Verschwind ungs ebene" ) ,  so  heißen 
ihre  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  oder  Ebene  „direc- 
ting point"  (oder  kürzer  „director")  resp.  „directing  line".  Die  „inter- 
section"  einer  Geraden  oder  einer  Ebene  ist  die  entsprechende  Spur, 
während  das  Beiwort  „vanishJng"  unseren  Fluchtelementen  entspricht. 
Schon  Taylor  machte  darauf  aufmerksam,  daß  die  „directing"  und 
„vanishing"  Geraden  einer  Ebene  untereinander  parallel  sind.  End- 
lieh versteht  er  unter  dem  „seat"  eines  Punktes  oder  einer  Geraden 
die  entsprechende  Orthogonal  pro jektion  auf  die  Bildebene,  Nachdem 
der  Verfasser  diese  Definitionen  vorausgeschickt  hat,  stellt  er  vier 
Lehrsätze  ohne  Beweis  auf,  die  zwar  nicht  ohne  weiteres  evidenC  sind, 
aber  nicht  zu  seinem  Thema  gehören.^)  Sie  werden  sogleich  auf  die 
Grundsätze  der  Perspektive  angewandt;  \inter  diesen  erwähnen  wir 
den  Lehrsatz,  nach  welchem  die  Geraden,  welche  unter  sich,  aber 
nicht  zur  Tafel  parallel  sind,  denselben  Fluchtpunkt  haben  ^),  und  daß 
dieser  Punkt  mit  dem  Hauptpunkt  zusammenfällt,  wenn  jene  Geraden 
die  Tafel  rechtwinklig  sehneiden;  wenn  aber  mehrere  Geraden  unter 
sich  und  zur  Tafel  parallel  sind,  so  sind  auch  ihre  Projektionen  rmter- 
einander   parallel.     Diese   Bätze  und   die   obigen   Begriffe   bilden    die 

')  Daß  diesea  Zuwammeatreffen  „une  reneontre  qui  n'est  pas  un  lendez-vons" 
ist,  erhellt  daraus,  daß  das  Taylorsche  Werk  bis  nach  dem  Jahre  1858  Fiedler 
ganz  unbekannt  blieb.  Man  sehe  den  Aufsatz  desselben  „Meine  Milarbeit  an 
der  Reform  der  liatstellenden  Geometrie  in  nenerer  Zeit"  im  Jahresbericht  der 
Deutschen  Math.-Ver.,  1906,  S.  493.  '/  Der  dritte  dieser  Sätze  ist  nicht  ganz 
richtig,  da  drei  Geraden,  wenn  sie  sich  je  paarwpise  schneiden,  entweder  m 
einer  Ebene  liegen,  oder  durch  denselben  Punkt  gehen.  ')  Es  ist  im  Grunde 
genommen  der  Satz  del  Montes  über  den  Konkurspunkt". 
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gesamten  Werkzeuge,  deren  Taylor  sich  bedient,  um  alle  beliebigen 
Perspektive -Aufgaben  zu  losen,  d.  h.  nicht  nur  die  rein  deskriptiver 
Natur,  sondern  auch  diejenigen,  in  welchen  man  Orthogonalitätsb&- 
dingungen  begegnet'),  wie  auch  diejenigen,  bei  denen  sich  unter  dem 
Gegebenen  oder  Gesuchten  auch  die  Größen  von  Strecken  oder  Win- 
keln befinden.^)  Daß  man  auf  diese  Weise  im  Besitz  der  nötigen 
Mittel  sei,  um  die  Perspektive  jeder  Figur  zu  zeichnen,  wird  von 
Taylor  an  mehreren  ziemlieh  verwickelten  Beispielen  gezeigt.  In 
einem  Anhang  wird  dann  noch  bewiesen,  daß  vieles  von  dem,  was  er 
auseinandergesetzt  hat,  auch  seine  Gültigkeit  behält,  falls  die  Tafel 
nicht  eben  ist.^} 

Der  zweite  Teil  des  besprochenen  Werkes  ist  sehr  kurz,  aber 
sehr  bemerkenswert,  insofern  er  in  einigen  Fällen  die  umgekehrte 
Aufgabe  der  Perspektive  mit  Erfolg  angreift.  Um  unseren  Lesern 
eine  Idee  der  Grenzen  und  der  Ordnung  des  behandelten  Stoffes  zu 
geben,  möge  es  genügen,  die  von  ihm  betrachteten  Probleme  anzu- 
führen: I.  Es  sind  die  Projektionen  Ä,  B,  C  dreier  Punkte  einer  Ge- 
raden gegeben,  wie  auch  der  Fluehtpimkt  der  Geraden;  es  soll  das  Ver- 
hältnis AC :  BC  bestimmt  werden.  II.  Es  sind  die  Projektionen 
dreier  Punkte  A,  JB,  C  einer  Geraden  und  das  Verhältais  AC :  BC 
gegeben;  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  ist  zu  bestimmen.  III.  Man 
kennt  die  Projektion  eines  Dreiecks,  die  Fluchtgerade  seiner  Ebene, 
den  Hauptpunkt  und  die  Distanz;  gesucht  ist  die  Art  des  Dreiecks. 
IV.  Gegeben  ist  die  Projektion  und  die  Art  eines  Dreiecks,  ferner  die 
Fluchtgerade  seiner  Ebene;  der  Hauptpunkt  und  die  Distanz  soUen 
bestimmt  werden.  V.  Die  Projektion  eines  Trapezes  gegebener  Art 
ist  bekannt;  man  soll  die  Fluchtgerade  seiner  Ebene,  den  Hauptpunkt 
und  die  Distanz  finden.  VI.  Man  kennt  die  Projektion  eines  recht- 
winkligen Parallele pipedons;  der  Hauptpunkt,  die  Distanz  und  die  Art 
der  Raumfigur  sind  zu  bestimmen. 

Wir  halten  es  für  überfiUssig,  die  Auflösungen  dieser  Aufgaben 
nach  Taylor  zu  geben,  da  sie  von  den  heute  üblichen  nicht  ver- 
schieden sind.  Lieber  wollen  wir  bemerken,  daß,  während  die  Mathe- 
matiker Taylor  in  den  Himmel  hoben,  weil  er  es  verstanden  habe, 
so  viel  Gutes  und  Neues  auf  nur  80  kleine  Seiten  zusammengedrängt 
zu  habeu    die  Künstler  nicht  mit  ihm  zufrieden  waren,   weil  sie  sein 


')  Hier  eine  stillschweigende  Anwendung-  der  Äntipolaritilt  in  Le?.ug  auf 
den  Distanzkreis.  •)  Der  von  Taylor  angewandte  Kunatgriff  besteht  in  der 

Umlegnng  der  betrachteten  Ebene   auf  die  Bildtafel,  d.  h.  es  ist  der  auch  von 
uns  angewandte.  ')  Ein  anderer  von  Newton   inspirierter  Anhang  gehört 

zur  Physik. 
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Werk  zu  schwierig  und  zu  wenig  praktisch  fanden.')  Um 
nun  aber  seinen  Fachgenossen  die  Anwendung  der  Taylorachen 
Methoden  leichter  zu  ermöglichen,  sehrieb  der  Maler  Josuah  Kirby 
(1716—1774)  ein  zweibändiges  "Werk  mit  dem  langen  Titel:  „Dr.  Brook 
Taylors  Metliod  of  Perspective  made  eaay  both  in  theorr  and  prac- 
tice.  In  two  books,  Being  an  Attempt  to  make  the  Art  of  perspec- 
tive eaay  and  familiär  to  adapt  it  entirely  to  the  art  of  design;  and 
to  make  it  an  entertaining  study  to  any  gentleman  who  shall  chose 
so  polite  an  amusement"  (Ipswich  1754).  Wir  wissen  nicht,  welche 
Aufnahme  diese  Arbeit  gefunden  hat,  und  ob  der  Verfasser  seinen 
Zweck  erreicht  hat.  Dagegen  ist  es  aber  zweifellos,  daß  jeder  Mathe- 
matiker, der  das  Werk  mit  demjenigen  Taylors  vergleicht,  finden 
wird,  daß  es  einen  entschiedenen  Rückschritt  gegen  jenes  bedeutet, 
da  man  die  sehr  schätzenswerten  Eigenschaften  von  Allgemeinheit 
und  Bündigkeit,  denen  wir  beim  Autor  begegnet  sind,  beim  Kommen- 
tator vergebens  suchen  wird.  Allerdings  hat  Kirby  das  Verdienst, 
die  älteren  Perspektivmethoden  im  Zusammenhang  dargestellt  nnd 
die  Anwendung  deijenigen  Taylors  zur  Bestimmung  der  Schatten 
auseinandergesetzt  zu  haben.  ^) 

Einen  ähnlichen  Zweck  bat  der  „Traite  de  perspective  lineaire" 
(Paris  1771)  von  S.N.Michel;  er  ist  aber  praktischer  und  elemen- 
tarer als  das  Werk  von  Kirby,  da  er  nur  Definitionen  nnd  Beispiele 
enthält. 

Der  Beifall,  mit  welchem  das  M'erk  Taylors  in  der  mathema- 
tischen Welt  begrüßt  wurde,  findet  seine  Bestätigung  in  einigen  Er- 
scheinungen, welche  der  Geschichtsschreiber  nicht  unerwähnt  lassen 
darf.  Znerst  das  monumentale  Werk  „Stereography  or  a  general 
Treatise  of  Perspective  in  all  its  Brauches"  (London  1748)  von 
H.  Hamilton,  welches  viele  Erörterungen  über  die  Taylorseben 
Methoden  enthält.  Dann  kann  die  italienische  und  französische 
Übersetzung  des  Taylorschen  Werkes  erwähnt  werden.  Der  Ver- 
fasser der  letzteren  Arbeit')  ist  uns  unbekannt;  der  der  ersteren  aber 


',  \gl  PDftdra  Hiatoire  p  )29  'j  'VloUte  mm  sich  *on  dpr  Pfii^ht 
befreiet  der  chronologischen  Ordnung  getreu  zu  folgen  so  k  nute  man  außer 
den  im  Teste  angeführten  Breigni^ifn  noch  ein  andpres  erwähnen  daß  ndralich 
ein  großer  deometer  wie  L  (  remona  es  nicht  unter  seiner  Wurde  hielt  die 
Tai  lorachen  Wethoden  in  d  e  modprne  Sprache  der  Wissenschaft  zu  uhersetzen 
man  sehe  den  Aafaat?  I  pnncipi  leila  proipettiva  lineare  secondo  lavlor* 
■welcher  mit  dem  Anagramm  Marco  UgUem  im  III  Bd  iMbSl  des  Giomale  di 
matematithe     veröffentlicht  wurde  ")     Nonyeaus  pnniipea  de  la  perspective 

lineaire     traduction    de    deux    ou^rages     lun    en    anglais   du    dotteur  ßrook 
Taylor    lautre  en  latin  ie  M   Patrice  Murdoch       'Viinterdam  1759 
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ist  ein  Franaoae,  der  Pater  Jacquier  (1711—1788;  vgl.  IIP,  S.  841), 
wegen  eines  vortreff liehen  Kommentars  zu  den  Ne  w  t  o  nsehen  „Principia" 
wohlbekannt,  welchen  er  in  Gemeinschaft  mit  Pater  Lesueur  (1703  bis 
1770)gescbriebenhat.  Auch  seineBearbeitung  des  Taylor  sehen  Werkes') 
ist  mit  schätzbaren  Anhängen  versehen,  von  denen  einige  auch  für 
uns  in  Betracht  kommen,  da  sie  mathematischer  Natur  sind.  Der, 
welcher  die  Nr.  fi  trägt  (die  Numerierung  folgt  der  des  Originals), 
bezieht  sich  auf  die  Erniedrigungserseheinung,  welche  die  Höbe  eines 
Gegenstandes  darbietet,  falls  er  sich  von  dem  Auge  des  Beschauers 
entfernt,  und  die  Bestimmung  der  Kurve  (Hyperbel),  auf  welche  man 
die  gleich  hohen  Gegenstände  einer  Reihe  verteilen  muß,  damit  sie 
einem  Beschauer  als  von  gleicher  Höhe  erscheinen.  Die  folgende 
Anmerkung  handelt  von  den  verzerrenden  Projektionen  (Anamor- 
fosi),  welche  entstehen,  wenn  der  Gegenstand  sich  zwischen  den 
Augen  und  der  Tafel  befindet;  Jacquier  zeigt  den  Zusammenhang 
dieser  Lehre  mit  derjenigen  von  den  Brennlinien.  Der  Sinn  des  Wortes 
„Schatten",  welchem  man  in  der  Überschrift  und  im  Text  der  V.  Note 
begegnet,  ist  derselbe,  wie  der  von  Newton  (vgl.  IIP,  S.  423)  ange- 
nommene, da  es  sich  bei  Jacquier  um  Projektionen  von  Figuren  han- 
delt; mit  jenem  großen  Mathematiker  schließt  er  folgendermaßen:  „Si  in 
planum  infinitum  a  puncto  lucidum  illuminatiira  umbrae  figurarum 
projiciuntur,  umbrae  sectionum  conicarum  semper  erunt  sectiones  co- 
rneae. Quaemadmodum  circulus  umbra  projiciendo  generat  omues 
sectiones  conicas,  sie  pftrabolae  quiiique  divergentes  umbris  suis  gene- 
rant  et  exhibent  alias  omnes  secundi  generis  curvas."  Um  zu  diesem 
wichtigen  Resultate  zu  gelangen,  bestimmt  unser  Verfasser  die  Carte- 
siaehe  Gleichung  der  Kurve,  die  man  erhült,  weim  man  einen  Kegel 
durch  eine  Ebene  schneidet.  Dasselbe  Thema  wird  in  der  folgenden 
Note  behandelt,  welche  die  Überschrift  „Von  der  Projektion  der 
Kurven"  tr^t;  in  der  letzten  endlich  werden  die  Eigenschaften  der 
m  der  Astronomie  angewandten  Projektionen  vorgetragen,  d.h.  die 
Projektionen  einer  Kugelfläche  auf  eine  Ebene  von  einem  Punkte  der 
Oberfläche  („stereographische"  Projektion)  oder  von  ihrem  Mittelpunkt 
(„gnomonische"  Projektion)  aus;  beiläufig  gibt  der  Verfasser  eine  neue 
Auflösung  der  folgenden  schon  von  Descartes  und  de  l'Höpital 
behandelten  Aufgabe:  „die  Kreisschuitte  eines  Kegels  zu  bestimmen, 
dessen  Mittelpunkt  und  kegeischnittförmige  Basis  gegeben  sind'  Aus 
alledem  geht  klar  hervor,  daß  Pater  Jaequier  den  Emfluß,  welchen 
die  Zeniralprojektion  auf  die  Geometrie  auszuüben  bestimmt  wai,   in 

')   „Elementi  di  prospettiva  aecondo  li  principi  di  Brook  Taylor  coft  varie 
aggiunte  spettanti  all'  ottica  e  alla  geometria",  Roma  1765. 
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seiner  vollen  Bedeutung  ertannt  hat.  Ja,  er  hat  sogar  zu  sehen  ge- 
glaubt, daß  ihr  Bereich  sich  bis  auf  die  Analysis  erstrecken  könnte, 
wie  aus  den  folgenden  Sätzen,  mit  denen  er  seinen  Band  schließt, 
ersichtlich  ist:  „Ich  möchte  dieses  Buch  mit  der  Bemerkung  schließen, 
daß  die  Projektionsmethode  auch  bei  den  höchsten  Rechnungen  sehr 
nützlich  sein  kann.  Die  Projektion  tou  Kurven  und  krummen 
Flächen  bringt  oft  überraschende  Vereinfachungen  in  ihrer  Quadratur 
hervor.  Aber  dieser  Gegenstand  erfordert  eine  besondere  Abhandlung, 
welche  ich  ans  Licht  zu  bringen  hoffe,"  Leider  wurde  dieses  Ver- 
sprechen nie  gehalten! 

Dem  18.  Jahrhunderte  verdanken  wir  ein  anderes  Werk  über 
die  Perspektive,  das  sich  an  Bedeutung  mit  der  Taylorschen  Per- 
spektive messen  kann,  Lamberts  „Freye  Perspective".  Seinem  Er- 
scheinen aber  gingen  einige  andere  Arbeiten  voraus,  die  unerwähnt 
zu  lassen,  unrecht  wäre. 

Edmond  Sebastian  Jeaurat  (1724 — 1803),  zuerst  „Ingenieur- 
geograph", dann  Professor  an  der  Pariser  Kriegsschide,  ist  der  Verfasser 
eines  „Traite  de  perspective"  (Paris  1750),  aus  dem  ein  kompetenter  Fach- 
mann^) wertvolle  neue  Konstruktionen  mitteilt.  Später  richtete  er  seine 
Gedanken  auf  die  Astronomie  und  gedachte  auf  dieselbe  die  Methoden 
der  Wissenschaft  anziiwenden,  mit  der  wir  uns  jetzt  beschäftigen;  so 
entstand  die  Abhandlung  „Projection  des  eclipses  de  soJeil,  assuj^tie 
aux  regles  de  la  perspective  ordinaire"  (Mem.  de  math.  et  phys.  pres. 
par  divers  sav.,  T.  IV,  Paris  1763,  S.  318— 335);  aber  in  dieser  Ab- 
handlung findet  der  Geometer  nichts,  was  ihn  interessieren  könnte, 
und  auch  die  Astronomen  lernten  darin  kein  neues  Verfahren  von 
praktischem  Wert  kennen^). 

Einem  anderen  Astronomen,  Nicolas  Ludwig  la  Caille 
(1713 — 1762),  verdanken  wir  die  „Le^ons  elementaires  d'optiqne", 
von  denen  wir  nicht  weniger  als  fünf  Auflagen  (Paris  1750, 
1756,  1764,  1808,  1810)  und  eine  lateinische  Übersetzung 
kennen  (Venedig  1774).  Für  uns  hat  gegenwärtig  nur  der  III.  Teil 
dieses  Werkes  Interesse,  weil  darin  die  Elemente  der  Perspek- 
tive mit  Hilfe  der  Rechnung  auseinandergesetzt  sind.  Der  Ver- 
fasser nimmt  drei  orthogonale  Koordinatenebenen,  von  denen  die 
a: «-Ebene  mit  der  vertikal  vorausgesetzten  Tafel  zusammenfällt;  die 
xy-'Ehene  ist  die  durch  das  Auge  geführte  Horizontalebene;  die  yz- 
Ehene  endlich  geht  auch   durch   das   Auge,   steht   aber  zu   den  zwei 


')  Poudra,  „Histoire",  p.  501.  *)  E.  Wolf  erwähnt  wohl  Jeanrat  in 

seiner  „Geschichte  der  Astronomie"  (München  1877),  sagt  aber  von   jener  Ab- 
handlung kein  Wort. 
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anderen  rechtwinklig.  Auf  der  Tafel  wird  ebenso  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  festgestellt,  dessen  a;-Achse  mit  derjenigen  des 
ßaumsystems  zusammenfällt.  Dana  sind  die  Koordinaten  x,  y,  s 
eines  beliebigen  Raumpunktes  mit  denjenigen  x! ,  y  seiner  Projektion 
durch  Gleichungen  folgender  Art  gebunden: 

x -- xd :  {d  +  y);    y^sd:{d  +  y); 
wo  d  die  Entfernung  des  Projektionszentrums  von  der  Tafel  bedeutet. 
Marolais  (s.  oben)  hatte  diese  schon  gefunden;  la  Caille  druckte  sie 
in  Worten  als  Proportionen  aus. 

Einen  ähnlichen  Zweck  verfolgt  die  Progi^ammabhandlung  „Per- 
spectivae  et  projectionum  theoria  generalis  analytica"  (Leipzig  1752) 
des  berühmten  Professors  A.  G.  Kästner  (1719 — 1800}.  Dasselbe 
gilt  von  dem  „Essai  sur  la  perspective  pratique  par  le  moyen  du 
calcul"  (Paris  1756)  von  C.  ßoy,  „graveur  en  taille  douce".  Eoy 
weiß  sehr  wohl,  daß  schon  vor  ihm  die  Perspektive  analytisch  be- 
handelt worden  ist,  bemerkt  aber,  daß  „il  est  etonnant  qu'il  ne  se 
trouve  nulle  application  du  calcui  dans  les  traites  de  perspective 
donneB  au  public  depuis  quelques  annees,  et  qu'il  faille  recourir  ä 
celui  de  P.  Tacquet,  1618,  ou  du  P.  Lamy".  Wir  müssen  nun 
aber  bemerken,  daß  man  wohl  mit  Recht  daran  zweifeln  darf,  daß 
der  Verfasser  die  von  ihm  angeführten  Werke  gekannt  habe;  denn 
Tacquet  war  im  Jahre  1618  erst  sechs  Jahre  alt,  konnte  daher 
weder  Pater  noch  Autor  sein;  und  außerdem  ist  Jn  seinem  uns  bereits 
bekannten  Buch  über  die  Perspektive  von  Rechnungsanwendung  über- 
haupt keine  Rede;  weiterhin  bemerkt  Montucla')  von  dem  „Traite 
de  perspective"  Lamys  (1640—1715),  daß  er  „est  plus  fait  pour  les 
peintres,  et  plus  relatif  au  coloris,  que  propre  aux  geonietres".  Alles 
das  glaubten  wir  nicht  unbemerkt  lassen  zu  dürfen,  um  die  Ver- 
breitung irrtümlicher  Ansichten  über  die  Geschichte  der  Anwendung 
der  Bechmmg  auf  die  Perspektive  zu  verhindern. 

Eine  bedeutendere  Originnlität  besitzt  die  Abhandlung  „De  perapec- 
tiva  in  theorema  unum  redacta"  (Bonon.  Comment.  III.  Bd.  1755,  p.  169 
bis  177).  Man  verdankt  dieselbe  Eustachius  Zanotti  (1709—1782;, 
einem  Schüler  des  Eustachius  Maufredi  (1674— 1739)  und  zugleich 
Nachfolger  desselben  auf  dem  Lehrstuhle  der  Astronomie  an  der 
Universität  zu  Bologna.  Indem  Zanotti  sieh  den  Gebräuchen  seiner 
Zeit  anschließt,  betrachtet  er  zwei  Grundebenen  MS  und  LF  (Fig.  66), 
die  erste  horizontal,  die  zweite  (die  Tafel)  vertikal;  er  setzt  ferner  voraus, 
daß  die  Tafel  zwischen  dem  Beschauerauge  0  und  dem  zu  betrach- 
tenden Punkte  N  liege.     Die  Gerade  NO  schneidet  die  Tafel  in  dem 

')  „Histüire  des  mathematiquea",  T.  I,  2,  Aufl.,  p.  711. 
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Punkte  X  der  Projektion  von  N-  wenn  nun  weiter  OF  und  NT  zur 
Tafel  rechtwinklig  sind,  so  wird  X  auf  der  Strecke  IF  liegen  und 
dieselbe  im  Verhältnis  Oi^:  iV/ teilen.  Diese  Bemerkung,  eine  Ver- 
allgemeinerung deijenigen,  die  wir  schon  bei  a'G-raresande  fanden, 
führt  zu  einer  ebenen  Konstruktion  des  gesuchten  Punktes  A'^.  Um 
zu  derselben  zu  gelangen,  ziehen  wir  durch  N  die  zur  Horizontal- 
ebene  rechtwinklige  Gerade  NM  und  eine  beliebige  Hllfsgerade,  die 
die  Ebene  MS  in  H  sehueiden  möge;  so  entsteht  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  MHN,  dessen  spitzer  Winkel  MHN  die  Neigung  tx  jener 
Hilfsgeraden  zu  der  Horizontalebene  darstellt.  Ist  ferner  ML  zur 
Tafel  rechtwinklig,  so  ist  ILMN  ein  rechtwinkliges  Parallelogramm 
und  daher   MX  =  IL.     Nehmen  wir  nun  zuletzt   noch  an,   daß   die 


Tafel  auf  die  Horizontalebeue  umgelegt  werde,  so  wird  die  Fig.  67 
entstehen.  In  dieser  ziehen  wir  nun  die  zu  LQ  parallele  Gerade  FA 
und  durch  3/  die  zu  X^  rechtwinklige  Gerade  ML;  ferner  verlängern 
wir  die  Gerade  3fL  so  weit,  bis  die  Verengerung  LI  gleich  der 
gegebenen  Höhe  des  Punktes  ist;  der  gesuchte  Punkt  X  wird  dann 
augenscheinlich  auf  die  Gerade  FI  fallen.  Es  sei  nun  ferner  Q  der 
Schnittpunkt  von  MH  mit  der  Grundlinie  LQ  und  ferner  die  Strecke 
Qü^  QH.  Durch  U  ziehen  wir  weiter  die  Gerade  UC,  so  daß  der 
Winkel  UCQ  =  a  wird,  und  durch  F  rechtwinklig  zu  FA  die 
Strecke  FP,  die  gleich  der  gegebenen  Entfernung  zwischen  dem 
Auge  und  der  Tafel  sein  soll.  Die  Gerade  PA  sei  zu  3IQ  parallel 
und  die  Strecke  AG  =  AP.  Zuletzt  sei  die  Gerade  AB  zu  PF 
parallel  und  die  Gerade  GP  zu  CU.  Die  Geraden  FI  und  BC 
schneiden  sich  dann  in  dem  gesuchten  Punkte  X.  Um  sich 
dessen  zu  vergewissern  genügt  es,  festzustellen,  daß  X  die  Strecke 
FI  in   dem   bereits  angegebenen  Verhältnis   teilt.     Zanotti    beweist 
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dies  in  einer  langen  Erörterung  euklidi sehen  Stils,  die  hier  wieder- 
zugeben wir  für  überilüasig  halten.  Nur  sei  bemerkt,  daß  die  obige 
Konstruktion  eine  beträchtliche  Vereinfachung  erfiihrt,  falls  der 
gegebene  Punkt  auf  der  Horizontalebene  liegt;  in  diesem  Falle  wird 
sie  mit  einer  schon  von  s'GraTesande  vorgeschlagenen  identisch. 

Gerade  von  diesem  besonderen  Falle  geht  nun  Zanotti  in 
«einem  „Trattato  teorieo  -  pratico  di  proapettiva"  (Bologna  1766)  aus, 
■welcher,  nach  einem  Biograph  Zauottis^)  eine  siegreiche  Kon- 
kurrenz mit  demjenigen'  von  Taylor-Jacquier  bestand.  In  diesem 
findet  sich  nach  einem  Abschnitte,  „welcher  die  Erklärungen  enthält" 
ein  zweiter  mit  der  "Überschrift  „von  der  Ikonographie",  und 
wo  die  oben  angeführte  Konstruktion  s'Gravesandes  durch  die 
folgende  ersetzt  wird:  Auf  der  Ge- 
raden, welche  durch  JP  (Fig.  68)  zur 
Grundlinie  („linea  della  terra")  ge- 
zogen ist,  trage  man  FD  =  der 
Entfernung  der  Äugen  von  der 
Tafel  ab  und  auf  der  Urundlinie 
selbst  LQ  =  LM;  die  Geraden  LF 
und  DQ  schneiden  sich  dann  in 
dem  gesuchten  Punkte  Z,  da  er 
die  Strecke  LF  in  dem  oben  an- 
gegebenen Verhältnisse  teilt.  Von 
dieser  Konstruktion  leitet  Zanotti 
in    seinem     III.   Abschnitte    („Von  Fig.  ^_ 

der   Orthographie")   eine  andere  ab, 

um  die  Perspektive  eines  beliebigen  Kaumpunktes  N  zu  finden,  die 
einfacher  ist  als  die  in  seiner  vorigen  Abhandlung  von  1755  aus- 
einandergesetzte, und  die  daher  eine  Erwähnung  verdient.  Wir  be- 
merken nämlich,  daß  aus  der  Fig.  6<i  die  Proportion  folgt 

I^'M  :XZ=FL:  FZ, 
und  daß  die  Projektionen  der  Punkte  M,  N  auf  eine  zur  Grundlinie 
rechtwinklige  Gerade  fallen  werden.  Kehren  wir  nun  zur  Fig.  68 
zurück  und  tragen  wir  auf  der  Verlängerung  von  31L  die  Strecke 
LN  =  der  Höhe  des  objektiven  Punktes  ab  und  verbinden  F  mit  N, 
dann  wird  die  Gerade  FN  die  Gerade,  welche  durch  Z  parallel  zu 
-''^X  JV"  gezogen  wird,  in  der  gesuchten  Perspektive  X  von  N  schneiden. 
Der  Kürze  wegen  wollen  wir  den  Beweis  fdr  die   Richtigkeit   dieses 


')  Man  sehe  den  uraprünglich  lateinisch  gescliriebenen  „Blogio"  vou 
L.  Palcani,  welcher,  ins  Italienische  überaetzt,  als  Einleitnng  zu  der  2.  Aufl. 
(Hilano  1826)  dpa  in  Rede  stehenden  „Trattato"  dient. 
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Verfahrens  hier  nieht  angeben  imd  nur  bemerken,  daß  Zanotti  auch 
die  Modifikationen  zeigt,  welche  jene  Konstruktion  erfordert,  wenn 
das  Objekt  zwischen  das  Auge  und  die  Tafel  fallt.  —  Der  IV.  Ab- 
schnitt des  betreffenden  „Trattato"  enthält  die  bekannten,  schon  von 
del  Monte  und  Stevin  angeführten  Sätze  über  die  Transformation 
eines  Systems  paralleler  Geraden  durch  Projektion  in  ein  eigentliches 
Büschel  oder  umgekehrt.  Der  V.  Abschnitt  betrifft  die  Schatten,  der 
VI.  Abschnitt  die  Perspektive  von  Kurven  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung des  Kreises,  der  VII.  Abschnitt  die  Perspektive  der  regel- 
mäßigen Polyeder  und  der  VIII,  Abschnitt,  welcher  rein  praktischer 
Natur  ist,  die  Perspektive  der  Zimmerdecken  und  der  Buhnen.  Die 
zwei  letzten  Abschnitte  sind  dagegen  wieder  theoretisch;  der  eine 
enthält  eine  Methode  zur  Zeichnung  der  Perspektive  ohne  Zuhilfe- 
nahme des  Giamdrisses^),  während  der  andere  sich  mit  der  Wieder- 
herstellung einer  Figur  beschäftigt,  von  der  eine  Perspektive  be- 
kannt ist.  Das  Werk  schließt  mit  einem  Nachworte  „über  ver- 
schiedene, die  Perspektive  betreffende  Fragen",  welche  nur  für  Künstler 
Interesse  hat. 

Mit  Rücksicht  darauf,  daß  es  zweckmäßiger  war,  alle  Bei- 
träge, welche  Zanotti  zur  Perspektive  geliefert  hat,  im  Zusammen- 
hang zu  betrachten,  haben  wir  uns  leider  gezwungen  gesehen,  die 
chronologische  Oidnung  fui  einen  Augenblick  zu  verlassen.  Denn 
schon  vor  dem  Erschemen  des  ,, Trattato  teorico-pratico  di  prospettiva" 
war  in  Deutschland  ein  sehr  originelles  Werk  veröffentlicht  worden, 
dessen  Verfasser  Johann  Heinrich  Lambert  (1728—1777)*)  war. 
Während  seines  fast  ein  halbes  Jahrhundert  dauernden  Lebens  hat 
Lambert  viele  wertvolle  mathematische  und  philosophische  Arbeiten 
geschrieben,  wobei  er  sich  beständig  bemüht,  die  Anwendungen  dei- 
exakten  Wissenschaften  in  das  gehörige  Licht  zu  setzen.  Eine  große 
und  wohlverdiente  Berähmtheit  erlangte  die  Abhandlung  „Insigniores 
orbitae  cometarum  proprietates"  (Wien  1761;  Augsburg  1771), 
welche  mindestens  eine  Erwähnung  in  jeder  Geschichte  der  Geometrie 
verdiente,  weil  darin  der  schöne  Satz  (heute  „Lambertscher  Lehr- 
satz" genannt)  dargelegt  wird:  „In  jeder  parabolischen  Bahnkurve 
eines  Punktes  hängt  die  Zeit,  in  welcher  ein  beliebiger  Bogen  be- 
schrieben wird,  nur  von  der  entsprechenden  Sehne  und  der  Summe 
der  Radiusvektoren  der  Bogenextreme  ab".  Dieser  Satz  hat  ein 
Analogen  in  dem   folgenden,   welchen   man   ebenfalls  Lambert  ver- 


')  Wurde  beim  Schreiben  dieses  AbtobnitteB  Zanotti  etwa  von  Lambert 
beeinflußt,  von  dem  wir  gleich  sprechen  werden?  *)  Seine  Biographie  be- 

findet sich  im  XXIII.  Abschnitt,  8,  408. 


y  Google 


Die  goldene  Periode  der  theoretiBchen  Perspektive.  607 

dankt:  „Betrachtet  man  in  zwei  Ellipsen,  welche  einen  gemeinsamen 
Brennpunkt  haben,  zwei  Bogen,  in  welchen  die  Sehnen  und  die 
Radiusvektoren  gleich  sind,  ao  ist  das  Verhältnis  der  entsprechenden 
Ellipsen  Sektoren  gleich  der  Quadratwurzel  des  Verhältnisses  der  ent- 
sprechenden Parameter".  Lagrange  und  Laplace,  auf  die  die 
Schönheit  dieser  Resultate  großen  Eindi-uck  machte,  haben  versucht, 
dieselben  analytisch  zu  begründen.  Es  gelaug  ihnen,  Lagrange 
aber  hat  dabei  gewissenhaft  anerkannt,  daß  in  diesem  Falle  die  Geo- 
metrie Siegerin  über  die  Analysw  geblieben  war. 

„Die  freye  Perspective,  oder  Anweisung  jeden  perspectivischen 
Aufriß  von  freyen  Stücken  und  ohne  Grundriß  zu  verfertigen" '), 
das  Werk,  welches  Lambert  einen  Ehrenplatz  in  der  Geschichte  der 
Perspektive  und  der  modernen  Geometrie  sichert,  zeigt  auch  den- 
jenigen, welche  die  wissenschaftliche  Physiognomie  des  Verfassers 
nicht  kennen,  deutlich,  daß  diesei'  zugleich  Mathematiker  und  Physiker 
war,  und  daß  er  in  seinen  wissenschaftlichen  Studien  stets  seinen 
Biiek  auf  die  praktischen  Anwendungen  richtete.  Sein  Hauptziel 
war,  das  Zeichnen  von  Perspektiven  unabhängig  von  einer  vorher- 
gehenden Zeichnung  einer  Orthogonalprojektion  zu  machen;  es  war 
ein  natürlicher  und  wohl  berechtigter  Wunsch,  den  wir  schon  bei 
anderen  angedeutet  fanden,  und  den  auch  schon  Taylor  in  seinem 
Werk  erfüllt  hatte.  Lambert  kannte  wahrscheinlich  dieses  Werk 
nicht,  jedenfalls  gab  er  einen  neuen  Weg  an,  um  jenes  Ziel  zu  er- 
reichen. 

Die.se  allgemeine  Bemerkung  vorausgeschickt,  wollen  wir  nun 
die  acht  Abschnitte  des  Lambertsehen  Werkes  durchgehen,  um 
ihreu  Inhalt   keunen    zu  lernen: 

L  Abschnitt.  „Von  den  Gründen  der  Perspektive,  und  den 
Gesetzen,  nach  denen  ebene  Flächen  und  darauf  stehende  Körper 
entworfen  werden."  Als  Erfahrungstatsachen  nimmt  Lambert 
die  folgenden  au:  a)  das  Licht  verbreitet  sich  geradlinig,  b)  die 
Tafel  vertikal  vorausgesetzt,  haben  die  Vertikailinien  eben  solche 
Geraden  als  Projektionen.  Er  setzt  ferner  ein  Beziehungs- 
syatem  als  gegeben  voraus,  dessen  Ebenen  die  Tafel,  die  ge- 
gebene Horizontalebene  und  eine  durch  den  Gesichtspunkt  (oder 
das  „Auge")  gehende  und  zu  den  zwei  anderen  rechtwinklig  stehende 
Ebene  seien.  Die  Schnittlinie  der  Tafel  mit  der  Horizontalebene 
nennt  er  Fundamental-  oder  Grundlinie  („ligne  de  terre"  in  der  fran- 
zösischen Übersetzung).     Die  Entfernung  (Fig.  69)   des  Auges  0  von 


')  I.  Aufl.,  Zürich  1769;  II.  AuH.,  ib.  1774.     Man  selie  aacli  „La  perapec- 
B  affranchie  de  rembwras  du  plwi  gfometral",  Zürich  1759. 
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der  Horizontalebene  OS,  heißt  die  „Höhe  des  Auges",  der  Fußpunkt 
P  des  von  0  auf  die  Tafel  gefällten  Lotes  ist  der  „Augenpunkt" 
und  die  Länge  der  Strecke  OP  die  „Entfernung";  endlich  nennt  er 
die  durch  den  Augenpunkt  gehende  horizontale  Gerade  die  „Horizon- 
tallinie".  Q  sei  der  vierte  Eckpunkt  des  rechtwinkligen  Parallelo- 
gramms POSQ,  0  ein  beliebiger  Punkt  der  Horizontalebene  und  c 
die  Projektion  desselben.  Ist  q  der  Schnittpunkt  der  Geraden  08 
mit  der  Grundlinie,  so  wird  q  oifenbar  die  Horizontalprojektion  von 
c  sein.  Wir  ziehen  nun  durch  G  in  der  Horizontalebene  eine  belie- 
bige Hilfsgerade,  welche  die  Grundlinie  in  M  sehneiden  möge^  und 
durch  0  die  zu  CM  parallele  Gerade,  welche  die  Tafel  in  dem  auf 
der  Horizontallinie  gelegenen  Punkte  p  echneidet;  pM  wird  die  Pro- 
jektion   von  IM   sein.     Alle   zu    CM  parallelen    Geraden   haben  als 


Projektionen  Geraden,  welche  durch  p  gehen,  einen  Punkt,  welcher 
nur  von  dem  Winkel  «  abhängt,  welchen  sie  mit  der  Grundlinie,  oder 
von  demjenigen  ß  =  --  ~~  a  („Deklination"  genannt),  welchen  sie  mit 
einer  zur  Grundlinie  rechtwinkligen  Geraden  bilden.  Um  eine  dieser 
Geraden  festzustellen  empfiehlt  es  sich  (Fig.  70)  den  Punkt  zu  geben, 
in  dem  sie  die  Gerade  SQ  Bchneidet.  Dann  bemerken  wir  als  Folge 
der  dargelegten  Konstruktion,  daß  Winkel  POp  =^  QCM  =  ß  und 
deshalb  auch  Pp  =  OP  tang  ß  ist.  Wenn  nun  ß  bekannt  ist,  so 
können  wir  von  P  aus  auf  der  Horizontal  Ho  ie  die  Strecke  OP 
taug  ß  abtragen.  AVir  erhalten  so  zwei  Punkte,  durch  deren  einen  a 
die  Projektionen  aller  Geraden  der  Horizontalebene,  welche  mit  der 
GrrundÜnie  den  Winkel  ß  bilden,  geben.  Setzt  man  ferner  vorans, 
daß  OP-^PQ  sei,   so  werden   die   Dreiecke   PQp,  POp  kongruent 
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Bein  und  infolge  dessen  aucii  die  Winkel  PQp,  POp  und  ß.  Be- 
schreibt man  dann  auf  der  Tafel  einen  Kreis  mit  Q  als  Mittelpunkt 
und  QP  als  Halbmesser  und  zieht  durch  q  die  auf  der  Tafel  liegenden 
Geraden,  welche  mit  QP  die  Winkel  von  1",  2", . .  .  bilden,  so  wird 
auf  der  Horizontallinie  eine  R«ihe  („Skala")  von  Punkten  entstehen, 
■welche  wir  entsprechend  mit  1**,  2", . .  .  bezeichnen  wollen.  Mit  Hilfe 
dieser  Skala  (welche  sich  schon  bei  la  Caille  vorfindet)  kann  man 
viele  Konstruktionen  auf  der  Tafel  ausführen,  sobald  man  bemerkt 
hat,  daß  zwei  Gerade,  deren  Deklinationen  ß  und  ß'  sind,  unterein- 
ander den  Winkel  ß' —  ß  bilden.  Aus  dieser  Beobachtung  ergibt 
sich,  daß,  wenn  zwei  Geraden  der  Horizontalebene  untereinander  den 
Winkel  y  bilden,  ihre  Projektionen  durch  zwei  Punkte  obiger  Skala 
gehen,  deren  Zahlen  den  Unterschied  y  haben.  An  dieser  Stelle 
fühi-t  Lambert  eine  nur  ihm  eigentümliche  Nomenklatur  ein,  die 
aus  den  folgenden  Sätzen  erhellt:  I.  Zwei  Gerade  der  Tafel,  welche 
durch  denselben  Punkt  der  Horizontallinie  gehen,  werden  „parallele" 
genannt  (weil  sie  die  Projektionen  paralleler  Geraden  sind).  H.  Eine 
auf  der  Horizontailinie  rechtwinklig  stehende  Gerade  heißt  perpen- 
diknlar  (weil  sie  die  Projektion  einer  Vertikallinie  ist).  lU.  Jedem 
Winkel  auf  der  Tafel  wird  die  Geradenanzahl  zugeschrieben,  welche 
der  entsprechende  Winkel  der  Tafel  enthält.  IV.  Endlich  behält  auch 
das  Bild  jeder  Strecke  das  Maß  ihrer  Länge  auf  der  Horizontalebene 
bei.  Mit  Hilfe  dieser  Nomenklatur  (welche  die  Grundlage  einer 
„perspektivischen  Geometrie"  bildet)  wird  die  Bedeutung  folgender 
von  Lambert  aufgelösten  Aufgaben  klar  werden:  L  Durch  einen 
gegebenen  Punkt  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  einer  gegebenen 
Geraden  parallel  ist.  H.  Durch  einen  auf  einer  Geraden  gegebenen 
Punkt  eine  andere  Gerade  zu  ziehen,  welche  mit  der  ersteren  einen 
gegebenen  Winkel  bildet.  IH.  Wenn  die  Seiten  einer  Figur  und  ihre 
Lage  uebst  den  Winkeln  gegeben  sind,  die  Figur  zu  entwerfen. 
IV.  Die  Perspektive  eines  Kreises  zn  konstruieren,  von  dem  man  eine 
Sehne  kennt,  die  einem  Bogen  von  gegebener  Größe  entspricht. 
Betreffs  der  Losung  der  metrischen  Fragen  bemerkt  Lambert,  daß, 
wenn  Ä'B'C'D'  ein  Viereck  auf  der  Tafel  ist,  und  wenn  A'B'  und 
CD'  in  der  Horizontallinie  sieh  schneiden,  während  A'C  und  B' D' 
untereinander  parallel  sind,  ÄBCD  ein  Parallelogramm  sein  wird 
und  daher  AB=CD,  AC  =  BD,  AD  =- BC  sind.  Kennt  man 
daher  eine  Skala,  deren  Träger  eine  zur  Grundlinie  parallele  Gerade 
ist,  so  ist  es  leicht,  jede  zu  derselben  parallele  Strecke  zu  messen. 
Die  analoge  Fr^e  in  bezug  auf  eine  beliebige  Strecke  ist 
schwieriger;  ihre  Lösung  gibt  Lambert  mit  Hilfe  des  folgen- 
den   Problems:      Gegeben    aiif   der    Tafel    ein   Winkel,    dessen    Seite 
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S'Q'   horizontal   ist.     Der   Punkt  S"    ist    derart   zu    bestimmen,    daß 
ES^RQ  sei". 

II.  Abschnitt.  „Von  der  geschickten  Lage  des  Auges  und  der 
EntfernuQg  der  Tafel  von  deniselbigen."  Bemerkungen  und  Eatschläge 
für  die  Künstler  bestimmt. 

III.  Abschnitt.  „Von  Terschiedeiien  Instrumenten,  dadurch  die 
Ausübung  der  Perspektive  verkürzt  wii-d."  Das  hauptsächlichste  Instru- 
ment, dessen  Gebrauch  von  Lambert  angeraten  wird,  ist  der  „op- 
tische" oder  „Proportiouszirkel",  dessen  Anwendung,  wie  wir  gesehen 
haben  {S.  590),  die  Veranlassung  zu  einem  Streit  zwischen  Desargues 
und  Vaulezard  um  die  Prioritiit  der  Erfindung  gab.  Lambert 
acheint  diese  Vorgänger  nicht  gekannt  zu  haben.  Aber  er  war  so 
überzeugt  von  dem  Nutzen  des  Proportions  zirkeis,  daß  er  ihn  zum 
Gegenstand  einer  besonderen  Publikation  machte.*) 

IV.  Abschnitt.  „Die  Ausübung  obiger  Kegeln  in  ausführlichen 
Esempeln."  Hier  werden  die  im  I.  Abschnitt  gegebenen  Vorschriften 
auf  die  Zeichnung  der  Schatten  angewandt. 

V.  Abschnitt.  „Von  der  Entwerfung  schiefliegender  Linien  und 
Flächen,  und  dessen,  was  darauf  vorkommt,"  In  diesem  wichtigen 
Teil  seines  Werkes  hat  sieh  Lambert  die  Aufgabe  gestellt,  die  Er- 
gebnisse des  I  Abschnitts  in  der  Weise  zu  modifizieren,  daß  sie  auch 
für  den  Fall  anwendbar  sind,  daß  die  Tafel  nicht  vertikal  ist.  Unter 
den  von  ihm  eingeführten  Begriffen  mögen  diejenigen  von  der  Spur- 
(„Kuotenlinie"  nach  Lambert)  und  der  Fluchtlinie  („Grenzlinie"  nach 
Lambert)  einer  Ebene  (§§  165—167),  und  der  Begriff  der  ent- 
sprechenden Punkte  einer  Geraden  angeführt  werden.  Für  den  Fall, 
daß  die  Orthogonalprojektion  des  Gesichtspunktes  auf  der  Horizontal- 
ebene  luf  die  Grunllinie  fällt  gibt  Lan  beit  die  Anweisung  aut  der 
Honzont^llin  e  der  T  ifel  eine  &kala  zu  entwerfen  nalog  derjenigen 
welche  im  I  Abschnitt  konstruiert  unl  1  enufzt  wurde  Untei  den 
zahlreichen  von  ihm  aufgelösten  Aufgaben  wjilen  wir  diejenige  ei 
wähnen  welche  die  Gerade  zu  zeichnen  ■vti-sut.ht  die  eine  Ebene 
rechtwinklig  schneidet  um  Jen  Leser  larauf  iufmerk''am  zu  macheu 
diß  das  Limbertsche  "Verfdhien  si  h  v  m  unsrigen  weitei  entfernt 
ils  das  von  Ti^Idt  ingenanlte 

^I  Absei  nitt  \erschiedene  Anmerkungen  und  Beispiele  so 
zu  Erläuterung  dessen  dienen  was  erst  von  der  Zeichnung  schiet 
hegender  Flachen  gelehrt  woiden       Den  Praktikern  g  wilmet' 


kurzgefaßte  heg?  eu  i  eraj  ekt  v  «  Ij  n  Zpichnungen.  erai  tte  st  e  nea  z  i 
deren  Auadl  ng  so  wie  auch  zu  ge  metr  sehen  Zeichnungen  e  genchteteu 
Proporh  nalz  rkels      A  gaturg    I   Aufl    1   rp    11    'i.ui    1     0 
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VII.  Abschnitt.  „Yon  der  perspektivischen  Entweifung  aus 
einem  unendlich  entfernten  Gesichtspunkt."  Die  so  entstehende  Pro- 
jektion wird  von  Lambert  (nur  in  der  1.  Auflage)  „orthographisch", 
„militär"  oder  „kavalier"  genannt.  Er  bemerkt,  daß  es  dasselbe  sei, 
eine  endliche  Figur  von  einem  unendlich  entfernten  Mittelpunkt  aus 
oder  eine  unendlich  kleine  Figur  von  einem  endlieh  entfernten  Zentrum 
aus  zu  projizieren.  Die  Wichtigkeit  dieser  Beobachtung  für  die 
Lehre  von  den  Schatten  wird  ausführlich  dargelegt,  für  den  Fall,  daß 
die  Lichtquelle  im  Unendlichen  liegt. 

Der  VIII.  (letzte)  Abschnitt  behandelt  die  „Umgekehrten  Auf- 
gaben der  Perspektive",  ein  Thema,  welches,  wie  wir  sahen,  schon 
von  del  Monte  und  Vaulezard  gestreift  wurde,  und  dessen  theo- 
retische wie  praktische  Wichtigkeit  außer  Zweifel  steht.  Es  handelt 
.sich  hier  darum,  die  Bedingungen  au  bestimmen,  unter  welchen  eine 
gegebene  Pevspektive  entworfen  wurde,  d.  h.  die  Lage  des  Gesichts- 
punktes und  der  Tafel  zu  finden.  Im  gewöhnlichen  Leben  pflegt  man 
diese  Untersuchung  durch  praktische  Versuche  anzustellen,  wenn  man 
ein  Gemälde  betrachtet.  Die  Tatsache,  daß  Lambert  jene  Frage 
rationeli  lösen  und  fei-ner  zwei  orthogonale  Projektionen  eines  Körpers 
aus  einer  Projektion  ableiten  wollte,  hat  dazu  geführt,  daß  man 
ihn  zu  den  Begründern  der  heutigen  Pbotogrammetrie  rechnet.') 
Ausdrücklich  sagt  er  zwar  nicht,  daß  jene  Aufgabe  unbestimmt  ist; 
stillschweigend  aber  wird  diese  Unbestimmtheit  zugestanden  und 
durch  Hinzufügung  neuer  Angaben  vermindert.^)  In  zahlreichen  und 
interessanten  Beispielen  wird  von  Lambert  die  Auffindung  der  Lage 
des  Gesichtspunktes  in  bezug  auf  die  vertikal  vorausgesetzte  Tafel 
ausgeführt.  Die  Lösung  des  obigen  Problems  ist  keine  erschöpfende 
und  konnte  es  auch  nicht  sein,  da  die  Ersehe inungsfonuen,  unter 
denen  es  einem  begegnen  kann,  unendlich  sind;  die  Fälle  aber,  welche 
Lambert  betrachtet  und  behandelt,  sind  sehr  geschickt  gewählt  und 
behandelt. 

Eine  Fortsetzung,  gewissermaßen  einen  Anhang  zu  diesen 
Abschnitten  der  „Freyen  Perspective"  bildet  eine  ¥on  Lambert 
hinterlasaene  Abhandlung  mit  dem  Titel:  „Die  vornehmsten  und 
brauchbarsten  Grundsätze  der  Perspective,  aus  Betrachtiing  einer  geo- 
metrisch gezeichneten  Landschaft  abgeleitet"  (Hindeuburgs  Archiv  1799). 
Dieser  Titel   könnte    den   Glauben   erwecken,    daß    diese  Arbeit   rein 


')  \gl  dl©  seiiöne  Rede  von  J.  Schur,  „J.  H.  Lambert  ak  Greometer"; 
Jahreabet  der  Deutsciien  Mathem.-Yer.,  Bd.  XIV,  1906,  8.  196.  ')  Z.  B.  setzt 
er  an  *mer  Stpüp  loraua  daß  ein  auf  der  Tafel  gezeichnet«!  Viereck  die  Per- 
spfktive  eines  Quadrates  oder  eines  Rechtecks  gegebener  Art  sei. 
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didaktischer  Natur  wäre;  aber  der  folgende  Auszug  wird  zeigen,  daß 
ihr  Zweck  ein  ganz  anderer  war,  denn,  um  der  Schlußkette  Lamberts 
folgen  zu  können,  ist  es  unbedingt  notwendig,  schon  die  Prinzipien 
der  Perspektive  zu  kennen.  Er  bemerkt  zunächst,  daß  die  Maler  die 
Kegeln  der  Perspektive  nicht  befolgen;  daher  schlägt  er  eine  Unter- 
scheidung zwischen  „Landschaft"  und  „Prospekt"  vor,  indem  er  den 
letzteren  Namen  den  Landschaften  vorbehält,  bei  denen  jene  Prinzipien 
streng  befolgt  werden.  Indem  er  sodann  einen  (aus  einem  Turm 
und  einem  Haus  bestehenden)  Prospekt  als  gegeben  voraussetzt,  be- 
stimmt er  mit  Hilfe  desselben  und  durch  ein  sehr  geistreiches  Ver- 
fahren den  „Horizont"  und  den  „Augenpunkt";  dieses  Verfahren 
hängt  seiner  Natur  und  seinem  Zweck  nach  mit  dem  letzten  Ab- 
schnitt der  „Frejen  Perspective"  eng  zusammen.  Lambert  schließt 
die  Darlegung  derselben  durch  die  folgende  Bemerkung:  „Das  bloße 
Augenmaß  ist  bei  Zeichnungen  von  Aussichten  etwas  sehr  Mißliches, 
und  so  sehr  man  auch  den  Malern  die  Übung  desselben  einschärft 
nnd  den  Gebrauch  des  Zirkels  untersagt,  so  sehr  könnten  die  Käufer 
und  Liebhaber  sieh  ausbitten,  daß  wenigstens  bei  Zeichnungen  von 
Landschaften  nnd  Aussichten  der  (rebraucb  des  Lineals  und  Zirkels 
nicht  nur  gestattet,  sondern  als  etwas  schlechthin  Unentbehrliches 
gefordert  werde."  Wurden  diese  vernünftigen  Ratschläge  von  den 
Künstlern  und  ihren  Mäcenaten  befolgt?  Wir  haben  Gründe  genug, 
um  daran  zu  zweifeln! 

Fünfzehn  Jahre  nach  der  Veröffentlichung  der  „Frejen  Perspec- 
tive" machte  sich  das  Bedürfnis  nach  einer  Neuauflage  fühlbar. 
Lambert  beschränkte  sich  dabei  auf  einige  kleinere  Verbesserangen 
des  Testes.^)  Jedoch  fügte  er  zu  dem  aJteji  Bande  einen  neuen  hinzu, 
welcher  wichtige  „Anmerkungen  und  Zusätze"  enthält.  In  dem  ersten 
dieser  Zusätze  gibt  Lambert,  mit  freier  Benutzung  der  Geschichts- 
werke  des  Montucla  und  Saverien,  eine  flüchtige  Übersicht  über 
die  wichtigsten  Arbeiten  über  Perspektive,  In  einem  anderen  gibt 
er  kleine  Zusätze  zu  der  behandelten  Lehre,  welche  sehr  wohl  auch 
im  Text  selbst  hätten  Platz  finden  können.  Bei  zwei  längeren  Zu- 
sätzen müssen  wir  einen  Augenblick  verweilen.  In  dem  einen  Zusatz 
(zu  §  12)  setzt  Lambert  die  zahlreichen  Verfahren  zum  Entwerfen 
von  Perspektiven  auseinander,  welche  vor  ihm  bereits  durch  Dürer, 
Danti  usw.  empfohlen  worden  waren;  andere  werden  von  ihm  selbst 
hinzugefügt.  Der  zweite  wichtige  Zusatz  reiht  Lambert  zu  den 
Begründern   der   „Geometrie    des    Lineals".^)     Da    wir   keinen    Raum 

')  Die  Vermehrung  der  Paragraphen  von  310  auf  315  ist  nur  scheinbar  und 
die  Folge  eines  Versehens,  da  dem  g  310  der  g  315  folgt.  *)  Chasles,  „Aper9U 
historique",  p.  186;  Cremona,  „Geometria  projettiva",  Turino  1873,  p.  123. 
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haben,  nm  den  Inhalt  desselben  hier  ausführlich  wiederzugeben,  wollen 
wir  uns  damit  begnügen,  die  behandelten  Aufgaben  wiederzugeben 
und  zu  bemerken,  daß  ihre  Auflösungen  auf  denselben  Prinzipien 
beruhen,  welche  Lambert  zur  ,jperBpetti vischen  Geometrie"  (m.  s. 
S.  609)  geführt  haben: 

I.  Durch  vier  gegebene  Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
sondern  von  denen  jeder  außerhalb  des  tou  den  drei  Übrigen  gebil- 
deten Dreiecks  liegt,  vermittels  des  bloßen  Lineals  mehrere  Punkte 
zu  bestimmen,  die  mit  den  vier  gegebenen  in  dem  Umkreis  einer 
Ellipse  liegen.  (Lambert  bemerkt  ausdrücklich,  daß  die  Aufgabe 
unbestimmt  ist,  daß  sie  aber  durch  Hinzufügung  eines  fünften  Punktes 
aufhört,  unbestimmt  zu  sein,  und  so  gelangt  man  zu  einer  sehr 
leichten  Konstruktion  des  durch  fünf  Punkte  bestimmten  Kegel- 
schnittes.) IL  M'^enn  ein  Parallelogramm  gegeben  ist,  bloß  mit  einem 
Lineal  durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Linie  zu  ziehen,  die  mit 
einer  gegebenen  Geraden  parallel  ist.^)  IIL  Ein  Kreis  nebst  seinem 
Mittelpunkt  ist  gegeben;  auf  eine  gegebene  Gerade  von  einem  Punkt 
die  Senkrechte  mit  bloßem  Lineal  zu  ziehen.  IV,  Eine  Linie  sei  in 
zwei  gleiche  Teile  geteilt;  dieselbe  mit  bloßem  Lineal  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile  zu  teilen.^)  V.  Es  sind  zwei  Linien  gegeben, 
welche  sich  in  einem  Punkte  außerhalb  der  Tafel  schneiden;  mit 
bloßem  Lineal  und  ohne  Verlängerung  dieser  Linien  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  eine  Linie  zu  ziehen,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
der  gegebenen  Linien  hindurchgeht.  (Die  von  Lambert  empfohlene 
Konstruktion  ist  noch  heute  in  Gebrauch;  sie  stützt  sich  auf  die  har- 
monischen Eigenschaften  des  vollständigen  Vierecks.)  VI.  Zwei  Linien 
sind  beide  in  zwei  gleiche  Teile  geteilt;  zu  einer  gegebenen  Geraden 
eine  Parallele  zu  ziehen.  VII.  Den  Pjthagoraei  sehen  Lehrsatz  mit 
bloßem  Lineal  perspektivisch  zu  zeichnen.  VIII.  Ein  Kreis  und  dessen 
Mittelpunkt  ist  gegeben;  einen  beliebigen  Bogen  desselben  in  zwei 
gleiche  Teile  zu  teilen.  IX.  Zwei  Strecken  J.6'  und  BD  mögen  sich 
im  Punkte  E  derart  schneiden,  daß  AE  =  EC,  ED  =  2BE  ist.  Es 
soll  mit  bloßem  Lineal  ein  Parallelogramm  gezeichnet  werden. 
X — XH.  Zeichnung  von  Parallelen  mit  anderen  Systemen  von  Daten. 
XIII.  Wenn  der  Winkel  ABE  gleich  dem  Winkel  EBF  ist,  mit 
bloßem  Lineal  auf  EB  durch  B  die  Senkrechte  zu  ziehen.*) 

')  Cremona,  a.  a.  0.,  p.  57.  *)  Ebenda,  p.  58.  ')  Wollte  man  alle 

Beitrage  aufzählen,  l^eklle  Lambert  Kür  Perspektive  gegeben  hat,  eo  maßte 
man  auch  die  korze  Arbeit  „Sur  la  perspective  aerienne"  (Nouv.  Mem.  de 
lAcad  de  Berhn,  annee  1774,  p.  74—80)  erwähnen,  wo  die  Anwendung  der 
Mathematik  auf  die  „degradatjon  de  la  couleur  des  objets  par  rappovt  ä  leur 
eloignement  et  ä,  la   Constitution  de  l'atmospliere"  veraucht  wird;  im  Test  haben 
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Um  uaseren  Lesern  eine  Idee  der  von  Lambert  angewandten 
A''erfaliren  zu  geben,  möge  die  Auflösung  der  V.  Aufgabe  dienen: 
„Sind  AC  und  SD  die  Geraden,  die  iu  einem  Punkte  außerhalb  der 
Tafel  zusammenlaufen,  und  E  der  gegebene  Punkt;  durch  E  ziehe 
man  zwei  Geraden  AH,  GJB  und  dann  AB,  GH,  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitt K-  aus  K  ziehe  man  die  Gerade  KCD  und  dann  CH  und 
G-D;  ist  F  der  Durehschnittspunkt  der  letzteren,  so  ist  EF  die  ge- 
suchte Gerade." 

Die  Ideen  und  Methoden  Lamberts,  welche,  wie  wir  sahen  (S.  606), 
wahrscheinlich  schon  auf  E.  Zanotti  einen  Einfluß  ausübten,  blieben 
ohne  jegliche  Wirkung  auf  einen  italienischen  Architekten,  Maler  und 
Professor  Baldo.ssare  Orsini  (1732 — 1810),  welcher  hier  eine  bei- 
läufige Erwähnung  verdient  als  Verfasser  eines  dreibändigen  Werkes 
„Della  geometria  e  prospettiva  pratica"  (Rom  1773),  in  dem  wir  nichts 
Neues  gefunden  haben.  Dagegen  haben  jene  Ideen  und  Methoden  einen 
warmen  Bewunderer  an  einem  deutschen  Universitätsprofessor  Johann 
Gustav  Karsten  (Vlb'2 — 1787)  (vgl.  S.  357}  gefunden,  der  aus  ihnen 
die  Anregung  zur  Abfassung  eines  Teils  seines  kolossalen  (achtbän- 
digen) Werkes  „Lehrbegriff  der  gesamten  Mathematik"  (Greifswald 
1767 — 1777)  schöpfte,  das  er  während  seines  Professorats  in  Halle a.S. 
herausgab,')  Es  ist  der  vorletzte  Band  (1775)  dieses  Handbuchs 
(„Die  Optik  und  die  Perspektive"),  noch  genauer  sein  II.  Teil  (S.  110 
bis  928),  wo  der  auch  vom  Verfasser  zugestandene  Einfluß  von 
Lambert  unverkennbar  ist.^)  Aber  Karsten  hat,  wenn  er  auch 
Begriffe  und  Verfahren  auseinandersetzt,  die  nicht  sein  Eigentum 
waren,  in  dieselben  ein  Element  eingeführt,  dessen  Hilfe  Lambert 
abgelehnt  hatte,  nämlich  die  Rechnung;  auf  diese  Weise  gelang  es 
ihm,  zu  den  Resultaten  seines  Vorgängers  manches  hinzuzufügen. 

Nicht  alle  Kapitel  der  genannten  Karatenschen  Arbeit  verdienen 
eine  besondere  Erwähnung  in  einer  Geschichte  der  Linearperspektive; 
keines  aber  darf  von  dem  außer  Betracht   gelassen   werden,   der  eine 

wir  derBelben  keine  Fr\sä!inung  gttan  la  sie  ehir  z  ir  Pliysik  al«  zur  Uejmetrie 
gebort  Cvgl    s   d80) 

')  Mit  Recht  bemerkt  h-arsten  daß  die  \ou  LamljPrt  yurgesi,iilagPU''n 
Konstruktionen  st  einfach  Bind  laß  sie  nicht  von  der  Kritik  betrcften  werden 
die  die  Inaugi raldisaertation  ALF  Meistera  ^n24— 178»)  Instiuinentum 
acenographicam.  cujus  ope  ichonographia  et  orthograpbia  iBvenire  scenographiam 
esponit      (jottingen  1763j  enthält  ^)  Die  Per  [.elitive  m  das  System  der  ge 

samten  Mathematik  einzufügen  entspncht  e  ner  Gewohnheit  die  man  bis  anf 
dae  MittelallPF  zuiückfuhrpn  kann  und  welcher  sich  schon  vor  Karsten  Ä  G 
Kästner  1719— 1780j  la  seinem  Unterricht  getreulich  anschloß  man  sehe  ^^gl 
S  J56)  seine  Anfangegruiide  der  Arithmetik  Gfornntrie  ebene  und  sphanscbei 
rngonom.ptriP  und  !  ers]  ektive      I    \vÄ     Gottingen  luS 
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klare  Idee  von  der  Arbeit  sich  oder  anderen  verschaffen  will.  Indem 
Karsten  der  Gewohnheit  seiner  Zeit  folgt,  geht  er  zunächst  von  der 
Voraussetzung  aus  {I.  Abschnitt),  daß  die  Tafel  vertikal,  und  daß 
femei'  eine  horizontale  Ebene  gegeben  sei,  auf  welche  alle  betrach- 
teten Figuren  orthogonal  projiziert  werden;  er  weist  sofort  darauf 
hin,  daß,  wenn  man  die  Perspektive  der  Pnubte  jener  Horizontal- 
ebene  zu  finden  weiß  (Problem  der  „perspektivischen  Ichonographie"), 
es  dann  auch  leicht  ist,  diejenige  eines  beliebigen  Punktes  zu  zeichnen 
(Problem  der  „Seenographie").  Nachdem  er  so  die  Wichtigkeit  der 
perspektivischen  Ikonographie  außer  Zweifel  gesetzt  hat,  wendet  sieh 
der  Verfasser  zn  ihrer  Entwicklung  und  Anwendung  (Abschnitt  II 
bis  IV)  —  wobei  er  interessante  historische  Nachrichten  gibt  —  und 
den  Gebrauch  des  Proportionszirkels  erklärt,  dessen  Anwendung  auf  die 
Perspektive  er  auf  Desargues  zarüekfiihrt.  Im  V.  Abschnitt  werden 
in  einfacher  Weise  die  Formeln  gefunden,  welche  die  Cartesischen  or- 
thogonalen Koordinaten  x,  y  der  Horizontalebene  mit  den  Koordinaten 
i,  U  ihrer  Perspektive  verbinden;  in  ihrer  einfachsten  Forjn  lauten 
diese  Formeln  folgendermaßen: 

t  =  Dx:L-  X,     u  =  I)y  :  L  -  x, 

deren  Ähnlichkeit  mit  den  bereits  von  Marolaie  und  la  Caille 
(s.  S.  603)  gefundenen  augenscheinlich  ist;  T)  und  L  sind  gewisse 
Eonstanten  der  Aufgabe.  Im  VI.  Abschnitt  werden  die  Prinzipien  der 
Szeaographie  gelehrt  und  in  dem  folgenden  die  Vorschriften  zur  Aus- 
führung der  Perspektive  auf  eine  nicht  vertikale  Tafel.  Hier  verall- 
gemeinert der  Verfasser  unter  anderem  auch  die  obigen  Formeln  und 
erweitert  so  bedeutend  ihr  Ajiwendbarkeitsgebiet;  z.  B.  lernt  man  so 
alle  Prinzipien  zur  Zeichnung  der  Schatten,  Prinzipien,  welche  im 
XL  Abschnitt,  unter  der  Überschrift  „Atigemeine  Theorie  der  Scia- 
graphie'"),  entwickelt  sind.  Nicht  der  Wissenschaft,  sondern  der 
Kunst  sind  die  Abschnitte  IX  und  X  gewidmet.  Hier  werden  die  Vor- 
schriften gegeben,  nach  welchen  die  Lage  des  Augenpunktes  gewählt 
werden  muß.  Weiter  wird  auf  die  Übelstände  hingewiesen,  die  ent- 
stehen, wemi  man  eine  Perspektive  von  einem  Punkte  aus  betrachtet, 
der  mit  dem  vom  Zeichner  der  Perspektive  gewählten  Augenpunkte 
nicht  zusammenfällt.  Um  nun  aber  solche  Übelstäude  vermeiden  zu 
können,  sind  Normen  nötig,  die  dazu  befähigen,  die  Lage  des  Augen- 
punktes  für    eine    gegebene    Perspektive   zu    finden;    sie    werden    im 


')  Nacii  Karsten  wurde  dieser  Name  zum  ereteu  Male  in  der  Abhandlung 
von  ,1.  M.  Hase  (1684—1742),  „Sciagraphiae  integri  tractatus  de  conetructionis 
wapparum   omnis  generis"  (Lipeiae  1717)  gebrauclit. 
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XII.  Abschnitt  gelehrt,  welchen  man,  wie  den  VII.  Abschnitt  der  „Freyen 
Perspective",  als  einen  Teil  der  heutigen  Photogrammetrie  ansehen 
kann.  In  der  weiteren  Erörterung  geht  Karsten  von  der  Voraus- 
setzung aus,  daß  das  Projektionszentrum  in  das  Uneadliclie  rücke, 
und  bestimmt  die  Modifikationen  (Abschnitt  XIII  und  XIV),  welche 
die  vorigen  Konstruktionen,  Formeln  und  Sätze  erleiden;  wir  müssen 
dazu  bemerken,  daß  unser  Qeometer,  dem  Beispiel  Lamberts  (I.  Auf- 
lage) folgend,  den  Namen  „orthographisch"  auf  alle  Parallelprojek- 
tionen anwendet.  Die  Abschnitte  XV— XVII  enthalten  eine  inter- 
essante Theorie  von  den  Kegelschnitten  als  Perspektiven  des  Kreises 
betrachtet.  Als  eine  Fortsetzung  derselben  können  die  Abschnitte  XXVIII 
bis  XXX  angesehen  werden,  wo  die  Projektionen  der  Kegelschnitte 
untersucht  werden  und  insbesondere  die  Frage  behandelt  wird,  welche 
Lage  man  dem  Augenpunkt  geben  muß,  um  von  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  eine  Projektion  gegebener  Art  zu  erhalten.  Die  übrigen 
Abschnitte  XIX^XXVIII  behandeln  einen  Gegenstand,  welchen  man 
heute  lieber  der  mathematischen  Geographie  oder  der  Geodäsie  zu- 
rechnet, nämlich  die  verschiedenen  Arten  der  Projektion  einer  Kugel 
auf  eine  Ebene:  stereographische,  orthographische  und  Zentralprojek- 
tion.    Es  hat  keinen  Zweck,  hier  dabei  zu  verweilen. 

Der  Erfolg  des  Karstenachen  Werkes  erhellt  daraus,  daß  sehr 
bald  der  Wunsch  nach  einer  zweiten  Auflage  laut  wurde.  Diese  Neu- 
auflage wurde  nach  einem  etwas  anderen  Plan  hergestellt  und  trägt 
auch  den  Titel  „Anfangsgi-iinde  der  mathematischen  Wissenschaften" 
(1778^1786).  Hier  wird  im  IV.  Band,  betitelt  „Die  optischen  Wissen- 
schaften'" (1780),  die  Perspektive  behandelt;  aber  während  ihr  in  der 
1.  Auflage  818  Seiten  gewidmet  waren,  muß  sie  sich  iu  der  zweiten 
mit  ungefähr  100  Seiten  begnügen.  Die  Abschnitte  über  die  Kegel- 
schnitte und  die  Kugelprojektiouen  fehlen  hier  nämlich;  indem  so 
die  Behandlung  von  diesen  ihr  fremden  und  hinderlichen  Bestandteilen 
befreit  wird,  wird  sie  zugleich  einfacher  und  nähert  sich  den  modernen 
Behandlungen  dieser  Disziplin. 

Das  wichtigste  der  elementaren  Verfahren  zur  eindeutigen 
Darstellung  einer  Kugelfläche  auf  der  Ebene  wurde  kurz  darauf 
von  einem  berühmten  Lehrer  behandelt  in  seiner  Antrittsvorlesung 
an  der  Universität  Halle.  Wir  meinen  die  Abhandlung  „Eine 
geometrische  Entwicklang  der  Eigenschaften  der  stereographischen 
Projektion"  (Halle  1788),  in  der  Georg  Simon  Klügel  die 
"Überlegenheit  der  Geometrie  über  die  Analysis  beweisen  wollte  in 
Fragen,  welche  kurz  vorher  Karsten  mit  Hilfe  der  analytischen 
Trigonometrie  behajidelt  hatte.  Um  seinen  Zweck  zu  erreichen,  hat 
der  Verfasser  nicht  nur  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  ste- 
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reographiBcheii  Projektion  georaetriseh  abgeleitet,  sondern  auch,  durch 
Anwendung  dieses  Verfahrens,  die  Hauptfragen  der  sphärischen 
Trigonometrie  und  der  Gnomonik  ohne  Zuhilfenahme  der  Rech- 
nung gelöst. 

Im  Monat  März  desselben  Jahres  (1788)  erschien  in  Verona  das 
Büchlein  „I.  Torelli  Veronensis,  Eleiuenta  perspectivae  libri  II.  Opus 
posfcumum  recensnifc  et  edidit  J.  B.  Bertolini".  Sein  Verfasser  ist  Joseph 
Torelli*),  welcher  in  Verona  am  3,  November  1721  geboren  wurde, 
die  juristische  Doktorwürde  in  Padua  erhielt  und  sich  dann  ToUstandig 
der  Literatur  und  den  Wissenschaften  widmete.  Außer  einem  an  Poleni 
gerichteten  Briefe,  welcher  „De  rota  sub  aquis  circumacta"  (Verona 
1747)  handelt,  hat  er  eine  Arbeit  philosophischer  Natur  „De  nihiio 
geometrico"  (Verona  1758;  Tgl.  Absch.  XXVI)  und  eine  andere  in 
euklidischem  Stil  „Geometrica"  (Verona  1769)  geschrieben,  in  welcher 
die  folgenden  drei  Probleme  aufgelöst  sind:  I.  Durch  zwei  in  der 
Ebene  eines  Kreises  gelegenen  Punkte  einen  anderen  Kreis  durchgehen 
zu  lassen,  welcher  den  ersten  berührt.  II.  Gegeben  zwei  geradlinige 
Strecken;  über  denselben  zwei  ähnliche  Kreissegmente  zu  beschreiben, 
deren  Bogen  ^ch  berühren.  III.  In  einem  Punkte  der  Quadratrix 
des  Diuostratus^)  die  Tangente  zu  ziehen^).  Torelli  starb  in 
seinem  Vateriande  am  18.  August  1781.  Die  Früchte  seiner  laug- 
jährigen Forschungen  über  die  archimedischen  Handschriften  wurden 
von  der  Universität  Oxford  angekauft  und  durch  A.  Kobertson  ver- 
öffentlicht; so  entstand  ein  prächtiger  Folioband,  welcher  Torelli 
die  Unsterblichkeit  sichert,  Handsehriftlieh  hinterließ  Torelli  auch 
einige  Kapitel  über  die  Perspektive,  wozu  er  als  Einleitung  eine  Ab- 
handlung achreiben  wollte,  um  zu  beweisen,  daß  diese  Lehre  bereits 
den  Alten  wohl  bekannt  war.  Sie  bilden  kein  eigentliches  Lehrbuch, 
da  sie  Erklärungen,  aber  nicht  Methoden  enthalten;  man  darf  auch 
nicht  verschweigen,  daß  die  häßlichen  Figuren  den  Text  eher  ver- 
dunkeln, als  ihn  erläutern  und  dazu  beigetragen  haben  werden,  das 
Buch  bei  den  Künstlern  in  Mißkredit  zu  bringen. 

')  Vgl.  die  Lobrede  welche  der  berühmt*  Dichter  Pmdemonte  auf 
Torelli  schrieb,  unddieimlU  Bd  der  Mem  leila  Soc  It  delle  bcienze"  (1784) 
Teröffentlieht  wurde,  *)  Die  als     quadratnce  scalena     bezoithnete  Kurve  ist 

von  der  gewöhnlichen  Quadratnx  nitht  verschieden  ')  1  orelU  gibt  den 

griechischen  Text  (nnd  die  latemmche  Übersetzung)  des  Passus  der  „Collectionea 
naathematicae"  von  Pappus  weloher  jene  Kurve  betrifft  na  h  einer  Va.tikau- 
Handsehrift,  welche  wahrscheinlich  dieselbe  ist  welche  Hultsch  benutzte; 
«t  schlug  einige  Varianten  vor  wekhe  dieser  Gelehrte  nicht  gekannt  ku 
haben  scheint. 
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Die  Vorläufer  Monges. 

Die  „perspektivische"  Literatur  des  18.  Jahrhunderts,  welche 
unter  so  guten  Auspizien  mit  s'Gravesande  begann,  erreichte  ihren 
höchsten  Glanzpunkt  mit  Taylor  und  Lambert,  fand  in  Zanotti 
und  Karsten  würdige  Fortsetzer,  offenbart  aber  dann  in  Toreili 
unzweideutige  Zeichen  eines  Verfalles^).  Wenn  auch  noch  einige  der 
späteren  Werke  sich  bedeutend  über  das  Niveau  der  Arbeit  Torellis 
erhoben  haben,  bo  kann  man  doch  sagen,  daß  die  Ära  der  Perspek- 
tive mit  dem  eben  besprochenen  Jahrhundert  ihr  Ende  erreicht  hat. 
Das  hat  seinen  Grund  darin,  daß  gerade  an  der  Wende  des  18.  Jahr- 
hunderts ein  neuer  Zweig  der  Mathematik  eine  bis  dahin  ungeahnte 
Blüte  und  einen  gewaltigen  Ertrag  ii  er  vorbrachte,  welcher  den  bisher 
von  der  Perspektive  eingenommenen  Platz  eines  „Verb  indungs  strich  es" 
zwischen  der  Mathematik  und  den  Zeichenkünsten  einnehmen  sollte. 
Um  aber  die  Quelle  dieses  neuen  mächtigen  Gedankenflusses  aufzu- 
decken, müssen  wir  um  einige  Jahrhunderte  zurückkehren.  Und, 
während  wir  in  der  Malerei  die  Ursprünge  der  modernen  Perspektive 
gefunden  haben,  müssen  wir  uns  nun  zur  Architektur  wenden,  um 
die  Genealogie  der  neuen  Lehre  zu  bestimmen  und  ihre  Geburts- 
urkunde zu  erlangen. 

Zu  diesem  Zweck  möge  zimächst  bemerkt  werden,  daß  Vitruvius, 
der  berühmte  Baumeister  der  Epoche  des  Julius  Cäsar  und  Augustus, 
im  I.  Buch  seiner  „Ärchitectura",  von  der  „iehonographia"  und  „ortho- 
graphia",  d.  h.  dem  „Grundriß"  und  „Aufriß"  eines  Gebäudes,  als 
Hilf s  verfahren  zur  Darstellung  desselben,  spricht;  er  hat  diese 
Methoden  wahrscheinlich  von  den  Griechen  entlehnt,  hat  aber  das 
Verdienst,  sie  allgemein  verbreitet  zu  haben,  so  daß  seine  Nachfolger 
sie  ohne  Ausnahme  anwandten.  Aber  diese  Urform  einer  sehr  be- 
kannten Methode  der  darstellenden  Geometrie  gibt  zwar  eine  leichte 
und  bequeme  Art  an,  um  die  dreidimensionalen  Figuren  darzustellen, 
zeigt  aber  den  Weg  nicht,  um  auf  dieselben  die  gewöhnlichen  Operationen 
der  Geometrie  anzuwenden.  Und  zwar  lehrt  sie  es  deshalb  nicht,  weil  der 
reine  Architekt  dessen  nicht  bedarf.  Aber  der  praktische  Archi- 
tekt muß  auch  die  Handwerker  bei  der  Bearbeitung  des  Materials, 
beim  Holz-  und  Steinschnitt  anleiten;  daraus  erwuchs  die  Notwendig- 


')  Ein  im  18.  Jahrhundert  erhaltenes  Resultat  reia  theoreÜBcher  Natur  ver- 
dient hier  noch  aogefühit  z«  werden;  wir  meinen  den  Satz,  daß  die  Ordnung 
einer  Kurve  durch  Projektion  nicht  erhöht  werden  kann;  vgl.  Wacing,  „Pro- 
prietates  ciu-varum  algebraicaram"  (Cantabridgae  1772),  Prop.  24—28.  Tgl. 
S.  b2'>. 
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keit  einer  neuen  Hilfswissenscliaft,  der  „Stereotomie".  Empirisolie 
Vorschriften  dieser  Lehre  sind  im  „Traite  d'architecture"  zu  finden, 
welchen  im  Jahre  1757  Philibert  de  Lorme,  ein  Almosenier 
Heinrichs  IL,  herausgab,  ferner  in  den  „Secreta  d'architecture"  (La 
Fleche  1642)  von  Maturin  Jousse,  und  vollständiger  in  dem  Werk 
,  ,Architecture  des  voütes  ou  l'art  de  trait  et  eoupe  des  pierres" 
("Paria  1634)  von  Pater  Derand,  dessen  Regeln  in  den  Abschnitt 
„De  iapidum  sectionum"  des  herßhmten  „Mundua  mathematicus" 
(1674)  von  Milliet-Dechales  übergegangen  sind.  Derjenige  aber, 
welcher  zuerst  auch  diesen  Teil  der  Ingenieur  Wissenschaft  streng 
wissenschaftlich  zu  behandeln  begann,  ist  wiederum  Desargues,  von 
dem  wir  noch  ein  Werkchen  über  den  Steinschnitt  besitzen  (Oeuvres 
de  Deaargues,  ed.  Poudra,  I,  Bd.,  p.  303—362);  aber  da  er  auch 
bei  dieser  Gelegenheit  sich  damit  begnügte,  seine  Gedanken  nur  un- 
klar an  einem  Beispiele  auseinanderzusetzen,  so  blieb  er  fast  un- 
verständlich und  daher  ohne  Einfluß,  auch  nachdem  Bosse  seinen 
verehrten  Lehrer  kommentiert  hatte^");  wer  heute  die  Methoden  von  Des - 
»rgues  kennen  zu  lernen  wünscht,  wird  im  Poudraacbcn  Kommentar 
(Oeuvres  de  Desargues,  L  Bd.,  p,  362—382)  eine  wertvolle  Hilfe 
dazu  finden,  vermittels  deren  er  leicht  ihre  Analogie  mit  denjenigen 
wahrnehmen  wird,  welche  unsere  darstellende  Geometrie  anwendet, 
um  die  Aufgaben  von  den  mehrkantigen  Ecken  und  den  Polyedern 
aufzulösen. 

Das,  was  Desargues  imd  Bosse  nicht  erreichen  konnten,  i^m- 
lich  der  Stereotomie  eine  beständig  rationelle  Richtung  zu  geben,  ge- 
lang ein  Jahrhundert  später  Amedee  Fran^ois  Frezier.  Dieser, 
1682  in  Chamberj  geboren,  war  von  seiner  Familie  zum  Studium 
der  Jurisprudenz  bestimmt;  aber  seine  Abneigung  gegen  die  Pandekten 
war  so  groß,  daß  er  im  Jahre  1700,  gegen  den  Willen  seiner  Eltern, 
in  die  französische  Infanterie  eintrat;  sieben  Jahre  später  wurde  er 
gewürdigt,  in  das  Ingenieurkorps  einzutreten;  die  französische  Regie- 
rung vertraute  ihm  mehrere  wichtige  Missionen  an  (unter  anderen 
eine  nach  der  Insel  St.  Domingo  im  Jahre  171ÜJ;  zuletzt  (1740) 
wurde  er  Direktor  der  Festimgswerke  der  Bretagne;  im  Jahre  174G 
wurde  er  zur  Ruhe  gesetzt  und  starb  am  26.  Oktober  1773.  Gerade 
nun  auf  seiner  Rückkehr  von  Amerika  faßte  er  die  Idee,  das  große 
Werk  zu    schreiben,    welches   seinem  Namen   einen   Ehrenplatz   auch 


i  de  Desargues",  I.  Bd.,  p.  470  und  11.  Bd.,  p.  4.  „Bosse  dou 
un  Systeme  tont  different  qu'il  tenoit  de  Dessj^es,  lequel,  par  son  i 
sourite  et  la  nouveaute  de  son  language,  ne  fut  pas  goute",  bemerkt  Fi^ai 
in  der  Einleitung  eines  Werket,  von  dem  wir  bald  Eprechen  werden. 
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in  der  GeMchichte  der  Geometrie  sichern  sollte.  Es  ist  „La  theorie 
et  la  pratique  de  la  coupe  des  pierrea  et  des  bois,  pour  la  con- 
stnietion  des  voutes  et  autres  parties  des  bätiniente  civils  et  militaires, 
ou  Traite  de  stereotomie  ä  l'usage  de  l'architeciure'"}  (vgl.  III^, 
S.  793}  mit  dem  folgenden  Satz  des  Vitruvius  als  Motto:  „geo- 
metria  plor»  praesidia  praestat  architecturae".  Frezier  sieht,  diesem 
Grundsatz  folgend,  von  einer  mechanischen  Betrachtung  vollständig 
ah  und  betrachtet  den  Steinechnitt  ausschließlich  vom  geometrischen 
Standpunkt;  infolgedessen  besteht  nach  ihm  diese  Lehre  aus  folgenden 
Teilen:  I.  Untersuchung  der  Kurven,  die  entstehen,  wenn  Körper 
durch  ebene  oder  nicht-ebene  Flächen  geschnitten  werden;  dieser  Ab- 
schnitt der  Stereotomie  heißt  „Tomomorphie".  IL  Beschreibung  von 
Kurven  auf  gegebenen  Flächen;  dies  ist  das  Ziel  der  „Tomographie". 

III.  Untereuchung  einfacher  Methoden,  um  die  Körper  und  ihre 
Schnitt«  auf  einer  Ebene  darzustellen;  diese  Methoden,  welche  er 
unter  dem  Namen  „Stereograph ie"  zusammenfaßt,  sind:  a)  die  Ikono- 
graphie und  die  Orthographie;  b)  die  Abwicklung  der  krummen 
Flächen  auf  eine  Ebene,  oder  „Epipedographie"^);  c)  die  „Goniographie". 

IV.  Anwendung  des  Vorigen  auf  die  Bestimmung  der  Flächenschnitte, 
die  für  den  Stein-  und  Holzschnitt  am  wichtigsten  sind  („Tomotech- 
nik").  Diese  vier  Hauptteile  der  Stereotomie  werden  der  Keihe  nach 
in  den  vier  Büchern  des  Werkes  von  Frezier  behandelt,  dessen  In- 
halt wir  jetzt  kurz  durchgehen  wollen. 

Das  1.  Buch  besteht  aus  zwei  Teilen.  Der  erste  handelt  von  den 
ebenen  Schnitten  einiger  Körper,  wie  Kugel,  Kegel,  Zylinder  und 
„reguRr-irregulärer"  Figuren  (Quadriflächen,  Ringflachen,  Helikoiden). 
In  der  Einleitung  zum  zweiten  Teile  des  I.  Buches  bemerkt  Frezier, 
daß  Pater  Courcier  (1604 — 1692)  in  seinem  Werke  „De  sectione 
Buperficiei  sphaericae  per  superficiem  sphaericam,  cjliudricae  per 
cylindricam  et  conicae  per  conicam"  (Divionae  1662)  den  Namen 
„curFÜegae"  den  von  ihm  untersuchten  Kurven  gegeben  hat;  Frezier 
hat  es  dagegen  voi^ezogen,  denselben  Namen  zu  geben,  welche  aus 
„imbrex"  {=  hohler  Dachziegel)  abgeleitet  sind;  so  entstanden  fol- 
gende Neologismen:  „cicloimhre,  ellipsimbre,  ellipsoidimbre,  para- 
bolo'idimbre,  hyperboloidimbre",  Namen,  welche  ein  modemer  Geometer 

')  Straßbutg,  t  I,  1737;  t  II,  1738;  t.  m,  1739;  4".  S.  XVI -F  424 -(- 503 
-i-  417  -f  65,  mit  27  -j-  68  -f-  B9  lith.  Tafeln.  Eine  H.  Auflage  tttgt  das  Datum 
176»;  trotz  wiederholter  Versuche  konnten  wir  una  diese  nicht  Terachaifen,  Im 
Jahre  1769  wurde  ein  Ansaug  dieaea  Werkes,  betitelt  „ßtäments  de  BtSreotomie 
ä  l'asage  de  i'architecture",  veröffentlicht,  *)  Dieser  Name  watde  von  Lagnv 
(1890—1734)  Torge achlagen;  man  sehe  die  dritte  aeiaer  Abhandlungen  über  „La 
goniomötrie"  in  den  Pariaer  M^m.   1727. 
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wieder  in  Gebrauch  gebracht  hat^).  Von  diesen  Kurven,  welche  alle 
besondere  gewundene  Linien  vierter  Ordnung  der  I.  Art  sind,  setzt 
Frezier  die  Gnindeigenechaften  auseinander. 

Der  erste  Teil  des  II.  Buehee  lehifc,  wie  man  den  Kreis,  die 
Kegelschnitte,  die  spirischen  Linien  und  einige  Spiralen  beschreiben 
tann,  ferner  die  Zusammensetzung  von  Kurven,  welche  die  Form 
einer  EUipae  oder  Spirale  haben;  endlich  die  Anflosung  von  Auf- 
gaben, welche  sich  auf  die  Normalen  von  Kegelschnitten  oder  anderer 
geometrischer  Kurven  beziehen.  Der  zweite  Teil  dieses  Buches  han- 
delt von  der  Beschreibung  von  Kurven  auf  krummen  Flächen;  man 
begegnet  hier  vor  allem  der  Definition  von  der  orthogonalen  Pro- 
jektion und  der  Beziehung,  die  zwischen  einer  Strecke  und  ihrer 
Projektion  statthat,  endlich  die  Auflösung  einiger  Probleme,  von 
denen  wir  die  folgenden  anführen  wollen:  auf  einer  Kugelfläche  einen 
Kreis  zu  beschreiben;  die  Kreisschnitte  eines  Kegels  oder  Zylinders 
zu  finden^;  auf  einer  Kegelfläche  Kegelschnitte  von  vorgeschriebener 
Art  zu  zeichnen;  usw.  Im  dritten  Teil  beschäftigt  sich  der  Verf^ser 
mit  den  unebenen  Linien,  die  Schnittlinien  von  Kugel-,  Kegel-  oder 
Zyliuderflächen  sind,  wobei  er  seine  Aufmerksamkeit  besonders  auf 
ihre  Beschreibung  lenkt,  welche  er  mittels  eines  Systems  paralleler 
Ebenen  ausführt.  Wie  bekannt  ist  dies  dasselbe  Prinzip,  das  man  noch 
heute  in  der  darstellenden  Geometrie  anwendet,  um  die  Schnittlinie 
zweier  Flächen  zu  konstruieren;  aber  diese  Methode  ist  auf  die 
Schraubenlinien  („limaces")  nicht  anwendbar,  welche  man  auf  einen 
Zylinder,  einen  Kegel  oder  eine  Kugel  zeichnen  kann;  und  da 
diese  Kurven  sehr  wichtig  in  der  Theorie  und  Praxis  sind,  so 
lehrt  Frezier,  wie  man  sie  nach  besonderen  Methoden  beschreiben 
kann. 

In  direktem  Zusammen  bang  mit  der  darstellenden  Geometrie 
steht  das  III.  Buch,  wo  der  allgemeine  Begriff  „Projektion"  auf  die 
Darstellung  vermittels  der  Ikonographie  und  Orthographie  der  Ge- 
wölbe angewandt  wird;  es  erhellt  daraus  die  Notwendigkeit,  zwei 
Projektionen  einer  Figur  zu  betrachten,  um  dieselbe  eindeutig  darzu- 
stellen; über  die  Perspektive  bemerkt  unser  Ingenieur  (T.  I,  S.  271), 
daß  „on  n'en  peut  tirer  aucun  secours  pour  la  eoupe  des  pierrea, 
parce  qu'elle  change  les  mesures  des  solides  representez,  en  diminuant 
les  parties   qui    s'eloignent   du    devant  du  tableau".     Alles  das  bildet 

')  La  Goutnerie,  „Recherehes  sut  leg  surfaeea  reglees  tetraedralea  syme- 
triqnea",  Paria  1867.  *)  Für  einen  besonderen  Fall  dieses  Problems  gibt 

Frezier  zwei  Lösungen,  wetcte  ihm  Johann  und  Daniel  Bernoulli  mit- 
geteilt hatten. 


y  Google 


622  Abschnitt  XXV. 

Jen  Inhalt  der  vier  ersten  Kapitel  des  genannten  Buches;  das  fünfte 
iat  der  Abwieldting  auf  einer  Ebene  der  Oberflächen  von  polyedriscben, 
konischen  und  zylindrischen  Körpern  und  der  Bestimmung  der  ent- 
sprechenden Gestalt,  welche  gegebene  Linien  infolgedessen  annehmen, 
gewidmet.  Ein  letztes  Kapitel  löst  die  Aufgabe,  die  Dieder  eines 
durch  seine  Flächen  bestimmten  Trieders  zu  finden;  Frezier  gibt 
zwei  Auflösungen ,  die  eine  vermittels  Umlegungen ,  während  die 
andere  von  der  Betrachtung  de.s  Tetraeders  ausgeht,  welcher  entsteht, 
wenn  das  Trieder  durch  eine  Hilfsebene  geschnitten  wird. 

Das  IV,  Buch,  welches  die  zwei  letzten  Bände  füllt,  gehört  eher 
der  Praxis  als  der  Theorie  au,  da  es  zum  Gegenstand  die  „Tomotech- 
nik"  hat;  dessenungeachtet  finden  sich  im  Anfang  desselben  einige 
Betrachtungen  über  die  Flächen,  welche  diejenigen  interessieren 
werden,  welche  die  Höbe  der  Entwicklung,  welche  in  jener  Zeit  die 
Flächentheorie  erreicht  hatte,  kennen  lernen,  oder  ein  Verzeichnis 
der  besonderen,  damals  bekannten  Fachen  aufstellen  wollen,^)  Wir 
müssen  noch  bemerken,  daß  es  Frezier  gelai^,  die  Richtigkeit  und 
Nützlichkeit  der  Desarguesselien  Methoden  zu  beweisen  (T.Il,  S.  191)-, 
eine  gründlichere  Prüfung  des  IV.  Buches  des  „Traite"  von  Frezier 
würde  ferner  mit  voller  Klarheit  zeigen,  daß  in  ihm  ein  ausgedehnter 
Gebrauch  von  Hilfsebenen,  Umlegungen  usw.  gemacht  ist,  was  seinen 
Wert  noch  beträchtlich  in  unseren  Augen  erhöht. 

„Je  sais  bien"  (bemerkt  traurig  unser  Verfasser,  S.  IX  des 
I.  Bd.)  „cju'aujourd'hui  la  geometrie  lineaire  n'est  plus  gueres  ä  la 
mode,  ä  que  pour  se  donner  un  air  de  science,  il  faut  faire  pavade 
de  l'analyse";  heute  ist  nun  kein  Zweifel  mehr  daran,  daß  zu  der 
Umwälzung  der  öffentlichen  Meinung  zugunsten  der  Geometiie,  welche 
an  dem  Ende  des  18.  Jahrhunderts  erfolgte,  Frezier  das  Seinige 
beigetragen  hat;  aber  das  Hauptverdienst  daran  gebührt  doch 
dem  unsterblichen  Mathematiker,  zu  dem  wir  uns  jetzt  wenden 
wollen. 


*  Bemerkenewert  let  daß  Ire/ier  als  sclnefe  Flächen"  diejenigen  be- 
trai,litet  welche  man  folgende; maBün  eraeugfn  kann  1.  durch  die  Bewegung' 
eiEer  Geraden  »elthe  Ipst  mdi^  parallel  zn  einer  Ebene  bleibt  und  zwei  feste 
deradcn  schneidet  planolime  j  2  and  ■!  durch  die  Bewegung  einer  Geraden, 
welche  immer  eine  beiade  and  eine  Kune  (  miitihme")  oder  zwei  Kurven 
(  dolijlimp  )  ochneniet  i  durch  die  Bewegung  einer  Kurve,  welche  zwei  feste 
Linien  achneidet  (  ephencchme  ) 
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0.  Monge  als  Begründer  der  darstellenden  Geometrie. 

Jakob  Monge  war  ein  armer  umherziehender  Kaufmann  aus 
Beanne,  einer  kleinen  Stadt  des  Departement  de  la  Cöte  d'or  (Bur- 
gund),  dessen  ganzes  Streben  danach  ging,  seinen  drei  Söhnen  den 
üntemcht  angedeihen  zu  lassen,  welchen  das  Kollegium  seiner  A'"ater- 
stadt  ihnen  geben  konnte.  Alle  drei  entsprachen  in  reichem  Maße 
den  Erwartungen  ihres  Vaters;  unter  ihnen  aber  war  es  der  älteste, 
Gaspard,  geboren  am  10.  Mai  1746,  welcher  den  Namen  Monge 
^^n8terblieh  machen  sollte.')  Kaum  14  Jahre  alt,  erregte  er  schon  die 
Bewunderung  seiner  Umgebung,  indem  er  eine  FeueriJumpe  herstellte, 
und  im  Alter  von  16  Jahren  durch  die  Zeichnung  eines  prächtigen 
Planes  seiner  Vaterstadt.  Die  Ktuide  von  seiner  hohen  Begabung 
gelangte  auch  bis  zu  den  Ohren  der  Oratoristen  von  Lyon,  welche 
dem  hoffnungsvollen  Knaben  den  Unterricht  in  der  Physik  in  ihrem 
Kollegium  anvertrauten,  wobei  sie  ihn  zugleich  für  ihren  Orden  zu 
gewinnen  suchten.  Jakob  Monge  riet  seinem  Sohn  ab  und  suchte 
ihn  dafür  zu  bestimmen,  die  Unterstützung  eines  Oberstleutuants 
anzunehmen,  welcher  jenen  Plan  von  Beanne  voller  Bewunderung 
kennen  gelernt  hatte  und  nun  versuchte,  dem  Autor  den  Eintritt  in 
die  Militärschule  des  Geniekorps  zu  Mezieres  zu  verschaffen.  Aber 
die  niedrige  Herkunft  erlaubte  dem  jungen  Monge  nicht,  den  Offiziers- 
degen zu  tragen;  daher  mußte  er  sich  mit  einer  Stelle  in  der  Unter- 
sektion jener  Schule,  die  für  Praktiker  bestimmt  war,  begnügen  (1765). 
In  dieser  Stelle  hatte  er  sich  besonders  mit  einer  Operation  zu  be- 
schäftigen, welche  man  „defiler  un  fort"  nannte.  Die  geistreichen 
Modifikationen,  welche  er  an  den  alten  und  sehr  mühsamen  Verfahren, 
nach   welchen  jene    Operation    bisher    vollzogen    wurde,    vornehmen 


')  Von  Monge  sprechen,  mehr  oder  minder  ausfvilirlich,  alle  Geechichts- 
wetke  über  das  Kaiserreich  nnd  das  Konsulat,  wie  auch  die  Denkschriften 
jener  Zeit  (Tgl.  a.  B.  „Mömoires  de  Madame  Roland"  Paria  1884,  11.  Bd.,  p.  286). 
Aber  die  ergiebigste  und  beste  Quelle  über  sein  Leben  ist  die  geistreiche 
Lobrede,  welche  Arago  am  11.  Mai  1846  an  der  Pariser  Akademie  hielt 
(„Oeuvres  completea  de  F.  Arago",  IL  Bd.,  Paris  1654,  S.  427  tt',).  Man  muß 
auch  den  „Essai  sur  les  Services  et  les  travaus  ecientiflques  de  G.  Monge" 
(Paris  1819)  von  C.  Dnpin  heranziehen,  obgleich  in  ihm  die  politische  Leiden- 
schaft der  Epoche  sich  bemerkbar  macht.  Andere  Quellen  sind  im  Inter- 
mediaire  des  mathömaticiens,  Bd.  XII,  1905,  p.  17— 48,  Bd,  XIII,  1906, 
p.  118—119,  20a— 203,  nnd  Bd.  XIV,  l'JOT,  p.  11  —  13.  Diejenigen,  welche  die 
gange  Familie  Monge,  von  dem  Urgroßvater  des  großen  Geometere  bis  zu  den 
letzten  Nachkommen,  kennen  lernen  wollen,  mögen  auf  die  „Genealogie  de  la 
famiUe  de  Gaspard  Monge"  (Üijou  et  Paris  1904)  von  L.  Mori 
werden. 
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wollte,  Modifikationen,  welche  im  Keime  bereits  die  Grundb^riffe 
der  darstellenden  Geometrie  enthielten'),  begegneten  zuerst  dem  hef- 
tigsten Widerspruch  seitens  seiner  Vorgesetzten;  allein  ihr  Wert  wurde 
endlich  doch  anerisannt,  nud  nun  erhielt  unser  Mathematiker  dafür 
den  Platz  eines  Repetitors.  Gerade  in  diesen  Jahren  (1770 — 1773)  faßte 
Monge  zuerst  seine  epochemachenden  Ideen  über  die  Anwendung  der 
Analysis  auf  die  Gfeonietrie  (vgl.  Absehn,  XXI  V\  bearbeitete  und  veröffent- 
lichte sie,  damit  sie  ihm,  in  einer  Zeit  der  Oberherrschaft  der  Algebra^ 
als  Reisepaß  in  das  Reich  der  Mathenaatiker  dienen  sollten;  und  in 
der  Tat  soll,  nach  einer  sehr  rerbreiteten  Erz.ählung,  Lagrange  nach 
der  Lektüre  dieser  Arbeiten  Monges  ausgerufen  haben:  „avec  aon 
application  de  l'analyse  ä  !a  representation  des  surfaces,  ce  diable 
d'homme  sera  immortel!"  Nachdem  so  Monge  den  ersten  Schritt 
in  der  Lehrlaufbahn,  allerdings  nicht  ohne  Mühe,  getan  hatte,  wurden 
ihm  die  folgenden  bedeutend  leichter.  Im  Jahre  1768  erhielt  er  die 
Professur  für  Mathematik  und  drei  Jahre  später  wurde  ihm  auch  der 
Lehrstuhl  für  Phjsik  anvertraut.  1780  übernahm  er  den  Unterricht 
in  der  Hydraulik  im  Louvre,  mit  der  Verpflichtung  jedes  Jahr  sechs 
Monate  in  Paris  zu  wohnen;  zugleich  öffnete  ihm  die  Akademie  der 
Wissenschaften  ihre  Tore.  Endlich  wurde  er,  als  Bezout  starb,  zu 
1  Nachfolger  als  „Esaminateur"  der  Marineachüler  gewählt;  in- 
i  siedelte  er  nun  vollständig  von  Mezieres  nach  der  Haupt- 
stadt über. 

Es  ist  natürlich,  daß  Gaspard  Monge,  welcher  aus  dem  Volke 
stammte  und  seinen  Weg  durch  Kaateavorurteile  zur  Genüge  versperrt 
gesehen  hatte,  sich  mit  ganzer  Seele  für  die  Prinzipien  der  fran- 
zösischen Revolution  begeisterte.  Ein  glühender  und  schwärmerischer 
Charakter,  warf  er  sich  blindlings  in  den  revolutionären  Strom.  Er 
war  Mitglied  der  berühmten  Kommission,  welche  der  Welt  ein  all- 
gemeines, auf  vernünftiger  Grundlage  aufgebautes  System  der  Maße 
und  Gewichte  gab,  und  wurde,  nach  dem  10.  August  1792,  Marine- 
minister im  zweiten  Ministerium  Roland;  nachdem  er  die  Verwaltung 
reorganisiert  hatte,  wollte  er  sich  zurückziehen  (12.  Februar  1793), 
er  mußte  aber  auf  jenem  Posten  bis  zum  folgenden  10.  Mai  ausharren. 
Von  den  Regierungsgeschäften  befreit,  widmete  Monge  seine  ganze 
wunderbare  Arbeitskraft  der  Fabrikation  von  Kanonen-  und  Plinten- 

')  Will  man  das  Datum  für  die  Entstehnng  dieser  Lehian  festsetzen,  so 
sei  darauf  hingewiesen,  daß  in  dem  „Memoire  sur  les  propriötes  de  plusieurs 
genies  de  suriaoes  usw.",  welches  Monge  am  11.  Jaauar  1776  der  „Academie 
des  Sciencea"  vorlegte,  die  folgenden  Sätze  enthalten  sind  {p.  435 — 436):  „les  deux 
plans,  l'un  horizontal  et  l'autre  vertical,  ausquels  on  rappoite  tont  ce  qu>  ost 
dans  l'espace  par  des  pcojections  orthogonales". 
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pulver,  weil  sein  Vaterland  damals  einen  großen  Mangel  daran  hatte'), 
und  der  Gründung  und  Organisation  zweier  berühmter  Schulen,  der 
Normalschule^  und  der  polytechnischen  Schule'),  in  denen  er  einer 
der  heliehtesten  Lehrer  war;  in  der  ersteren  konnte  er  endlich  die  dar- 
stellende Geometrie  öffentlich  vortragen.  Auch  an  der  zweiten  blieb  er  bis 
1809  eine  der  größten  Zierden.  Von  seinem  Anteil  an  der  Keorganisation 
dea  „Institut  de  France"  müssen  wir  brevitatie  causa  schweigen  und 
nur  daran  erinnern,  daß  Monge  nach  Italien  gesandt  wurde,  um  die 
Auswahl  der  Gemälde  und  Statuen,  welche  nach  Paris  geschickt  werden 
sollten,  zu  leiten;  bei  dieser  Gelegenheit  lernte  er  den  General  Bona- 
parte kennen,  mit  dem  ihn  von  da  an  eine  Freundschaft  fürs  Leben 
verband.  Von  Bonaparte  wurde  er  mit  der  ÜberbringuDg  des 
Vertrages  von  Canipo-Formio  nach  Paris  betraut;  mit  Napoleon 
ging  er  dann  auch  nach  Ägypten,  wo  er  das  „Institut  d'Egypte" 
gründete  und  leitete;  nach  Frankreich  zurückgekehrt  wurde  er  Senator 
(1799)  und  dann  Graf  von  Pelouze. 

Als  Bewunderer  des  Genies  Napoleons  verzieh  der  alte  Republi- 
kaner ihm  die  Annahme  der  Kaiserkrone,  und  beim  Lesen  des  berühmten 
XXIX.  Bulletins  des  russischen  Krieges  erlitt  er  einen  Schlaganfall. 
Aber  er  erholte  sich  schnell,  und  so  finden  wir  ihn  während  der 
„hundert  Tage"  wieder  an  der  Seite  Napoleons.  Es  blieb  der 
zweiten  Restauration  vorbehalten,  sein  Ende  herbeizuführen.  Als  er 
nämlich  das  Dekret  erfuhr  (21.  März  1816),  das  ihn  nebet  Carnot 
aus  der  Akademie  ausstieß,  verfiel  er  in  einen  Zustand  der  Apathie, 
aus  dem  ihn  nicht  einmal  der  Klang  der  „Marseillaise"  erwecken 
konnte,  und  in  dem  er  bis  zu  seinem  am  18.  Juli  1818  erfolgten 
Tode  verblieb.  Die  damalige  französische  Regierung  vermochte  es 
nicht  zu  verhindern,  daß  die  Ecole  polytechnique  und  die  Akademie 
der  Wissenschaften  ibm  glänzende  Ehren  erwiesen. 

Aus  obiger  biographischen  Skizze  erhellt,  daß  die  mathematischen 
Arbeiten  Monges  in  zwei  Teile  zerfallen,  welche  man,  obgleich  sie 
beträchtliche  Beziehungen  zueinander  haben,  doch  getrennt  betrachten 


')  Vgl.  Monge,  „Deeoription  de  l'art  de  fabriquer  1 
')    Diese    durch    ein    Dekret    dea    9.  Brumaire    des   III    J  li        • 
{30.  August  1794)  gegründete  Schule  blieb  nur  während  d 
des  folgenden  Jahres  am  Leben;  Lagrange  und  Lapl  1  hrt 

matik,  Monge,  mit  Hilfe  von  Lacroix  und  Hachett       d      d 
metrie.     Vgl.  den  prächtigen  Band  „Le  centenaire  de  1  £     1  m 

1896),  Paris  1Ö95.        ')  Vgl,  Jacobi,  „Ober  die  Paria      p  lyte  h 
(■Werke,  VII.  Bd.,   Berlin  1891,   S.  336—370).     Der   Ocg  t        pl 

rühmten  Anstalt  ist  im  III.  Cahier  des    „Journal  i%  it    1    p  lyt 
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muß;  der  eine  umfaßt  die  Arbeiten  über  die  darstellende  Geometrie, 
der  andere  diejenigen  über  die  Anwendung  der  Antilysis  auf  die 
Geometrie,  worüber  man  im  YOrigeti  Abschnitte  ausführlich  be- 
richtet hat. 

Zu  Beginn  unseres  Berichtes  über  die  Arbeiten  der  ersten  Gruppe 
muß  man  daritn  erinnern,  daß  Monge  auf  dieselben  durch  die  An- 
wendungen geführt  wurde,  welche  man  mit  der  neuen  Methode  auf 
die  militärische  Topographie  macheu  konnte.  Und  hier  liegt  auch 
der  Grund  zu  dem  Verbot  der  Veröffentlichung  der  neuen  Methoden, 
welches  bis  1795  (Gründung  der  Normalschule)  aufrecht  erhalten 
blieb.  Diese  Methoden  verbreiteten  sich  über  die  Grenzen  Fra,nk- 
reichs  hinaus  in  der  ganzen  gelehrten  Welt,  als  er  drei  Jahre  spater 
das  Werk  Teröffentlichte :  „Geometrie  de  sc  riptive.  Le^ons  dounees  aus 
Ecoles  normales,  l'an  3  de  la  Republique.     Paris,  an  VIT.'") 

In  dem  „Programm",  womit  dieser  Band  beginnt,  wird  die  neue 
Lehre,  welche  Monge  ihren  Namen  und  die  Würde  einer  Wissen- 
schaft verdankt,  als  eins  der  Mittel  hingestellt  „pour  tirer  la  nation 
fran^aise  de  la  dependence  oü  eile  a  ete  jusqu'ä  present  de  l'industrie 
etrangere"^^;  in  Wirklichkeit  aber  wird  sie,  gemäß  den  Zwecken  der 
Schule,  an  weh  hei  Monge  lehrte,  in  der  Sprache  der  reinen  Wissen- 
schaft au«emandei^p'iptzt.  Diese  erhabene  Hichtung  zeigt  sich  schon 
klar  aut  den  ersten  Seiten,  wo  der  Veifasaer,  nachdem  er  die  zwei 
Ziele  dei  daistellenden  Geometrie  (Darstellung  der  dreidimensionalen 
Figuren  auf  einer  Ebene,  Ableitung  der  Eigenschaften  einer  Figur 
aus  einer  Darstellung  derselben)  aufgestellt  hat,  sich  zur  Methode  der 
doppelten  Ortbogonalprojektion  wendet,  indem  er  sich  die  Frage  stellt, 
welches  die  besten  Beziehungeelemente  seien,  um  die  Lage  eines  Raura- 
punktes  zu  bestimmen.  Können  drei  Punkte  dazu  dienen?  Nein, 
weil  zwei  Punkte  existieren,  welche  gegebene  Entfernungen  von  drei 
gegebenen  Punkten  haben.  Können  drei  Geraden  dazu  dienen?  Nein, 
weil  acht  Punkte  vorbanden  sind,  welche  gegebene  Entfernungen  von 
drei  Geraden  haben.*)  Können  drei  Ebenen  dazu  dienen?  Ja!  Denn, 
wenn  es  auch  acht  Punkte  gibt,   welche   gegebene  Entfernungen  von 


')  Die  „Geometrie  descriptive" ,  welche  ins  Deutsclie  von  ü.  Schreiber 
frei  übereetit  wurde  („Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  nach  Monges 
Geometrie  döscriptiTe  vollständig  bearbeitet";  Karlsruhe  und  Freiburg  1Ö2S', 
wurde  kürzlich  in  die  Sammlung  „Ostwalda  Klassiker  der  exakteu  Wissen- 
schaften" (Nr.  117}  aufgenommeft;  die  (treue)  Übersetzung  und  die  Hoten  gehören 
B.  Haußner  an,  ')  Anderswo  {Journal  polytechnique,  T,  I,  p.  1)  wird  sie  alä 
„une  eapece  de  langue  uecessaire  ä  tous  les  artistes"  bezeichnet.  ')  In  einer 

Kote  am  Ende  des  Baadea  wird  die  Esisten^  solcher  Punkte  erklärt,  aber  nicht 
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ilrei  Ebenen  haben,  so  kann  man  durch  eine  geschickte  Vorzeichen- 
wähl  doch  alle  diese  auf  einen  reduzieren:  es  ist  das  System,  welches 
die  analytische  Geometrie  des  Raumes  gewöhnlich  anwendet.  „Mais 
dans  la  geometrie  descriptive,  qui  a  ete  pratiquee  depuis  beaucoup 
plus  longtemps  par  un  beaucoup  plus  graod  nombre  d'homme.s,  et 
par  des  homoies  dont  le  temps  etait  precieus,  les  procedes  ae  soiit 
encore  simplifiea;  et  au  lieu  de  la  consideration  des  trois  plans,  on 
est  parYcnu,  au  moyen  des  projeetions,  ä  n'avoir  plus  besoin  expli- 
citement  que  de  celie  de  deux."  Und  hier  stellt  nun  der  Autor  den 
Begriff  der  „Orthogonalprojektion"  auf  und  beweist  die  Nützlichkeit 
der  Anwendung  zweier  untereinander  rechtwinkliger  Projektionsebenen, 
einer  horizontalen  und  einer  vertikalen,  welche  man  durch  Drehung 
um  ihre  Schnittlinie^)  zusammenfallen  laßt.  Die  zwei  Projektionen 
eines  beliebigen  Punktes  fallen  infolgedessen  immer  auf  eine  zu  dieser 
Schnittlinie  rechtwinklig  stehende  Gerade;  und  Monge  gibt  eine  vor- 
teilhafte und  noch  heute  angewandte  Methode  zur  Bestimmung  der 
Entfernung  zweier  Punkte,  deren  Projektionen  bekannt  sind.  Nach- 
dem die  Methoden  festgestellt  sind,  nach  denen  man  die  Punkte  und 
die  Geraden  darstellen  kann,  mußte  man  mit  denjenigen  sich  beschäf- 
tigen, welche  man  auf  die  Polyeder  anwenden  könnte;  dafür  aber 
existiert  kein  allgemeines  Verfahren,  eine  Tatsache,  bemerkt  Monge, 
ähnlich  derjenigen,  die  die  Algebra  darbietet,  in  der  es  keine  sichere 
und  allgemeine  Methode  gibt,  um  eine  Aufgabe  in  eine  Gleichung 
umzusetzen;  dies  ist  nicht  der  einzige  Berührungspunkt  zwischen  den 
beiden  Wis.senschaften,  und  daher  gibt  Monge  den  Rat,  die  beiden 
gleichzeitig   zu   studieren. 

Kein  neues  Prinzip  ist  nötig,  um  durch  zwei  Projektionen  eine 
Kurve  darzustellen.  Um  aber  eine  Fläche  darzustellen,  muß  mau 
seine  Zuflucht  zu  ihrer  (unendlich  vieldeutigen)  Erzeugbarkeit  durch  die 
Bewegung  einer  (i.  Ä.  auch  in  der  Form  veränderlichen)  Kurve  nehmen. 
Um  daher  eine  Fläche  darzustellen,  stellt  man  ein  System  ihrer 
Kurven  dar;  ja,  es  ist  sogar  nützlicher,  zwei  solcher  Systeme  darzu- 
stellen, die  man  derart  wählen  soll,  daß  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
eine  Kurve  jedes  Systems  geht.  Die  konischen,  die  zylindrischen 
und  die  Rotationsflächen  bieten  interessante  Erklärungen  dieser  Dar- 


')  Diese  Gerade  wird  nicht  von  Mougc  „Ugne  de  terre"  ge^aont,  wie 
Cbr,  Wieaer  (o,  a.  W,,  I  Bd.,  S.  25)  meint;  sie  wird  immer  durch  die  Buch- 
Btaben  LM  bezeieUnet,  Wir  wollen  noch  bemerken,  daß  die  zwei  Ptojettioneu 
«ines  Punktes  F  Ton  Monge  mit  p,  P  bezeiciinet  werden;  das  jetzt  übliche 
System  F',  P"  findet  sich  schon  bei  Lacrois  und  Brisson  in  ihren  sogleich 
za  nennenden  Veröffentlichungen, 
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etelluiigsmetlioden;  dpsseibe  gut  von  den  ßegelfläcben,  deren  Erzeu- 
gung durch  die  Bewegung  einer  Geraden,  welche  drei  feste  Direktrizen 
beständig  schneidet,  im  I.  Anliang  zur  1.  Auflage  der  „Geometrie  de- 
ecriptive"  gelehrt  wird.  Das  Verfahren  -zur  Darstellung  der  Erzeugen- 
den einer  solchen  Fläche  war  von  Monge  schon  20  Jahre  vorher  in 
der  Abhandlung  „Memoire  sur  les  proprietes  de  plusieurs  genres  de 
aurfaces  courbes"  (p.  4f55)  bekannt  gemacht;  es  ist  zu  bedauern,  daß 
dieses  Verfahren  nicht  nach  Verdienst  bekannt  geworden  ist,  da  es 
in  einer  Arbeit  enthalten  ist,  welche  scheinbar  mit  der  darstellenden 
Geometrie  nichts  zu  tun  hatte. 

Die  einfachste  aller  Flächen  ist  die  Ebene,  welche  man  durch 
die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugen  kann,  die  eine  andere  Gerade 
immer  schneidet  und  einer  dritten  parallel  ist;  als  bestimmende  Ge- 
rade einer  Ebene  ist  es  ratsam,  diejenigen  zu  wählen,  in  welchen  die 
betrachtete  Ebene  die  Projektionsebenen  schneidet;  sie  bilden  die 
„traces"  (Spuren)  der  Ebene,  ein  von  Monge  vorgeschlagener  und 
allgemein  äugen ommener  Name. 

Diese  Begriffe  erlauben,  eine  große  Menge  wichtiger  Probleme 
anfzulÖsen;  unter  den  unendlich  vielen,  die  man  behandeln  könnte, 
wählt  Monge  die  neun  folgenden  aus:  Durch  einen  Punkt  die 
Gerade  zu  ziehen,  welche  einer  anderen  parallel  ist  oder  eine 
Ebene  rechtwinklig  schneidet,  oder  die  Ebene,  welche  einer  anderen 
parallel  ist  oder  eine  andere  Gerade  rechtwinklig  schneidet  (I— IV); 
die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  zu  finden  (V);  den  Winkel  zweier 
Ebenen,  zweier  Geraden  oder  einer  Ebene  mit  einer  Geraden  zu  be- 
stimmen (VI — VIII);  einen  Winkel  am  Horizont  zu  reduzieren  (IX). 
Wenn  man  auch  über  die  Reihenfolge  und  die  Auswahl  solcher  Fragen 
einen  gewissen  Vorbehalt  machen  kann  (da  nicht  immer  die  schwie- 
rigeren den  einfacheren  folgen,  und  man  nicht  verstehen  kann,  warum 
z.B.  die  Bestimmung  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  es  professo  behan- 
delt wird,  während  dies  für  den  Schnittpunkt  einer  Ebene  mit  einer 
Geraden  nicht  geschieht),  so  muß  man  doch  anerkennen,  daß  die  Auf- 
lösungen so  geistreich  und  von  so  wunderbarer  Einfachheit  sind, 
daß  die  Epigonen  Monges  i.  A.  keine  besseren  zu  finden  ver- 
mochten; die  schönste  unter  allen  scheint  uns  die  allgemein  bekannte 
des  VI.  Problems  zu  sein. 

Mit  dieser  Aufgabe  schließt  der  I.  Abschnitt,  Der  II.  Abschnitt 
handelt  von  den  Beruh rnngsebenen  und  den  Normalen  der  Flächen. 
Die  Berührungsebene  in  einem  Punkt  einer  Oberfläche  ist  bestimmt 
durch  die  Tangenten  in  jenem  Punkte  an  die  entsprechenden  zwei 
Erzeugenden  (s.  o.)  derselben;  daß  die  Ebene  von  der  Wahl  der  Er- 
zeugenden unabhängig  ist,  wird  von  Monge  nicht  bewiesen,  ja  nicht 
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einmal  gesagt^);  daß  der  Begriff  der  Beriihfungsebene  auch  bei  der 
Anwendung  nützlicli  sei,  wird  an  zwei  Beispielen  gezeigt,  von  denen 
er  das  eine  aus  der  Malerei,  das  andere  ans  der  öewölbekonstruktion 
entlehnt.  Dann  wendet  er  sich  zu  der  Konstruktion  von  Berülirungs- 
ebenen  an  zylindrischen,  konischen  und  Rotationsflächen  mit  vertikal 
vorausgesetzter  Achse;  von  den  Tangentenebenen  der  Eegelflachen 
handelt  der  III,  Anhang  zur  1.  Auflage.  Es  folgt  dann  die  Bestim- 
mung der  kleinsten  Entfernung  zweier  schiefen  Geraden,  welche 
Monge  durch  die  Berübrungsebene  eines  Kreiszylinders  ausführt;  die 
Ausführung  einer  elementaren  Konstruktion  dieser  Entfernung  wird 
dem  Leser  als  Übung  überlassen. 

Der  Verfasser  wendet  sich  dann  zur  Bestimmung  von  BcrUhrungs- 
ebenen,  deren  Berührungspunkt  nicht  gegeben  ist.  Die  erste  Aufgabe 
dieser  Art  versucht  die  Ebenen  zu  linden,  welche  durch  eine  gegebene 
Gerade  gehen  und  eine  gegebene  Kugelfläche  berühren;  Monge  gibt 
zwei  Auflösungen:  1.  durch  Umlegung  der  Ebene,  welche  senkrecht 
zur  Geraden  ist  und  durch  den  Kugelmittelpunkt  geht,  oder  2.  durch 
Betrachtung  des  Kegels,  welcher  diese  Kugel  von  einem  Punkt 
jener  Geraden  aus  projiziert.  Mit  dieser  zweiten  Auflösung  wird  die 
Darlegung  der  Haupteigenschaften  der  Polaren  m  bezug  auf  Kreise, 
Kegelschnitte  und  Quadriflächen  verbunden^).  Auf  das  obige  Problem 
können  diejenigen  zurückgeführt  werden,  welche  darm  bestehen, 
durch  einen  Punkt  die  Ebene  zu  ziehen,  welche  entweder  zwei  Kugel- 
flächen oder  drei  Kugelflächen  berührt.  An  dab  letztere  knüpft 
Monge  die  Darlegung  der  charakteristischen  Eigenschaften  der  Ahn - 
lichkeitspunkte  von  Kreisen')  oder  Kugeln*)  an.  Die  Bestimmung 
der  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  einen  Kegel  oder 
Zylinder  berühren,  ist  der  Zweck  der  zwei  folgenden  Aufgaben,  wäh- 
rend der  inhaltsreiche  Abschnitt  mit  der  Konstruktion  der  durch 
eine  gegebene  Gerade  gehenden  Berührungs ebenen  einer  Rotations 
fläche  mit  Vertikalachse  schließt.  Diese  Aiifgabe  wird  von  Monge 
wie  noch  heute,  durch  Benutzung  der  Fläche  aufgelöst,  die  durch 
Drehung  der  gegebenen  Geraden  um  die  Achse  der  Fläche  er- 
zeugt wird. 


')  Der  erste  ^erench,  die  Esisten?,  der  BeriihruugBebene  geometrisch  zu  lie- 
«■■lEPn  findet  aich  beiC  Dupin,  „Developpemente  de  göom^trie"  (Paris  1818),  p-7. 
*1  Vgl  E  Kottei,  „Die  Entwicklung  der  syntlie tischen  Geometrie";  Bd.  V 
des  Jahresber    dei  Deutach.  Math.-Ver,,  S.  48,  88  and  112,  ')  Nach  H.  FuB 

(hova   \eta  Petrop ,  T   XIV,  1806)  wurde  Monge    von    d'Alemhert    inspiriert. 
In  den  dieabe^flglichen  Sätaen  findet  man  einige  Unrichtigkeiten,  da  Monge 
die  Elpnen  nicht  betrachtete,  von  denen  jede  zwei  innere  und  vier  äußere  Ähn- 
hchkeitspunktp  enthalt 


y  Google 


630  AbBchnitt  XXV. 

„Die  Schnittlinien  krummer  Flächen"  bilden  das  Thema  des  IV.  Ab- 
schnittes unseres  Werkes.  In  der  Einleitung  zu  demselben  verweist 
Monge  auf  die  bereite  früher  von  ihm  skizzierten  Ideen  betreffs  der 
vollkommenen  Übereinstimmung,  welche  zwischen  den  Operationen 
der  Algebra  und  denen  der  darstellenden  Geometrie  besteht,  und 
sehließt  mit  der  folgenden  Bemerkung:  „II  faut  que  l'eleve  s'accou- 
tume  de  bonne  heure  ä  aentir  la  correspondance  qu'ont  entre  elles 
les  Operations  de  l'analyse  efc  ceile  de  la  geometrie;  il  faut  qu'il  se 
raette  en  etat,  d'une  part,  de  pouvoir  ecrire  en  analyse  toua  les 
mouvements  qu'il  peut  concevoir  daiia  I'espace,  et,  de  I'autre,  de  se 
representer  perpetuellement  dans  I'espace  le  spectacle  mouvant  dont 
chacune  des  Operations  aualytiques  est  l'ecriture".  Nach  diesen  allge- 
meinen Betrachtungen  setzt  er  die  allgemeine  Methode  auseinander, 
um  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  F'  und  f"  punktweise  zu  zeichnen; 
der  von  Monge  vorgeschlagene  Kunstgriff  ist  derselbe,  dessen  wir  uns 
heute  noch  bedienen;  er  besteht  darin,  daß  man  die  gegebenen  Flächen 
durch  eine  Reihe  von  Hilfsfläcben  F  schneidet  und  die  Kurven 
y¥'  und  ¥F",  wie  auch  deren  Schnittpunkte  bestimmt.  Wechselt 
man  F,  so  wechseln  auch  diese  Punkte,  und  so  wird  die  verlangte 
Kurve  F'F"  erzeugt.  Im  allgemeinen  empfiehlt  es  sich,  als  Hilfs- 
flächen  horizontale  oder  vertikale  Ebenen  zu  wählen;  wenn  aber  F' 
und  F"  Kegel  oder  Zylinder  sind,  so  ist  es  vorteilhafter,  andere 
Ebenen  zu  wählen;  und  wenn  die  Achsen  zweier  Rotationsflächen  sich 
schneiden,  so  ist  es  das  beste,  F  kugelförmig  anzunehmen.  Die  von 
Monge  untersuchten  Fälle  dieses  allgemeinen  Problems  beziehen  sich 
auf  die  Schnittlinien  von  Kegeln,  Zylindern  und  Rotationsflächen,  die 
sich  entweder  untereioander  oder  mit  Ebenen  schneiden;  von  den  so  ent- 
stehenden Kurven  werden  nicht  nur  die  Projektionen  der  Punkte  und 
Tangenten  bestimmt,  sondern,  wenn  es  sich  um  Schnitte  durch  Ebenen 
handelt,  auch  die  wahre  Form  und  Größe  (durch  Umlegungen),  oder 
ihre  Abwicklung,  falls  sie  auf  Kegeln  oder  Zylindern  beschrieben 
sind.  Im  allgemeinen  ist  dies  alles  in  die  folgenden  Lehrbücher  der 
dai-stellenden  Geometrie  ohne  wesentliche  Veränderungen  übergegangen. 
Zu  bemerken  ist  noch,  daß  Monge  mehrmals  von  der  Veränderung 
der  Projektionsebenen  spricht,  ohne  aber  eine  Anweisung  zu  gebeu, 
wie  man  dieselbe  ausführen  kann.  Zum  Schluß  des  besprochenen 
Abschnittes  legt  Monge  die  Robervalsche  Tangentenmethode  dar, 
ohne  die  Grenze  ihrer  Anwendbarkeit  zu  bestimmen');  er  versucht 
auch,   sie   auf  den   Raum   auszudehnen;    die   Kurve   aber,   welche   er 


')  Vgl.  Duhamel,    „Note    3ur    la    metbode    des    tangentes    de    Roberval" 
(MÄm.  deB  Sav,  Etr.,  t.  V,  Paris  1838.  \>.  257—266). 
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als  Beispiel  wählte,  ist  nicht  gewuudeD^)  und  die  Anwendung  selbst 
bedeutungslos ! 

Die  Nützlichkeit  obiger  Konstruktionen  für  die  Auflösung  von 
Aufgaben  von  besonderem  theoretischen  und  praktischen  Interesse 
wird  von  Monge  im  IV.  Abschnitte  seines  Werkes  klar  bewiesen, 
wo  drei  rein  theoretische  und  drei  praktische  Aufgaben  elegant  auf- 
gelöst werden. 

Die  ersteren  haben  zum  Zweck  die  Bestimmung  der  Mittel- 
punkte der  TJm-  und  Inkugel  eines  Tetraeders  und  die  Bestim- 
mung der  Punkte,  deren  Entfernungen  von  drei  gegebenen  Punkten 
gegeben  sind  (das  analoge  Problem  der  Bestimmung  der  Punkte, 
welche  gegebene  Entfernungen  von  drei  gegebenen  Geraden  haben, 
wird  dem  Leser  zur  Übung  aufgegeben). 

Die  übrigen  drei  Aufgaben  betreffen  die  Vervollständigung  einer 
topographischen  Karte  durch  Winkelbeobachtungen  von  Bodenpunkten 
oder  einem  Ballon  aus;  gewiß  sind  sie  während  Monges  Äufeuthait 
in  Mezieres  entstanden.  Bei  diesen  Aufgaben  zeigt  sich  Monge  mit 
der  Methode  der  kotierten  Projektionen  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
Topographie  sehr  vertraut,  was  nicht  verwundem  kann,  da  jene  Me- 
thode in  der  Schule  zu  Mezi&res  allgemein  bekannt  sein  mußte.  In 
der  Tat  ist  es  zwar  wahr,  daß  der  Geograph  Ph.  Bouacbe 
(1700—1773)  die  Niveaukurven  (1738)  einführte^),  aber  es  war  doch 
Chätillon^,  der  erste  Direktor  jener  Schule,  der  auf  die  Idee  kam, 
die  bemerkenswerten  Punkte  eines  Bodenstückes  durch  ihre  Ortho- 
gonalprojektionen  und  ihre  entsprechenden  Höhen  zu  bestimmen;  es 
war  ferner  ein  anderer  Genieoffizier,  Milet  de  Murean,  welcher  auf 
den  Einfall  kam,  durch  ein  ähnliches  Verfahren  die  Vertikalschnitte 
des  Bodens  darzustellen.  Es  sei  zuletzt  noch  bemerkt,  daß  die  Unter- 
suchungen von  Monge  über  die  Tangentialebenen  topographischer 
Flächen  L.G.Dubuat-Nanijay  (1732— 1787)  dazu  führten,  die  Ebenen 
durch  ihre  Geraden  größter  Neigung  darzustellen;  Monge  selbst  hat 
diese  Darstellungsmethode  auf  beliebige  Flächen  ausgedehnt. 

Nach  dieser  Abschweifung  über  die  erste  Entwicklungsstadie  der 
Methode  der  kotierten  Ebenen  wollen  wir  zu  unserem  Hauptthema 
zurückkehren  und  bemerken,  daß  Monge  jene  praktischen  Probleme 
auf  die  Bestimmung  der  Punkte  zurückführt,  welchen  drei  Rotations- 
kegel oder  drei  Ringflächen  mit  parallelen  Achsen  gemeinschaftlich 
sind;  die  letzte  Aufgabe,  von  der  Monge  irrtümlich  annahm,  daß  sie 


')  Eine  Bemerkung  von  E.  Haußner;  vgl.  S.  620,  Fußnote  1.  ')  J.  de 

la  Gournerie,  „DiacoTira  sur  l'art  du  trait  et  de  la  göomStrie  d^Bcriptive",  Paris 
1866,  p.  22.      ')  Das  Folgende  ist  aus  dem  o.  a.  „Essai"  von  Dupin  entcommen. 


y  Google 


632  Abschnitt  XXV. 

64.  Grades  sei,  wurde  im  nUchsten  Jahrhundert  der  Gegenstand  längerer 
und  fruchtbarer  Untersuchungen  in  der  Schule  von  Nicola  Fer- 
gola.^) 

Mit  dem  IV.  Abschnitt  endet  der  Teil  des  Mongescheii  Werkes, 
welcher  streng  genommen  zur  darstellenden  Geometrie  gehört  iind, 
wie  der  Verfasser  richtig  bemerkt,  in  allen  höheren  Schalen  gelehrt 
werden  müßte;  das  übrige  ist  ein  Abriß  der  Haupteigenschaften  der 
Kurven,  Developpabeln  und  beliebigen  Flächen.  Hier  bemüht  sich 
Monge  die  Bekanntschaft  der  Begriffe  zu  verbreiten,  welche  er  in 
dem  „Memoire  sur  ies  developpees,  les  rayons  de  courbure  et  les 
differents  genres  d'inflexion  des  courbes  ä  double  courbnre"  (Mem, 
pres.  par  div,  savants,  T.  X,  1785;  vgl,  oben  S.  531)  und  in  den 
anderen  Abhandlungen  festgestellt  hatte,  die  die  Grundlage  seiner 
„Application  de  Tanalyse  ä  la  geometrie"  bilden  (vgl,  den  vorigen 
Abschnitt),  Mit  sichtbarem  Vergnügen  verweilt  er  bei  den  Haupt- 
eigenschaften der  Krümmungslinien  der  Flächen^),  um  dann  auch 
die  Anwendungen  bekannt  zu  machen,  welche  man  davon  beim  Stein- 
schnitte (Gewölbekonstruktion)  machen  kann. 

Aus  diesem  Berichte  über  das  erste  Lehrbuch  der  dar- 
stellenden Geometrie  erhellt,  daß  es  nach  unseren  heutigen 
Begriffen  nicht  vollständig  genannt  werden  kann^);  in  einigen  seiner 
Teile  erscheint  ea  dessenungeachtet  als  durchaus  vollkommen,  indem 
es  u.  a,  die  Keime  aller  Lehren  enthält,  welche  später  in  diesem 
Zweige  der  Mathematik  aufgetaucht  sind.  Aber  der,  welcher  glaubt, 
daß  es  eine  erschöpfende  Darstellung  der  Kenntnisse  Monges 
in  demselben  sei,  würde  einen  groben  Irrtum  begehen.  In 
der  Tat  hat  Monge,  nach  Hachettes  Bericht*),  die  alte  Aufgabe 
der  „kürzesten  Dämmerung"  vei"wandelt  in  die  Untersuchung  der 
Ebenen,  welche  zwei  konzentrische  Kegel  zugleich  berühren.  Ferner 
findet  man  in  dem  Aufsatz,  mit  welchem  das  „Journal  polytechnique" 
(Mois  de  Germinal,  an  III)  beginnt,  mehrere  andere  Probleme  er- 
wähnt, welche  den  Schülern  der  berühmten  Ecole  polytechnique  zur 
Auflösung   vorgelegt   wurden,  z.  B,    die  Aufgaben   über   das   Trieder 


')  Vgl.  G,  Loria,  „Nicola  Fergola  e  la  scuoia  di  matematici  che  lo  ebbe  a 
duce",  §  5  des  IV,  Kap.  ')  Man  Bete  auch  den  berühmten  Aufsatz  „Sur  les 

lignee  de  courbure  de  rellipsolde"  (Joum,  de  Vt,c.  pol,,  11.  Cah,,  p.  14ö — 165), 
wo  solche  KrflmmungBliurven  sorgfältig  gezeichnet  sind.  ')  Als  unvollstäDdig 
erschien  sie  Hachette,  welcher  die  Kotwendigkeit  der  „Supplements"  ernannte, 
die  er  dann  in  den  Jahren  1811  und  1S18  herausgab,  ')  „Du  plus  petit  ctepus- 
cnle"  (Coiresp.  sur  l'fic.  pol,,  T.  I,  p,  148—151).  Vgl.  K.  Zelbr,  „Das  Problem 
der  körze^ten  Dämmemng",  Zeitschr,  f.  Math,  u,  Phys,,  41,  Bd.,  1896,  Hist.-lit. 
Abt.,  insbesondere  S.  153  — läü. 
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.  „ce  qui  coinporte  toute  la  trigoiiometrie  spherique'"};  weiter  die  Dar- 
stellung des  regulären  Dodekaeders*)  und  die  Konstruktion  der  Ge- 
raden oder  Ebenen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und 
gegebene  Neigungen  zu  den  Projektionsebenen  haben;  endlich  die 
Rotationsflächen,  welche  im  Monges  Buch  immer  durch  die  Rotation 
ebener  Kurven  erzeugt  werden,  werden  im  Aufsatz  durch  beliebige 
Kurven  besehrieben.  Zu  den  behandelten  Flächen  gesellen  sich  noch 
die  Quadriflächen,  die  Konoiden  und  einige  Helikoiden.  Andere  Pro- 
bleme findet  man  in  den  Nachrichten  über  die  Mongeeehen  Vor- 
lesungen, welche  man  Eise  mann*)  verdankt*).  Es  handelt  sieb 
hier  um  neue  Fälle  der  Aufgabe,  die  Schnittkurve  zweier  Flächen 
zu  finden,  einige  neue  Schraubenflächen  (z.  B.  die  Schraube  von 
St,  ßiles)  und  einige  elementare  Aufgaben,  welche  man  vermittels  der 
Flu  eben  durch  schnitte  auflösen  kann.  Aus  diesen  Nachrichten  er- 
sieht man,  daß  in  jenen  Vorlesungen  auch  Fragen  der  angewandten 
darstellenden  Geometrie  behandelt  wurden,  wie  z.  B.  die  Schatten- 
lehre und  die  Perspektive;  die  von  Monge  dazu  angewandten  Me- 
tboden fanden  sich  auf  einigen  Blättern  kurz  skizziert,  die  nach 
Monges  Tod  glücklicherweise  in  die  Hände  seines  bedeutenden  und 
von  ihm  sehr  geliebten  NeiFeu  und  Schülers  B.  Brisaon  (1777  bis 
18ä7)  fielen;  dieser  hat  sie  einer  genauen  Durchsicht  unterzogen  und 
dann  in  die  4.  Aufl.  (1820)  der  „Geometrie  descriptive"  aufgenommen. 
Es  ist  unsere  Pflicht,  etwas  darauf  einzugehen. 

Setzt  man  voraus,  daß  die  Lichtquelle  ein  Punkt  0  sei,  und  daß 
alle  zu  betrachtenden  Körper  undurchsichtig  seien,  so  kann  man,  wenn 
sie  Polyeder  sind,  die  Aufgabe  der  von  diesen  Körpern  auf  Ebenen  ge- 
worfenen Schatten  durch  Anwendung  der  Grundaufgaben  der  dar- 
stellenden Geometrie  leicht  auflösen;  auf  dem  Körper  ist  der  beleuch- 
tete Teil  von  dem  dunklen  durch  ein  schiefes  Polygon  abgesondert, 
welches  man  bestimmen  kann  auf  Grund  der  Lage  des  Polyeders  in 
bezug  auf  0.  Wenn  es  sich  aber  um  einen  durch  eine  krumme 
Fläche  begrenzten  Körper  handelt,  so  ist  die  Trennungslinie  eine 
sehr  wichtige  Kurve,  welche  Monge  in  einer  Abhandlung  des  Jahres 
1775  schon  betrachtet,  und  der  er  auf  p.  (i94  seines  „Memoire  sut  la 
theorie    des    deblais    et     de    remblais"    (Mem.    de   Paii*     17S1)    den 

')  Vgl  auch  Haciiette,  „Solution  complete  de  la  pjramide  triangulaire 
(CorrcBp.  SUT  Vto.  pol.,  T.  I,  p.  41—51).  ')  Eb  mag  hier  erinnert  -»erien  d%Ü 
die  Perspektive  der  regulären  (konveieu  wie  auch  Stern-)  Poljeder  sich  achun 
(1Ö68)  he!  W.  Jamitzer  (Bd.  IP,  S.  682)  findet.  =)  Es  ist  der  t-elelirte    dem 

maa  eine  partielle  Ausgahe  von  Pappua  (,vg!.  Pappua  ed.  Hultsth,  b.  X\  III) 
verdankt.  ')  Journal  de  Vtc.  poL,  11.  Cah.,  p.  100— lOS,  III.  Gab,.,  p.  440—442, 
IV.  Cah.,  p.  619-622. 
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Namen  „ligne  de  eontour  appareiit  d'une  surface"  gegeben  hatte, 
welchen  sie  beibehalten  hat.  Um  diese  Linie  zu  konstruieren, 
zieht  man  Ton  0  Ebenen  ö,  welche  wir  der  Bequemliehkeit  halber 
auf  einer  Projektionsebene  normal  annehmen  wollen;  jede  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Kurve,  welche  konstruierbar  und  darstellbar  ist;  die 
Berührungspunkte  der  von  0  sm  F  geführten  Tangenten  gehören  dem 
gesuchten  Umrisse  an.  Läßt  man  e  um  0  herumgehen,  so  wird  dieser 
punktweise  beschrieben.  Alles  das  besteht  auch,  wenn  0  unendlich 
entfernt  liegt.  Wenn  aber  die  Lichtquelle  nicht  ein  Punkt,  sondern 
eine  Fläche  ist,  so  müssen  beträchtliche  Modifikationen  vorgenommen 
werden,  von  denen  Euler  schon  in  seiner  großen  Abhandlung  „De 
solidis,  quorum  superfieiem  in  planum  explicare  licet"  (Nova  Comment. 
Petrop.,  T.  XIV,  1772)  gesprochen  hatte  (vgl.  S.  531)  und  womit  sich 
Monge  schon,  unabhängig  von  Euler,  in  dem  „Memoire  sur  les  pro- 
prietes  de  plusieurs  genres  de  surface  courbes,  particulierement  sur  eelles 
des  surfaces  developpables,  avec  une  application  ä  la  theorie  des  ombres 
et  des  penombres"  (Mem.  pres.  par  divers  sav.,  T.  IX,  1780,  p.  382  bis 
420)  beschäftigt  hatte  (vgl.  S.  537).  Diese  großen  Geometer  stimmen 
darin  überein,  daß  es  notwendig  sei,  die  zwei  Schalen  der  Developpabeln 
zu  betrachten,  welche  aus  den  Ebenen  besteht,  welche  die  leuchtende 
und  die  beleuchtete  Fläche  zugleich  berühren;  so  entstehen  im  Ranme 
eine  Schatten-  und  eine  Hai  bsehatten  reg  ion,  und  auf  der  betrachteten 
Oberfläche  zwei  Umrisse.  Alles  das  wird  evident  klar  in  dem  Falle, 
daß  beide  betrachteten  Flächen  Kugeln  sind,  ein  Fall,  welcher  von 
Monge  und  Brisson  eingehend  untersucht  wird.') 

Wenden  wir  nun  unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  Perspektive. 
Monge  geht  von  der  Voraussetzung  aus,  daß  die  objektive  Figur  F 
und  das  Auge  0  durch  ihre  Orthogonal  pro jektionen  bestimmt  und 
daß  die  Tafel  beider  Grundebenen  normal  sei.  Infolgedessen  (Fig.  71) 
kann  man  die  Projektionen  des  Punktes  }\,  welcher  die  Perspektive 
von  P  ist,  sogleich  zeichnen;  um  aber  die  wahre  Form  der  erhaltenen 
Perspektive  der  gegebenen  Figur  7^  zu  erhalten,  muß  man  die  Tafel 
in  eine  andere  Lage  bringen,  was  (Fig.  72)  mittels  der  Koordinaten 
leicht  geschehen  kann.  Ein  ähnliches  Verfahren  kann  in  dem  Falle 
angewandt  werden,  daß  die  Tafel  nur  auf  der  Horizontalebene  normal 

'!  Man  sehe  auch:  Monge  und  Hachette,  „Sur  la  theorie  dea  ombrea  et 
d«  la  perspective;  sur  les  points  hrillants  des  BurfaceB  couihea"  (Cörresp.  sur  l'Kc. 
pol.,  T.  I,  p.  29t>— 306).  Ea  möge  noch  dei  „Memoire  bm  la  dötermiDation  g^o- 
metrique  des  teintes  lians  les  desseins"  (Joum.  de  l'^c,  pol.,  i.  Cah.,  p.  167  —  188) 
als  ein  Produkt  des  Mongeachen  Unterrichts  angeffthit  werden;  er  wurde  von 
Dupuia  bearbeitet  auf  Grund  der  verschiedenen  von  den  „cliefe  de  brigade" 
der  polytechnischen  Schule  gegebenen  Materialien. 
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ist.  Beide  Fälle  sind  als  Änweadimgen  der  ueuen  von  Monge 
geschaffenen  Wissenschaft  interessant;  an  Umfang  und  Allgemein- 
heit können  sie  sieh  gewiß  mit  denjenigen  Taylors  und  Lam- 
berts nicht  messen.  Um  die  Ausführung  der  Perspektive  zu  er- 
leichtern, weist  Monge  noch  darauf  hin,  daß  es  überflüssig  ist, 
die  Perspektive  der  Punkte  zu  zeichnen,  welche  von  dem  Augen- 
punkt aus  unsichtbar  sind,  daß  die  Perspektive  einer  Geraden  eine 
Gerade  ist,  und  daß  endlich  die  Perspektiven  paralleler  Geraden 
ein  eigentliches  Büschel  bilden.  Ist  die  Tafel  uneben,  so  kann  man 
(bemerkt  Monge)  die  Aufgabe  der  Perspektive  gleichwohl  durch 
Anwendung  der  darstellenden  Geometrie  lösen.  Monge  (oder 
Brisson?J  bemerkt  weiter,  daß  man  eine  Haumfigur  durch  zwei 
Perspektiven  bestimmen  kann;  andere 
Beobachtungen  über  die  Luftperspek- 
tive  sind  unserem  Gegenstand  fremd; 
sei  der  folgende  Satz  wieder- 
iben:  „In  ■  jedem  Punkte  einer 
Fläche   ist    die  Lichtstärke  dem  Sinus 


x„_ 

:^,0" 

p'r-^ 

^" 

J^''-^^ 

^o- 

des  Winkels  direkt  proportional,  welchen  der  einfallende  Strahl  mit 
der  Berührungsebeue  bildet  und  dem  Quadrat  der  Entfernung  vom 
leuchtenden  Punkt  umgekehrt  proportional". 

Zum  Schluß  unseres  Berichtes  über  die  Werke  Monges  über 
die  darstellende  Geometrie  möge  nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  mit 
diesem  großen  Geometer  die  Wiedererweckung  des  Interesses  der 
Mathematiker  für  die  reine  Geometrie  zusammenhängt;  ein  solches  Er- 
gebnis verdanken  wir  nicht  nur  seinen  unsterblichen  Schriften,  sondern 
auch  seinem  unübertrefflichen  Unterricht  an  der  Ecole  polytechnique, 
welcher  mehrere  Hunderte  von  Studenten  förmlich  elektrisierte,  so 
daß  infolgedessen  mehrere  von  ihnen  bedeutende  Gelehrte  wurden. 

Jetzt  müssen  wir  noch  bemerken,  daß  der  Band  „Geometrie 
descriptive"  von  Monge  später  gedruckt  worden  ist,  als  die  „Essais 
de  geometrie  sur  les  plans  et  les  surfaces  courbes"  (Paris  1796)')  von 


')  ünaer  Bericht   stützt 
Paris  an  X  (1802). 


ich  auf  die  Seconde  Edition  r 


;  et  augment^e, 
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S.  F.  Lacroix  (1765— lH43)(ygl,  S.344),  der  der  Reibe  nach  Professor  dar 
Mathematik  au  der  Artilleriesciiuie  von  Besan9on  (1788),  an  der 
Normalschule  von  Paris  (1795)  uud  an  der  dortigen  polytechniecheu 
Schule  (1799)  war.  Sein  Buch  soll  gewiß  kein  Kommentar  zu  den 
Mongescheii  Vorlesungen  sein,  ist  aber  auf  jeden  Fall  von  denselbeu 
nicht  ganz  unabhängig.  Die  Geschichte  seiner  Entstehung  erzählt 
C.  Dupin  folgendermaßen^):  Lacroix  war  einer  der  Zuhörer  der 
freien  Vorlesungen  über  Geometrie,  welclie  Monge  im  Louvre  hielt; 
in  diesen  sprach  Monge  oft  von  den  wunderbaren  Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Operationen  der  Algebra  und  denjenigen  der 
Geometrie  esistieien,  wobei  er  sieh  beklagte,  daß  es  ihm  verboten 
sei,  seine  geometrischen  Entdeckungen  vorzutragen.  „Tout  ce  que 
je  fais  par  le  calcul",  sagte  er,  „je  pourrais  l'executer  avec  la  regle 
et  le  compas;  mais  il  ne  m'est  paa  pei'mis  de  vous  reveler  cea 
secrets."  Diese  Andeutung  hat  die  Neugierde  von  Lacroix  stark 
erregt;  er  versuchte  die  Analj'sis  von  Monge  in  geometrische  Kon- 
struktionen zn  übersetzen,  überzeugte  sich  dabei  selbst  von  der 
Wichtigkeit  der  Projektionsmethode,  und  auf  diesem  Wege  gelang  es 
ihm,  die  Fundamentalaufgahen  der  darstellenden  Geometrie  aufzu- 
lösen. Der  angeführte  Band  bildet  nun  die  Frucht  dieser  Unter- 
suchungen. Das  Werk  führt  auch  den  Nebentitel  „Complements  de 
geometrie",  und  dieser  komplementäre  Zweck  seines  Buches  wird 
ausdrücklich  vom  Verfasser  auch  in  seiner  Vorrede  hervorgehoben,  wo  man 
die  Bemerkung  findet,  daß,  während  die  Auflösungen  der  planimetri- 
schen  Probleme  vollkommen  ausführbar  sind,  die  der  stereometrischen 
einen  rein  theoretischen  Charakter  besitzen,  welchen  man  in  der 
Praxis  ihnen  unbedingt  nehmen  muß.  Eben  dies  ist  der  Zweck  der 
von  Lacroix  dargelegten  Methoden. 

Der  erste  Abschnitt  seiner  „Essais"  enthält  die  Grundlagen  der 
Methode  der  doppelten  Orthogonalprojektion  und  der  Anwendungen 
derselben  auf  Punkte,  Geraden,  Ebenen  und  Kugeln.  Die  Art  der 
Darstellung  ist  bei  Lacroix  minder  glänzend,  aber  etwas  methodischer 
als  bei  Monge  und  ist  der  heute  von  uns  angewandten  ähnlicher, 
als  der  älteren.  Im  zweiten  Abschnitte  sind  die  Hauptprobleme  über 
die  krummen  Flächen  aufgelöst  (Durchschnitte  und  Tangentenebenen), 
mit  besonderen  Anwendungen  auf  zylindrische,  konische,  Rotations- 
und  Regelfiächen.  Zuletzt  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  der 
Perspektive  unter  einem  Gesichtspunkt,  der  dem  von  Monge  ge- 
wählten ganz  ähnlich  ist;  seine  Behandlung  ist  aber  allgemeiner  und 

')  Vgl.  den  o.  a.  „Essai".  Diese  Geachichte  wird  ia  der  Vorrede  des 
^.Cours  de  geomrtrie  descriptive"  (I.  Partie,  l'ari^  1352)  Vön  Tb.  Olivier  anders 
ersählt. 


y  Google 


G.  Monge  aU  Begründer  der  darstellendeii  Geometrie,  637 

verschieden  von  der  älteren,  da  Lacroix  nur  annimmt,  daß  die  T&fel 
anf  einer  der  Grundebenen  normal  sei,  und  aich,  nm  die  wahre  Figur 
der  Perspektive  zu  finden,  einer  Umlegung  bedient.  Aber  er  deutet 
iiuch  ein  anderes  Verfahren  au,  zum  Entwerfen  einer  Perspektive, 
welches  demjenigen  Lamberts  ähnlich  ist  und  übrigens  auch 
nicht  als  neu  hingestellt  wird.  Zum  Schluß  findet  sieh  die  Bemer- 
kung, daß  die  darstellende  Geometrie  anf  die  Gnomonik  anwendbar 
ist,  wenn  man  diese  Lehre  wie  Montucla  definiert '^);  diese  Anwendung 
wurde  später  durch  einen  Schüler  Monges  vollständig  entwickelt^). 
In  einem  eingehenderen  Bericht  über  die  „Essais"  würde  auch  der 
vortrefflichen  pädagogischen  Bemerkungen  Erwähnung  getan  werden 
müssen,  welche  sie  enthalten,  und  welche  gewiß  nicht  wunder 
nehmen  werden  bei  einem  der  besten  Schriftsteller  der  mathematischen 
nk. 


Dies    sind   die    Anfänge    der   neuen   Lehre,    mit   der   der  Name 
Monge  für  immer  verbunden  sein  wird;  die  Geschichte  ihrer  weitereu  , 
Entwicklungsstadien  gehört  dem  19.  Jahrhundert  an. 

')  „Hiatoire  des  mathömatiquea",  2.  ed.,  T.  I,  p.  725,  ')  Lefran^ois, 

-.Memoire  Hur  la  gnomonique"  (Jonrn.  de  l'Ec.  pol,  XI.  Cah.,  p.  261—271). 


y  Google 


y  Google 


ABSCHNITT  XXVI 


INFINITESIMALRECHNUNG 


G.  VIVANTI 
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Die  Grandlagen  der  liifliiitesiaiaJrechnung.') 

In  dem  vorhergehenden  Zeitabschnitte  wohnten  wir  einem  der 
wichtigsten  Ereignisse  der  Geschichte  der  Mathematik,  der  Gehurt 
der  Infinitesimalrechnung,  bei.  Die  mit  diesem  Namen  bezeichnete 
Lehre  unterscheidet  sich  dadurch  von  allen  ährigen  Teilen  der  Mathe- 
matik, daß  sie  sich,  wenigstens  in  der  Form,  in  der  sie  von  ihren 
Hauptbegründern,  Leibniz  und  Newton,  vorgetragen  wurde,  auf 
nicht  echt  mathematische  Prinzipien  stützt.  Newton  geht  von  dem 
Geschwindigkeitsbegriffe  aus;  Leibniz  verlangt,  man  dürfe,  ja  man 
solle  gewisse  nicht  verschwindende  Größen  vernachlässigen.  Suchen 
wir    eine   Erklärung    darüber   in   ihren   Schriften,   so    finden  wir  bei 


Newton  so  gut 
eigene   Methode   sei 
verschieden, 


vie  nichts;  Leibniz  sagt  zwar  wiederholt  aus,  seine 
von  der  Archimedischen  nur  der  Form  nach 
einen  Beweis  seiner  Behauptung  finden  wir  nii^ends. 
Auch  seine  unmittelbaren  Nachfolger  besorgten  eher  die  Entwicklung 
der  Rechnungsmefchoden  als  die  Grundlegung  der  Theorie.  Der  Ver- 
fasser des  IIL  Bandes  konnte  ja  den  Gegenstand  in  einigen  wenigen 
Seiten  erledigen. 

Der  Periode  der  Schöpfung  folgt  aber,  wie  gewöhnlieh,  eine 
Periode,  in  welcher  das  Werk  der  Schöpfer  geordnet  und  vervoll- 
kommnet wird,  eine  Periode,  die,  wenn  auch  etwa  nicht  so  glänzend, 
doch  ebenso  wichtig  und  fruchtbar  ist  als  die  frühere^),  denn  aus 
dieser  Anordnungsarbeit  entsteht,  wenn  sie  von  genialen  Geistern  ge- 
leistet wird,  wohl  manches  ^wesentlich  Neue  und  Wertvolle;  so  z.  B. 
die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen. 

Eine  Aufgabe  der  neuen  Periode  sollte  selbstverständlich  die  sein, 
die  Prinzipien  der  Infinitesimalrechnung  auf  einen  festen  Boden  zu 
gründen.  In  dieser  Hinsieht  zeigen  sich  zwei  entgegengesetzte  Ten- 
denzen; einerseits  bestrebt  man  sich,  die  Stichhaltigkeit  der  Infini- 
tesimalrechnung nachzuweisen,  andererseits  versucht  man,  die  Leib- 
nizsche   Methode   durch   andere,   vermeintlich   strengere   zu   ersetzen. 

')  Siehe  Vivanti,  II  concetto  d'infinitesimo  e  la  sua  applicazione 
alla  matematica,  'i.  Aufl.,  Napoii  IBOl.  *}  Siehe  Marie,  Hist  dea  bc. 

math.  et  phys.,  Till,  Pftrie  1886,  p,  67, 
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Als  Haupt  Vertreter  der  ersten  Teoiienz  kann  man  d'Älembert  und 
Carnot,  als  Haupt  Vertreter  der  zweiten  kann  man  Lagrange  nennen. 

D'Älembert  (1717—1783,  diese  Vorl.,  HP,  S.  510)  behauptet^), 
das  Unendliche  der  Analysis  sei  nichts  anderes  als  die  Grenze,  welcher 
das  Endliche  sieh  unbesebränkt  nähert,  ohne  dieselbe  jemals  zu  er- 
reichen.    Sagt  man  also,  die  Grröße: 

1  +  2+4  +  8  +  --- 
sei  unendlich,  so  ist  damit  nur  gemeint,  daß  man  stets  so  viele 
Glieder  der  Folge  annehmen  kann,  daß  die  Summe  derselben  eine  be- 
liebig vorgeschriebene  Größe  übertrifft.  Auf  analoge  Weise  wird  daa 
Unendlich  kleine  erklärt.  Die  Differentialrechnung  setzt  sich  vor,  die 
Grenzwerte  der  Verhältnisse  je  zweier  endlichen,  durch  bestimmte 
Gesetze  verbundenen  Größen  auszuwerten;  sie  hat  nur  mit  endlichen 
Größen  zu  tun;  das  Unendliche  und  das  Unendlichkleine  sind  bloß 
Kunstwörter,  die  die  Mathematiker  erfunden  haben,  um  die  Ergebnisse 
ihrer  Forschungen  kürzer  und  einfacher  aussprechen  zu  dürfen. 

Dem  d'Alembertschen  Begriffe,  nach  welchem  die  Infinitesimalrech- 
nung nur  eine  Greuzrechnung  ist,  schließt  sieh  Kästner  (1719 — 1800, 
diese  Vorl.,   IIP,  S.  576,  IV,  S.  456)  ä)    an.     Nimmt   n    unbeschränkt 

zu,  80  hat  die  Einheit  zur  Grenze;  das  läßt  sich  aber  dadurch 

ausdrücken,  daß  man  sagt,  es  dürfe  die  endliche  Größe  h  gegen  die  unend- 
liche Größe  aw  vernachlässigt  werden.  Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die 
unendlichen  und  die  unendlichkleinen  Größen  der  verschiedenen  Ord- 
nungen, rechtfertigen.  Ist  Z  eine  Punktion  von  s,  welche  für  den  Wert 
e  -{-  e  von  «■  den  Wert  Z+  E  annimmt,  so  heißt  die  Grenze,  welcher 
sich  bei  abnehmenden  £   und  e   unbeschränkt   nähert,    das  „Ver- 

hältnis der  Differentiale"  von  Z  und  z;  E  und  e  heißen  die  „Diffe- 
rentiale". Auf  Grund  dieser  Definition  ergibt  sich,  unter  der  Vorau.s- 
setzung,   daß  n    eine    ganze  positive  Zahl  bezeichnet  und  Z  =  s"  ist: 

hm  -^  =  m"    ' ; 

diese  Formel  läßt  sich  auf  jeden  j'eellen  Wert  von  w  erstrecken. 
Weiter  unten  mischt  aber  Kästner  in  die  Definition  des  Differentials 
den  Geschwindigkeitsbegriff  ein.  Die  Differentiale  dZ,  ds  von  Z,  3, 
s^t  er,  sind  nicht  die  wirklichen  Zuwächse  dieser  Größen,  sondern 
die  Zuwächse,   welche    dieselben   in    einer    bestimmten    Zeit    erhalten 

')  Mölangea  de  litt.,  d'hiat.  et  de  philos.,  Nouv.  ^A.,  T.  5,  Aiuster- 
dam  1767,  p,  239-252;  EDCyclopedie  methodique,  Paris  1786,  art.  „Diffe- 
rentiel".  *)  Anfangsgründe  der  An.  des  Unendl.,  Halle,  1.  Aufl.  ITßl, 

2.  Aufl.  1770. 
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würden,  wenn  sie  sich  diese  ganze  Zeit  hindureh  mit  den  Anfangs- 
geschwindigkeiten Yeränderten;  das  Verhältnis -v-  ist  also  gleich  dem 
Verhültnis  der  Geschwindigkeiten,  es  möge  die  Zeit  endhch  sein  odei 
nicht,  und  wenn  man  die  Zeit  als  nnendbchklein  ansieht,  so  geschieht 
das  nur,  um  die  Geschwindigkeiten  ih  konstant  betrachten  zu  diiifen 
Die  so  Y erstandenen  Differentiale  sind  nichti  anieies  aU  die  New 
tonschen  Flusionen.  Man  kaim  abei  mch  Maeliurin  zeigen,  daß 
das  Verhältnis  der  Fluxionen  \on  ä"  und  von  ;  gleich  m'-^  ist,  es 
stimmen  also  die  Resultate  der  Muxionsi echnung  mit  denjenigen  dei 
Leibnizschen  Rechnung  Tollkommen  überem,  und  man  kann  diese 
letztere  mit  Zuversicht  gebrauchen. 

Dieselben  Ideen  finden  sich  in  Kästners  Dissertation  über  das 
Unendliche')  wieder.  Das  Unendliche  und  das  Unendlich  kleine  sind 
keine  Großen;  sie  drücken  bloß  die  Möglichkeit  einer  unbeschrankten 
Zu-  oder  Abnahme  aus.    Wenn  wir  sagen,  das  letzte  Glied  der  Reihe; 

■  +V+ ;  +■■■ 

sei  0  und  ihre  Summe  sei  1,  so  verstehen  wir  darunter  nur,  daß  die 
Glieder  der  Reihe  unbeschränkt  abnehmen,  und  daß  ihre  Summe  sich 
der  ]  unbeschränkt  nähert.  Der  Quotient  zweier  Funktionen  einer  Ver- 
änderlichen X  nähert  sich  bei  zunehmendem  n  dem  Quotienten  der 
Glieder  höchster  Ordnung;  die  Sache  verhält  sich  daher  ganz  so,  als 
wenn  man  alle  übrigen  Glieder  unterdrückte. 

Unter  den  Anhängern  von  d'Alembert  muß  auch  Gerdil  ge- 
nannt werden.  Hyacinth  Sigismund  Gerdil,  Barnabit,  geboren 
am  23.  Juni  1718  zu  Samoens  in  Savoyen,  war  der  Sohn  eines  Notars. 
Kaum  19  Jahre  alt,  wurde  er  zum  Professor  der  Philosophie  an  der 
Universität  zu  Macerata  ernannt;  später  war  er  Professor  der  Philo- 
sophie und  dann  der  Moraltheologie  an  der  Turiner  Universität.  Der 
Ruhm    seiner    Gelehrsamkeit,    Wohltätigkeit   und    Frömmigkeit    ver- 


Regiae  Seien tiarumGottingensi  annis  1756— 176G  exhibuit  A.  G.  Käst- 
ner, Ältenburg  1771  (vgl.  diese  Voilesungen,  IV,  S.  26),  Dias.  V:  De  vera  in- 
flnitj  notione  (p.  35 — K8).  Siehe  auch  Disa.  XI:  De  tranBlatia  in  dictione  geo- 
metrarum  (p.  7*J— S8),  Diss.  XIII;  De  lege  continui  in  natura  (p.  143—149),  wo 
ein  früheres  Inaoguralpiogramm  des  Verfassers  mit  dem  Titel:  De  cautioue 
in  neglectu  quantitatum  infinite  parvarum  observanda  (Leipzig  1746) 
zitiert  wird.  _  Auf  Kästners  Ideen  bezieht  sich  Ludolphus  Hermannua 
Tobiesen  (1771  — 163'J)  in  seiner  schon  oben  S.  26  erwähnten  Sclirift; 
Principia  atque  historia  inventionis  calonli  differentialia  et  inte- 
gralia  nee  non  methodi  fluxionum,  Güttingen  ITO.'i. 

CiHToB,  GeKhicht«  der  MBlhemaflk  IV,  1-J 
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breitete  sich  mehr  und  mehr.  Der  König  wählte  ihn  zum  Lehrer 
seines  Sohnes,  des  späteren  Karl  Emanuel  IV.;  viele  Akademien 
zählten  ihn  unter  ihren  Mitgliedern.  Im  Jahre  1777  wurde  er  Kar- 
dinal, und  beim  Tode  von  Pius  VI.  hätte  er  den  päpstlichen  Thron 
bestiegen,  hätten  sich  nicht  politische  Gründe  dagegen  geltend  ge- 
macht. Er  starb  zu  Rom  am  12.  Angust  1802.  Seine  Schriflen  sind 
sehr  zahlreich  und  betreffen  meistens  Theologie  und  Philosophie. 

Gerdil')  geht  noch  weiter  als  d'Alembert,  indem  er  nicht  nur 
behauptet,  daß  die  unendhchen  und  unendlichkleinen  Größen  für  die 
Infinitesimalrechnung  entbehrlich  sind,  sondern  auch,  daß  das  absolut 
Unendliche  unmöglich  ist.  Die  sieben  von  ihm  angeführten  Beweise 
dieser  Behauptung  sind  weder  bündig  noch  wesentlich  neu,  und  bieten 
für  uns  wenig  Interesse  dar. 

Die  Abhandlung  von  Gerdil  gab  zu  einer  ganz  kurzen,  aber 
interessanten  Note  Lagranges*)  Veranlassung.  In  dieser  Note  be- 
merkt Lagrange,  daß  man  in  der  Infinitesimalrechnung  von  unrich- 
tigen Voraussetzungen  ausgeht,  daß  aber  andere  in  der  Rechnung 
begangene  Fehler  die  Unrichtigkeit  aufheben;  so  z.  B.  ist  es  eine 
falsche  Annahme,  daß  die  Tangente  die  Verlängerung  einer  Seite  eines 
Unendlichvieleckes  sei;  da  man  aber  während  der  Rechnung  Großen 
als  verschwindend  vernachlässigt,  die  bloß  unendlich  klein  sind,  so 
werden  beide  Unrichtigkeiten  sich  gegenseitig  tilgen.  Erst  nachdem 
man  bewiesen  hat,  daß  eine  solche  Aufhebung  wirklich  stattfindet, 
sei  man  berechtigt,  das  Unendlichkleine  als  eine  wirkliche  Große  zu 
betrachten. 

Der  Begrifi'  von  der  Ausgleichung  der  Fehler  war  nicht  neu,  er 
kommt  schon  ein  Vierteljahr  hundert  früher  bei  Berkeley  (diese 
Vorl.,  III^,  S.  741  ff.)  vor,  ob  es  gleich  keinen  Beleg  dafür  gibt,  daß 
Lagrange  dessen  Schriften  gekannt  hat.  Merkwürdig  ist  es,  daß 
Lagrange,  gleich  zu  Anfang  seiner  glänzenden  Laufbahn,  auf  die 
Diskussion  von  der  Stichhaltigkeit  der  Prinzipien  der  Infinitesimal- 
rechnung geführt  wurde,  ein  Gegenstand,  der  ihn  bis  zu  seinen  letzten 
Jahren  beschäftigte  und  aufweichen  er  nach  mehr  oder  minder  langen 
Intervallen  wiederholt  gekommen  ist.  Während  er  aber  anfangs  die 
Strenge  der  Infinitesimalrechnung  zu  verteidigen  suchte,  kam  er  später 
auf  den  Gedanken,  diese  Rechnung  durch  eine  strengere  zu  ersetzen. 
Einen  Grundriß  seiner  neuen  Methode  gab  er  in  einer  Abhandlung 
von  1772^),  aber  erst  1797  entwickelte  er  dieselbe  in  seinen  berühmten 
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Vorlesungen  über  analytische  Funktionen^).  In  der  Zwischenzeit 
(1784)  hatte  er  disrch  die  Berliner  Akademie,  deren  Vorsitzender  er 
war,  die  Gelehrten  der  ganzen  Welt  aufgefordert,  das  hochwichtige 
Problem  aufzulösen;  woraus  erhellt,  erstens,  daß  er  damals  mit  seiner 
eigenen  Lösung  nicht  ganz  zufrieden  war,  zweitens,  daß,  wenn  auch 
die  Akademie  eine  der  vorgelegten  Abhandlungen  krönte,  die  darin 
vorgeschlagene  Methode  seinen  Geist  so  wenig  befriedigte,  daß  er  bald 
seine  alten  Ideen  wieder  aufnahm. 

Über  die  erwähnte  Preisfrage  müssen  wir  etwas  ausführlicher 
berichten.  Man  verlangte^)  „eine  lichtvolle  und  strenge  Theorie 
dessen,  was  man  Unendlich  in  der  Mathematik  nennt".  „Die  höhere 
Geometrie",  lautete  die  Aufforderung,  „benutzt  häufig  imendlichgroße 
und  unendlichkleine  Größen;  jedoch  haben  die  alten  Gelehrten  das 
Unendliche  sorgfältig  vermieden,  und  einige  berühmte  Analysten 
unserer  Zeit  bekennen,  daß  die  Wörter  unendliche  Größe  wider- 
spruchsvoll sind.  Die  Akademie  verlangt  also,  daß  man  erkläre,  wie 
aus  einer  widersprechenden  Annahme  so  viele  richtige  Satze  entstanden 
sind,  und  daß  man  einen  sicheren  und  klaren  Grundbegriff  angehe, 
welcher  das  Unendliche  ersetzen  dürfe,  ohne  die  Rechnungen  zu 
schwierig  oder  zu  lang  zu  machen." 

Der  Preis  wurde  der  Exposition  elementaire  des  principes 
des  ealcula  superieurs  (Berlin  1786)^)  erteilt.  Verfasser  dieser 
Abhandlung  war  Simon  Antoine  Jean  Lhuilier,  geboren  in  Genf 
1750,  gestorben  daselbst  1840,  seit  1795  Professor  der  Mathematik 
an  der  Akademie  in  Genf,  dessen  Namen  in  mehr  als  einem  Ab- 
schnitte dieses  Bandes  erscheint  (s,  o.  S.  84,  432). 

Lhuilier  erhebt  wohlbekannte  Bedenken  gegen  den  Unendüch- 
keitsbegriff.  Es  zerlegt  z.  B.  eine  Ebene  den  Raum  in  zwei  gleiche 
Teile*),  und  dasselbe  tut  eine  der  ersteren  parallele  Ebene;  jedoch  ist 

ä  la  differentiation  et  ä  rintögration  des  ijuantitöe  variables,  Nouv. 
Mem.  Berlin,  1772  (publ.  177t),  p.  186—221;  Oeuvres,  T.  ID,  Paris  1809,  p.  441 
Ms  47G. 

')  Theorie  dea  fonctiona  analytiqnea,  contenaat  !es  principes 
du  Calcul  diff^rentiel,  degagÖB  de  totite  considöratioa  d'infini- 
ment  petita.  d'evanouisBatita,  de  limites  et  de  fluxiona,  et  reduifcs  ä 
l'analyse  algebrique  des  quantit^a  l'inies,  1.  Aufl.,  Paris  1797,  3.  Aufl., 
Paria  1813  (wieder  abgedruckt  in  Oeuvres,  T.  IS,  Paris  1881).  Siehe  auch:  Dis- 
cours  sur  l'objet  de  la  thöorie  des  fonctious  analytiques,  Joum.  Ec. 
Poljd.,  VI.  Cahier,  T.  II,  1799;  Oeuvres,  T.  VH,  Paris  1877,  p.  325—328. 
')  Nouv.  Mem.  Berlin  1784  (publ.  1786),  p,  12—13.  ')  Biue  latcinisclie 

Bearbeitung    erschien    1795    in    Tübingen    unter    dem    Titel;    Principiorum 
caicnli    differentialis    et    integralis    espositio    elementaris. 
),,...  telles  qu'on  ne  puisse  rien  dire  de  l'une  qu'on  ne  puisso  egalement  diro 
de  i'autre". 
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Ton  f!en  beiden  letzterea  Halbräumen  der  eine  größer,  der  andere 
kleiner  als  einer  der  ersteren.  Ferner  kann  der  unendliche  Raum 
keine  Figur  aufweisen^  eine  Figur  setzt  nämlich  eine  gewisse  Ein- 
richtung der  Grenzen  yoraua,  das  Unendliche  aber  läßt  keine  Grenzen 
zu.  Noch  unbegreiflicher  ist  das  Üueiidlichkleine;  es  sollte  dieses 
eine  jedes  Größencharakters  entbehrende  Größe  sein.  In  der  Infini- 
tesimalrechnung wird  das  Unendlichkleine  bald  als  verschwindend, 
bald  als  nicht  yerscli windend  betrachtet;  jedoch  gleichen  sieh  die 
Rechnungen  von  selbst  aus,  da,  was  vernachlässigt  wird,  nicht  unver- 
gleichbar, sondern  genau  gleich  Null  ist.  Es  empfiehlt  sich  also,  die 
Infinitesimalrechnung  durch  die  Grenzmethode  zu  ersetzen,  ohne  je- 
doch die  Aus  drucks  weise  und  die  Bezeichnungen  der  ersteren  zu  ver- 
lassen. Ob  und  wie  Lhuilier  seinen  Gedanken  ausgeführt  bat, 
werden  wir  weiter  unten  sehen. 

Die  Berliner  Preisfrage  gab  auch  zu  einer  anderen  Schrift  Ver- 
anlassung, die  aber  der  Akademie  nicht  vorgelegt  wurde,  Wenzeslaus 
Johann  Gustav  Karsten  (s.  o.  S.74,357),  Professor  der  Mathematik 
und  Naturlehre  in  Halle,  geboren  1732,  gestorben  1787,  war  damals  mit 
der  Abfassung  seines  Handbuches  der  Analjsis  und  höheren 
Geometrie  beschäftigt  und  wurde  natürlich  dazu  geleitet,  die  auf- 
geworfene Frage  zu  berücksichtigen.  Hieraus  entstand  die  erste  seiner 
Mathematischen  Abhandlungen,  welche  den  folgenden  Titel 
trägt;  Vom  Mathematisch-Unendlichen  mit  Rücksieht  auf 
eine  im  Jahre  1784  aufgegebene  Preisfrage.  Wenn  der  Mathe- 
matiker sagt,  es  sei  —  =  0  für  »t==oo,  so  bedeutet  das  nach  Karsten, 
daß  —  bei  zunehmendem  m  beständig  abnimmt,  und  daß  die  Glei- 
chung ^  =  0  nur  dann  gelten  würde,  wenn  m  einen  Wert  erhielte, 
den  es  nicht  erreichen  kann,  so  lange  man  fortzähit.  Auch  das  Un- 
endlichkleine ist  bloß  eine  Redensart;  die  Regeln  der  Infinitesimal- 
rechnung lassen  sich  durch  die  Grenzmethode  rechtfertigen,  so  daß 
es  nutzlos  erscheint,  neue  Methoden  zu  bilden,  wie  es  die  Akademie 
verlangt.  Dieselben  Begriffe,  wenn  auch  unter  einer  etwas  veränderten 
Form,  finden  sich  in  der  fünften  Abhandlung*)  wieder,  deren  Titel 
ist:  Vom  Berührungswinkel  und  KrÜmmungskreise.  Von  den 
beiden  entgegengesetzten  Meinungen,   deren   Haupt  Vertreter   Clavius 

'1  Die  Titel  der  drei  übrigen  Alibaiidlungen  lauten;  2.  Von  den  Parallel- 
linien, und  den  nenerenBemühungen,  die  Theorie  davon  zu  ergänzen; 
3,  Über  eine  Stelle  in  des  Herrn  Lamberts  Briefwechsel,  von  ver- 
neinten und  unmöglichen  Wurzelgrößen;  4.  Von  den  Logarithmen 
der  Tertiftinten  und  unmöglichen  Größen. 
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und  Le  Peletier  sind^),  schließt  eich  Karsten  derjenigen  des  letzteren 
an,  indem  er  behauptet,  der  Berührangswinkel  sei  genau  gleich  Null. 
Er  zeigt  aber,  daß  diese  Behauptung  nicht  im  mindesten  hindert,  die 
Verschiedenheit  der  Krllmmungsmasse  der  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente besitzeTiden  Linien  z.u  begreifen. 

Der  Berliner  Preisfrage  verdanken  wir  vermutlich  auch  Carnots 
Reflexions  sur  la  nietaphysique  du  calcul  infinitesimal,  die 
zwar  erst  im  Jahre  1797  erschienen,  die  aber,  wie  der  Verfasser  in 
seiner  Vorrede  angibt,   schon  lange  fertig  standen^). 

Lazare  Nicolas  Marguerite  Carnot,  geboren  am  13.  Mai  1753 
zn  Nolay  in  Frankreich,  wurde  Genieoffizier,  dann  Mitglied  der 
Assemblec  nationale  und  des  Konvents  (1791),  wo  er  für  das 
Todesurteil  des  Königs  stimmte.  Als  Mitglied  des  Comite  de  salut 
public  (1793)  verdiente  er  den  ehrenvollen  Beinamen  eines  organi- 
satenr  de  la  vietoire.  Später  war  er  Minister  unter  Napoleon; 
als  dieser  aber  die  Kaiserkrone  annahm,  trat  Carnot  ins  Privatleben 
zurück.  Nach  dem  unglücklichen  russischen  Feldzuge  bot  er  wieder 
seine  Dienste  dem  Vaterlande  an,  und  zeichnete  sich  bei  der  Ver- 
teidigung von  Antwerpen  aus.  Er  war  wieder  Minister  beim  hundert- 
tägigen Kaisertum  Napoleons,  und  wurde  nach  dessen  Falle  in 
eine  Proskriptionshste  einbegriffen;  er  erhielt  seinen  Wohnsitz  in 
Magdeburg  angewiesen,  wo  er  am  22.  August  1823  starb. 

In  seinen  Reflexions  unternimmt  es  Carnot,  nachzuweisen, 
daß  die  Infinitesimalmethode  ganz  streng  ist,  und  daß  es  daher 
keinen  Grund  dafür  gibt,  auf  diese  Methode  zu  verzichten.  Dazu  unter- 
sucht er  zunächst,  wie  der  menschliche  Verstand  zu  dem  Grundbegriffe 
dieser  Methode  gelangt  sein  möge.  Die  Unmöglichkeit,  eine  genaue 
Auflosung  gewisser  Probleme  zu  erhalten,  führte,  meint  er,  zum  Ver- 
suche, dieselben  annäherungsweise  aufzulösen,  indem  man  die  Daten 
der  Probleme  durch  andere  ersetzte,  die  von  diesen  so  wenig  ver- 
schieden wären,  daß  man  die  in  den  Endresultaten  entstehenden 
Fehler  vernachlässigen  dürfte.  Carnot  führt  das  folgende  Beispiel 
an:  Es  solle  die  Tangente  MT  zu  einem  Kreis  MED  in  einem 
Punkt  M  geführt  werden  (Fig.  73).  Sei  a  der  Radius,  C  der  Mittel- 
punkt, BD  ein  Durchmesser,  MF  die  zu  BB  senkrechte  durch  M 
gehende  Gerade;  man  setze: 
_ D  P  =  X,     MF  =  y, 

')  Bd.  IP  u.  IIP  pasBim;  Vivanti,  a.  a.  0,  *)  Eine    deutsche  Über- 

eefzung  mit  eebr  interessanten  Noten  ist  von  J.  K.  Hauff  liei-au agegeben  worden 
unter  dem  Titel:  Betrachtungen  (iber  die  Theorie  der  InfinitesiiDal- 
i'echnung  (Frankfurt  a.  M  1800).  Anch  eine  italienische  t'berBetznng  von 
ö.  B.  Magistrini  (Pavia  1803)  liegt  vor. 
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und  suche,  die  Subtangeute  TP  zu  bestimmen.  Dazu  betrachte  maß 
den  Kreis  als  ein  Vieleck,  und  es  sei  NM  eine  Seite  desselben,  NO 
die  Senkrechte  zm  BB  durch  N,  MQ  die  Senkrechte  zu  NO  durch 
Jf;  die  Verlängerung  von  NM  gibt  an- 
näherungsweise die  Tangente  an,  so  daß 
die  angenäherte  Beziehung  stattfindet: 


2yNQ 


«             wh 

ii' 

Andererseits  ist: 

y'-2a 

X  ~  X 

\ 

lfO'-2a- 

Do- 

DO'; 

diese  letzte  GteiciiuDg 

rnt  sieh  schreiben 

) 

(9  +  NQ)'-2, 

(X  +  MQ) 
-(x  +  XQf, 

und    wenn   man   die 
zieht: 

erste 

aieichnng  ab 

+  A 

Q'-2itt~x)M(i^ 

-MQ' 

NQ 

2,  +  S(j 
a(o-x)-Äe' 

I  wegen  (1); 


(2) 


^l  +  NQ  _ 


Nun   sind  MQ  und  NQ  kleiner   als   MN,   folglich   vernachlässigbar, 
und  man  hat  annäherungsweise: 


TP^ 


Es  ist  aber  überraschend,  daß  diese  Lösung  nicht  angenähert,  son- 
dern streng  richtig  ist.  Woher  kommt  das?  Da  wir  Ton  einer 
ungenauen  Voraussetzung  ausgegangen  sind,  so  ist  die  Gleichung  (2) 
notwendig  ungenau;  sie  ist  es  aber  um  so  weniger,  je  kleiner  MN 
ist,  und  wird  ganz  genau,  wenn  MN  und  somit  MQ  und  NQ  ver- 
schwinden. Es  hat  hier  eine  gegenseitige  Aufhebung  der  Fehler  statt- 
gefunden'); und  dasselbe  geschieht  in  allen  Fällen.     Wie   kann   man 


')  Eb  kommt  hier  der  Begriff  voi 
1  sctou  bei  Berkeley  und.  liBi  L 


der  Ausgleichung  der  Fehler  vor,  welchen 
.grange  gefunden  hat;    ob  Carnot  seine 
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aber  erkennen,  daß  die  Fehler  sich  aufgehoben  haben?  Die  in  den 
Rechnungen  vorkommenden  Größen  sind  teils  bestimmt,  wie  TP, 
MP,  BP,  teils  unbestimmt,  wie  MN,  MQ,  NQ;  die  letzteren  schleichen 
sich  in  die  Rechnungen  ein,  wenn  wir  zur  Erleichterung  gewisse 
Grössen  durch  andere  ersetzen,  die  von  diesen  wenig  verschieden  sind, 
und  von  diesen  aus  schließ  lieh  hängen  daher  die  Fehler  ab,  mit  welchen 
die  Resultat«  behaftet  sind.  Sobald  also  sämtliche  willkürliche  Größen 
aus  den  Rechnungen  entfernt  worden  sind,  können  wir  mit  Sicherheit 
annehmen,  daß  die  Fehler  aieh  aufgehoben  haben. 

Kann  eine  willkürliche  Größe  (wie  JVO)  so  wenig  verschieden 
von  einer  bestimmten  (wie  MP)  angenommen  werden,  als  man  will, 
so  sagt  man,  die  letztere  sei  die  Grenze  der  ersteren,  und  die  Diffe- 
renz (nämlich  NQ)  sei  unendlichklein;  eine  unendlich  kleine  Größe 
ist  also  eine  willkürliche  Größe,  welche  die  Null  zur  Grenze  hat. 
Die  ungenauen  Gleichungen  (wie  (2))  werden  zu  genauen,  sobald  man 
die  in  denselben  vorkommenden  willkürlichen  Größen  durch  deren 
Grenzen  ersetzt.  Dadurch  erklärt  sich,  wie  die  scheinbar  ungenaue 
Regel  von  der  Vernachlässigung  der  unendliehkleinen  Größen  zu  ge- 
nauen Resultaten  führen  kann. 

Will  man  aber  die  Unbequemlichkeit  vermeiden,  mit  ungenauen 
Größen  zu  tun  zu  haben,  so  kann  man  die  unendlichkleinen  Größen 
als  sti^eng  verschwindend  betrachten,  mit  der  alleinigen  Vorsicht,  die 
etwa  vorkommenden  Verhältnisse  je  zwei  solcher  Größen  durch 
deren  Grenzen  zu  ersetzen. 

Wird  also  gefragt,  ob  man  die  unendlichkleinen  Größen  als 
verschwindend  betrachten  muß  oder  nicht,  ein  Dilemma,  das  zu  vielen 
Diskussionen  Veranlassung  gegeben  hat,  so  läßt  sich  antworten:  man 
kann  nach  Belieben  ebenso  den  einen  wie  den  anderen  Standpunkt 
behalten. 

Ist  so  die  Strenge  der  Infinitesimalrechnung  gesichert,  so  bleibt 
nur  noch  übrig,  zu  bemerken,  daß  sie  die  Grenzmethode,  mit  wel- 
cher sie  in  den  Resultaten  übereinstimmt,  an  Einfachheit  weit  über- 
trifft, insofern  sie  sich  vorsetzt,  jeder  Grenzbestimmung  zu  entbehren 
und  mit  bloß  algebraischen  Rechnungen  zu  verfahren.  Wird  man 
also,  fragt  Carnot,  auf  die  unermeßlichen  Vorteile  verzichten,  die 
die  Infinitesimalmethode  darbietet,  aus  Furcht,  sich  auf  einen  Augen- 


Vorgiingei  getaimt  hat  oder  nicht,  möge  d  h          t  lit  bl    b  Em 

Vorgäoger,  N.  Fiorentino,  werden  wirwt           t       bgg  Em 

auch  die  Aussage  von  Segner  (fl.  u.)  erwähnt         d        dßd  1      hh    t 

in   einet  Ditferentialgleichung  nicht  die  Gl     hh   t          d  d        t    V 
Gleichheit  bedeutet. 
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blick  von  dem  genauen  Verfahren  der  Elementargeometrie  zu  ent- 
fernen? Wird  man  einem  ebenen  nnd  liequemen  Wege  einen  dor 
nigen  Pfad  vorziehen,  auf  welchem  es  so  sthwer  ist,  «ich  nicht  zu 
verirren? 

Der  Standpunkt  von  Carnot  ist  richtig,  ^ber  seinAerfahien  i'-t 
weder  so  einfuch,  als  es  sein  dürfte,  noch  ganz  vnlktandig  Um  nachzu 
weisen,  daß  die  ungenauen  Gleichungen  sich  durth  Vertilgung  dei 
unendlich  kleinen  Größen  in  genaue  verwandeln,  briucht  man  nui  die 
unendlichkleine  Größe  als  eine  willkürliche  Große  zu  definieren,  denn, 
da  nach  dieser  Definition  die  unendlichklemen  Großen  iith  so  kkin 
annehmen  lassen,  daß  die  aus  deren  Vertilgung  heu  orgehenden  Fehler 
kleiner  sind  als  jede  beliebig  vorgegebene  Große,  so  sind  diese  Fehlet 
genau  gleich  Null.  Es  findet  also  wirklich  eine  Aufhebung  der 
Fehler  statt,  nicht  aber  durch  gegenseitige  Ausgleichung  („compen- 
sation  des  erreurs"),  wie  Carnot  meint,  sondern  dadurch,  daß  jeder 
Fehler  für  sich  selbst  zu  Null  wird.  Es  ist  ferner  zu  beachten,  daß 
sieh  Carnot  mit  der  Bestätigung  der  Tatsache  von  der  Fehlerauf- 
hebung begnügt,  ohne  nach  deren  Grunde  zu  suchen;  hätte  er  das 
getan,  so  hätte  er  den  Grund  darin  gefunden,  daß,  wie  soeben  gesagt, 
jeder  Fehler  für  sich  verschwindet. 

Manche  andere  Schriftsteller  bemühten  sieb,  mit  größerem  oder 
kleinerem  Erfolg,  die  Strenge  der  Leibnizsehen  Methode  außer 
Zweifel  zu  legen. 

Nach  Johann  Andreas  von  Segner  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  609,  IV, 
8.  74)^)  ist  der  Unendlichkeitabegriff  bloß  ein  negativer  Begriff,  denn 
unendlich  ist  was  keine  Grenzen  hat;  um  auszudrücken,  daß  zwei 
parallele  Linien  nicht  zusammentreffen,  sagt  man,  sie  schneiden  sich 
im  Unendlichen.  Man  kann  aber  dem  Unendlichen  eine  positive 
Bedeutung  geben.  Behauptet  man,  zwei  parallele  Geraden  haben 
einen  im  Endliehen  liegenden  gemeinschaftlichen  Punkt,  so  begeht 
man  einen  desto  kleineren  Fehler,  je  großer  der  Abstand  des  Punktes 
ist;  wäre  also  der  Ab.stand  größer  als  jede  angebbare  Größe,  so  würde 
der  Fehler  verschwinden.  Bezeichnen  wir  mit  M  den  Ozean,  mit  P 
einen  Tropfen  Wasser,  so  ist  es  uns  unmöglich,  das  Verhältnis  "W  ^on 
-^  zu  unterscheiden,  wenn  sie  auch  voneinander  sachlich  verschieden 
sind,  denn  unser  Begriff  von  M  und  von  Mi:  P  ist  ganz  derselbe; 
das  zeigt,   daß   wir   fähig   sind,    das  Verhältnis  -—  gewissermaßen  zu 

nts  aiial7seo9   finitornm.    Halle  176(S;   Blemen- 
initotum     Para    prima,    Halle    1761,    Pars    secunda, 


■)  Segner, 

,  El. 

torui 

1.    analys 

eos 

Halle 

nea. 
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begi-eifen.  Die  Gleichung  y  ~  li  '^*'  ^^^  dann  möglich,  wenn  a  be- 
liebig zunehmen  darf;  sie  drückt  aus,  daß  die  Gleichuug  7-  =  —  för 
keinen  nicht  verschwindenden  Wert  von  n  besteht.  Ist  y-  =  -;■,  so 
beißt  a  unendHck  in  bezug  auf  h;  ist  b  eine  endliche  Größe,  so 
schreibt  man  a  =  00,  und  ea  folgt: 


wodurch  sich  alle  Regehi  der  Differentiah-echnung  rechtfertigen  laBseii. 

Jacopo  Belgrado,  Jesuit,  geboren  zu  Udine  1704,  gestorben 
daselbst  1789,  Verfasser  mehrerer  mechanischer  und  physikalischer 
Schriften,  veröffentlichte  in  höchst  eleganter  Ausstattung  ein  dem  elf- 
jährigen Herzog  von  Parma  gewidmetes,  zweibändiges  Werk,  welches 
über  200  meistens  mechanische  Probleme  enthält.^)  In  der  Einleitung 
zum  zweiten  Bande  spricht  Belgrado  seine  Meinung  über  das  Un- 
endliche aus.  Die  Linie,  sagt  er,  besteht  aus  Punkten  und  wird  durch 
das  Fließen  eines  Punktes  erzeugt;  der  Punkt  ist  ein  Unendlich  klein  es 
in  bezug  auf  die  Linie.  Das  Uneudl ichkleine  ist  also  kein  bestimmter 
Teil  des  Endlichen,  es  ist  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  TeiL  Hier- 
aus folgt,  daß  zwei  Größen  einander  gleich  sind  oder  als  solche  be- 
trachtet werden  dürfen,  wenn  ihre  Differenz  unendlichklein  ist.  Nach 
Belgrado  sind  die  Antworten  von  Leibniz  auf  die  Angriffe 
Nieuwentijts  (^diese  Vorl,  IIP,  S.  254)  keineswegs  überzeugend;  er 
schließt  sich  den  von  Torelli  in  seinem  Werke  De  nihilo  geo- 
metrico  auseinandergesetzten  Begriffen  an. 

Da  der  letztgenannte,  von  seinen  Zeitgenossen  sehr-  geschätzte 
Mathematiker  im  III.  Bande  nicht  berücksichtigt  worden  ist,  so  möge 
es  uns  erlaubt  werden,  hier  diese  Lücke  auszufüllen, 

Giuseppe  Torelli  (diese  Vorl.,  IV,  S.  34  und  G17)^),  geboren  zu 


■)  Belgrado,  De  utriusque  analyseos  neu  in  te  phjsica, 
2  Bde.,  Parma  1761— C2,  Der  erste  Band  (De  analyseos  vnlgaris  usu  in 
re  phyeica)  umfaßt  113  Probleroe  über  Hydraulik  (23),  Mechanik  (14),  Astto- 
noiaie  (12),  Optik  (10),  Ballistik  (4),  Zentrobarik  (2),  Pneumatik  (S),  Architektur 
(9),  Meteorologie  (2),  Hygrometrie  (1),  Bewegung  (8),  Pendel  (G),  Stoß  (4),  Ko- 
härenz (4),  Akustik  (1),  Nautik  (1),  Geographie  (1),  Gnomonik  (1),  Zinae  und 
UlüokBBpiele  (1).  Der  zweite  Band  (De  analyseos  iufinitorum  usu  in  re 
physica)  umfaßt  100  Probleme  über  Nautik  (13),  Hydrostatik  (3)  Hjdriulik  (9), 
Mechanik  (7),  Dynamik  (14),  Ballistik  (3),  Atniosphär  k  3)  Ueograph  e  (3), 
Architelitur  (2),  Zentripetalkraft  (14),  Optik  (0),  Fortpflana  ng  der  Bewegung  (5), 
Schwingungsbewegung  (6),  Widerstände  (9).  ')  Siehe  d  e  Naohnfe  vo  Ij  po- 
Hto  Pindemonte  (1753—1828)  in  deaaen  Werken  en  r  n  d  eaen  at  aus 
den  Mem,  Soc.  It.  (1)  11,  3  (1784),  p.  III— XXSIV  abgeln   kt 
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Verona  am  3.  Novetuber  1 721,  gestorben  am  18.  August  1781,  war  Dichter, 
Philosoph  und  Mathematiker.  Sein  Hauptwerk,  welches  neulich  aus 
der  Vergessenheit  durch  0.  Stolz^)  heryorgerufen  wurde,  ist:  De 
nihilo  geometrico  libri  duo  (Verona  1768).  Nach  Torelli  ist 
die  Differentialrechnung  nichts  anderes  als  eine  Rechnung  mit  Nullen. 
Man  muß  aber  die  metaphysische  und  die  geometrische  Null  unter- 
scheiden; die  zwei  Begriffe  werden  vom  ersten  bzw.  zweiten  Teil  der 
folgenden  Definition  bestimmt:  „Nihilum  est,  per  quod  unumquodque 
eorum,  quae  non  sunt,  dicitur  nihilum.  Dicitur  antem  unum  non 
esse,  quod  antea  cum  esset,  non  esse  ampüuB  concipitur".  Die  geo- 
metrische Null  steht  zu  sich  selbst  in  demselben  Verhältnis  wie  die 
Einheit  zur  Einheit.  Die  Vergleichung  zweier  gleichdimenaionaler 
Größen  ist  „ejusdem  generia"  oder  „diversi  generis",  je  nachdem  die 
beiden  Größen  von  Null  verBchieden  sind,  oder  eine  derselben  gleich 
Null  ist.  Auf  diese  Grundlagen  sich  etützend,  beweist  Torelli  im 
ersten  Buche  eine  Reihe  von  Sätzen,  welche  meistens  die  Vergleichung 
von  Nullen  oder  von  Unendlichen  betreffen.  Wird  eine  beliebige 
Größe  von  sich  selbst  subtrahiert,  so  entsteht  die  (geometrische) 
Null;  denn  dadurch  hört  auf  zu  sein,  was  früher  war.  Die  Null 
1  —  1,  welche  aus  der  Subtraktion  der  Einheit  von  sich  selbst  ent- 
steht, heißt  „nihilum  ordine  primnm";  und  ea  ist  x  —  X  =  x(l  ~  1), 
Bezeichnet  x  eine  zweidimensionale  Größe,  und  subtrahiert  man.  jede 
ihrer  Dimensionen  von  sich  selbst,  so  ist  das  Produkt  beider  Diffe- 
renzen ic(l  — 1)^;  daher  ist  die  Vergleichung  der  aus  Subtraktion 
entstehenden  Null  a;(l  —  1)  mit  der  aus  Subtraktion  und  Multiplika- 
tion entstehenden  a:(l  —  1)^  eine  „coraparatio  diversi  generis",  da  man 
dabei  x  mit  a:,  1  —  1  mit  1  —  1  und  1  mit  1  —  1  vergleichen  maß. 
Aus  der  Division  von  1  mit  0  entsteht  oo.     Es  ist  nämlich: 

was  beweist,  daß  man  durch  Division  von  x  mit  1  —  1  als  Quotienten 
und  als  Rest  x  erhält;  da  aber  der  Rest  dem  Dividenden  gleich  ist, 
so  kann  die  Division  ohne  Ende  fortgeführt  werden,  und  der  Gesamt- 
quotient  ist  eine  Größe,  welche  keine  Grenzen  hat,  d.  i.  eine  unend- 
liche Größe  („quod  autem  uuUos  habet  fines,  iRud  infinitum  esse 
dicitur").  —  Daß  die  Torellisehe  Methode  nichts  anderes  ist  als  die 
maskierte  Grenzmethode,  erhellt  aus  den  geometrischen  Anwendungen, 
welche  den  Stoff  des  zweiten  Buches  bilden.  Bezeichnen  wir  der 
Kürze  wegen  mit  0^  die  aus  der  Größe  a  entstehende  Null  « (1  —  1)? 
so  ist  allgemein: 

')  Größen  und  Zahlen,  Leipzig  1891. 
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0^        ^(1-1)         ß' 

Ist  insbesondere  y   die  Ordinate,   v  die  Subtangente  einer  Kurve, 
bat  man: 


da  aber  zur  Bestimmung  der  Tangente  (d.  i.  derjenigen 
welcbe  früber  die  Kurve  in  zwei  Punkten  schnitt,  jetzt  aber  sie  nicbt 
mebr  scbneidet)  nötig  ist,  das  Verhältnis  -  zu  kennen,  so  kann  man 
sich  statt  dieses  vorsetzen,  das  Verbältuis  ^-  zn  bestimmen.  Diese 
Bestimmung  geschieht  für  die  Parabel  folgendermaßen.  Es 
(Fig.  74)  A  der  Scheitel,  F,  E 
zwei  beliebige  Punkte  der 
Kurve,  BF,  IE  die  zugehöri- 
gen Ordinaten,  H  der  Dnrch- 
scbnitt  von  IE  mit  der  durch 
F  parallel  zur  Achse  gezoge- 
nen Geraden ,  II,  G  die 
Schnittpunkte  der  Sehne  FE 
nnd  der  Tangente  in  F  mit 
der  Achse,  ÄC  das  latus  rectum.     Dann  ist: 

ACAI^IE', 

AC(AB  -f  BT)  =  (ID  +  DEf^  {BF+DEf, 

A(JAB=BF\ 

ACBI=  2 BF  ■  DE  -f  DE', 

AC{HI~HB)  =  2BF(1E  -  BF)  +  (IE  -  BF)\ 

Fällt  E  mit  F  zusammen,  so  ist: 

HI~HB^GB-GB  =  0^,    IE  -  BF  =  BF  -^  BF  =  0^, 

also: 

AG-0,=  2BF-0^+0^\ 

Da  aber  die  Vergleicbung  der  beiden  Glieder  rechts  ei 
diversi  generis  ist,  so  erhält  man  durch  Vernachlässi 
(„neglecto  ah  altera  parte  nihilo  orto  ex  BF 


oder: 
ferner: 
also: 
oder: 


ne  eomparatio 

igung    von   0^^ 

lum  ducto"): 
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Weiteie  Anwendungen  seiner  Methode  hat  Torelli  in  einer  spä- 
teren Schrift  mit  dem  Titel  G-eometrica  (Verona  1769)  gegeben, 
wo  er  einige  geometrische  Probleme  zuerst  durch  die  reine  Geometrie, 
dann  durch  die  NuUrechnung  auflöst.  Diese  Schrift  bietet  nichts 
Merkwürdiges  dar,  ausgenommen  etwa  einen  kuriosen  Fehler  (s.  o. 
S.  617);  Torelli  meint,  eine  neue  Quadratrix  (quadrataria  scalena) 
erfunden  zu  haben,  und  bemerkt  nicht,  daß  diese  mit  der  gewöhnliciien 
Quadratrix  übereinstimmt. 

Eine  lange  Diskussion  über  die  Prinzipien  der  Infinitesimalrech- 
nung enthält  der  höchst  interessante  Briefwechsel  zwischen  Lambert 
und  von  Holland  aus  den  Jahren  1765  und  1766.^)  Beide  sind 
darüber  einig,  daß  das  Unendliehkleine  bloß  eine  Fiktion  ist.  Der 
InfinitesimalbegriEF  gibt  aber,  wie  von  Holland  bemerkt,  der  Mei- 
nung Veranlassung,  die  Differentialrechnung  sei  nur  eine  Annähe- 
rungsmethode ;  besser  ist,  Null  zu  nennen,  was  Null  ist.  Man  muß 
jedoch  zwischen  versehwundeuen  und  verschwindenden  Größen  unter- 
scheiden; die  ersteren  sind  sämtlich  gleich,  die  letzteren  dagegen 
können  auch  verschieden  sein,  je  nach  der  Geschwindigkeit,  mit  wel- 
cher die  Größen  nach  Null  streben.     So  ist  z.  B.: 


für  X  =  a.     Die  Vernachlässigung  von  dx^  rechts  in  der  Formel: 

d{x^)  =  'ixdx  -{■  dx^ 
geschieht  nicht  preeario  modo,  sondern  notwendig;  es  ist  nämlich: 
d(x'')  =  2xdx  +  dx^=-{2x  +  0)0^2x-0  =  2xdx. 
Ist  -p-  ^  1  für  A  =  C  '^  0,  so  kann  jnan,  „so  oft  von  letzten 
Verhältnissen  die  Rede  ist",  A  statt  0  und  Ü  statt  A  nehmen;  so 
z.  B.  kann  man  den  Bogen  durch  die  Sehne  ersetzen,  was  zum  un- 
genauen und  dem  Stetigkeitsprinzip  widersprechenden  Begrifi'e  einer 
aus  unendlich  vielen  Strecken  bestehenden  Kurve  geführt  hat.  Nicht 
minder  fiktiv  als  das  Unendliehkleine  ist  das  Unendliche,  welches  ein 
negativer  Begtiff  ist  und  eine  Unmöglichkeit  ausdrückt.  Diese  Un- 
möglichkeit ist  aber,  wie  von  Holland  scharfsinnig  bemerkt,  von 
solcher  Beschaffenheit,  daß  man  sich  derselben  unbeschränkt  annähern 
darf,  während  man  das  Gleiche  von  der  Unmöglichkeit  aY— X  nicht 
sagen  kann;  wollte  man  in  positiver  Form  ausdrücken,  daß  Gott  un- 

')  Lamberts  deutBoher  gelehrter  BriefwechBel,  berausgegelien  von 
Joiiiinn  Bernoulli,  5  Bde.,  Berlin  1781—87;  Bd.  I,  S.  llff. 
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sterblich  ist,  ao  könnte  man  sagen,  er  sterbe  nach  der  Zeit  «]/—  1, 
nicht  aber,  er  sterbe  nach  der  Zeit  co. 

Der  später  als  „Prinzip  von  der  Ersetzung  der  Infinitesimal- 
größen"  bezeichnete  Grundbegriif  ist  in  das  klarste  Licht  gesetzt 
worden  von  Riceati  und  Saladini  in  ihren  noch  weiter  unten  zu 
besprechenden  Ins  titutione  8  analyticae(2Bde.,Bolognal765— 1767). 
Vincenzo  Riccati  (vgl.  diese Vorl.JIP,S.474,IV,S. 457),  Jesuit,  Sohn 
des  berühmten  Jacopo  Riccati,  geboren  den  11.  Januar  1707  zu  Castel- 
franco  bei  Treviso,  gestorben  daselbst  den  17.  Januar  1T75,  war  Pro- 
fessor der  Literatur  und  Rhetorik  zu  Piacenza,  Padua  und  Pai-ma, 
dann  Professor  der  Mathematik  zu  Bologna;  er  schrieb  über  Mathe- 
matik, Physik  und  Mechanik,  und  beschäftigte  sich  auch  mit  hydrau- 
bschon  Fragen.  Girolanio  Saladini,  CölestinennÖnch,  geboren  zu 
Lucca  17ßl,  gestorben  zu  Bologna  den  I.Juni  1813,  lehrte  an  der 
Universität  zu  Bologna  erst  Geometrie,  dann  Astronomie,  dann  höhere 
Mathematik.  Die  Grundlagen  der  Infinites  im  almetho  de,  so  lehren 
Riccati  und  Saladini,  lassen  sich  auf  ein  einziges  Lemma  redu- 
zieren, daß  nämlich  zwei  Größen,  deren  Unterstihied  kleiner  werden 
kann  als  jede  vorgegebene  Größe,  zuletzt  einander  gleich  werden. 
Haben  wir  also  mit  zwei  derartigen  Größen  zu  tun,  so  köimcn  wir 
dieselben  der  Kürze  wegen  einander  gleich  setzen;  dadurch  wird 
gar  nicht«  vernachlässigt,  da  unendlich  kleine  Differenzen  weglassen 
nichts  anderes  ist  als  genaue  Gleichungen  zwischen  den  Grenzen 
schreiben. 

Die  Ideen  von  Enler  über  das  Unendlichkleine  sind  schon  be- 
kannt (diese  Vorl.,  IIP,  8.  740)  und  kommen  auch  in  seiner  Integral- 
rechnung (1768)  wieder  vor;  dieselben  zu  rechtfertigen  und  ihre  Über- 
einstimmung mit  dem  Grenzbegriff  zu  zeigen,  bestrebt  sich  sein 
Kommentator  Johann  Philipp  Grüson  (s.  o.  S.  72)^),  Professor 
der  Mathematik  am  Kadettenkorps  in  Berlin,  dann  an  der  Bau- 
akademie nnd  an  der  Universität,  geboren  zu  Neustadt -Magdeburg 
am  2,  Februar  1768,  gestorben  zu  Berlin  am  16.  Xovember  185T, 
der  aber  seinerseits,  sonderbar  genug,  die  Notwendigkeit  fühlte,  die 
Leibnizsche  Methode  durch  eine  neue  Methode  zu  ersetzen  (siehe 
unten). 

Auch  eine  kleine  Schrift  von  Luino  vom  Jahre  1770^j  ist,  trotz 


■)  Grüaon,  Supplement  zu  L.  Eulere  Differenzialrechnung,  worin 
asser  den  Zusätzen  und  Bericlitigungen,  auch  noch  andere  nützliche 
oalytisclie  Untersuchungen,  welche  grösatentheils  die  combinato- 
sche  Analysis  betreffen,  enthalten  sind,  Berlin  1798.  =)  Oggetto 

principii    del    metodo    fhiasionario,    Milano  1770,  nach  Poggendorff. 
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ilires  Titels,  der  Verteidigang  nicht  nur  der  Fluxions-,  sondern  auch 
der  Infinite simalraethode  gegen  die  Angriffe  von  Berkeley  (dieae 
Vorl.,  IIP,  S.  737fi^.)  gewidmet,  Francesco  Lnino,  Jesuit,  geboren 
zu  Lugano  am  25.  März  1740,  gestorben  zu  Mailand  am  7.  Novem- 
ber 1792,  lehrte  Astronomie  und  Mathematik  zu  Mailand,  dann  an  der 
Universität  zu  Pavia;  mußte  aber  wegen  seiner  zu  kühnen  philoso- 
phischen Ansichten  diese  Stadt  verlassen  und  wanderte  nach  Mantua, 
wo  er  eine  philosophische  Schule  stiftete.  —  Luino  sagt,  er  hätte 
von  Seiten  Berkeleys  einen  Lobspruch  der  Mathematik  und  zugleich 
des  Glaubens  erwartet,  sowie  auch  den  Schluß,  daß  die  Prinzipien  der 
Mathematik  freilich  begreiflicher  sind  als  die  des  Olaubens,  daß  aber 
die  Klarheit  der  ersteren  nicht  größer  ist  als  die  Glaubwürdigkeit  der 
letzteren,  und  daß  die  menschhehe  Vernunft  so  wenig  verletzt  wird 
durch  Aneignung  der  dunkelsten  Dogmen,  als  durch  Anerkennung 
der  überzeugendsten  mathematischen  Beweise.  Nach  dieser  Vorbe- 
merkung kommt  Luino  zu  seinem  Hauptgegenstande,  wobei  er  aber 
zur  Klai^legung  der  Prinzipien  der  Differentialrechnung  keinen  wesent- 
lichen Beitrag  liefert.  Er  erwähnt  eine  Schrift  von  Boscovieh^): 
De  natura  et  usu  infinitorum,  et  infinite  parvorum  (Rom  1740), 
in  welcher  gezeigt  wird,  daß  sich  die  Fehler,  die  man  dadurch  begeht, 
daß  man  Größen  durch  andere  ersetzt,  die  sich  von  diesen  um  Größen 
niederer  Ordnung  unterscheiden,  während  der  Rechnung  gegenseitig 
aufheben. 

Auch  Odoardo  Gherli,  Dominikaner,  Professor  der  Theologie 
und  Mathematik,  geboren  zu  Öuaetalla  bei  Eeggio  1730,  gestorben 
zu  Parma  am  6.  Januar  1780,  spricht  in  seinen  Element!*)  analoge 


Riccardi  (Bibl.  mat.  it.)  sagt,  liaß  dieae  Schrift  keioe  typographische  Angabe 
enthält,  und  auch  daa  von  mir  durchgesehene,  der  UniversitätB-Bibliöthek  zu 
Pa  'a  gehörende  Exemplar  trägt  weder  Druckurt  no  h  Da(  ni 

ler  Abt  hu„g  ero  G  useppt  Boscov  ch  3  o  '^  420), 
geboren  zu  Rag  sa  am  18  Ma  1  11  war  ugle  h  Ph  iosoph  Dichter, 
1,6  lat  Astr  nom  uni  Ar  hlolog  Er  rle  oft  vom  Papst  her  tech- 
n  B  liB  un  1  knnom  8  he  Brafteu  zu  ßate  gezogen  bes  haft  j,te  b  ch  mit 
e  ner  Uradme  aung  m  i  apat!  chen  Staat  ma  hte  lange  Re  Ben  und  ent- 
le  kte  1  0  T  ümmer  von  Troja  Er  1  hrte  n  P  v  a  Ma  land  nd  Piaa, 
vora  f  er  na  h  P  ankre  ch  1  era  edelte  als  t  rekt  r  der  oft  ach  Abteilung 
de  Manne  \  ter  war  er  -v,  ede  n  Hai  en  um  d  e  Dr  kleg  ng  8e  ner  Werke 
z  1  eso  gen  welche  BasBano  n  lunf  Banden  crs  h  enen  ater  de  Schmerz, 
d  eselben  n  cht  ao  aehr  gesucht  a  sehen  als  er  hoffte  trui  te  e  nen  Ge  t,  und 
n  cht  viel  spiter  starb  er  n  Ma  land  am  13  Februar  1787  A  Fabroni, 
Llog  dell  Ah  R  gg  ero  G  uaejie  B  scov  ch  Mem  Soe  It  (1)  iV 
(1788),  p.  Vn— XLVI).  *)  Gli  elementi  teorico-pratici  delle  matema- 

tiche  pure,  7  Bde.,  Modena  1770—1777  (a.  o.  S.  47,  7e). 
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Ideen  aus.  Die  yeränderlichen  Größen  werden  als  ans  dem  Fließen 
eines  erzeugenden  Elementes  entstanden  gedacht.  Die  zwischen  0 
und  einem  endlichen  Zuwachse  liegenden  Größenstufen  heißen,  wenn 
sie  kleiner  sind  als  jede  angehbare  Größe,  unendlich  klein.  Solehe 
Größen  kommen  in  der  Differentialrechnung  vor;  diese  ist  aber  nicht 
auf  dieselben  begründet,  sondern  bedient  sich  dieser  Größen,  um  die 
Grenzen  veränderlicher  Größen  zu  bestimmen,  so  daß  die  DifFerential- 
rechnung  nichts  anderes  ist,  als  die  Methode  von  den  letzten  Ver- 
hältnissen. Da  also  bei  der  Berechnung  dieser  Verhältnisse  die  un- 
endlichkleinen Differenzen  der  veränderliehen  Größen  verschwindend 
sind,  so  dürfen  sie  vernachlässigt  werden. 

Nur  der  Vollständigkeit  wegen  erwähnen  wir  eine  kleine  Schrift 
von  H.  W.  J.  von  Stamford^),  geboren  zu  Bonrgea,  gestorben  zu 
Hamburg  am  16.  Mai  1807,  Hauptmann  im  preußischen  Ingenieiir- 
korps,  welche  nichts  Interessantes  darbietet. 

Mit  den  Grundlagen  der  Infinitesimaliechnung  beschäftigte  sich 
lange  und  wiederholt  Johannes  Schultz^,  Hofprediger  und  Professor 
der  Mathematik  in  Königeberg,  geboren  zu  Mühlhausen  am  11.  Juni 
1739j    gestorben  zu  Königsberg  am  27.  Juni  1805,   welcher  auch  ein 


')  Versuch,  die  Grundsäzze  des  Differential-  und  Integral- 
kalkula  vorzutragen,  ohne  die  Begriffe  von  den  unendlich- 
kleinen  GröBen  hineinzubringen,  Berl.  Mag.  der  Wias.  und  Künste, 
II  1  (1784),  8.  S— 36.  ')  De  geometria  acuatica  seu  boüus  auditus  ope 
esercenda,  Disa.  prima,  Königsberg  1775;  De  geometiia  acustica  nee  non 
de  rabione  0:0  ceu  baai  caleuli  differentialia,  Diss.  secunda,  KönigB- 
berg  1787.  — Versuch  einer  genauen  Theorie  des  Unendlichen,  Königs- 
berg-Leipzig 1788.  —  Anfangsgründe  der  reinen  Mathematik,  Königs- 
berg 1790.  —  Kurzer  Lehrbegriff  der  Mathematik,  3  Bde.,  Königsberg 
1797—1806.  —  Da  der  Titel  der  ersten  dieser  Schriften  den  Leser  wohl  etatxlg 
machen  kann,  so  halten  wir  es  für  angemessen,  etwas  davon  zu  sagen.  Schultz 
setzt  sich  als  Zweck  vor,  die  ProbUme  der  Feldmefi^ungskun-t  mit  alleiniger 
Hilfe  des  Gehörs  aufzulösen  Will  min  drei  Punkte  B  C  B  mit  einem  unsicht- 
baren Punkte  A  verbinden,  so  kann  man  aus  der  Kenntnis  der  Zeiten,  in  welchen 
ein  und  derselbe  in  A  geschehpne  Schuß  in  B,  V  B  gehört  wird,  die  Differenz 
der  Abstände  AB,  AC,  AB  entnehmen,  es  kommt  also  alles  auf  das  folgende 
geometrische  Problem  an:  Die  Abstände  AB  AC,  AD  zu  bestimmen,  wenn 
BC,  BD,  BGB,  AB  —  AC,  AO—AB  gegeben  sind.  Liegen  die  zu  betrach- 
tenden Punkte  nicht  sämtlich  in  einer  Ebene,  so  muß  man  vier  Stationen  B,  C, 
-D,  E  annehmen,  und  es  enteteht  das  Problem:  Die  Kanten  AB,  AC,  AB,  AE 
einer  viereckigen  Pyramide  zu  bestimmen,  wenn  die  Differenzen  dieser  Kanten 
und  die  Basis  BCBE  gegeben  sind.  —  Gehören  im  ersten  Problem  B,  C,  D 
einer  und  derselben  Geraden  an,  so  kommt  AB   in  der  Form  -  -  vor,   was  dem 

Verfasser   die  Gelegenheit    darbietet,    ein    langes   Scholium    den   Prinzipien    der 
DilTerentiabeehnung  zu  widmen. 
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besonderes  Werk  diesem  Gegenstände  widmete.  Schultz  denkt  die 
Icfinitesinialgi-ößen  ale  genau  gleich  Null,  und  die  Differentiairecb- 
nung  als  eine  Rechnung  mit  Nullen,  welche  die  Bestimmung  der 
letzten  Verhältnisse  der  Inkremente  ala  Zweck  hat;  man  erhalt  die- 
selben dadurch,  daß  man  in  den  Verhältnissen  der  Inkremente  die 
Inkremente  selbst  gleich  Null  setzt,  woraus  folgt,  daß  die  Differeatial- 
rechnung  ganz  streng  ist.  Das  von  Null  verschiedene  Ünendlichkleine 
ist  bloß  eine  FiktioB,  welche  aus  der  Analysis  verbannt  werden  muß. 
Daß  —  einen  Terachwindenden,  endlichen  oder  unendlichen  Wert  an- 
nehmen kann,  läßt  sieh  wie  folgt  beweisen.  Betrachtet  man  ---  als 
ein  Verhältnis,  so  gelten  die  Relationen: 

0:0:i     oo:  1, 
i    0:a 
weil: 

6-0^0-0,     1-0=30.0,     a-0^0-0: 

betrachtet  man  dasselbe  als  einen  Bruch,  so  gelten  die  Relationen; 


10 

y  -  0  =  0,     OO  ■  0  =  0,     0  ■  0  -  Ü. 

Leitet   man   aus  x  —  y^  die  Relation    ,     = -.    ab,    so    ist   dieses 
■'  liy         1         ' 

nichts  anderes  als  --  =-  -^ ;  die  Nullen  äx,  äy  sind  der  Quantität 
nach  gleich,  der  Qualität  nach  verschieden.  Die  Ähnlichkeit  mit  den 
Eulerschen  und  Torellisehen  NuUen  ist  einleuchtend. 

Weiter  verbreitet  sieh  Schultz  über  den  Begriff  vom  Unend- 
lichen Einige  von  seineu  Bemerkungen  über  diesen  Gegenstand  ver- 
dienen hei  \  Ol  gehoben  zu  werden,  da  sie  manche  Ideen  im  Keime 
enthilten,  deren  Entwicklung  der  G.  Cantorschen  Mannigfaltigkeits- 
lehre  vorbehilten  wir  Das  abiolut  Unendliche  hat  eine  reelle  Existenz; 
die  absolut  unendlichen  Großen  sind  nicht  sämtlich  gleich  und  lassen 
sich  untereinander  \erg!eichen  Die  „allereinfachste  nnd  erste"  un- 
endhche  Menge  ist  1  +  1  -|-  ,  sie  kann  durch  <x  bezeichnet  werden, 
Dinn  ist  auch  2  -\-  2  '\-  =-=  no ,  denn  jedes  2  kann  durch  1  +  1 
ersetzt  werden  In  anderer  Beziehung  ist  aber  2  +  2  +  ■  ■  ■  =  Soo, 
denn  man  kann  die  Reihe  2  -\-  2  -\-  ■  ■  ■  in  die  zwei  Reihen  1  +  1  H 1 
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1  4"  1  +  ■  ■  ■  Spalten.  Welcher  von  den  beiden  Standpunkten  der 
richtige  sei,  hai^t  von  der' Natur  der  in  jedem  besonderen  Falle  zu 
behandelnden  Frage  ah.     Hat  man  mit  einer  Linie  zu  tun,    so    kann 

2  -\-  2  -\-  ■  ■  •  nichts  anderes  als  1  +  1  +  ■  ■  ■  bedeuten  (m.  a.  W.,  es 
kommt  auf  dasselbe  hinaus,  ob  man  auf  eine  Gerade  unendlich  viele 
Strecken  von  der  Länge  1  oder  von  der  Länge  2  nimmt);  bewegt 
man   sich   dagegen   in   der  Ebene  oder  im  Räume,   so  kann  man  die 

Eöihe  in  andere  zerlegen,  so  z.  B.  kann  man  die  Strecken  1  +  1  -[ 

auf  einer  Geraden  und  die  Strecken  1  -|-  1  +  ■-  ■  auf  einer  anderen 
nehmen,  woraus  2  -f-  2  +  ■  ■  ■  =  2co  folgt.  In  analogem  Sinne  kann 
man  schreiben: 

1  +  3  +  5  H -=  ^l 

Der  Satz,  daß  das  Ganze  größer  ist  als  jeder  Teil,  besteht  nicht 
unbedingt  für  unendliche  Größen,  wie  sich  leicht  aus  der  Bemerkung 
folgern  läßt,  daß  alle  Halbstrahlen  einander  kongruent  sind. 

Die  zweite  Abteilung  des  Versuches  ist  der  „Meßkunst  des 
Unendlichgroßen"  gewidmet.  Es  ist  kaum  nötig  hervorzuheben,  daß 
dieser  Gegenstand  jedes  Interesses  entbehrt;  der  Verfasser  selbst 
schheßt,  nachdem  er  sich  bemüht  hat,  einen  unendlichen  Kurvenast 
zu  rektifizieren,  daß  die  Länge  eines  soleheu  Astes  immer  acy  ist, 
wo  y  eine  endliche  Größe  bezeichnet,  so  daß  die  Rektifikation  nutz- 
los erscheint. 

Eine  andere  mehr  philosophische  als  mathematische  Schrift  ist 
der  J.  Schultz  gewidmete  Versuch  von  Bendavid. ^)  Lazarus 
Bendavid,  geboren  zu  Berlin  am  18.  Oktober  1762,  gestorben  da- 
selbst am  28.  März  1832,  ist  wohl  bekannt  als  eifriger  Kantianer;  er 
hatte  aber  eine  so  ausgezeichnete  mathematische  Bildung,  daß  Käst- 
ner von  ihm  sagte,  er  wäre  würdig,  jeden  Lehrstuhl  Deutschlands, 
mit  alleiniger  Ausnahme  des  von  ihm  selbst  innegehabten,  zu  be- 
steigen. 

Bendavid  wirft  sich  drei  Fragen  vor:  Was  ist  das  niathema* 
tische  Unendliche?  Darf  man  hoffen,  in  der  Rechnung  mit  unend- 
lichen Größen  eine  gleiche  Evidenz  zu  erreichen,  wie  in  der  Eiementar- 
geometrie?  Welchen  Einfluß  hat  die  Klarheit  der  Prinzipien  auf  die 
Stichhaltigkeit  der  Resultate?  —  Unendlich  heißt  eine  Größe,  wenn 
sie  nicht  meßbar  ist;  das  Unendliche  stellt  also  nicht  eine  Quantität, 
sondern  eine  Eigenschaft  dar.  Die  Unmeßbarkeit  kann  entweder  vom 
Fehlen  jeder  Quantität  herrühren  (wie  z.  B,  für  einen  Punkt),  oder 
von  der  Unmöglichkeit,  die  Quantität  vollständig  anzugeben  (wie  z,  B. 

tischen  Unendlichen,  Berlin  nS'J. 
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für  tang  -^-l ;  im  ersteu  Falle  heißt  die  Größe  unen  d  lieh  Mein ,  im 
zweiten  unendlichgroß.  Das  UneHdiiche  fällt,  als  Gegenstand  der 
Arithmetik  betrachtet,  mit  der  Null  zusammen.  Diese  sonderbare 
Behauptung  wird  wie  folgt  bewiesen.  Jede  Größe  kaun,  vom 
arithmetischen  Standpunkte  aua,  nur  in  bezug  auf  eine  Maßeinheit 
gedacht  werden;  nur  die  Null  ^ßt  sich  absolut  denken;  da  also  das 
Unendliche  nicht  meßbar  ist  und  daher  nur  absolut  gedacht  werden 
kann,  so  muß  es  mit  der  Null  übereinstimmen.  Dies  festgesetzt, 
fragt  sich  Bendavid,  wie  ein  solcher  BegriiF  in  der  Arithmetik 
Platz  finden  kann.  Diese  Frage,  welche  aus  den  Prämissen  ganz 
logisch  folgt,  hätte  wohl  Bendavid  von  der  TJnh altbar keit  seiner 
Ideen  überzeugen  sollen;  dagegen  beantwortet  er  sie  dadurch,  daß  er  die 
mathematischen  Resultate  auf  den  Gewißheitsgrad  von  Analogieschlüssen 
herabsetzt.  Es  gibt,  sagt  er,  physische  und  metaphysische  Begriffe, 
die  wir  nur  unvollständig  besitzeo,  und  aua  welchen  wir  zwar  nicht 
apodiktische,  wohl  aber  problematische  Sätze  ableiten  können;  man 
kann  z.B.  aus  der  zwischen  der  Erde  und  dem  Monde  stattfindenden 
Ähnlichkeit  schließen,  daß  es  auch  im  Monde  Berge,  Flüsse,  lebende 
Wesen  gibt.  Auf  gleiche  Weise  verfährt  man  in  der  Mathematik. 
Die  Ausdrücke  co  -^-  a,  dx  -\-  a,  wo  cc  das  Unendliehgroße,  dx  das 
Unendlichkleine  bezeichnet,  haben  für  sich  selbst  keine  Bedeutung; 
denn  man  kajin  nicht  eine  Eigenschaft  und  eine  Größe  zusammen- 
addieren. Von  den  zwei  Summanden  muß  also  einer  wegfallen.  Im 
ersten  Fall  versehwindet  der  zweite  Summand,  da  das  Unendliche 
nicht  mehr  unendlich  wäre,  wenn  es  sich  durch  Hinzufügung  einer  Größe  a 
vermehren  ließe;  im  zweiten  Fall  ergibt  sich  dx  +  a  =  a  durch  Ana- 
logie mit  den  sehr  kleinen  Größen.  Das  Produkt  mco  drückt  die 
Wiederholung  eines  und  desselben  Begriffes  aus,  wie  z.  B,  «  Tangenten 
von  rechten  Winkeln;  als  Summe  betrachtet  ist  nco  =  <x>.  Daß 
~ '=  dx,  folgt  aus  Analogie;  man  kann  auch  bemerken,  daß  —  eine 
auf  ein  unendliches  Maß  bezogene  endliche  Größe  darstellt.  Auf  ähn- 
liche Weise  lassen  sich  andere  in finitäre  Ausdrücke,  wie  -r-,  dx  +  dx, 
adx  usw.  deuten.  Aus  dem  Gesagten  schließt  Bendavid,  daß  die- 
Theorie  des  Unendlichen  als  eine  „unmathematische  Wiesenschaft" 
angesehen  werden  darf,  welche  keineswegs  die  Evidenz  der  Elementar- 
mathematik besitzen  kann;  daß  aber  dennoch  ihre  Schlüsse  ganz 
streng  sind,  da  der  Begriff  vom  Unendlichen  widerspruchsfrei  ist. 
Wir  möchten  fast  sagen:  je  unmathematiacher  die  Bendavidsche 
Theorie    des    Unendlichen     ist,     desto     unphilosophi  scher    ist    sein 
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Nachdem  wir  die  Verteidiger  der  Infiiiitesiinalmethode  besproclieo 
haben,  kommen  wir  anf  diejenigen,  welche  diese  Methode  durch  an- 
dere bekannte  oder  neue  zu  ersetzen  yersuchten 

Noch  am  Anfang  unserer  Periode  begegnen  wir  einem  enghschen 
Gelehrten,  mit  dessen  Namen  eine  meikwurdige,  am  passenden  Orte 
zu  besprechende  Entdeckung  im  liebiete  der  elliptischen  Integrale 
verbunden  ist,  John  Landen,  Mitglied  dei  Royal  Society,  geboren 
am  23.  Januar  1719  zu  Pealurk  bei  Peterborough,  gestorben  am 
15.  Januar  1790  zu  Milton.  In  seiner  Residual  analysis*)  nennt 
er  Spezialwert  des  Quotienten  — -  ,  wobei  y,  y^  ähnliche  Funk- 
tionen Ton  X,  ,«1  darstellen,  den  Wert  dieses  Quotienten  für  x^^:^  x; 
er  bezeichnet  den  Spezialwert  von  ?— -"'  mit  [a^ -'- J/].  Die  Berech- 
nung solcher  Ausdrücke,  oder  die  residual  division,  geschieht  aber 
selbstverständiich  durch  Grenzübergang,  so  daß  die  Landenache  Me- 
thode nichts  wesentlich  Neues  darbietet. 

Ein  hierher  gehöriger,  nicht  sehr  bekannter  italienischer  Schrift- 
steller ist  Niecola  Fioreutino.  Geboren  in  Unteritalien,  war  er 
Oberaufseher  der  königlichen  Schulen  zu  Bari,  dann  Advokat  und 
Professor  der  Mathematik  zu  Neapel,  und  starb  an  dem  Galgen  am 
12,  Dezember  1799,  ein  Opfer  der  damals  in  dem  neapolitanischen 
Königreich  wütenden  Reaktion.^)  Im  Jahre  1782,  bei  Gelegenheit 
einer  in  Neapel  stattgefundenen  öffentlichen  Diskussion  über  eine 
mechanische  Frage,  gab  er  ein  kleines  Buch  heraus  mit  dem  Titel: 
Saggio    auUe    qnantitä    infinitesime     e    sulle    forze    vive    e 


1)  Der  auBführliche  Titel  iat:  The  residual  analjsia,  a  new  bcancli 
of  the  aigebrnic  art,  of  very  extensive  use,  both  in  pure  mathe- 
matics,  and  natural  philosophy,  Book  I  (vereinzelt),  London  1764. 
*)  Eb  möge  nna  erlaubt  sein,  Bein  Todesurteil  (5.  Dezember  1199)  biet  wieder- 
z  geben  N  ccola  F  orent  no  ch  era  stato  da  ''ua  Maeetä  degndfo  per  m  li 
ann  de  g  ein  regi  j  er  avet  p  egato  nell  entrata  de  Fran  es  1  suo  carat 
tere  d  ametralmente  o\  posto  al  buo  benetattore  per  a  er  dat  alla  !  e  due 
proclam  m  stampa  uno  d  retto  a  j,  ovan  c  ttad  n  stud  os  relat  vo  al  an 
tagg  o  lel  govprno  reiulll  ean  e  1  mposture  contro  le  bi  re  pereone  e  1  altro 
contenente  un  rag  namentn  s  IIa  trän ju  11t  delH  rep  bll  oa  per  esser  stato 
autore  d  un  Inno  a  '^  Cennar  per  la  eunser  az  one  della  1  berta  p  eno  d 
scostumatezae  j.er  esser  stato  aut  rp  delle  ote  n  atampa  alla  cost  tu?  ne 
della  rep  bibca  e  tnalmente  per  eaae  Btato  a  c  tto  nell  ele  co  della  Soc  et  i. 
popolare,  con  aver  aggiunto  al  suo  nome  e  cognome  di  essere  vero  demo- 
cratico;  e  stato  condannato  a  morir  Bulle  forche  colla  conflaca  dei  beui,  con 
esserai  disposta  l'eaecuzione  della  sentenza"  (A,  Sansone,  Gls  avvenimenti 
del  1799  nelle  Dne  Sicilie,  Palenno  1901,  p,  371j.  —  Siebe  auch: 
P.  Colletta,  Storia  tlel  reame  di  Napoli,  Capolago  1834,  Bd,  11,  p.  1S6 
bis  168. 
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morte"^),  wobei  der  eigentlichen  Buhaiidiung  des  Haupt  (gegenständes 
eia  langer  Abschnitt  über  unendlich  kleine  Grüßen  vorangelit,  welcher 
allein  uns  interessiert.  In  bcKug  auf  die  in  der  höheren  Analysis  an- 
zuwendenden Methoden  ist  Fiorentino  Eklektiker.  Die  beste  Methode, 
sagt  er,  iat  die  Cavalierische;  sie  ist  lichtroll,  gedrängt,  elegant, 
nnd  gibt  zu  keinem  Bedenken  Veranlassung.  Da  aber  nicht  alle  mit 
dem,  was  aus  der  Indivisibilienmethode  abgeleitet  wurde,  zufrieden  sein 
werden,  und  da  andererseits  auch  die  Fluxionsmethode  sicher  und 
elegant  ist,  so  hält  es  Fiorentino  für  gut,  die  Infinitesinialmethode 
Yermittels  der  Fluxionsmethode  zu  prüfen.  Vergleicht  man  die  nach 
den  beiden  Methoden  gegebenen  Beweise  der  Formel  für  die  Ablei- 
tung eines  Produktes  xy,  so  bemerkt  man,  daß  der  als  eine  unendlich- 
kleine  Gröäe  zweiter  Ordnung  zu  vernachlässigende  Bestandteil  dxdy 
eigentlich  ans  dem  Grunde  veroachlassigbar  ist,  daß  er  der  Fluxion 
von  xy  nicht  augehört.  Von  der  Infinitesimalrechnung  darf  mau  nur 
das  behalten,  was  sich  durch  die  Fluxionsmethode  nachweisen  läßt; 
das  übrige  ist  unsicher.  Daß  dennoch  die  Infinitesimalrechnung  zu 
richtigen  Resultaten  führt,  rührt  davon  her,  daß  die  Fehler  sich  gegen- 
seitig aufheben. 

Auch  Jakob  II.  Bernoulli  erklärt  sich  für  die  Fluxions- 
methode^}; er  äußert  aber  den  Wunsch,  daß  die  langen  und  pein- 
lichen Maclaurinschen  Beweise  ohne  Beeinträchtigung  der  Strenge 
vereinfacht  werden  mögen.  J.  Bernoulli  gehört  einer  Familie  an, 
die  in  der  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung  eine  Hauptrolle  ge- 
spielt hat.  Sein  Vater  war  Johann  11.  (diese  Vorl.,  HP,  S.  325),  Er 
wurde  am  17.  Oktober  1759  in  Basel  geboren,  war  Substitut  seines 
Onkels  Daniel  von  1780  bis  zu  dessen  Tode  (1782)  am  Lehrstuhl 
der  Physik,  konnte  aber  seine  Nachfolge  nicht  erhalten.  Er  war  in 
Italien  als  Sekretär  des  österreichischen  Gesandten  in  Venedig,  und 
machte  Bekanntschaft  mit  manchen  italienischen  Geometern.  Nach 
Leiells  Tode  (1786)  wurde  er  zum  Adjunkten   an  der  Petersburger 

')  Das  Buch  trägt  weder  Datum,  noch  Druckort.  Der  Verfasser  sagt  aber, 
er  habe  zu  Neapel  „im  yergaugenen  November"  tou  eiuer  dort  geschehenen 
DiskuBsion  gehört,  über  welche  d'Alembert  und  Lagrange  ura  ihre  Meinung 
gefragt  worden  wären,  und  man  findet  in  Lagrangea  Briefwechael  (Oeuvres 
T.  SIV,  Paria  1892,  p.  279—282)  ein  Schreiben  vom  13.  Oktober  1781,  welches 
sich  anaweifelhaft  auf  denselben  Gegenstand  bezieht,  so  daß  man  mit  Sicherheit 
Bohließen  kann,  das  Buch  sei  su  Neapel  im  Jahre  1782  gedruckt  worden. 
»)  Essai  d'une  nouyelle  maniere  d'envisager  les  differences  ou  les 
fluxions  des  quantites  variables,  par  M.  Bernoulli,  Mem.  Acad.  Turin 
1784—85  (publ.  178G),  Mem-  des  correBp.,  p.  141—153;  es  folgt  eine  Addition 
von  Calnso  (p.  153-159).  Daß  der  Verfasser  Jak.  IL  ffernoulli  ist,  erhellt 
aus  einer  Note  zu  einer  alabald  za  bespreclienden  Abhandlung  von  Caluso. 
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Akademie  ernannt;  später  wurde  er  ordentlicher  Akademiker  und  Pro- 
fessor der  Kadetten  (1788).  Im  Jahre  1789  heiratete  er  eine  Tochter 
von  Johann  Albrecht  Enler,  Sohn  Leonhard  Eulers;  zwei 
Monate  später,  am  S.Juli  1789,  während  er  sich  in  der  Newa  badete, 
wnrde  er  vom  Schlag  gerührt,  und  starb  bald  darauf.  Seine  Schriften, 
welche  in  den  Nova  Acta  Äcad.  Petrop.  erschienen  sind,  be- 
treffen sämtüch  die  Mechanik,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  soeben 
angeführten.') 

Wie  J.  Bernoulli  uns  erzählt,  lehrte  ihn  sein  Vater  die  Größen 
nicht  als  zu-  oder  abnehmend,  sondern  als  mit  der  „Anlage"  („dis- 
position"j  zu-  oder  abzunehmen  behaftet  zu  hetraehten;  so  sind  dx, 
dy  die  Anlagen  von  x,  y  Die  Anlagen  sind,  wieBernouUi  erkennt, 
von  den  in  der  Fluxionsrechnung  vorkommenden  Geschwindigkeiten 
nicht  wesentlich  verschieden;  andererseits  wird  die  durch  den  neuen 
Begriff  zu  erzielende  Vereinfachung  ganz  auf  Kosten  der  Strenge  er- 
halten. Sehen  wir  zu,  wie  Bernoulli  die  Anlage  eines  Produktes 
xy  berechnet.  Wäre  nur  x  veränderlich,  so  wäre  ydx  die  Anlage 
von  xy\  wäre  nur  y  veränderlich,  so  wäre  sie  xdy\  sind  also  x  und 
y  zugleich  veränderlich,  so  finden  beide  Anlagen  zugleich  statt,  und 
die  Gesamtanlage  ist  ydx  -f  xdy.  Aber  auch  die  vermeinte  Einfach- 
heit verschwindet,  sobald  schwierigere  Aufgaben  vorliegen,  und  Ber- 
noulli selbst  bekennt  andererseits,  daß  sich  die  von  ihm  bei  der 
Auflösung  dieser  Aufgaben  befolgte  Methode  mit  der  Grenzmethode 
deckt. 

Auch  der  schon  genannte  Caluao  ist  unter  die  Anhänger  der 
Pluxionsmefchode  zu  rechnen.  Tomaso  Valperga  di  Caiuso,  ge- 
boren 1737  in  Turin,  gehörte  einer  angesehenen  Familie  an.  Nach- 
dem er  seinem  König  als  Marineoffizier  gedient  hatte,  zog  er  sich  als 
Geistlicher  nach  Neapel  zurück,  von  wo  er  später  (1769)  nach  seinem 
Vaterlande  zurückkehrte.  Dort  war  er  Sekretär,  der  Akademie  der 
Wissenschaften,  Direktor  der  Sternwarte  und  Professor  der  orientali- 
schen Sprachen  an  der  Universität.  Er  starb  am  1.  April  1815. 
Seine  zahlreichen  Schriften  beziehen  sich  auf  Philosophie,  Sprach- 
wissenschaft und  Literaturgeschichte;  auch  ist  er  Verfasser  von  ita- 
lienischen, lateinischen  und  griechischen  Dichtungen.  Seine  Freund- 
schaft mitVittorio  Alfieri  ist  allbekannt;  der  berühmte  Tragödien- 
schreiber sagte,  er  verdankte  esCaluso,  wenn  er  sieh  der  XJn wiese n- 
heit  entzogen  habe,   in   welche   er   bis   zu    seinem  27.  Jahre  getaucht 


')  Precis  de  la  vie  de  M.  Jacques  Bernoulli,  Nov.  ActaAead.  Petrop. 
VU,  1789  (pnbl.  1793),  Hist.,  p.  23—32. 
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Caluso  widmet  eine  lauge  Abhatidiung')  der  Yerteidigung  der 
Fluxionsmethode;  er  bekämpft  besonders  die  Meinung,  der  Geschwiu- 
digteitsbegriff  sei  ein  der  reinen  Analysis  fremdartiges  Element.  Er 
versuclifc  aber  aucb,  den  Grund  der  Richtigkeit  der  durch  die  Infini- 
tesimalmethode erhaltenen  Resultate  aufzudecken.  Dazu  bedient  er 
sich  der  Rechnung  mit  unmöglichen  Größen  —  ao  nennt  er  die 
unendlichen  und  die  unendlich  kleinen  Größen.     Ist: 

y  =  nx"-\-  hx''~^+  .  .  .  -|-  Ax, 
und  dividiert  man  mit  x'\  so  ist  fUr  x  =  co: 

es  ist  aber: 

--O,--,    -^--1-0, 
folglich : 

Dividiert  man  dagegen  mit  x,  so  ist  für  a;  =  0: 

l-  =  a■^y-^  +  h■Q"'^^ V  A=^  A. 

Hieraus  folgt  die  Rege!,  daß  man  für  x  =  <x>  nur  das  Glied  mit 
dem  größten,  für  a:  =  0  nur  dasjenige  mit  dem  kleinsten  Exponent 
beibehalten  muß. 

Es  ist  schon  oben  erwähnt  worden,  daß  Lagrange  den  Versuch 
machte,  die  Inünitesimalmethode  durch  eine  neue  Methode  zu  ersetzen. 
Es  ist  jetzt  Zeit,  seine  Ideen  auseinanderzusetzen, 

Lagrange  befolgt  einen  Weg,  der  dem  gewöhnlichen  umgekehrt 
ist.  In  der  Infinitesimalrechnung  geht  man  nämlich  von  der  auf 
Grenzbe trachtungen  sich  gründenden  Definition  der  Ableitungen  der 
ersten  und  der  höheren  Ordnungen  aus,  um  zum  Beweis  der  Taylorscheu 
Reihenentwicklung  zu  kommen,  deren  Koeffizienten  die  mit  Zahlen- 
faktoren behafteten  Ableitungen  aller  Ordnungen  der  zu  entwickelnden 
Funktion  sind.  Ließe  sich  daher,  so  denkt  Lagrange,  die  Taylorsche 
Entwicklung  einer  Funktion  direkt  auffinden,  so  könnte  man  aus  der- 
selben   sämtliche   Ableitungen    der   Funktion   ohne    weiteres    ablesen. 

Nun  gibt  aber  die  Breihentheorie  eine  Entwicklung  von  der  Form : 

.  /^(^  +  0  =  f{^)  -t-i)i  -h  3^'+  ■  ■  -■ 

>■)  Des  (iifferentea  manieres  de  traiter  cette  partie  dea  roathe- 
matiquea  que  lea  uns  appelient  calcal  differeatiel  et  lea  autres 
mÖthode  des  fluxions,  Mem,  Acad.  Turin,  1786—87  (publ.  1788),  p.  439 
bis  590. 
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Um  indessen  nichts  unbewiesen  zu  lassen  („mais  pour  ne  rien 
avancer  gratuitement"),  wiR  Lagrange  vor  allem  zeigen  —  was 
niemand  vorher  getan  habe  — ,  daß  die  Reihe,  ausgenommen  für  be- 
sondere Werte  von  x,   keine  gebrochenen  Exponenten  enthalten  darf. 

Käme  nämlich  eine  gebrochene  Potenz  i "  von  i  vor,  so  müßte  sie 
von  in  f(x)  existierenden  Wurzelgrößen  herrühren;  f(x)  wäre  also 
eine  mehrwertige  Funktion,  und  die  Ersetzung  von  w  durch  x  -\-  i 
wurde  weder  die  Anzahl,  noch  die  Beschaffenheit  dieser  Größen  um- 
ändern, 80  daß  f(x)  und  f(x  +  i)  für  jedes  Wertepaar  x,  i  eine  gleiche 
Anzahl  von  verschiedenen  Werten  erhalten  würden.    Andererseits  ließe 

sich  jeder  Wert  von  f{x)  mit  jedem  Werte  von  i"  kombinieren,  so 
daß  sich  eine  weit  größere  Anzahl  von  Werten  für  f(x  +  i)  ergeben 
müßte,  woraus  der  Widersprach. 

Dieses  vorausgeaehicht,  muß  man  beachten,  daß,  da  sich/'(a;  +  «) 
für  i  =  0  auf  f{x)  reduziert,  die  Differenz  f{x  -{•  i)  —  f{x)  für  t  =  0 
verschwindet,  also  eine  positive  Potenz  von  i  als  Faktor  enthalten 
muß  („ .  . .  sera  ou  pourra  etre  censee  multipliee  par  nne  puissance 
positive  de  i"),  deren  Ezponent  nach  dem  Gesagten  notwendig  ganz- 
zahlig ist.     Man  kann  also  schreiben: 

Eine  analoge  Schlußweise  ergibt: 

F^p-^iQ,     Q  =  q  +  iB,     E^r  +  iS,..., 
also: 
(3)  f(x  +  i)^  fix)  +  ip  +  i'q  +  ih-  +  ---. 

Die  Bestimmung  von  p,Q,r,...  läßt  sich  entweder  durch  direkte 
Berechnung,  oder  durch  Fortschaffung  der  etwa  vorkommenden  Wurzel- 
größen, oder  endlich  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
bewerkstelligen.  Ein  Beispiel  mag  die  Anwendung  der  drei  Methoden 
erleuchten,  wobei  wir  uns  freilich,  der  Kürze  wegen,  auf  die  Berech- 
nung von  p  beschränken. 

Es  sei  f(x)  =Yx.     Man  hat: 


also; 

und  für  i  =  0: 


F- 


y«+i  +  y:' 


b)     y^  +  i—yx  +  iP, 
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also: 

oder: 

1^2Pyx  +  iP^, 

woraus  für  i  —  0  abermala  folgt: 

^  =  .75^ 

also: 

x  +  i={yx+ip  +  i^q-\ y  =  X  +  2ipyx  -\-i^{2qYx  +  p^)  +  ---, 

und  hieraus  durch  Vergleichung   der   beiderseitigen  Koeffizienten   der 
ersten  Potenz  von  i: 

Ist  so  die  Reihe  (3)  ermittelt  worden,  so  muß  man  sehen,  ob 
sie  konvergent  ist.  Betrachtet  man  i  als  die  Abszisse,  iP  als  die 
Ordinate  einer  Linie,  so  geht  diese  durch  den  Koordinatenursprung, 
und  so  lange  dieser  kein  singulärer  Punkt  ist,  nähert  sich  die  Linie 
beständig  der  Äbszissenachse ;  es  läßt  sich  folglich  i  so  klein  an- 
nehmen, daß  iP  kleiner  sei  als  eine  beliebig  vorgegebene  Größe.  Es 
ist  also  z.  B.  für  hinreichend  kleine  Werte  von  i: 


iP<f(x), 

und  man  kann  aiial( 

5g  erhalten: 

iQ<p,     iJi<q,  ..., 

oder; 

i'Q<m    i'B<i'q,  .... 

Es  ist  aber: 

iP-ip  +  i'l  +  i'r  H 

i'q-i'i  +  Pr+--, 

i'E~i'r  +  ..., 

man  kann  also  *  so  klein  annehmen,  daß  für  diesen  Wert  und  um  so 
mehr  für  alle  kleinereu  Werte  von  i  jedes  Gflied  der  betrachteten 
Reihe  großer  ausfällt  als  die  Summe  aller  darauffolgenden  Glieder, 
womit  die  Konvergenz  nachgewiesen  ist. 

Die  Lagraugesche  Methode  erlaubt  uns  alao,  sämtliche  Ablei- 
tungen einer  Funktion  durch  rein  algebraische  Operationen  zu  erhalten. 
Leider    gibt    sie    zu    manchen    Bedenken    Anlaß,     auf    deren    Erör- 
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terung  wir  hier  verzichten  miiesen.')  Merkwürdig  ist  es,  daß  Lagrange 
seibat  an  der  Allgemeinheit  seiner  Methode  zweifelt,  welche,  nach 
seiner  AuBsage,  auf  eine  Funktion  „insofern  als  sie  in  eine  Reihe  ent- 
wickelbar ist"  („autant  que  cette  fonetion  est  susceptible  d'etre  reduite 
en  nne  serie")  angewandt  werden  kann. 

Analoge,  aber  bei  weitem  nicht  so  bekannte  neue  Methoden  sind 
der  antecedental  calculus  von  James  Grlenie  (Glenie  oder 
Glennie,  geboren  zu  Fyfe  1750,  gestorben  zu  Chelsea  am  23.  No- 
vember 1817,  Artillerieoffizier  im  amerikanischen  Kriege,  dann  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Militärschule  der  East  India  Company), 
die  Esponentialrechnung  von  Johann  Pasquich  (Geistlicher, 
Professor  und  Astronom  zu  Ofen,  geboren  zu  Wien  1753,  gestorben 
daselbst  am  15.  November  1829),  und  der  calcul  d'exposition  von 
dem  schon  oben  erwähnten  J.  Ph.  Grüson,') 

Der  antecedental  calculus  stimmt,  wie  der  Erfinder  seihst  sagt, 
mit  der  Fluxionsrechnung  überein;  der  antecedental  einer  Funk- 
tion ist  ihre  Ableitung,  der  antecedent  ist  ihr  Integral. 

Pasquich  hält  jede  Rechnung,  welche  die  Differentialrechnung 
zu  ersetzen  zum  Zwecke  hat,  für  ganz  entbehrlich;  andererseits  aber 
denkt  er,  seine  Methode  verdiene  wegen  ihrer  „Einfachheit,  Gründlich- 
keit und  Allgemeinheit"  eine  größere  Beachtung  als  jede  andere  ana- 


')  Siehe  S.üiekHtein,  ZurGeachichte  der  Triacipiec  der  Infinites 
malrcchuung.    Die  Kritiker  der  „Theorie  des  fonctiona  analjtiques 
von  Lagrange  in  der  Cantor-Festschrift  (Leipzig  1899),  S,  66—79.      ')  Gleni 
A    ahort     paper     on     the    principles    of   tho    antecedental    calculu 
Tiftns.    R.    Soc,  Edinburgh,  IV  (1798),   p.  65—82.     Von   zwei  früheren,  in  dies 
Schrift   zitierten  Arbeiten   von   Glenie,    universal   compariaon   und  Anti 
cedental    calculus,   konnte    ich    keine  Kenntnis    haben.  —  Pasquich,  Ai 
fangsgründe  einer  neuen  Esponentialrechnnng,   Archiv  der  reinen  und 
angew,  Matii,  II  (1T98),  S.  385—424.     Siehe  auch  eine  Anmerkung  des  Heraus- 
gebers  des  Archivea  (Hindenbutg),   wo  eine  im  Intelligenabiatt  der  Allg.  litt. 
Zeit.  1798,  Nr.  99  erachienene  Naehiiclit  ronj'asquioh  über  seine  neue  Eeoh- 
nung   und   desselben   Unterricht   in    der  mathematischen  Anaijsis  und 
Maschinenlehre    angeführt   wird.    —    Grüson,    Le    calcul    d'espoattioa 
invente  par  J.  Ph.  G.,  Mem.  Acad.  Berlin  1798  (publ.  1801),  p.  161—316,  1799 
und  1800  (publ.  1803),    p.  157—188.  —  Ein  anderer  Versuch,   die   Leibnizache 
Methode  zu  verdrängen,  rührt  von  L.  F.  A.  Arbogast  (1759—1803)  her,  der  im 
Jahre  1789    der   Pariser   Akademie    eine  Schrift  vorlegte  mit  dem  Titel;    Essai 
sur  des  nouveaux  principes  de  calcul  diff^rentiel  et  integral,  inde- 
peudants  de  la  theorie  des  infinimeot  petita,  et  de  oelle  des  HmJtes. 
Da   aber   die   Abhandlung   nicht   veröffentlicht   wurde,    und   die  Arbogaetsche 
Methode  erst  1800  im  Druck  erschien  (Arbogast,   Calcul   des  dörivations, 
Strasbourg  1800),  so  möge   die  Besprechung   dieser  Methode    dem  Verfasser  des 
V.  Randes  überlaasen  werden. 
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löge.  Er  geht  von  diesem  Postulat  aus:  Jede  Funktion  y  toh  x  läßt 
sich  unter  der  Form: 

annehmen,  sei  es,  daß  sie  wirklich  diese  Form  besitzt,  oder  daß  sie 
auf  dieselbe  durch  Reihenentwicklung  gebracht  werden  kann.  Setzt 
man  nach  der  beutigen  Schreibweise: 

y  =  2:Ax% 
so  beißt  die  Funktion: 

iy  =  I^aÄx'^ 

das  Exponential  von  y,  y  die  exponeutiierte  Punktion  yon  sy. 
Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  von  selbst  die  Regeln  für  die  Be- 
stimmung des  Exponentiales  einer  Summe,  eines  Produktes,  einer 
Potenz  und  eines  Quotienten;  es  folgt  dann  die  Biiioraialreihe  und 
die  Taylorsche  Entwicklung.  Dieser  letzteren  bedient  sich  Pasquich 
zur  Auffindung  des  Exponentiales  einer  beliebigen  Funktion.  Aus  der 
Entwicklung: 

^        IIa;  '    V.x  '  ' 

wo  allgemein: 

ist,  folgt  nämlich: 

A,x        I!  +  "2!"  ^^^ 5 

dieses  Verhältnis  nähert  sich  bei  unbeschränkt  abnehmendem  Aa;  dem 
Werte  ^*-,  so  daß  sy  die  Grenze  Ton  -;-^  ist.  Findet  man  aileemein 
für  ein  beliebig  kleines  t^x  sowohl: 


f>Z  +  pLx  +  - 


so  ist  notwendig  ey  —  Z.  Bas  mag  wohl  geniigen,  um  den  Leser  zu 
überzeugen,  daß  Paaquich  nur  neue  Namen  für  altbekannte  Sachen 
eingeführt  hat. 

Eine  auffallende  Ähnlichkeit,  selbst  in  der  Nomenklatur,  mit  der 
Pasquiehschen  Methode  zeigt  die  G-rüsonsche^). 

')  In  der  oben  erwähnten  Nachricht  bemerkt  Pasquich,  daß  Grüson 
in  der  Vorrede  zur  ÜberBetaimg  der  Lagrangeachen  Funktionentheorie  seicen 
neuen  Exponietungscalcul  voranmeidet;  er  versichert  aber,  er  sei  seit 
neun  Jakren  im  Besitz  seiner  Exponentialrechnnng,  und  habe  dieselbe  vor  fünf 
Jahren  dem  Prof,  Kraft  in  St.  Petersburg  und  dann  einigen  deutsehen  Gelehrten 
mitgeteilt. 
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Nach  Grüson  ist  seine  Methode,  die  er  noch  vor  der  Heraus- 
gabe des  Lagrangeschen  Werkes  erfunden  habe,  einfacher  und  licht- 
ToUer  als  die  der  Infinitesimalrechnung,  da  sie  sieh  nur  wohlbekannter 
algebraischer  Prinzipien  bedient.  Man  kann  aber  voraussehen,  daß 
die  Einfachheit  auf  Kosten  der  Strenge  erhalten  wird.  Wie  es  scheint, 
nimmt  Grüson  als  selbstverständlich  an,  daß  jede  Funktion  sich 
in  eine  Reihe  von  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  der  Veränder- 
liehen entwickeln  läßt.  Sein  Verfahren  ist  folgendes.  Ist  F  eine 
Potenzreihe  von  x  mit  ganzen  positiven  Exponenten,  so  findet  offen- 
bar dasselbe  für  F'"  für  jedes  ganze  und  positive  m  statt;  es  läßt 
sieh  ferner  nachweisen,  daß  auch  y,  und  folglich  -^j^i,  in  eine  solche 

Reihe  entwickelbar  ist.  Grüaon  will  zeigen,  daß  F "  dieselbe  Form 
hat  wie  F.  Da  F'^  und  F"  gleiche  Form  haben,  so  muß  dasselbe,  sagt  er, 

von  F "  und  F  folgen.  Da  aber,  fügt  er  am  Ende  seiner  zweiten 
Abhandlung  hinzu,  mein  Beweis  einige  Zweifel  im  Geiste  der  Geo- 
meter  nachgelassen  hat,  so  gebe  ich  einen  zweiten  an,  der  nichts  zu 
wünschen  übrig  läßt.  Enthielte  die  Entwicklung  einer  Funktion  f 
eine  gebrochene  Potenz  von  x,  so  würde  diese  Potenz  ebenfalls  in  f 
vorkommen,  welche  auch  die  ganze  Zahl  r  sei.     Nimmt  man  nun: 

f^F'"',  r^m 
an,  so  folgt  f''=F"\  es  würde  sich  dann  ergeben,  daß  F"  eine  ge- 
brochene Potenz  von  x  enthalten  sollte,  was  unmöglich  ist.  Das 
Resultat  kann  auch  auf  irrationale  Potenzen  einer  Funktion  F  er- 
streckt werden,  freilich  aber  auf  Grund  der  fönenden  Hilfssätze,  die, 
wie  leicht  zu  sehen,  wesentlich  der  Grenztheorie  angehören:  Können 
X,  y  kleiner  gemacht  werden  als  jede  angebbare  gleichartige  Größe, 
und  ist: 

A<B^  X,    A>  B  —  y, 
so  ist  A-^  B.     Ist: 

U  =  %+  a^x  +  Oja^  +  ■  ■  ■ , 

V=bo+hx  +\x'+---, 
W  =  Cf,  +  CiX  +  c^x^-\-  ■  ■  ■ , 
fem  er: 

raQ=Cg,     a-j  =  Cj,  ...,  ß„=c^, 

wo  n  eine  bestimmte  Zahl  bezeichnet,  und  ist  V  für  alle  Werte  von 
X  zwischen   U  und   W  enthalten,  so  folgt: 


Aus   dem   Gesagten    läßt    sieb    schließen,    daß   jede   algebraische 
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oder  transzendente  Funktion  von  x   nact   ganzea   positiven  Potenzen 
von  X  entwiekelbar  ist. 

Ist  dieses  festgestellt,  und  bezeichnet  F+AF  den  Wert  der 
Funktion: 

F  ^  Äx"  +  Ba>U 

für  den  Wert  x  +  Ax  von  x,  so  ergibt  sich  sogleich; 

F+AF  =  F+{Aax'-+  Bßx^  H )~  +  Q^»^'- 

Grüson  schreibt; 

:'IF'=Accx'-+BßX''^+---, 
und  nennt  diese  Größe  das  Esponential  (Texponentielie)  von  i*". 
Die  Methode,  welche  lehrt,  daa  Esponential  einer  Funktion  zu  finden, 
oder  umgekehrt  von  dem  Exponential  einer  Funktion  zur  Funktion 
selbst  wieder  emporzn steigen,  heißt  Expositionsrechnung  (calcul 
d'expoaition). 

Zum  Schluß  sei  noch  bemerkt,  daß  nicht  alle,  die  sich  mit  In- 
finitesimalrechnung beschäftigten,  es  für  nötig  hielten,  sich  über  die 
logischen  Grundlagen  derselben  aufzuhalten;  wir  führen  unter  anderen 
in  dieser  Hinsicht  die  Lehrbücher  von  Saladini^),  Marie  und  Bezout 
usf  an. 


Lehrtücher  der  Inflnitesimalreehnnng. 

Als  wir  verBuchten,  den  allgemeinen  Charakter  unseres  Zeitab- 
schnittes in  bezug  auf  den  von  uns  zu  behandelnden  Zweig  der  Ma- 
thematik zu  schildern,  sagten  wir,  es  sei  diese  eine  der  Anordnung 
und  Vervollständigung  der  früher  ermittelten  Resultate  besonders  ge- 
widmete Periode  gewesen.  Ein  Zeugnis  dafür  ist  die  ungemeine  Fülle  von 
Lehrbüchern  der  höheren  Änalysis  oder  der  gesamten  Mathematik,  die 
unserer  Periode  ihre  Entstehung  verdanken.  Wir  wollen  eine  rasche 
Übersicht  dieser  Werke  Übernehmen,  die  wir,  hei  der  Unmöglichkeit 
jeder  systematischen  Anordnung,  chronologisch  durchmustern  werden. 
Unsere  Aufmerksamkeit  werden  wir  Torläuflg  nur  auf  den  Allgemein- 
plan jedes  Buches  und  auf  die  darin  befolgte  Methode  lenken,  wäh- 
rend wir  uns  vorbehalten,  d^  etwa  vorkommende  wissenschaftlich 
Neue  an  den  gebührenden  Orten  zu  besprechen.  Wir  schmeicheln 
uns  keineswegs,  ein  vollständiges  Verzeichnis  der  in  unserer  Periode 
erschienenen  Lehrbücher  unseren  Lesern  vorzustellen;  das  aber  dürfen 
wir    mit  Sicherheit  behaupten,    daß  das  Unterlassene   nicht   imstande 

')  Eiementa  geomettiae  infinitesimornm,  Bononiae  1760. 
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sein  kann,  die  Umrisse  unseres  wissen BcLaftli eh en  Bildes  auch  im  min- 
desten zu  verändern.^) 

Heinrieh  Wilhelm  Clemm,  Professor  und  Prediger  zu  Beben- 
hausen bei  Tübingen,  dann  Professor  zu  Stuttgart  nnd  Tübingen,  ge- 
boren zu  Hohen-Asperg  am  13.  Dezember  1T25,  gestorben  zu  Tübingen 
am  27.  Juli  1775,  gab  zu  Stuttgart  im  Jahre  1759  ein  Lehrbuch  der 
Mathematik  mit  dem  Titel:  Erste  Gründe  aller  mathematischen 
Wissenschaften  heraus,  von  welchem  wir  nur  eines  zu  bemerken 
haben,  daß  nämlich  der  Verfasser  die  Infinitesimalrechnung  nach  der 
Fluxionsmethüde,  aber  mit  der  Ausdrucksweise  der  Leibnizschen 
Methode  behandelt. 

Ebenfalls  im  Jahre  1759  erschien  die  Geometria  algebrica 
von  Giambattista  Caraccioli,  geboren  zu  Rom  am  29.  Dezember 
1695,  gestorben  daselbst  1765.^)  Der  zweite  Band  dieses  Werkes 
behandelt  die  Elemente  der  Infinitesimalrechnung  und  deren  Anwen- 
dung auf  Kurvenlehre  auf  Grund  der  beiden  L'Hospitalseben  Po- 
stnlate. 

Aus  dem  Jahre  1760  haben  wir  ein  ausführliches  Handbuch  von 
Karaten*),  welches  aber  nichts  Merkwürdiges  darbietet. 

')  Trotz  der  außerordentlichen  Güte  und  BereitwilKgkeit  der  italie- 
niachen  und  ausländischen  Bililiotheksdirektoren,  welchen  wir  hier  unseren 
wärmsten  Dank  ansprechen,  waren  uns  die  folgenden  Werke  unzugänglich; 
Martin,  Institutiones  matliematicae,  London  1769;  Müller,  Traite 
analytiq^ue  des  sections  coniques,  flu:iions  et  fluentes,  Paris  17(j0; 
Mormoraj,  Elementa  analjaeoa,  Pisa  1761;  Berthelot,  Coura  de  mathe- 
matiquea,  l'aria  17<J2;  Bergmann,  Lectiones  matheinaticae,  Prag  1765; 
Condorcet,  Traite  du  caloul  integral,  Paria  1765;  Kies,  Analjseoa  in- 
fjnitorum  quaedaiu  specimina,  Tuhiiigen  1765;  Beck,  Praelectiones 
mathematicae,  Salzburg  17C8— 1780;  Mako  von  Kerek,  Calcnli  diffe- 
rentialis  et  integralia  institutio,  Wien  1768;  Sauri,  Coura  complet 
de  mathömatiques,  Paris  1774;  Wjdra,  Primae  calculi  differentialis 
rationes,  Prag  1774;  Schmiedel,  Inatitutiones  calculi  differeatialia 
et  integralis,  Brealau  1775;  Fontaine,  Nouveau  plan  des  msthema- 
tiqnes,  Annecy  1777;  Girault  de  Keroudou,  Le9onB  analytiques  du 
caloul  des  flusions  et  dea  fluentes,  Paria  1777;  Antoni,  Princiyii 
di  matematica  aublime,  Torino  1779;  Beck,  Inatitutiones  mathema- 
ticae, Salzburg  1781;  Langsdorf,  Auafülirung  der  Erläuterungen 
über  die  Käatnerache  Analyais  des  Unendlichen,  Gießen  1781  ;  Rauch, 
Elementa  sectionnra  conicarum  et  calculi  infinitesimalis,  Mönchen 
17M;  Minzele,  La  grandezza  disoreta  analizzata  neUe  aue 
finite  ed  infiniteaime  funzioni,  Napoli  1798;  Rohde,  Anfangs- 
gründe der  Differentialrechnung,  Potsdam  1799.  =)  Der  ausführliche 
Titel  ist:  Geometria  algebrica  universa  quantitatum  finitarum,  et 
infinite  minimarum.  AdjectuB  in  fine  est  commentarius  de  cnrva 
Cochlea,  Romas  1759.  Eine  biograptiache  Skizze  über  Caraccioli  von 
G.  Loria  lieat  man  in  Boll  bibl.  st.  sc,  tnat.  VI,  1903,  p,  33—38.     ')  Mathesia 
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Im  Jahre  1761  erschien  der  erste  Teil  der  schon  erwähnten 
Elementa  analyseoa  finitorura  von  Segner.  Als  „Differential- 
gleichung*' einer  gegebenen  Gleiclinng  zwischen  X  und  Y  bezeichnet 
Segner  diejenige  Beziehung,  die  sieh  dadurch  ei^ibt,  daß  man  X,  Y 
durch  X  i:  X  bzw.  Y  +y  ersetzt;  in  einer  solchen  Gleichung  bedeutet 
=  nicht  die  Gleichheit,  sondern  das  Streben  nach  Gleichheit.  Die 
Elenaenta  behandeln,  wie  fast  alle  gleichartigen  Werke  dieser  Zeit, 
nicht  nur  die  Infinitesimalrechnung,  sondern  auch  die  Anwendung 
derselben  auf  ebene  Kurven  und  auf  algebraische  Gleichungen. 

Ebenfalls  im  Jahre  1761  erschienen  die  schon  erwähnten  An- 
fangsgründe derAnalysie  des  Unendlichen  von  Kästner.  Bei 
diesem  Buche  haben  wir  uns  im  vorigen  Kapitel  ziemlich  lange  auf- 
gehalten. Nur  eins  wollen  wir  hier  anführen:  ein  Verfahren  zur  Ab- 
leitung des  Differentiales  eines  Logarithmus,  welches,  von  seinem  geome- 
trischen Gewände  entblößt,  folgendermaßen  lauten  mag.  Es  sei  y  =-  <f, 
und  bezeichnen  wir  mit  m,  n  die  gleichzeitigen  Zuwächse  von  x  und 
y,  So  hat  man: 

n  =  <f(f'—l). 

Setzen  wir  m  =  — ,  wo  »■  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
ferner: 


'h 


so  ist: 
folglich: 


Es  ist  aber  —  von  y  unabhängig  und  von  Null  verschieden; 
zeichnen  wir  diese  konstante  Größe  mit  a,  so  ist: 


Alis  demselben  Jahre  stammen  die  Analyseos  infinite  par- 
vorum  sive  calculi  differentlalis  elementa  (Pisa  1761)  von 
Ranieri  Bonaventura  Martini  (1723—1774),  Arzt  und  Professor 

piaelectionura,  Rostock  and  Greifawald  1761),  —  Ein  anderes  didaktisches  Werk 
von  Karsten  ist:  ITathematiBchfi  Analyaia  und  höhere  Geometrie, 
Greifswald  1786.  Siehe  auch:  K.  Rohde,  preuBisclier  Lieutenant,  Erläute- 
rungen fiher  Herrn  Karstens  msthematiBche  Analjsia  und  höhere 
Geometrie,  Berlin  1789. 
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der  Philosophie  aus  Pisa.  Einer  kurzen  Entwicklung  der  Grundsätze 
der  Differentialrechnung  folgt  in  diesem  Buche  eine  ausführliche  Aus- 
einandersetzung der  Infinitesimalgeometrie  der  ebenen  Kurven.  Der 
Verfasser  geht  tou  der  Definition  des  ünen  dl  ichkleinen  als  einer  Größe 
aus,  die  als  über  jede  Grenze  abnehmend  gedacht  werden  kann.  Er 
handelt  mit  unendlichkleinen  und  unend liehgroßen  Größen  mit  einer 
Freiheit,  die  freilich  im  18.  Jahrhundert  üblich  war.  So  zum  Bei- 
spiel bemerkt  er,  daß  die  Subtangente  in  einem  vielfachen  Punkte  die 
Fonn  -^  annimmt  und  folglich  unendiieh  ist;  selbstverständlich  ist 
er  genötigt,  hinzuzufügen,  daß  man  nicht  hieraus  schließen  darf,  daß 
die  Subtangente  wirklich  unendlich  ist,  sondern  daß  es  mehrere  Sub- 
tangenten  gibt.  Daß  --  —  cc  (Martini  schreibt  dafür  00),  wird  wie 
folgt   nachgewiesen.     Es  sei  (Fig.  75)  ACH   ein  Kreisquadrant,   AD 


eine  Sehne  desselben,  G  der  Schnittpunkt  von  AD  mit  BC,  E  die 
Projektion  toe  D  auf  AC,  F  die  auf  BC,  und  setzen  wir  AG  =^  a, 
DE  =  »/;  dann  ist: 


ist  nun  i 


-  0,  so  wird  AG  parallel  zu  BG,  und  < 


ist: 


Es  ist  merkwürdig,  daß  Martini  dieses  Ergebnis  als  ganz  allgemein 
betrachtet,  während  der  Begriff  von  den  verschiedenen  Ordnungen  des 
Unendlichkleinen  ihm  offenbar  nicht  fremd  war,  da  er  an  einem  an- 
deren Orte  bemerkt,  daß,  wenn  in  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  76)  die 
Basis  BC  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist,  AB  und  AC 
als  parallel  betrachtet  werden  dürfen,  und  EG  =  dy  unendiieh  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  ist;  daß  ferner,  wenn  A  unendiieh  weit  ist, 


y  Google 


674  Abschnitt  XXVI- 

die  Seiten  „fient  inter  se  magis  parallela",  und  dy  ^      , ;   daß,  wenn 
daneben  J5C  — — j,  daim  dy  ^ —^  ist. 

Noch  im  Jahre  1761  begegnen  wir  einem  bekannteren  italieni- 
schen Gfelehrten,  Paolo  Frisi  (siehe  oben  S.  19),  Bamabiten,  ge- 
boren zu  Mailand  am  13.  April  1728,  gestorben  daselbst  am  2S.  No- 
vember 1784.  Seit  sffiner  ersten  Jugend  widmete  sieh  Frisi  der 
Mathematik  gegen  den  Willen  seiner  Vorgesetzten,  die  beabsichtigten, 
aus  ihm  einen  Theologen  zu  machen,  und  die  erst  dann  davon  ab- 
standen, seine  Neigung  zu  bekämpfen,  als  sein  Wert  von  der  gelehrten 
Welt  öffentlich  anerkannt  ■wurde.  Er  lehrte  Mathematik  zu  Pisa, 
dann  zu  Mailand;  die  ersten  Akademien  und  Gesellschaften  von  ganz 
Europa  zählten  ihn  iinter  ihre  Mitglieder,  Fürsten  und  Könige  er- 
teilten ihm  die  höchsten  Ehren.  Den  großen  ßuhm,  dessen  er  sich 
erfreute,  verdankt  Frisi  besonders  seinen  astronomischen  und  hydrau- 
lischen Schriften;  wohlbekannt  sind  auch  seine  Lobreden  auf  Galilei 
und  Cavalieri.  Auf  die  reine  Mathematik  bezieht  eich  eine  Abhand- 
lung über  die  Fluxionsmetbode,  welche  den  zweiten  Teil  des 
17iil  erschienenen  zweiten  Bandes  der  Dissertationum  variarum^) 
bildet.  Wie  der  Verfasser  angibt,  ist  diese  eine  Erweitei'ung  einer 
Tor  neun  Jahren  in  Mailand  herausgegebenen  Schrift.*)  Frisi  setzt 
sieh  ala  Zweck  vor,  die  Maclaurinachen  Methoden  zu  vereinfachen; 
sein  Verfahren  ist  aber  eine  Vermischung  der  Fluxions-  mit  der  In- 
finitesimalmethode, und  zwar  finden  wir  neben  der  Definition  der 
Fluxion  die  des  Diff'erentials,  welches  der  Unterecbied  zweier  Ordi- 
naten  oder  Bögen  usw.  ist,  wenn  diese  einander  unendlich  nahe  sind, 
so  daß  man  den  Unterschied  als  unendlich  klein  und  die  Ordinalen 
oder  Bögen  als  einander  gleich  ansehen  darf.  Die  Abhandlung  be- 
steht aus  zwei  Abteilungen,  deren  erste  die  Theorie  behandelt,  wäh- 
rend die  zweite  den  geometrischen  Anwendungen  gewidmet  ist.  Die 
Entwicklung  der  Theorie  beschränkt  eich  auf  die  Bestimmung  der 
Fluxion  eines  Produktes,  einer  Potenz  mit  rationalem  Exponenten  und 
eines  Polynoms.  Um  die  in  der  zweiten  Abteilung  befolgte  Methode 
zu  charakterisieren,  mag  es  hinreichen,   darauf  hinzuweisen,    daß  der 

')  Der  eräte  Band  (Lacca  1759)  enthält  eine  DiaBertation  über  die  Prn- 
zeaeion  der  Nachtgleichen,  eine  über  die  Atmosphäre  der  Himmelskörper  und 
eine  äbec  die  Natur  des  Äthers,  von  denen  die  erste  von  der  Berliner,  die 
zweite  TOn  der  Pariset  Akademie  gekrönt  wnrde.  Der  zweite  Band  (Lncca  ITüli 
enthält  eine  Dissertation  über  die  Unregelmäßigkeiten  der  Bewegungen  der 
Planeten,  eine  über  die  Fluxionsmetbode  und  eine  dritt«  mit  dem  Titel;  Me- 
ditationes  quaedam  metaphjsicae.  ')  De  methodo  flusionum  gfo- 

metricarum  et  ejus  nsu  in  iriTestigandis  praecipuia  ourvarum  affec- 
tionibus  disaertatio,  Mailand  1753. 
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Ausdruck  der  Subtangente  aus  der  Ähnlichkeit  der  beiden  rechtwink- 
ligen Dreiecke  erhalten  wird,  deren  Katheten  einerseits  die  Subtangenie 
und  die  Ordinate,  andererseits  dx  und  dy  sind.  Gegenstand  dieser 
Abteilung  ist  die  Bestimmung  der  größten  und  kleinsten  Ordiuaten, 
der  singulären  Punkte  und  des  Krümmungsradius  einer  ebenen  Linie 
und  der  Fläche  des  durch  die  Schraubeubewegung  eiiier  ebenen  Figur 
erzeugten  Körpers. 

Im  Jahre  1762  erschien  in  London  ein  Büchelehen  mit  dem 
Titel:  Mathematics,  dessen  Verfasser,  Rev.  William  West,  am 
1.  Oktober  1760,  53  Jahre  alt,  gestorben  war.  Herausgeber  war 
John  Rowe,  der,  wie  sich  aus  dem  Vorwort  ergibt,  selbst  ein  Werk 
mit  dem  Titel:  An  introduction  to  the  doctrine  of  fluxioiis 
verfaßt  haben  soll,  dessen  zweite  Auflage  damals  soeben  erschienen 
war.  Das  Bächelchen  zerfällt  in  zwei  Kapitel,  deren  zweites  (Mi- 
scellaneous  questions)  der  Infinitesimalrechnung  fremd  ist,  während 
das  erste  (Fluxions)  der  Theorie  derMaxima  und  Minima  gewidmet 
ist  (was  an  seinem  Orte  besprochen  werden  soll),  mit  Ausschluß  der 
ersten  fünf  Seiten,  die  einen  ganz  kurzefi  Abriß  der  Fluxionsreeh- 
nung  darbieten.  Während  aber  der  Verfasser  vor  der  üblichen  Defi- 
nition der  FiusJonen  ausgeht,  bemerkt  er  zu  unserer  Überraschung 
bei  der  Aufsuchung  der  Flusion  von  xy,  daß  man  in  dem  Zuwachse 
x'y  -\r  xy' -\- X  y'  den  Term  x'y  vernachlässigen  darf  („may  be  rejec- 
ted"),  weil  x'  und  y    unendlich  klein  („infinitely  little")  sind. 

Im  Jahre  1763  gab  Emerson  zu  London  sein  Werk:  The 
method  of  increments  heraus.  William  Emerson  (s.o.  S.30),  Sohn 
eines  Schulmeisters,  geboren  zu  Hurworth  am  14.  Mai  1701,  gestorben 
daselbst  am  20.  Mai  1782,  war  ein  sehr  sonderbarer  Mann;  er  machte 
sich  einen  Ruhm  daraus,  sich  roh  und  schmutzig  zu  zeigen,  und  man 
erzahlt,  er  habe  dieselben  Kleider  20  Jahre  hindurch  gebraucht;  er 
war  in  der  theoretischen  Musik  sehr  gewandt,  aber  so  unglücklich  in 
der  Praxis,  daß  es  ihm  nicht  einmal  gelang,  die  Violine  zu  stimmen. 
Emerson  ist  Verfasser  von  zahlreichen  mathematischen  Werken,  deren 
eins  soeben  erwähnt  wurde,  während  andere  ao  den  passenden  Orten 
besprochen  werden  sollen. 

Im  folgenden  Jahre  erschien  die  schon  oben  besprochene  Residual 
analyaia  von  Landen,  welche  als  ein  Lehrbuch  der  Differential- 
rechnung und  ihrer  geometrischen  Anwendungen  angesehen  werden  darf. 

Noch  in  demselben  Jahre  begegnen  wir  einem  Namen,  der  in  der 

Mathematik  eine  dauernde  Stelle  eingenommen  hat,  EtienneBezout  (s.o. 

'^^)0  geboren  zu  Nemours  am  31,  März  1730  aus  einer  armen  Familie, 

')  filoge   de  M.  Bezout,    Hiat,  Äcad.  Paria   1783  (publ.  1786),    p.  «9—75. 
CimoB,  GeMlilehte  dei  Mstlieinatik  IV.  ii 
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widmete  sicli  gegen  den  Willen  seines  Vaters  der  Mathematik.  Er 
wurde  Mitglied  der  Akademie  1758,  Examinator  der  Mariaegarden 
1763,  und  als  solcher  war  er  mit  der  Abfassung  eines  Lehrbuches 
der  Mathematik  beauftragt,  welches  im  folgenden  Jahre  erschien.^) 
Im  Jahre  1768  wurde  er  Examinator  der  Artillerie,  und  einige  Jahre 
später  (1770)  gab  er  eine  neue  Aufjage  seines  Cours  heraus,  wobei 
er  die  alten  Anwendungen  seinem  neuen  Berufe  gemäß  durch  andere 
ersetzte.  Zugleich  beschäftigte  er  sich  mit  denjenigen  Untersuchungen 
über  algebraische  Grleichungen,  welchen  sein  Name  anhaftet.  Als  Bei- 
spiel seines  Mutes  und  seiner  Gewissenhiiftigkeit  erzählt  man,  daß  er 
eioige  Kandidaten,  die  zu  Toulon  an  den  Blattern  krank  waren,  an 
ihrem  Bette  examinierte,  um  ihnen  den  Schaden  zu  ersparen,  den  der 
Aufschub  des  Examens  verursachen  würde.  Er  beschloß  sein  ruhiges 
und  glückliches  Leben  am  27.  September  1783. 

Der  Cours  de  mathematiques^)  besteht  aus  fünf  Teilen: 
Arithmetik,  Gfeometrie  und  Trigonometrie,  Algebra  und  analytische 
Geometrie,  Mechanik  und  Infinitesimalrechnung,  Schiffahrt,  Daß  wir 
„Mechanik  und  Infinites iuäalrechnung"  und  nicht  umgekehrt  gesagt 
haben,  ist  nicht  ein  Versehen  von  unserer  Seite,  sondern  entspricht 
der  im  vierten  Bande  des  Cours  befolgten  Anordnung;  es  ist  aber 
zu  beachten,  da6  die  Mechanik  mit  lauter  elementaren  Mitteln  ent- 
wickelt wird.  Die  Behandlung  der  Infinitesimalrechnung  bietet  nichts 
Besonderes,  als  daß  Bezout  durchgängig  mit  Differentialen  arbeitet, 
so  daß  man  die  Definition  der  Ableitung  in  seinem  Lehrbuche  um- 
sonst suchen  würde. 

Es  ist  bekannt,  welchen  Beifall  die  1748  erschienenen  Institu- 
zioni  analitiche  von  Maria  Gaetana  Agnesi  (diese  Vorl.,  IIP, 
S.  822)  in  und  außer  Italien  fanden.  Es  war  aber  nunmehr  nötig, 
dieses  Lehrbuch  durch  ein  anderes  zu  ersetzen,  welches  die  inzwischen 
erreichten  Resultate  umfassen  sollte.  DiesenZweck  setzten  sieh  Riccati 
und  Saladini  mit  ihren  mehr  als  1100  Qnartseiten  starken  Institu- 
tiones  analyticae  (vgl.  8. 457 ff.)  vor.  Welche  Fortsehritte  dieses  Lehr- 
buch gegenüber  dem  Agneeischen  darbietet,  ergibt  sich  aus  den 
Vorworten  zu  den  zwei  Bänden,  von  denen  der  erste  der  endlichen, 
der  zweite  der  unendlichen  Analysis  gewidmet  ist.  Als  uns  interessie- 
rende Zusätze  sind  folgende  zu  bezeichnen:  Begriff  des  Unendlich- 
kleinen, Gebrauch  der  Reihen  in  der  Infinitesimalrechnung,  Beweis 
der  Prinzipien  der  Integralrechnung  auf  Grund  der  Reihen,  Integration 

')  Cours  de  uiathematiqueB  ä  Tusage  de  la  marine.  ')  Die  um 

vorliegende  Auflage  (von  den  Jahren  IX  und  X  des  republitauisciien  Kalender») 
ist  eine  Veischmelzung  der  beiden  Cours  und  enthält  sowohl  die  Anwendungen 
auf  Schiffahrt  als  die  auf  Artillerie. 
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von  Kreis-  und  Hyperbelfuuktionen,  Eektifibation  der  Ke^'elsehnitte. 
Der  erste  dieser  Punkte  ist  schon  oben  berührt  worden;  auf  andere 
werden  wir  weiter  unten  wieder  kommen.  Aus  dem  Vorwort  ent- 
nehmen wir  auch,  welchen  Anteil  jeder  der  heiden  Verfasser  an  dem 
Werke  hatte,  und  welche  ihre  Arbeitsweise  war.^)  Vom  methodolo- 
gischen Standpunkte  aus  bieten  die  Institutiones  eine  wichtige 
Neuigkeit  dar,  die  Verschmelzung  der  Differential-  mit  der 
Integralrechnung;  das  erste  Buch  (des  II.  Bandes)  enthält  die  ele- 
mentaren Differentialformeln,  denen  die  bezüglichen  Integralformeln 
gegenüberstehen,  und  die  Integrationsmethoden  mit  Anwendung  auf 
Quadraturen  und  Rektifikationen;  das  zweite  behandelt  die  direkte 
und  inverse  Tangentenmethode;  das  dritte  betrifft  die  Ditferentiale 
höherer  Ordnung  nebst  den  bezügliclien  geometriechen  Anwendungen, 
und  die  Variationsrechnung. 

Es  möge  auch  bemerkt  werden,  daß  unsere  Autoren  den  ur- 
spriinglichen  Integral  begriff  wieder  aufgenommen  haben  (was  sie  da^ 
durch  ausdrückten,  daß  sie  die  Prinzipien  der  Integralrechnung  auf 
die  Reihentbeorie  begründeten).  In  der  Vorgeschichte  der  Infinitesi- 
malrechnung war,  was  wir  jetzt  als  Integral  bezeichnen,  eine  Fläche, 
also  eine  Summe  unendlich  vieler  Elemente.  Nachdem  man  aber  die 
folgenreiche  Entdeckung  machte,  daß  Differentiation  und  Integration 
umgekehrte  Operationen  sind  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  156,  165),  bezeich- 
nete mau  als  Integral  einer  l^inktion  f{x)  diejenige  Funktion,  deren 
Ableitung  f(x)  ist.  Was  die  Wissenschaft  dieser  Entdeckung  ver- 
dankt, ist  niemandem  unbekannt;  es  ist  aber  noch  immer  interessant, 
zu  zeigen,  daß  gewisse  Integrationen  sich  auch  auf  Grund  der  ur- 
sprünglichen Definition  des  Integrals  als  einer  Summe  ausführen  lassen. 
Dazu  geben  Riccati  und  Saladini  drei  Methoden,  welche  auf  die 
durch  die  Gleichungen: 

definierten  Funktionen  y  von  x  angewandt  werden.^) 


i  lotus  opena  method  m  E  ccfttus  d  posu  t  conscrbenla  Ter  caj  ta 
aai  ce  d  vjaa  aunt  Quae  m  ffis  b  bobacnra  magisque  erant  1  tb  lia  R  c  atue 
11  gno  Btudo  clara  i.ercept  que  redd  d  t  facta  qum  et  am  ante  [uam  n 
In  em  proferret  ea  adolescent  1  üb  i^iubuBdam  bu  s  aud  tor  bns  add  acen  la 
trid  d  t  at  £ue  espenent  a  cnmpent  pa  per  j  am  fa  lU  tue  i  erc  p  a  penetrar 
Caetera  vero  '^alad  nas  colleg  t  exj  1  cav  t  a  muHum  de  ano  aM  dt  I  Bcr  pta 
ieferebat  am  co  aoc  o  q  1  U8  periensB  at  lue  aj.  probat  a  Und  tant  m  adlelat 
|uod  neoessana  opena  connei  0  i  oatulabat  St  lum  vero  b  le  tor  ient  dem 
mutatum  cemat,  plurimos  hunc  librum  Jatine  reddidiBse  BCiat."  *)  Vgl.: 

V.  Riccati,    De  quadratura   curvarum   tradita  per  suiamas   generales 
Serieram,  Comni.  Acad.  Bon.  V  2,  1767,  p.  432—445, 
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Die  lustitutioueB  anaiyticae,  von  welchen  Saladini  zehn 
Jahre  später  einen  Auszug  in  italienischer  Sprache  herausgah^),  boten 
zu  lebhaften  Diskussionen  Gelegenheit.  Im  Jahre  1773  erschien  im 
Giomale  de'  letterati  ein  ausführlicher  Bericht  von  dem  Äbt  Gio- 
accbino  Pessuti*),  wo  das  Werk  als  eines  der  besten  und  vollstän- 
digsten Lehrbücher  der  Analysis  bezeichnet  wird,  aber  einige  „kleine 
Flecken"  hervorgehoben  werden,  deren  einer  die  Verschmelzung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  ist.  Bin  Schreiben  von  V.  Riccati 
an  Pessuti  vom  29.  August  1773,  welches  eine  heftige  Verteidigung 
seiner  Reform  enthält,  wurde  erst  nach  V.  Riccatis  Tode  von  dessen 
Brüdern  verÖffenthcht.^)  Pessuti  erwiderte  darauf  mit  seinen  Ri- 
flessioni  analitiehe  (Livomo  1777),  welche  wiedemm  eine  lange 
Antwort  von  Seiten  eines  ungenannten  Verfassers  hervorriefen.*) 

Im  Jahre  1767  kommt  ein  schon  bekannter  Käme  wieder  vor, 
der  von  Emerson,  als  Verfasser  eines  kleinen  Buches:  The 
arithmetic  of  infinites,  and  the  differential  method; 
illustrated  by  examples  (London  1767).  Die  „arithmetic  of 
infinites",  oder  die  Indivisibilienmethode,  ist  die  Kunst,  die  Potenzen 
der  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  von  unendlichkleiner  Differenz 
zu  summieren.  Sie  wird  besonders  auf  die  Berechnung  von  geo- 
metrischen Größen  angewandt,  welche  als  aus  unteilbaren  Elementen 
zusammengesetzt  betrachtet  werden;  ea  ist  aber  zu  beachten,  daß  diese 
Elemente  nicht  wirklich  unteilbar  sind,  und  nur  „by  reason  of  sinii- 
htude"  unteilbar  genannt  werden.  Die  „diiferential  method"  ist  die 
Differenzen-  und  Interpolationslehre. 

Im  Jahre  1768  erschienen  die  Elemens  du  caicul  integral 
TOnLeseur  nndJacquier,  den  beiden  Minoriten,  welchen  man  einen 


')  iiiatjtuzioni  analitiehe  del  conte  V.  Riccati  compendiate  da 
G.  Saladini,  Bologna,  I.  Bd.   lT7(i,  IL  Bd.  1775.  *}  Inatitutiones  analy- 

ticae  di  V.  Riccati  e  J.  Saladini  (Eezension  ohne  Namen  des  Verfassers), 
KuOTO  Giomale  de'  letterati  d'Italia  (Modena)  1773,  I,  p.  30—73,  II,  p.  319 
bis  287,  nt,  p.  78—123.  Daß  Pessuti  der  Verfasser  ist,  ergibt  sich  aus  p.  1*4 
dee  XV.  Bandes  des  Giornaie.  ')Lettera    all'   autore    della    rela- 

zione  deUe  Istitvizioni  analitiehe  dell'  Ab.  Co,  Vincenzo  Eic- 
cati,  inaerita  nel  Nuoyo  Giomale  de'  letterati  d'Italia,  Tomo  I,  H 
e  m,  Nuova  Raccolta  d'Opuscoli  Bcientifici  e  filologici  XXX,  1776, 
Op,  III,  p,  8—25.  —  Den  auf  die  im  Texte  berührte  Frage  sich  be- 
Biehendea  Teil  dieses  Schreibens  kann  man  lesen  in  Loria,  II  Giorn. 
de'  Lett.  d'Italia  etc.,  Cantor-Festschrift,  Leipzig  1897,  S.  241—274. 
')  RispOHta  alle  Riflessioni  analitiehe  del  Sig.  Ab  G.  Pessuti  sopra 
una  iettera  sctittagli  dal  Sig.  Ab.  Co,  V.  Riccati,  N.  Gioni.lett,  XV,  1778, 
p.  144—204.  Nach  Eiccardi  ist  Verfasset  derselben  Giordano  Riccati, 
Bruder  von  Vincenzo  (aus  Treviao,  1709-1790,  siehe  diese  Vorl.  IIP,  S,  474). 


y  Google 


Lehrt  lieh  et  der  Infinitesimalrecinung.  679 

bekannten  Kommentar  zu  den  Principia  Ton  Newton  verdankt. 
Thomas  Leseur,  geboren  zu  Rethel  1703,  gestorben  zu  Rom  am 
22.  September  1770,  war  zusammen  mit  Fran^ois  Jacquier  (1711 
bis  1788;  diese  Vorl.,  Ill^,  S.  841)  Professor  der  Mathematik  und 
der  Theologie  zu  Rom;  beide  wurden  im  Jahre  1763  nach  Parma 
berufen  als  Lehrer  des  Infanten,  welchem  sie  ihr  Lehrbuch  der  Inte- 
gralrechnung widmeten.  Von  diesem  aus  mehr  als  1100  Seiten  be- 
stehenden Werke  wollen  wir  nur  sagen,  daß  es  für  eins  der  besten 
Lehrbücher  seiner  Zeit  gehalten  wurde,  und  daß  dieses  Urteil  nach 
unserem  Ermessen   ganz  richtig  ist. 

Das  Jahr  1768  zeichnet  sich  aber  besonders  durch  die  Erscheinung 
eines  derwichtigsten  Werke  unserer  Periode,  der  Institutiones  calculi 
integraÜB  (Petersburg  1768,  1769,  1770)  von  L.  Euler  (1707  —  1783; 
diese  Vorl.,  IIP,  S.  549)  aus.  Dieses  großartige  Werk  besteht  aus 
drei  starken  Quartbänden,  denen  ein  vierter  nach  des  Verfassers  Tode  von 
der  Petersburger  Akademie  1794  hinzugefügt  wurde.  Bei  der  außerordent- 
lichen Wichtigkeit  desselben  halten  wir  es  für  nötig,  den  allgemeinen 
Plan  in  seinen  Hauptlinien  wiederzugehen: 

Erstes  Buch  (Liberi.  Integration  der  Funktionen  einer  Va- 
riabein. 

I.  Abteilung  (Pars).  Untersuchung  der  Beziehungen,  in  welchen 
nur  Differentiale  erster  Ordnung  i-orkommen. 

1.  Abschnitt  (Sectio).     Integration  der  Differentialformeln. 

2.  Abschnitt.     Integration  der  Differentialgleichungen. 

3.  Abschnitt.  Auflösung  der  Differentialgleichungen,  in  welchen 
die  Differentialgrößen  nicht  linear  auftreten. 

II.  Abteilung.  Untersuchung  der  Beziehungen,  in  welchen  Diffe- 
rentiale höherer  Ordnung  vorkommen. 

1.  Abschnitt.  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (mit  zwei 
Variabein). 

2.  Abschnitt.     Differentialgleichungen  von  höherer  Ordnung. 
Zweites  Buch.     Integration   der  Funktionen   mehrerer  Variabein. 
I.  Abteilung.     Funktionen  Ton  zwei  Variabein, 

1.  Abschnitt.  Untersuchung  der  durch  eine  Relation  zwischen 
ihren  ersten  Differentialen  dehnierten  Funktionen  von  zwei  Variabein. 

2.  Abschnitt.     Dasselbe  für  die  zweiten  Differentiale. 

3.  Abschnitt.     Dasselbe  für  die  höheren  Differentiale. 

IL  Abteilung.     Funktionen  von  mehr  als  zwei  Variabein. 
Anhang  (Appendix).     Variationsrechnung. 
Zusatz     (Supplementum).       Entwicklung     einiger    besonderer 
Fälle  der  Integration  von  Differentialgleichungen. 

Wir  wollen  ferner  die  Verteilung  der  Kapitel  des  1.  Abschnittes 
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der  I.  Abteilung  des  1.  Buches  anführen,  welcher  allein  unseren  Ab- 
aehiiitt  betrifft: 

1.  Kap.     Rationale  Funktionen. 

2.  „  Irrationale  Funktionen. 

3.  „  Reihenintegration. 

4.  „  Logarithmische  und  exponentiale  Funktionen. 

5.  „  Aue  Winkeln  oder  Sinussen  gebildete  Funktionen, 

6.  „  Entwicklung  der  Integrale  nach  Sinussen  und  Kosinussen 

von  vielfachen  Bögen. 

7.  „        Angemiherte  Integration. 

8.  „        Bestimmte  Integrale. 

9.  „        Entwicklung  der  Integrale  in  unendliche  Produkte. 
Der   vierte  Band    enthält   29    teils    schon   erschienene,   teils    der 

Petersburger  Akademie  vorgelegte,  aber  noch  nicht  herausgegebene 
Abhandlungen,  welche  elf  Supplemente  zu  den  einzelnen  Kapiteln  der 
ersten  drei  Bände  bilden. 

Was  den  Stoff  des  Werkes  betrilft,  so  werden  wir  öfters  Gelegen- 
heit haben  auf  denselben  zurückzukommen.  Hier  begnügen  wir  uns 
damit,  die  Eulersche  Definition  des  Integrals  anzuführen:  f  Xdx  ist 
diejenige  veränderliche  Größe,  deren  Differential  Xdx  ist.  Selbstver- 
ständlich behält'  Enler  auch  hier  seinen  Begriff  von  dem  strengen 
Nullsein  der  in  bestimmten  gegenseitigen  Verhältnissen  stehenden 
Differentiale  bei  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  749);  er  bemerkt,  daß  der  Ge- 
brauch des  Zeicheos  /,  welches  summa  bedeutet,  von  einem  unan- 
gemessenen („parum  idoneo")  Begriffe  herrührt,  nach  welchem  ein 
Integral  als  die  Summe  sämtlicher  Differentiale  zu  betrachten  wäre; 
was  mit  nicht  besserem  Rechte  zugegeben  werden  darf,  als  daß  die 
Linie  aus  Punkten  bestehen  möge. 

Dem  Jahre  1769  gehören  die  Anfangsgründe  der  Anaijsis 
der  unendlichen  Größen  (Berlin)  an  von  Georg  Friedrich 
Tempelhoff,  einem  preußischen  Artillerieoffizier,  geboren  zu  Tramp 
am  17.  März  1737,  gestorben  zu  Berlin  am  13.  Juli  1807,  der  die 
große  Ehre  hatte,  im  Jahre  1778  den  von  der  Berliner  Akademie 
für  eine  Arbeit  über  die  Kometen  bestimmten  Preis  mit  Condorcet 
zu  teilen. 

In  den  Jahren  1769 — 1771  gab  der  schon  oben  erwähnte  Carac- 
cioli  seine  Introduzione  alla  matematica  per  mezzo  del  calcolo 
universale^)  heraus,  deren  vierter  und  letzter  Teil  der  Infinitesimal- 

')  Zwei  Bände,  Fellßtri  1769  und  1771.  Eine  lateinische  Ausgabe  war 
frülier  unter  dem  Titel;  Isagoge  in  universam  matheain  zu  Neapel  er- 
schienen. 
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recbnung  gewidmet  ist.  Den  Ausgangspunkt  bildet  das  Newtonaclie 
Lemma,  nach  welchem  zwei  veränderliche  Größen,  deren  Differenz 
kleiner  als  jede  angebbare  Größe  ist,  endlich  einander  gleich  werden. 
Das  Datum  1770  trägt  der  erste  Band  eines  schon  oben  besproehenf  n 
Werkes,  welches  gewissermaßen  als  eine  Enzyklopädie  der  Mathematik 
bezeichnet  werden  darf:  Gli  elementi  teorico-pratici  delle  mate- 
matiche  pure  (Modena  1770—1777)  von  0.  Gherli.  Die  Ele- 
menti zerfallen  in  sieben  Quartbände,  von  welchen  der  erste  die 
Arithmetik,  der  zweite  die  Algebra,  der  dritte  die  Geometrie,  der 
vierte  die  analytische  Geometrie,  der  fünfte  die  Differentialrechnung, 
die  zwei  letzten  die  Integral reebnuag  behandeln.  Sie  gebeii  alles  da- 
mals Bekannte  in  ausführlicher  Entwicklung  wieder;  wesentlich  neues 
tj'agen  sie  nicht  hinzu. 

Ein  ganz  kleines  und  unerhebliches  Büchlein  ist  die  Pertractatio 
elementorum  calculi  integralia  discentium  bono  typis  com- 
missa  (Prag  1771)  von  Johann  Tessanek  (s,  o,  S.  30),  Jesuit 
und  Professor  der  höheren  Mathematik,  geboren  in  Böhmen  1728, 
gestorben  zu  Prag  1788. 

Einem  anderen  italienischen Gelehrten,FranceseoMariaGaudio, 
geboren  zu  S.  Remo  hei  Genua  1726,  gestorben  1793,  gehört  ein  dem 
von  Gherli  verfaßten  analoges  Werk,  die  Institutiones  mathema- 
ticae,  deren  vier  Oktavbände  in  Kom  in  den  Jahren  177ä — 1779 
gedruckt  wurden. 

Wieder  in  Italien  erschien  eine  Dissertation')  von  Carlo  Fran- 
cesco Gianella,  Jesuit,  geboren  zu  Mailand  am  13.  Juni  1740,  ge- 
storben am  15.  Juli  1810,  Mitglied  der  Turiner  Akademie  seit  ihrer 
Stiftung  und  Professor  zu  Mailand  und  zu  Pavia.  Gianella  geht 
vom  Begriff  der  Fluxion  aus,  bedient  sich  aber  der  Leihnizscheu 
Bezeichnung,  und  lehrt  zuletzt,  wie  die  Infinitesimalmethode  als  ein 
„compendium"  der  Flusionsniethode  augesehen  werden  darf. 

Der  schon  erwähnte  Paolo  Friai  gab  in  den  Jahren  1782 — 1785 
seine  Werke  ^)  in  drei  Bänden  heraus,  von  denen  der  erste,  der  Al- 
gebra und  analytischen  Geometrie  gewidmet,  uns  allein  interessiert, 
während  die  zwei  übrigen  Mechanik  und  Kosmograpbie  betreffen.  Die 
Kapitel  11 — 15  des  ersten  Bandes  behandeln  die  Infinitesimalrechnung 
und  ihre  Anwendung  auf  Kurvenlehre;  Frisi  erwähnt  seine  nunmehr 
30  Jahre  alte  Schrift  Über  Pluxionen,   und   fügt  hinzu,   er  habe  seit- 


')  De  flusionibus  eaminque  uau  Dissertatio  a  Carolo  Fran- 
cisco Gianella  S.  J.  Phys.  Prof.  proposita  a  D.  Kocoo  Marliani 
propugiiata,  Mailand  1777.  ')  Pauli  Friaii  Opera,  Mailand  1783, 

1783,  1785. 


y  Google 


682  Abschnitt  XXVI. 

dem  gefunden,  daß  alles  auf  ein  einziges  Axiom  ankommt:  Zwei  ver- 
änderliche (rrößen,  welche  von  einander  um  weniger  als  jede  vorge- 
gebene Größe  verschieden  sind,  werden  schließlieh  einander  gleich; 
was  mit  einer  Bekehrung  von  der  Flusions-  zur  eigentlichen  Gtrenz- 
methode  gleichbedeutend  ist. 

Ebenfalls  in  Italien  erschien  »las  Werk  (s.  o.  S.  450):  Magni- 
tudinuni  expouentialinm  logaritbmorum  et  trigono- 
metriae  anblimis  theoria  nova  methodo  pertractata 
(Florenz  1782)  von  Ferroni.  Pietro  Ferroni,  geboren  zu 
Florenz  am  22.  Februar  1744,  gestorben  daselbst  im  Novem- 
ber 1825,  war  kaum  20  Ja.hre  alt  Professor  der  Mathematik  an 
der  Universität  zu  Pisa;  später  lehrte  er  in  Florenz  und  wurde 
Mathematiker,  d.  h.  Bau-  und  Flußoberaufseher  des  Großherzoga 
von  Toskana.  Er  beschäftigte  sich  vorzüglich  mit  angewandter 
Mathematik,  und  gab  wertvolle  Studien  über  die  Theorie  der 
Gewölbe  heraus.  Von  dem  oben  erwähnten  Werk  betrifft  nur  ein 
kleiner  Teil  die  Infinitesimalrechnung,  nämlich  das  10.  Kapitel,  welches 

eich  auf  das  Integral  /  -  bezieht,  und  das  8.  Kapitel,  wo  Ferroni 
lehrt,  wie  man  die  Differentialquotienten  der  logarithmi sehen  und  ex- 
ponentialen  Größen  ohne  Gebrauch  der  Geometrie  berechnen  kann. 
Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Formel: 


damals  häufig  aus  der  Betrachtung  der  logarithmi  sehen  Kurve   abge- 
leitet wurde.     Dagegen  bedient  sich  Ferroni  der  Reihenentwicklung: 


folgt: 

d \gx  ^  dx[l  —  {3:  -  \)  +  {x  -  If ]  =  ^' 

Er  verfährt  auch  so:  aus: 

Ig.j:  =  oo  xx"  —  ]} 
ergibt  sich: 

<i  \ä X  =  oa  ■  —  x"      dx  =  — '■■ 
Was  die  Exponentialfunktion  betrifft,  hat  man: 
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rf  .  „^^  lg  «  -  rfx(l  +  ""j!"  +  — Ir^'  +  ..>l^anga-dx; 
oder  auch: 

womus  folgt: 

Kacli  diesen  aus  ItaHen  herrilhreiiiieii  Werken  milBsen  wir  awei 
in  Österreich  erschienene  Schriften  erwähnen,  die  Vorlesnngen  über 

')  Um  besser  zu  zeigen,  mit  welcher  Unbefaügenheit  Ferroni  mit  unend- 
lieben  «ml  .erscbwindeideii  OrOßen  bündelt,  wollen  wir  noch  einige  Formeln 
aus  Kap  10  entoebmen.     Ans: 


folgt  für  m  =  0: 

1rf^  =  l-»^^. 

Es  JBt  auch: 

lOB0_^(l  +  i  +  |  +  --), 

also: 

J%=-^ 

i-+;-+--+i<«-'-'+Y+4+--- 

** 

»~-j_(i-i)_" 

_  ,<  +  ^»logi  +  ",  »log»'  +  ■  ■  ■ 

—  mj  —  ^^tloga 

-)-,»■.  +■-• 

_.«(i^.«  +  «' )  +  ilogi(-2--^  +  --) 

+  «log«' (fr )  +  ■ 

folgt  für  m^^ 1: 

ß-^'ix-ooi~'^-^^^  +  ^^°^ +  B_oo«e-""  +  S 
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Mathematik^)  von  Vega,  und  die  Elemeuta  calculi  differen- 
tialia  et  integralis  (Prag  und  Wien  1783)  von  Stanislans 
Wydra  (1741—1804,  s.  o.  S.  20),  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  zu  Prag. 

Georg  Freiherr  von  Vega  (s.  o.  S.  437)  ist  weitbekannt  als 
Verfasser  eines  noch  heute  in  Gebrauch  bleibenden  logarithmisoh- 
trigonometrischen  Handbuches.  Seine  Vorlesungen  zerfallen  in 
zwei  Bände,  von  welchen  der  erste  die  Rechenkunst  und  Algebra, 
der  zweite  die  theoretische  und  praktische  Geometrie,  die  geradÜDige 
und  sphärische  Trigonometrie,  die  höhere  Geometrie  und  die  Infini- 
tesimalrechnung enthält.  Wie  der  Verfasser  selbst  in  seiner  Vor- 
rede erkennt,  enthält  sein  Werk  nichts  wesentlich  Neues;  es  möge 
nur  bemerkt  werden,  daß  die  Integration  von: 


x"'dx{a  +  ßx  -\-  yz^)  ' 
für  ganzzalilige  m  und  p,  und  von: 

x"'dx(a  +  ß^+yx^-')''' 
für  ganzzahlige  — "^  und  p  dadurch  erzielt  wird,   daß  man  die  Tri- 
nome  in  Binome  durch  die  Beziehung: 

X  =  s  —  —■     oder      x"  =  s"  ~  -^ 
umformt. 

Die  Elementa  von  Wydra  sind,  ihrem  Tite!  gemäß,  ein  ele- 
mentares Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung  und  ihrer  Anwendungen, 
wobei  die  Infinitesimalmethode  durchgängig  gebraucht  wird. 

Zwei  andere  ganz  elementare  Schriften  sind  die  Erevi  elementi 
di  caloolo  differenziale  (Milano  1784)  von  Gaetano  Allodi, 
Adjunkt  am  Observatorium  zu  Mailand,  und  das  Lehrbuch  der  Infini- 
tesimalrechnung von  Vito  Caravelli  (aus  Montepeloso  in  Basilieata, 
1724—1800,  s.  o.  8,34)  und  Vincenzo  Porto.*) 

Ein  Werk,  von  welchem  in  Italien  weit  mehr  gesprochen  wurde,  als 
es  dies'  verdiente,  ist  das  zweibändige,  mehr  als  1200  Quartseiten  starke 
Lehrbuch  von  Nicolai:   Nova   analyseos    elementa.^)     Giovanni 

')  Der  ausführliche  Titel  ist:  VorleBungen  über  Mathematik  sowohl 
überhaupt  zu  mehrerer  Verbreitung  matliematiacher  Kenntnisse  in 
den  K.-K.  Staaten,  als  auch  insbesondere  zum  Gebrauche  des  K.-K. 
Artillerie-Corps,  Das  Werk,  dessen  erste  Auflage  das  Datum  1783  trägt,  ist 
dem  Artillerie -Corps  gewidmet.  Uns  liegt  eine  spätere  Ausgabe  {Wien  1821) 
vor,  die  aus  der  yierten  Auflage  des  ersten  Bandes  und  aus  der  sechsten  des 
zweiten  gebildet  ist.  =)  Trattato    del    calcolo   differenziale    di  Vito 

Caravelli,    e    del  calcolo    integrale    di  Vincenzo    Porto,    per    uso  del 
regale  Coüegio  Militär«,  Napoli   nSij.        ')  T.  l,  Pars  prima,  fatavü  ITStl; 
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Battista  Nicolai,  geboren  zu  Venedig  am  30.  März  1726,  gestorben 
zu  Schio  bei  Vicenza  am  15,  Juli  1793,  war  Schüler  von  Jacopo 
Riccati,  lehrte  zu  Treviso  tmd  danu  au  der  Universität  zu  Padua. 
Nicolai  denkt,  die  gemeine  Analysis  sei  ganz  wertlos,  was  ciavou 
herrühre,  daß  man  nicht  genau  wisse,  was  „Einheit"  bedeutet.  Die 
Einheit  ist,  wie  er  uns  lehrt,  dem  Werte,  der  Natur,  der  Dimension, 
dem  Systeme,  der  Lage  nach  unbestimmt;  jede  Zahl  kann  als  Einheit 
angenommen  werden.  Von  dieser  trivialen  Wahrheit  ausgehend,  ver- 
wickelt er  sich  in  ein  solches  Netz  von  Unsinn,  daß  wir  zu  viel 
Kaum  verschwenden  müßten,  wollten  wir  unseren  Lesern  eine  genaue 
Idee  davon  geben.  Aus  den  ungemein  weitschweifigen  Entwicklungen 
von  Nicolai  die  Quintessenz  entnehmend,  können  wir  folgendes  sagen: 
Da  die  Einheit  willkürlich  ist,  so  kann  man  das  Negative  auf  eine 
negative  Einheit  beziehen,  wodurch  dasselbe  als  positiv  erscheint;  es 
ist  also  —  1  =^  1.^)  Ja  noch  mehr,  jede  Zahl  ist  jeder  anderen  Zahl 
gleich.^)  Dadurch  wird  das  Imaginäre  aus  der  Analysis  verdrängt, 
da  sowohl  YAB  als  yHÄ  (wo  Ali  eine  Sti-ecke  bezeichnet)  einen 
reellen  Wert  hat. 

Derartige  Ideen  konnten  nicht  umhin,  die  höchste  Verwunderung 
überall  zu  erregen,  um  so  mehr,  als  sich  Nicolai,  wie  es  scheint,  der 
allgemeinen  Achtung  erft'eute.  Die  Elementa  und  die  früheren 
Riflessioni  sulla  possihilitä  della  reale  soluzione  analitica 
del  caso  irreducibile  (Padua  1783)  wurden  von  allen  Seiten  heftig 
bekämpft^),    und    Silio,    der    freilich    die   tiefste    Verehrung    gegen 


T,  T,  Pars  altera  -nach   des  Verfassers  Tode    vom  Abt  Vincenzo  Chin 

linello, 

Adjunkt   am    Observatorium    au    Padua,    heran  Begeben),    Patavii  1793 

Lag  es 

etwa  im  Sinne  des  Verfassers,  noch  einen  zweiten  Band  hinzuzuffigen? 

')  Wir  wollen  hier  wenigstens  ein  Beiopicl  von  dem  Übergänge  v 

om  Posi- 

tiveu  zum  Negativen  anführen; 

(Bd.  1 1,  p.  29).  Die  Gleichheit  der  positiven  und  der  negativen  Größen  wurde 
von  Chiminello  in  seinen  Riflessioni  su  la  veritä  di  alcuni  paradoesi 
analitici  verteidigt.  ')  „l"(l")°  =  y''(ärT  ut  quisqiie  facile  videt.     Sed 


l°l 

.1")° 

-1{IT;  ei^o 

erit 

:  etiaiD 

.  l.(l)-- 

=  : 

l-.= 

!(?")■ 

-(-;)•= 

■- giü")  —  g" 

siv 

.1  =  1-''  =3- 

1 

■-9-- 

(Bd.  I  2. 

.57). 

«)  Lette 

ra  del  S 

ig- 

Petr 
Antol. 

onio    Maria 
Romana  X,   17 

Caldan 
84,    p.  33- 

i    (s.  0. 
-■6-1.  - 

S. 

152)     al     R 
tttera    del 

ev.    Padre 
8 ig.   P.   M. 

:    Jacqui. 
Caldani 

'ai 
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Nicolai  zeigt,  sagt,  seine  Elemente  aollten  besser  analytische  Rätsel 
oder  analytisches  Labyrinth  betitelt  werden. 

Von  der  1786  erschienenen  Exposition  von  Lhuilier  haben 
wir  schon  oben  gesprochen');  es  möge  bier  nur  weniges  hinzukommen. 
Lhuilier  bezeichnet  als  das  Differentialverhältnis  -r-  von  zwei 
vei-änderlichen  Größen  P,  x  die  Grenze  des  Verhältnisses  ihrer  gleich- 
zeitigen Zuwächse,  wobei  j-  nicht  als  ein  wirkliches  Verhältnis,  son- 
dern als  ein  unzerlegbarer  Ausdruck  gelten  muß.  Er  beweist  dann, 
auf  Grund  der  Binomialformel,  daß  das  Differential  Verhältnis  von  x" 
und  X  durch  wiC""'  gegeben  ist,  und  bemerkt,  daß  dieses  Ergebnis 
ganz  allgemetn  ist,  da  die  Binoraial Formel  sich  für  jeden  beliebigen 
Exponent  .ilgebraisch  nachweisen  läßt.  Demnach  kann  man  das  Diffe- 
rentialverhaltnit  einer  jeden  algebraischen  Funktion  von  X  (in  bezug 
auf  .r)  bestimmen,  da  lede  solche  Funktion  in  eine  Potenzreihe  ent- 
wickelbar ist  Was  die  transzendenten  Funktionen  betrifft,  benutzt 
Lhuilier  die  Taylorsche  Entwicklung. 

Wir  begegnen  nunmehr  wieder  einem  italienischen  Schriftsteller, 
dem    Pater   Ängelo    Luigi    Lotteri,    Mönch   aus    dem    Orden   der 


Sig.  N.  N.,   ebenda,  p.  61— 62.  —  Lettera  d'un  dilettante  d'analisi  ad  im 

d'Italia  aJla  lettera  del  Sig,  P.  M,  Caldani  al  P.  Jacquier  intorno  ai 
oalcoii  del  Sig.  Ab,  Nicolai,  ebenda,  p.  249—254.  —  Rispostaal  Sig.  prof, 
diCamerino  »utoredelle  riflessioni  (stampate  nel  giornale  letterario 
dai  confini  d'Italia  no.  43)  Bulla  lettera  del  Sig,  P,  M,  CaJdaui  di- 
retta  al  P,  Jacqaier,  ebenda,  p,  313— 318.  —  Rifleasioni  del  prof.  di 
matematica  nell'  uniTersitä  di  Camerino  alla  riaposta  data  al  buo 
articolo  inserito  nel  num,  13,  1784  del  giornale  letterario  da'  confini 
d'Italia,  ebenda,  p.  401— 405,  409—414.  —  Poatille  alle  Eiflessioni  del 
prof.  di  matematica  etc.,  Antol.  Romana  XI,  1784,  p.  sa — 40,41—46,49 
bis  54,  57—62.  —  Lettera  del  Sig.  Co.  Giordano  Riceati  al  Sig.  Ab. 
Contareili  intorno  alle  Riflessioni  hu   la  veritä   di   alcuni  paradossi 

2  del  Giornale  letteiaiio  dai  confini  dell'  Italia  1784,  Nuovo  Giorn. 
Lett.  (Modena)  XXVIil,  1784,  p.  256— 266.  —  Antonio  Esimeno  Valentini 
(Jesuit,  1732—1798),  Ue  stndiis  philosophicia  et  mathematicia  inati- 
tuendia   [angeführt  in  einem  Flugblatt  von  12  Seiten  b.  1.  et  a,  mit  dem  Titel: 

nellaüniTeraitädiPadova).- Guglieimo  Silio  Borrema|nB  (aua  Sizilien), 
professore  di  analjsi  nella  R.  Accademia  MiHtare,  Oaservazioni  critiche  su 
i  nuovi  elementi  di  analiai  dell'  abate  Nicolai,  Napoli  1787.  —  Was  das 
Oiornale  letterario  dai  conftni  d'Italia  ist,  habe  ich.  nicht  ermitteln  könaen. 

')  Einen  ausführlichen  Berieht  über  dieses  Werk  findet  man  in:  Vi^anti, 
II  concetto  d'infiniteaimo  etc. 
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Hierosolymiten.  Geboren  zu  Bollate  bei  Mailand  am  24.Noveraber  1760, 
■war  er  1787  Repetitor,  1798  Professor  an  der  Universität  zu  Pavia. 
Als  im  Jabre  1799  die  Studien  an  dieser  Universität  unterbrochen 
wurden,  ging  er  nach  Como  als  Professor  am  dortigen  Lyceuni,  kam 
aber  im  nachfolgenden  Jahre,  bei  der  Wiedereröffnung  der  Universität, 
nach  Pavia  zurück  als  Substitut  von  Gregorio  Fontana,  welcher 
als  Mitglied  des  Corps  legisiatif  der  zisalpinen  Republik  vou  Pavia 
femgehalten  wurde,  bis  er  später  zum  Professor  der  Einleitung  in 
die  Infimteaimalrechnung  ernannt  wurde.  Er  starb  zu  Mailand  am 
23,  Januar  1839.  Die  Geschichte  seines  Lehrbuches  der  Infinitesimal- 
rechnung^) erzählt  er  wie  folgt.  Nachdem  d'Alembert,  sagtLotteri, 
den  Spuren  Newtons  folgend,  die  Infiaitesiraalmetbode  durch  die 
Grenzmethode  ersetzte,  wodurch  die  Änalysis  viel  lichtvoller  geworden 
ist,  sind  zahlreiche  Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung  in  allen 
Ländern  erschienen.  Unter  diesen  zeichnet  sich  ein  von  einem  un- 
genannten preußischen  Offizier^  zum  Gebrauche  der  Ingenieure  und 
der  Artillerie  verfaßtes  kleines  Buch  aus.  Lotteri  fing  an,  dasselbe 
zu  übersetzen,  sah  aber  bald  ein,  daß  manche  Berichtigungen  und 
Zusätze  nötig  waren,  und  daher  zog  er  es  vor,  das  Werk  in  eine 
etwas  verschiedene  Form  zu  bringen;  dazu  bediente  er  sich  zum  Teil 
selbständiger  Forschungen,  entnahm  aber  die  Theorie  der  Krümmung 
und  der  singulären  Punkte  dem  Lehrbuche  von  C  ou  sin  (s.  u.),  die  Integral- 
rechnung dem  von  Bezout.  Vier  Zusätze  von  Fontana  hetrefl'en 
den  Integrallogaiithmus,  eine  Differentialgleichung  zweiter  und  eine 
dritter  Ordnung,  und  die  Ausdehnung  der  Taylorsehen  Formel  auf 
Funktionen  von  mehreren  Veränderliehen. 

Von  zwei  Lehrbüchern  von  Schultz  haben  wir  schon  früher 
gesprochen;  wenn  auch  in  ihnen  der  Begriff  vom  Unendlichen  vor- 
kommt, so  beschäftigt  sich  doch  keins  von  beiden  mit  der  Infinitesi- 
malrechnung. 

Bin  Werk  von  nicht  ganz  entschiedenem  Charakter  ist  die  Teoria 
dell' analisi'^  von  Pietro  Franchini(s.o.S.313),  geboren  zu  Parti- 
gliano  bei  Lucca  am  24.  April  1768,  gestorben  zu  Lucca  am  26.  Januar  1837, 
Professor  der  Philosophie  am  bischöflicheu  Seminar  zu  Veroli  hei 
Rom.     Es  besteht  aus  vier  Abschnitten:   I.  Theorie  der  Rechnungen, 

')  Principj  fondamentali  del  calcolo  differenziale  c  integrale 
^PPOggiati  alla  dottrina  de'  limiti,  Pavia  1788.  'j  War  er  etwa  der 

schon  oben  erwähnteTeinpelhoff?  oder  von  MaBsenbacli,  Verfasser  der;  An- 
fangBgrande  der  Differeotjal-  und  Integralrechnung  zum  Gebraucli 
dei  Ingenieure  und  Artilleristen,  von  einem  K.  Pr,  Offiwer,  Halle  1784? 
')  Teoria  delT  analisi  da  servire   d'introduzione   al  metodo   dirctto, 
ed  inverso  de'  limiti,  3  Bde.,  Roma  1792—93. 
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oder  der  yier  arithmeti sehen  Operationen;  U.  Von  den  Quellen  der 
Änalysis;  es  sind  15  Theorien,  nämUch;  1.  Faktoren  eines  Monoms. 
2.  Komhinationen.  3.  Potenzen.  4.  Wurzeln.  5.  Proportionen,  Pro- 
gressionen, Reihen.  G.  KettenbrOche.  7.  Teilbriiche.  8.  Logarithmen. 
9.  Kreis funktionen.  10.  Polygonometrie.  11.  Endliche  Differenzen. 
12.  Grenzwerte.  13.  Maxima  und  Minima.  14.  Endliche  und  unend- 
lichkleine Größen.  15.  Stetige  Funktionen;  III.  Theorie  der  (Glei- 
chungen; IV.  Von  der  Änalysis  im  allgemeinen  (endliche  bestimmte 
und  unbestimmte  Anaiysie). 

Der  oben  genannte  Cousin  hatte  zu  Paris  im  Jahre  1777  ein 
Werk  mit  dem  Titel:  Le^ons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul 
integral  herausgegeben,  welches  neu  bearbeitet  im  Jahre  1796  unter 
dem  veränderten  Titel:  Traite  du  ealeul  differentiel  et  du  cal- 
cul integral  erschien.  Jacques  Antoine  Joseph  Cousin,  ge- 
boren KU  Paris  am  29.  Januar  1739,  gestorben  daselbst  am  28.  De- 
zember 1800,  führte  bis  zu  seinem  50.  Jahre  ein  ruhiges  Leben  als 
Professor  der  Mathematik  und  Physik;  in  den  trüben  Zeiten  der  Re- 
publik nabm  er  an  den  Staatssaehen  auf  die  ehrenhafteste  Weise  teil 
und  starb  als  Mitglied  des  Senates  und  des  Institut  national.  Es  ist 
kaum  nötig  zu  sagen,  daß  er  ein  Anhänger  von  d'Älembert  ist;  als 
Grundlagen  zu  seiner  Entwicklung  der  Infinitesimalrechnung  dienen  die 
wohlbekannten  Prinzipien  der  Grenztheorie, 

Das  Jahr  1797  ist  für  uns  besonders  wichtig,  da  in  diesem  Jahre 
die  Theorie  des  fonctions  anaiytiques  von  Lagrange  heraus- 
gegeben wurde.  Wir  haben  schon  oben  versucht,  den  Standpunkt 
von  Lagrange  zu  schildern;  wir  wollen  nunmehr  sehen,  wie  er  von  diesem 
aus  zu  Werke  geht.  Seine  Methode  zur  Auffindung  der  Ableitungen 
ist,  wenn  man  die  Exponentialreihe  als  bekannt  voraussetzt,  auf  die 
Funktionen  x"^,  a^,  Ig  x  sehr  leicht  anwendbar;  für  die  trigonometri- 
schen Funktionen  bedient  er  sich  der  Eulerschen  Formeln  (diese 
Vorl,,  III*,  S.  708),  welche  diese  Funktionen  mit  der  Exponential- 
funktion in  Verbindung  setzen. 

Mit  gleicher  Leichtigkeit  ergibt  sich  die  Ableitung  einer  Summe, 
eines  Produktes,  eines  Quotienten  von  Funktionen;  ist  z.B.: 

so  erhält  man: 

)/  +  ij*'  + {V  ^  il>  -\  ■  ■  -^iil-^-  iq  -\-  ■  ■•)  =  p<l^  iipi  ^  V  i)^  •■■i 

also: 

y' -  fi -V  f  q- 
Die    Ableitung    einer    Funktionsfunktion  y  =  fp(x)    erhält   man 
folgendermaßen.    Es  ist: 
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P  +  0  ^ p{x  +  i)  =  p  +  ip  -\ , 

,j+iy'+...=f(j,  +  0)^  f{p)  +  Ofip)  +  ■■■ 

-  fiP)  +  (ip  +  ■■-)/"(?)  +  ■■•  =  fip)  +  'P'f'ip)  +  ■■-, 
also: 

;/ -p'f'ip)- 

Ist  nunmehr  y  =  f(p,  q),  und  eetzt  man  x  -{■  i  statt  x  in  p,  so 
wird  die  Funktion: 

f+¥f,  +  '--% 

setzt  man  dagegen  x  -\-  i  statt  x  in  5,  so  erhält  man: 

/■+;?'/■;+■■■; 

es  ergibt  sieh  folglich  durch  die   gleichzeitige  Einsetzuag  von    x  -\-  i 
in  p  und  in  q\ 

f+iq(f,' +  +  ■■■)  + ip'(f;+---l 
also: 

p'  =  P'fp'+<l'f,j'- 
Ist  y  —  f{x)  eine  implizite,  durch  die  Gleichung: 
i?(a:,  y)  -  0 
definierte  Funktion  Ton   a^,  und  setzt  man: 

F(x,m)-,r(x), 

so  erhält  man  aus  <p  (x)  nach  Ersetzung  von  x  durch  x  -\-  i: 

9"(«)  +  f'(p'(a:)  +  ---; 
es  ist  aber  qp(a:)  =  0  für  jeden  Wert  von  a',  folglich  ist  g>'(a:}  =  0  oder: 

woraus  sich  ergibt: 

Die  Regel  von  L'Hospital  wird  folgendermaßen  bewiesen.  Es  sei: 

!/-^,    /■(«)- n»)-0-, 
aus: 

yF{x)-f(x) 
ergibt  sich: 

y'F{x)  +  yF'{x)  =  r{x), 
und  hieraus  für  x  =  a: 

')  Lagrauge  bezeichnet  die  partiellen  Ableitungen  von  f{p,  q)  nach  p,  q, 
wo  p,  q  Funktionen  von  x  sind,  mit  /"(ji),  /^'Ö),  dagegen  die  Ableitungen  von 
fi"',  y)  nach  a;,  y  mit  f{x,  y),  f^  (ic,  y). 
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AVäre  auch: 

r{a)  =  F'(a)  =  0, 
so  würde  man  erhalten: 

^       F-(a)' 

usw.;  und  es  ist  nicht  zu  befürchten,  daß  sämtUche  Ableitungen  ver- 
schwinden mögen,  denn  es  wäre  dann: 

/■(o  +  i)-0,    F(<t  +  i)-0 

für  jeden  Wert  von  i. 

Darauf  kommt  Lagrange  auf  die  Aufstellung  der  nach  ihm  he- 
nannteu  Restformel  und  auf  die  Theorie  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen. 

Was  die  Funktionen  von  zwei  Variablen  betrifft,  so  nimmt  La- 
grange als  selbstverständlich  an,  daß  f{x  +  i,  y  +  o)  sich  überhaupt  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  *',  o  fortschreitende  E«ihe  ent- 
wickeln läßt,  deren  erstes  Glied  f(x,  j/)  ist.  Um  das  Gesetz  dieser 
Reihe  zu  finden,  setze  man  zuerst  X  -\- i  statt  X-,  dann  ist: 

fix  +  i,  y)  =  f{x,  y)  +  if:  (x,  y)  +  'l  /Vi  {x,  )/)+■■-. 

Setzt  man  jetzt  y  +  o  statt  y,  so  folgt: 

f{x-\-i,  y  +  o)=f{x,  y  +  o)  +  ifJ(x,  y-^o)+  "l  f^'Jx,  y -^  o)  ■  ■  ■ . 

Es  ist  aber: 

f(x,  j  +  «)  -  f{x,  y)  +  of;(i,  s,)  +  °^f^{x,  !/)  +  ■.., 

f^  {^,  y  +  o)^  fj(x,  y)  +  ß/Vj  (x,y)-] — , 

K.(',  9  +  oj-  f;L(T,  y)-t , 

also: 

f(x  +  i,  y  +  oj-fix,  y)  +  if;(x,  y)  +  of;{x,  y)  +  ~f:.{x,  y) 
+  io(:,{x,y)  +  ^f;,(x,y)  +  ---. 

Läßt  man  dagegen  zuerst  y  um  o,  dann  x  um  i  zunehmen,  so 
wird  man  analog  erhalten: 

f(x  +  i,y^(i)-f{x,y)  +  if:{x,y)+«f;{x,y)+'lf:.{^,y) 

+  '«fi'Ax,  y)  +  -°  fi'tC: !')  H 
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Aus  dem  Vergleich  der  beiden  Entwicklungen  folgt  der  bekannte 
Satz  (diese  Yorl,,  IIF,  S.  7511,  881): 

Die  Funktionen  von  mehr  als  zwei  Variablen  werden  analog  behan- 
delt. Die  erste  Abteilung  des  Werkes  schließt  mit  der  Untersuchung 
der  partiellen  Differentialgleichungen. 

Die  zweite  Abteilang  ist  den  geometrischen  Anwendungen  gewidmet. 
Lagrange  bemerkt,  daß  die  Alten  die  Tangente  als  eine  solche  Ge- 
rade definierten,  daß  Kwischen  derselben  und  der  Kurve  keine  andere 
Gerade  liegen  könne;  spiiter  betrachtete  man  die  Tangente  entweder 
als  eine  Sekante  mit  zusammenfallenden  Schnittpunkten,  oder  als  die 
Verlängerung  einer  Seite  eines  Unendlich  Vieleckes,  oder  als  die 
Richtung  der  Bewegung,  durch  welche  die  Kurve  beschrieben  werden 
könne.  Hieraus  entstanden  einerseits  die  algebraischen,  auf  die  Gleich- 
heit der  Wurzeln  der  Gleichungen  gegründeten,  andererseits  die  diffe- 
rentiellen,  die  Verhältuisee  von  unendlichkleinen  Differenzen  oder  von 
l''luxioiien  benutzenden  Methoden.  Unser  Verfahren,  fahrt  Lagrange 
fort,  gestattet  uns,  die  iJegriö'e  und  die  Methoden  der  Alten  wieder 
aufzunehmen. 

Es  mögen: 

y~f('),     !I-F{x) 

zwei  Kurven   darstellen.     Damit   sie   einen   gern  ei  nschaft  liehen   Punkt 
besitzen,  muß  sein  (für  einen  gewissen   Wert  von  x): 

m  -  FiA 

Um  die  beiden  Linien  in  der  Nähe  dieses  Punktes  untereinander  zu 
vergleichen,  setzen  wir  x  -\-  i  statt  x\  der  Unterschied  der  beiden 
Ordinaten  ist  dann: 

f(x  +  {j~F{x  +  i)-  i(f{x;  -  F-ixi)  +  '  (/-'W  -  F"  W)  +  ■  ■  ■ ; 

*;t   ist    um    so  kleiner,   je  mehr  Glieder  rechts  verschwinden.     Es  sei 
nunmehr: 

y  =  q)  (/.) 

eme  dritte,  durch  denselben  Punkt  gehende  Linie,  so  daß: 

m-F(x)-v{!c) 

"i,  und  setzen  wir: 

D~f(x+i)^F^x  +  i)-i(nx))-F-M)+^(flx+j)-F"(x+jy), 

■='-/'(i  +  i)  -  9)(a^+0  -  i(rW)-y'W)+  j  (r"i':+3)~'p"lf+i», 

Oakios,  GsBchlEhta  der  MalhemBtlt  IV.  45 
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WO  3  in  den  beiden  Formeln  verschieden  sein  kann.  Damit  die  dritte 
Linie  zwischen  den  beiden  anderen  liege,  muß  D  für  ein  beliebig 
kleines  i  absolut  größer  sein  als  /S.     Ist  nun: 

f{x)^F'(x),     f'(x)^<p-(x), 

so  ist: 

-D=  ((r(:r+j)-i'"'{Ä+j)), 

und  man  kann  (  so  klein  annehmen,  daß  z/  absolut  größer  als  D 
wird.  Die  dritte  Linie  kann  also  nur  dann  zwischen  den  beiden 
anderen  liegen,  wenn  f  (x)  ^  (p  [x).     Ist  insbesondere: 

F(p:)  =  a,  -\-  hx, 

80  daß  y  =  Fix)   eine  Gerade  darstellt,   so  nehmen  die  Beziehungen: 

f{x)-Flx),    f\x)-F-(x) 
die  Form: 

f(x)~«  +  J,x,    fix)-!, 

an,  und  die  Gleichung  der  Geraden  wird: 

(1)  «-f(i)~irwH-pfw, 

wo  p,  q  die  laufenden  Koordinaten  bezeichnen,  Ist  die  dritte  Linie 
ebenfalle  eine  Gerade,  so  daß: 

r(x)-g  +  hx, 

und  soll  diese  durch  den  betrachteten  Punkt  gehen,  so  mitß  sein  in 
diesem  Punkte: 

f{x)  =  ff  +  hx; 

soll  sie  ferner  zwischen  den  beiden  ersten  Linien  liegen,  so  muß  sein: 

rw-». 

Hieraus  ergibt  sich  aber: 

g  '^  a,    h  =  h. 

Es  kann  also  keine  Gerade  zwischen  der  Linie  g  =  f(p)  und  der 
Geraden  (1)  liegen;  und  diese  letztere   ist  die   Tangente. 

Ein  analoges  Verfahren  kann  auf  die  Untersuchung  des  Sehmie- 
gungskreises  und  überhaupt  der  Berührungen  irgendwelcher  Ordnungen 
angewandt  werden. 

Setzt  man  femer  ^  statt  x,  nnd  stimmen  die  Reihenentwick- 
lungen Ton  fi-A,  f{-A  nach  steigenden  Potenzen  von  i  in  den 
ersten,  zweiten,  .  .  .  Gliedern  ilberein,  so  läßt  sich  beweisen,   daß  die 
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Linie  y  =  if{x)  in  den  Punkten,  deren  Abszissen  a;  >  - .  sind,  zwischen 
den  beiden  Linien  y  =  /"(a;),  y  =  F{x)  nicht  liegen  kann,  wenn  die 
Reihenentwicklniig  von  (p  i-A  nicht  wenigstens  in  ebenaovielen  Glie- 
dern mit  den  übrigen  übereinstimmt,  woraus  sich  der  Begriff  von 
den  Asymptoten  ganz  leicht  ergibt. 

Was  wir  bisher  gesagt  haben,  ist  wohl  hinreichend,  um  dem 
Leser  einen  klaren  Begriff  von  dem  Lagrangeschen  Verfahren  zu 
geben,  und  wir  dürfen  daher  über  das  übrige  ziemlich  rasch  hinweg- 
gehen. Die  Bedingung  dafür,  daß  der  Abszisse  x  die  größte  oder 
kleinste  Ordinate  zukommt,  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung,  daß: 

fix +  i)^  fix) 

ein  von  dem  Vorzeichen  von  i  unabhängiges  Vorzeichen  besitzen  muß. 
Zum  Zwecke  der  Berechnung  der  Fläche  F(x)  einer  ebenen  Linie 
y  =  fix),  wo  f{x)  eine  monotone  Funktion  bezeichnet,  bemerkt  La- 
grange, daß  F{x  +  i)  —  F{x)  zwischen  if{oS)  und  ifix  +  i)  liegen 
muß;  es  ist  aber: 

F{x  +  i)  -  F(x)  +  iF-(x)  +  'l  F"[x  +i), 
folglieh  liegt; 

,F(x)+'lF"{x+j) 
zwischen  den  Größen: 

if{x),     iflx)  +  ?f(x+j); 
hieraus  ergibt  sich  leicht: 

F{x)-nx). 

Bezeichnet  f(x)  die  Fläche  des  ebenen 
Schnittes  eines  Körpers,  so  ergibt  Fix)  dessen 
Inhalt. 

Die  Rektifikationsformel  wird  folgender- 
maßen erhalten.  Nach  Ärchimed  ist  der 
Bogen  AFB  (Fig.  77)  länger  als  die  Sehne  ^ 
vlB  und  kürzer  als  AE  +  EB,  wobei  E  den 
Schnittpunkt  der  Tangenten  AC,  BD  in  A 
und  B  bezeichnet;  nun  ist  aber  die  Neigung 
■^on  AC  gegen  die  Ordinatenachse  kleiner,  die 
Ton  BB   größer   als   die  von  AB,  folglich: 

AB >BD,    AC  ■■>  AE  +  EB, 
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und  endlich: 

Aü>  ÄFB->  BD, 

oder: 


Hieraus  ergibt  sich,  wenn  ^{x)  die  Bogenlänge  bezeiciim't: 

Es  folgt  dann  die  Theorie  der  Raumkurven  und  Oberflächen  und  der 
Maxinia  und  Minima  der  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen, 
die  Variationsrechnung  und  die  Theorie  der  Quadiaturen  und  Kuba- 
turen, 

Die  dritte  Abteilung  enthält  die  mechanischen  Anwendungen,  auf 
welche  wir  nicht  einzugehen  brauchen. 

Noch  im  Jahre  1797  erschien  der  erste  Band  des  umfangreichen 
und  treifUchen  Traite  du  ealcul  differentiel  et  dn  calcul  inte- 
gral (Paris,  an  V,  VI  [1797—98],  2  Bde.)  von  Sjlvestre  Fran9ois 
Lacroix,  geboren  zu  Paris  1765,  gestorben  am  26.  Mai  1843.  Sohn 
einer  armen  Familie,  wollte  sich  Laeroii  der  Schiffahrt  widmen; 
bald  aber  erkannte  er,  daß  sich  diese  Wissenschaft  auf  Mathematik 
gründet,  und  gab  sich  daher  mathematischen  Studien  eifrig  hin. 
Seine  Mühe  war  von  dem  besten  Erfolg  gekrönt  (s.  o.  S.  844). 
Als  Zeugen  seiner  schriftstellerischen  Tätigkeit  liegen  uns  manche 
Lehrbücher  von  hohem  didaktischem  Werte  vor.  Der  Gedanke,  ein 
Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung  abzufassen,  wurde  ihm  durch  die  L  a- 
g  r  an  gesche  Abhandlung  von  1 112  (s.  o.  S.  644)  eingeflößt.  Im  Jahre  1 787 
fing  er  an,  den  Stoff  zu  seinem  Werke  zu  sammeln  und  einige 
Fachmänner  um  Hat  zu  fragen.  Man  kann  aberLaeroix  nicM  unter 
die  Anhänger  Lagranges  zählen.  Freilich  gibt  er  die  Lagrangescbe 
Definition  der  Ableitung  an  und  bestimmt  dementsprechend  die  Ab- 
leitungen der  elementaren  Funktionen;  aber  er  zeigt  bald  nachher,  daß 
die  Ableitung  die  Grenze  der  entsprechenden  Zuwächse  der  Funktion 
und  der  Veränderlichen  ist,  und  bezeichnet  als  Gegenstand  der  Diffe- 
rentialrechnung die  Bestimmung  der  Grenzen  der  Zu  wachs  Verhältnisse 
von  veränderlichen  Größen,  wenn  die  Beziehungen  zwischen  diesen 
Größen  bekannt  sind.  An  einem  anderen  Orte  bemüht  er  sich  zu  be- 
weisen, daß  die  luflniteaimalmethode  nicht  angenähert,  sondern  streng 
genau  ist,  und  daß  Leibniz  mit  der  Metaphysik  der  Infinitesimal- 
rechnung ganz  im  reinen  war. 

Viel  Neues  bietet  das  Buch  nicht  dar;  es  mag  daher  geniigen, 
auf  die  Einteilung  des  Stofi^es  kurz  hinzuweiseo. 

Der  erste  Band,  der  Differentialrechnung  gewidmet,  iierfallt  in 
eine   Einleitung   und   fünf   Kapitel.     In    der   Einleitung    werden    die 
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Definitionen  von  Funktion  und  Grenze  gegeben,  und  die  Grundsätze 
der  Qrenztheorie  aufgeBtellt.  Das  1.  Kapitel  beginnt  mit  der  La- 
grangeschen  Definition  der  Ableitung;  es  werden  dann,  wie  ackoü 
gesagt,  die  Ableitungen  der  elementaren  Funktionen  beatimmt  und  die 
Hauptsatze  det  Differentialrechnung  nachgewiesen,  und  es  wird  zum 
Sohlnsae  gezeigt,  daß  die  Ableitung  die  Grenze  des  Zuwachsverhält- 
nisees  ist,  was  zur  oben  angeführten  Definition  der  Differentialrech- 
nung fuhrt  Das  2.  Kapitel  behandelt  die  analytischen  Anwendungen 
der  Differentialrechnung:  Heihenentwieklungen,  unbestimmte  Ansdrücte, 
Masima  und  Minima,  Bemerkenswert  ist  hier  die  Untersuchung 
einiger  Fälle,  in  welchen  die  Taylorsche  Reihenent»'icklung  nicht 
zulässig  ist.     Hat  mau: 

f{x)  -  (J  -  «)", 

wo  n  positiv  und  kleiner  als  1  ist,  so  enthält  das  erste  Glied  der 
Entwicklung  eine  positive  Potenz,  die  übrigen  aber  sämtlich  negative 
Potenzen  von  {x  —  a),  und  man  kann  also  nicht  a  ~  0  setzen.  Das 
rührt  davon  her,  daß  {x  ~  a  -\-  k)"  sich  für  x  ^  a  auf  k",  d.  h.  auf 
eine  nicht  ganze  Potenz  von  Ä  reduziert,  was  mit  der  allgemeinen 
Form  der  Entwicklung  nicht  verträglieh  ist.  Ist  /'(a:)  allgemein 
irrational,  hört  aber  für  x  =  a  auf,  es  ku  sein,  so  muß  h  in  f{a  +  k) 
irrational  auftreten,  und  daher  kauu  f(a  +  k)  durch  keine  Entwick 
luug  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  /.■  dai^estellt  werden. 
Das  3.  Kapitel  enthält  eine  Abschweifung  über  algebraische  Kurven, 
das  4.  und  5.  die  Theorie  der  ebenen  Kurven  und  diejenige  der  Raum 
kurven  und  Oberflächen. 

Der  zweite  Band  enthält  die  Integralrechnung  und  zerfäUt  eben- 
falls in  fünf  Kapitel,  nämlich:  1.  Integration  der  Funktionen  einer  Ver- 
änderhchen;  2.  Geometrische  Anwendungen  der  Integralrechnung; 
3.  Gewöhnliche  Differentialgleichungen;  4.  Funktionen  von  mehreren 
Veränderliehen:  5.  Variationsrechnung. 


Differentiation  und  Integration. 
1.  Differentiation. 

Die  Differentialrechnung  war  in  allen  ihren  wesentlichen  Teilen 
von  Leibniz  geschaffen  worden  und  hatte  noch  am  Schlüsse  der 
vorigen  Periode  iii  Eulers  Lehrbnche  eine  erschöpfende  Behandlung 
erhalten.  Es  war  also  von  unserer  Periode  kein  beträchtlicher  Bei- 
trag zu  erwarten.  Und  so  ist  es  wirklich.  Nur  eines  verdient  als 
ganz  nen  angezeigt  zu  werden,  die  Einführung  der  symbolischen  Be- 
zeichnung in  die  Infinitesimalrechnung  durch  Lagrange. 
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Lagrange ^)    Bcbreibt    die    Taylor  sehe    Entwicklung    fo^ender- 
maßen: 

ju=^  e>''  '^y     '"  —  \, 

und  gellt  dann  zur  allgemeinen  i'ormel  über; 

diese  Formel  läßt  sich  auch  auf  den  Fall  eines  negativen  k  erstrecken, 
80  daß: 

WO  E'-u  durch  die  Beziehungen: 

JZ^u  =  X'-'^u,  .  .  .,  ^Zu  =  u 

definiert  ist.  Der  Übergang  von  ^■'m  zu  Zl^u,  bemerkt  Lagrange, 
ist  nicht  auf  ersichtliche  und  strenge  Prinzipien  gegründet,  er  ist 
aber  nichtsdestoweniger  richtig,  wovon  man  sich  a  posteriori  zu 
überzeugen  imstande  ist,  und  hängt  mit  der  zwischen  den  positiven 
Potenzen  und  der  DifFerentiotion  einerseits,  zwischen  den  negativen 
Potenzen  und  der  Integration  andererseits  obwaltenden  Analogie  zu- 
sammen. Es  wäre  jedoch  wohl  schwierig,  einen  direkten  analytischen 
Beweis  davon  zu  geben. 

Betrachten  wir,   der  Einfachheit  wegen,   den  Fall  einer  einzigen 
Veränderhchen.     Da: 

e"'-l^r„  +  ^-;  +  -.. 
ist,  so  folgt; 

(e-_l)'.=  c'.(l  +  Aio  +  Bm^  +  ■  ■  -), 

und  hieraus  durch  logarithmische  Differentiation: 


oder: 


folgt: 


')  In  dei  schon  oben  (S,  644)  angeföbrten  Abhandlung;  Sa: 
=  08  de  calcul  etc. 
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Für  negative  Indices  hat  man  dann: 

Z^M  =  i.  /'wf/a^-  -  Y  -^^^-ifudx'-'+  ■  -  ■; 
es  ist  insbesondere  für  den  Index  —  1: 

■wo  a,  ß, . . .  die  Werte  von  A,B,..,  für  ^  =  ~  1  bezeicliaen.  Durch 
diese  Formel  kann  man  die  Summe  einer  Reihe  angeben,  deren  all- 
gemeines Glied  bekannt  ist. 

Die  Formeln  von  Lagrange  sind  von  P,  S.  Laplace')  auf  eine 
andere  Weise  bewiesen  worden. 

Einiger  kleineren  Beiträge  müssen  wir  hier  Erwähnung  tun. 

Johann  Friedrich  Pfaff  {s.  o.  S.  216)  gibt  in  seinem  Inau- 
guralprogramm  von  1788*)  eine  neue  Methode  zur  Aufstellung  der 
Grundformeln  der  Differentialrechnung.  Seinen  Ausführungen  liegen 
die  beiden  folgenden  Hilfssätze  zugrunde:  a)  Sind  x,  y  unabhängige 
Veränderliche,  P,  Q,  P^,  Q^  Funktionen  von  x,  y,  so  folgt  aus: 

Fdx  +  Qdy  =  F^dx  +  Q^dy 

notwendig  P  =  Pj,  Q  =  Q^--,  b)  Sind  X,  Y  ähnlicbe  Funktionen  von 
X  haw.  y,  und  ist  X  =  Y,  so  folgt  S  =  Y  =  const.  —  Will  man  nun 
die  Ableitung  von  log  x  ermitteln,  so  setze  man  — .  — -  =  ^  (s^) ;  ^s 
folgt  dann  aus: 

lo^{xy)  =  '\o^x  +  logy 
durch  Differentiation: 

tp(xy){xdy  +  ydx)  =  <f{x)dx  +  <p{y)dy, 
also: 

yfpixy)  =  <p(x),    xtpixy)  =  q>{y), 
und  hieraus: 

')  Memoire  aur  l'inclinaison  moyenne  dos  orbites  des  cometea, 
Bur  la  figuve  de  la  terre  et  sur  les  fonctions,  Mem.  Sav.  Jitr.  VII,  1773 
(publ    1776);  Oeuvres   VIU,  Peiis  J«91,  p.  aTU— 321.  *)  Frof[ramma  inau- 

gnrale  in  quo  peculiarem  differentialia  inveötigandi  rationem  ex 
theoria  fuuctionum  deducit;  simulciue  praelectionea  jjrosimo  ee- 
tnestre  hiberno  habeadas  indicit  J,  F.  Pfaff,  Helmstädt  1788. 
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oder  q>  (x)  =  — .     Die  Potenz  x'"  und  die  Kreiafunktionen  lassen  aich 
analog  behandeln.     Aber  auch  die  soeben  benutzte  Formel: 

d{xy)  =  xdy  -\-  ydx 

kann  durch  diese  Methode  nachgewiesen  werdea.     Es  sei: 

d{xy)  =  Fdx  +  Qdy, 
wo: 

P=«p(a:,  1/),     Q^fiy,  ic); 

setzt  man  y  -\-  s  '^  v,  so  ist: 


äx^){x,  v)  +  {dy  +  dz)(p{v,  x) 

=  dX(f){x,  y)  +  dy<p{y,  x)  +  dx(p{x,  z)  +  dzfpiz,  x). 

Es  folgt  hieraus: 

<P  {^,  v)^ip  {x,  y)  +  <p  {x,  s),    if  («,  ic)  =  y  {y,  x)  =  tp  {s,  x), 
also: 

(p(if,  x)  =  ii;(x),     ^{y  +  s)  =  ^(j/)  +  i^(^); 

aus  dieser  letzten  IJ'unkbionalgleichung  ergibt  sich  aber: 

^'{y  +  3)^t'(y)  =  i''{^)-C, 
oder 

ii  (cc)  =  C':*, 
daher  ist: 

^(^y)  =  Ciyäx  =  a;rf^). 

Setzt  man  schließlich  y  =\,  so  ergibt  sich  (7=1,  womit  die 
vorgelegte  Formel  bewiesen  ist. 

Mao  kann  durch  analoge  Betrachtungen  zur  Taylorschen  Reihen- 
entwicklung gelangen.     Setzt  man  dtpiz)  =^  ^{s)ds,  so  ist: 

d<f(x-{-y)  =  ^{x-^  y)  (dx  +  dy), 
also: 

ist  umgekehrt  j^  =  x~ '  ^"^  ^"^^  -P  =  ?<  (a^  +  ^)-    Schreibt  man  dem- 
nach: 


')  Pf  äff  .ohreibt  -'ü?.f .±1' ,      .''"..^  f_+  y)  . 
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(p{x  +  y)  -^ p  +  Pijf  +  2hH^  +Psf  H . 

so  hat  man  für  t/  =  0: 

p  =  (p  (x). 
t'ernor : 

'1r^' =-?■  +  ?.■» +  "'  +  ■■. 

woraus  folgt: 

Pi=P'-¥(.x),     P2  -  l  Pl   =   l  V"  [X),     P'6=    Ipi    '^  ./s<p"'ix),---, 

und  schließlich: 

'p{^  +  y)  =  'p  i^)  +  yp'i^)  +  ^-  <p"  (x)  +  2_  3  9"  {^)  +  ■  ■  ■  ■ 

Andere,  aber  nichts  wesentlich  Neues  enthaltende  Beweise  des 
Taylorschen  Lehrsatzes  gaben  Lhuilier^},  Christoph  Friedrich 
YonPfleiderer  (1736-1821;  s.o.  S.  28, 29, 351^),  Professor  der  Physik 
und  Mathematik  an  der  Universität  zu  Tübingen,  und  Simon  Gurieff 
(1766 — 1813)*),  Professor  der  Mathematik  zu  Petersburg.  Lagrauge*) 
brachte  den  Rest  auf  die  nach  ihm  benannte  Form;  G.  Fontana^) 
dehnte  die  Tayloraohe  Formel  auf  Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen aus. 

Als  eine  VeryollstUndigung  seines  Lehrbuches  der  lutegrülrech- 
nung  kann  man  eine  Schrift  von  Euler^)  ansehen,  in  welcher  er  eine  ein- 

')  A.  a.  0.  «)  Theorematis  Tayloriani  demoDstratio,  Tübingen 

1789.  Es  ist  diese  eigentlicli  eine  DisBertation,  welcke  xmter  von  Pf  leiderer  h  Vor- 
Bitze  von  J.  CHarprecht  undG.  F.  Seil  verteidigt  wurde  (s.  o.  S.  131).  ')  Obser- 
vations  sur  le  tieorfeme  de  Taylor,  avec  sa  demonatration  par  la 
methode   des   limiteB;    application    de  ce   theoreine,  »inai  demontre, 

metkode  inverse  des  tangentes,  par  le  nioyen  de  ce  theoreme  (J799), 
Nova  Acta  Acad.  Pettop.  XIV,  1797—98  (publ.  180ö),  p  306-.SS5.  ')  Th. 

des  fonctions  analytiques,  ")  In  Lotteri,  t..  a.  0.  «)  De  trana- 

aliae  binae  variabiles  introducuntur  (1779),  MiJm,  Acad. St. P^tersb.m,  1809 
bis  1810  (pnbl.  1811),  p.  43— 5S.  Enler  iiatte  in  seinen  letzten  Lebensjahren  der 
Peterabutger  Akademie  eine  große  Fülle  von  Abhandlungen  vorgelegt;  er  hatte 
auch  den  Wunsch  geäußert,  daß  die  Denkschriften  der  Akademie  vierzig  Jahre  hin- 
durch nach  seinem  Tode  Schriften  aus  seiner  Hand  enthalten  möchten  (s.o.  S.  470). 
Dieser  Wunsch  wurde  punktlich  erfüllt.  Euler  starb  1783;  und  im  Jahre  1830, 
nachdem  in  allen  von  der  Akademie  herausgegebenen  Bänden  mehrere  Abhand- 
lungen von  Buler  aufgenommen  worden  waren,  während  andere  ein  besonderes 
zweibändiges  Werk  ausgemacht  hatten  (Opuscula  analytica,  Petersburg  1783, 
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fächere  Auflösung  des  folgenden  Problenies  entwickelt:  Ist  die  Funktion 
fix,  y)  gegeben,  und  sind  x,  y  bekannte  Funktionen  von  t,  m,  so  sollen 
die  Ableitungen  jeder  Ordnung  von  f{x,  y)  nach  x,  y  durch  t,  u  aus- 
gedrückt werden. 

Nicoiao  Oolletti^),  Geistlicher  und  Professor  der  Philosophie, 
bemerkte  die  folgenden  Analogien,  die  sich  freilich  aus  der  Definition 
dea  Differentiales  von  seihst  ergeben:  Die  w'^  Differenz  von: 

d{d^\)---(d  +  m-~  1) 

ist  konstant;  dasselbe   findet  für  das  m'"  Differential  von: 

statt.  Die  in'"  Differenz  der  m'™  Potenzen  der  natürlichen  Ziihlen 
ist  konstant:  dasselbe  geschieht  vom  w?'^°  Differentiale  von  x""'.  Die 
m''  Differenz  von: 

d{ä  +  n)  ■  ■  •  [d  +  {m  -  l)n) 

ist  m!«"";  das  m*^  Differential  von  x"'  ist  m\dx'". 

Zum  Schlüsse  müssen  wir  einige  Betrachtungen  Eulers  über 
die  unendlichkleinen  iind  die  unendlichgroßen  Größen  erwähnen^). 
Euler  bemerkt,  r!aß  es  neben  den  urendliehgroßen  Größen,  welche 
durch  ganze  und  gebrochene  Potenzen  von  x  dargestellt  werden,  noch 

andere  gibt,  deren  Ordnung  unendlich  kleiner  ist  als  die  von  x"  für 
jedes  noch  so  gi'oße  w.  Eine  solche  ist  loga:,  wie  sieh  durch 
L'HoBpitals  Regel  nachweisen  läßt;  andere  derartige  Größen  sind 
logloga;,  logloglogr  usw.  Dagegen  ist  die  Ordnung  von  «^  größer 
als  die  von  x"  für  jedes  noch  so  große  n. 

Das  logarithmisch  Unendliche  nennt  Fontana*)  infinitum  or- 
dinis   semper   infinitesimi  oder  infinitum   paradoxum.     Gre- 

1785  enthielten  die  Arohive  der  AkademiP  nuch  H  -ungedrui-lite  Schriften, 
dip  in  einem  Suj plementband  iMemoirea  \1)  zusammen  mit  4  bchnften  von 
bckubert  und  H  vun  Fuß  pubhsiert  wurden  Selbstverständlich  müssen  im 
alle  i  Dn  Euler  hmteilaH^enen  'ichntten  als  unserer  Penode  angebong  betrachten, 
wenn  aie  auch  viel  hj    ier  zum  Druck  ge)anf(t  sind 

')  tuUett  Di'<8ertazioni  d  algebra,  Turino  17K7  (1  Dell'  u»o  dei 
aegni  +  e  —  nel  ia\  olo  delle  quantita  2  Coasenso  dcl  i,aliolo  diöerenziale  col 
caleolo  delle  quantita  tnite  S  Metodo  per  determmare  neue  furve  la  ragiona 
delle  cjordittate  daUa  ragiunc  della  difleteiiza  delle  coordinate  ira  di  loro  ovvfcu 
dell  una  u  laltra  d  li  aniendue  insieme  coli' arco  corrispondente.  Saggio  nelle 
BBzioni  conichej  ')  Euler,  De  infinitiea  infinitis  gradibus  tarn  in- 

finite mxgnori  m  quam  infinite  parvorum,  Nova  Acta  Acad.  Petrop,  1778, 
P.  I  (publ.  ITHOj,  p.  102—118.  *)  Diequisitiones  physico-matbematicae, 
nunc  primum  editae,  Pavia  178U.     Diaq.  13.     De  infinito  logarithmico. 
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gorio  Fontana,  geboren  zu  Nogarolo  bei  Rovereto  in  Tirol  am 
19.  Oktober  1735,  ein  Mönch  aus  dem  Orden  der  Seolopii,  lehrte  in 
Sinigallia,  wo  die  EVeunds-ohaft  mit  Giulio  Paguano  (diese  Vorl., 
IIP,  8.  4yö)  die  Neigung  zur  Mathematik  in  ihm  erweckte.  Im 
Jahre  1764  wurde  er  Professor  der  Philosophie  an  der  Universität 
zu  Pavia  und  Direktor  der  dortigen  Bibliothek;  vier  Jahre  später 
wechselte  er  seinen  Lehrstuhl  mit  dem  von  Boscovich  (s,  o.  S.  656) 
freigelassenen  der  Mathematik  und  Physik.  Im  Jahre  1800  verließ 
er  die  Universität  als  emeritierter  Professor  und  zog  nach  Mailand 
als  Mitglied  der  legislativen  Versammlung;  früher  war  er  von  Napo- 
leon zu  einem  Dezemvir  der  zisalpinen  Republik  ernannt  worden. 
Er    starb  zu  Mailand  am  26.  August  1803^). 

Genauer  gesagt,    uenut  Fontana   infinitum  paradoxum    das- 
jenige,   welches   von    einer   uueudlichklelneren    Ordnung   ist   als    das 
„Unendliche   erster   Ordnung"    (1  -f  1  +  ■  ■  ■    oder    a  +  a  +  ■  ■  •   oder 
oder  — ■_    j ;  er  tiegründet  die  Existenz  und  bestimmt  die  Form 
eines  solchen  Unendlichen  auf  folgende  Weise.     Setzt  man: 

«■  -1  +  7, 
SO  kann  y  weder  Nnll    noch   endlich   sein,   noch  die  Form     -  habeu, 
wo  p  endlich  ist;  es  muß  also  notwendig  sein: 

«■'  =  1  +  {, 
wo  p  daa  infinitum  paradoxum  ist.     Hieraus  folgt; 

also  p  =  log«. 

'_)  In  einem  Dokumente  derK.  PolizeitommiBsion  zu  Pavia  liest  man  die,  folgende 
Notia  ütier  Fontana  (Mem,  e  doc.  per  la  atoria  dell'  Univ,  di  Paria  e 
degli  nomini  illustii  che  v'jnBegnairoiio,  Paria  1877—78):  „Fontana  Gre- 
gorio  di  Eorereto,  delle  '^cuole  pie  profc^ore  nella  R  Universitä  di  Paria  occulto 
giacobino  ed  ateo  anche  primi  dell  ingresso  ioi  Francea:  in  Lomlatdia  e 
scelletato  di  professicne  fi  cbiamato  a  Milano  di  Bonaparte  ippena  giuniori 
ore  conduaee  boco  ci>rto  Maeaa  nvoluEionarn  tugRito  da  hapoh)  ptr  la  fonna 
ziooe  della  oostituzione  cio^lpma  aranti  la  reBd  li  Mantora  e  mentre  Bi  liatteva 
il  Castello  di  Milano  mtervenne  ad  un  pian?o  di  molti  tiiacobini  fatt  ai  nella 
sala  di  queato  teatro  ore  recito  alcuni  anoi  aonetti  LOntro  il  pontclite  la  pssj 
chiamato  Barionna  i'^cia  'ai  portanno  tutti  al  Uravellona  tantando  caJizom 
scelleratc  contro  b  Sorram  con  gran  eoandalo  del  popolo  per  di  lui  oi  era 
furono  impiegftti  lAlpnini  ed  il  dptenuto  Bttletti  di  Ita  confidente  ed  ö  notj 
il  praTO  di  Ini  genio  d  mootiato  anche  nel  Corpo  legialatno  dl  cui  e  sempre 
stato  individuo.     Fgh       a   Milai 
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2.  Integration. 

Bei  weitem  länger  werden  wir  uas  bei  iler  lotegralrecliiiimg  auf- 
hiilten. 

Um  systematisch  zu  verfahren,  wollen  wir  den  zn  behandelnden 
Stoff  folgendermaßen  einteilen: 

A.  Prinzipien  der  Integralrechnung  und  v er Bchieden artige  Fragen. 

B.  Integration  von  rationalen  Funktionen. 

C.  Integration  von  irrationalen  Funktionen. 

D.  Integration  von  transzendenten  Funktionen. 

E.  Reihenintegration,  angenäherte  Integration, 

F.  Differentiation  und  Integration  unter  dem  Integralzeichen. 

G.  Vielfache  Integrale. 

Ä.  Prinzipien  der  Integralrechnung  und  verschiedenartige 
Fragen. 
Vor  allem  müssen  wir  eine  Schrift  erwähnen,  die  alles  in  der 
Integralrechnung  früher  Gemachte  bekämpft,  und  eine  Revolution  in 
diesen  Wissenszweig  bringen  will.  Daß  aber  das  Interesse  der  Ab- 
handlung nur  im  Namen  des  Verfassers  liegt,  einem  Namen,  der  io 
diesem  Bande  häufig  vorkommen  soU,  wird  der  Leser  bald  von  seibat 
einsehen.  Sie  trägt  den  Titel:  Sur  la  methode  du  caicul  inte- 
gral^) und  rührt  von  der  Feder  Lamberts  her.  Nach  Lambert 
sind  die  Analysten,  aus  Ungeduld,  neue  Integrale  zu  berechnen,  vor- 
eilig, unnystematiech  und  soxusagea  tiippend  fortgeschritten;  man  sollte 
von  vornherein  nicht  die  Differentiale,  sondern  die  Integrale  klassi- 
fizieren, und  dann  Symptome  ableiten,  nach  welchen  die  Differentiale 
klassifizier  bar  sein  würden.  Eine  erate  Klassifikation  der  Integrale  ist 
die  in  algebraische  und  transzendente.  Eine  algebraische  Funktion 
kann  verschiedenen  Typen  angehören,  von  welchen  Lambert  die  fol- 
genden aufzählt:  1.  Einfache  rationale  Funktionen,  oder  Poly- 
nome; 2,  Rationale  Brüche;  das  Differential  ist  ebenfalls  rational, 
und  sein  Nenner  ist,  von  eventuellen  Reduktionen  abgesehen,  das 
Quadrat  des  Nenners  des  Integrals;  3.  Wurzelgrößen;  das  Differential 
enthält  dieselbe  Wurzelgröße,  mit  einem  rationalen  Faktor  multi- 
pliziert; 4.  Algebraische  Summen  von  M'^urzelgrÖßen;  das  Diffe- 
rential zerfällt  in  mehrere  Summanden;  5.  Produkte  und  Quotienten 
von  Wurzelgrößen;    (i.   Summen    von    solchen    Größen; 

7.  Produkte    von    Wurzel  großen    und   rationalen     Größen; 

8.  Summen     von    solchen     Produkten;     9.     Quotienten     von 
solchen  Summen,  usw. 


')  Hist.  Aead.  Berlin  1762  (puhl.  1769),  p.  441—484. 
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Ein  Beispiel  iriHg  die  ÄDwenduiig  dieser  Klassifikation  beleuchten. 
Es  liege  ein  rationales  Differential  vor,   welches  stets   auf  die  Form: 

dy  =  ^  dx 

gebracht  werden  kann,  wo  P,  Q  Polynome  bezeichnen.  Ist  das  Inte- 
gral rational,  so  muß  es  die  Form: 

'-« 

haben,  wo  2  ganz  und  rational  ist,  so  daß  es  der  zweiten  Klasse  an- 
gehört.    Setzt  man  dann: 

z  -=  A  +  Bx  +  Cx'  ^ , 

so  wird  man  Tersuchen,  die  Größen  A,  B,  C  .  .  .  durch  die  Methode 
der  unbestimmten  Koeffizienten  zu  erhalten;  erweist  sich  das  als  mög- 
lich, und  ist  nur  eine  endliehe  Anzahl  Yon  diesen  Größen  von  Null 
verschieden,  so  ist  das  Integral  rational. 

Was  die  nicht  algebraischen  Integrale  betrifft,  erkennt  Lambert, 
daß  man  den  richtigen  Weg  eingeschlagen  hat,  da  man  mit  den  ein- 
fachsten, durch  Tabellen  angebbarea  Fällen  angefangen  und  dann 
versucht  hat,  die  übrigen  auf  diese  zurückzuführen.  Es  wäre  aber 
nötig,  Reduzierbarkeitssymptome  zu  haben,  aus  welchen  sich  auch 
die  Reduktionsniethode  ergeben  möchte;  und  in  dieser  Hinsicht 
fichUigt  Lambert  eine  Klassifikation  der  transzendenten  Integrale  vor, 
auf  welche   wir  unterlassen,  naher  einzugehen. 

Aus  dem  schon  oben  angeführten  Briefwechsel  zwischen  Lambert 
und  von  Holland  ergibt  sieh,  daß  sich  auch  der  letztere  um  eine 
Reform  der  Integralrechnung  bemühte;  so  versuchte  er  (18.  Juli  1705) 
aus  dem  Verhältnis  zweier  Differentiale  das  Verhältnis  der  bezüg- 
lichen Integrale  herzuleiten,  was  ihm  selbstverständlich  nicht  gelang; 
später  (6.  Dezember  1767)  zeigte  er,  wie  sieh  alle  Integrale  der  Diffe- 
rentiale     -  ,    , ,  ....  wo  V  ^  Vbx  —  x^,  durch  eins  derselben 

ausdrücken  lassen,  und  sagte,  daß  die  Integralrechnung  viel  vollstän- 
diger würde,   wenn  dies  im  allgemeinen  möglich  wäre. 

Eine  gründliche  Erneuerung  der  Integralrechnung  wurde  auch 
von  Johann  von  Pakusai^)  (oder  Pacusei  oder  Pacassi,  geboren 
zu  Görz  im  Dezember  1758,  gestorben  zu  Wien  am  8.  Juni  1818, 
Hofbaurat  und  Wasserbau  Inspektor)    ersonnen.     Er   gibt  diese  Regel 

■)  PakuBsi,  Abhandlung  über  eine  neue  Methode  zu  integrieren, 
"WäenlTSÖ.-- ■Vermich  einer  neuen  Methode  zu  integrieren,  Phj-s  Arbeiteu 
der  einträchtigen  Freuade  (Wien)  II,  nm.  ~  Job.  Bernoulli  in  Lamberts 
BriefwechBel  TU,  p.  368— 372,  —  Siehe  die  Binwiirfe  von  L.  Oberreit  in  Lam- 
berts Briefwechsel  V,  p,  344ff. 
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aor  Liegt  ein  Integral  /  Päx  vor,  so  quadriere  man  Pdx  und  teile 
mit  (Ji'Fdx'y.  dann  aetzu  man  (mau  weiß  niclit  warum)  dx^-^  xd'^x-. 
das  Resulttat  ist  der  Wei't  des  Integrales.     In  Formeln: 


ß 


PdKv.  r  P'^x'       l>+rx 
Für  die  Integrale: 

muß  man  auch  die  Relation  dif -^  yd^y  berücksichtigen.  Selbstver- 
stäüdlich  führt  diese  vermeintliche  Integrationgmethode  nur  in  ganz 
besonderen  Fällen  zu  richtigen  Resultaten,  und  es  ist  sehr  leicht,  Bei- 
spiele anzugeben,  för  vrelche  sie  nicht  gelingt. 

Samuel  Vince  (gest.  1821)^)  gibt  eine  neue  Methode,  die  er 
continuation  nennt,  zur  Herleitung  von  neuen  aus  bekannten  Inte- 
gralformeln; so  z.B.  drückt  er: 

rx'"dx  I  x"dx  C  x"dx  r  „  ,     1  / x™  —  a 

durch: 

l'y^dx  r         x^dx  l'x"dx         r  x-dx 

Ja''+x"'    J  a  +  bx'^  +  cx^"''    Ji--b'    J  ic"' -    b 
aus. 

Es  gehören  hierher  vier  Abhandluagen  von  Euler,  welche 
einige  unbestimmte  Fragen  der  Integralrechnung  betreffen.^) 

Es  seien^  einige,  z.  B.  drei  Funktionen  p,  g,  r  von  v  gegeben; 
man  soll  eine  derartige  Funktion  x  voji  v  auffinden,  daß  pdx,  qdx, 
rdx  integrierbar  sind.     Setzen  wir: 


1'   ii, 


dp       " '       dp  '       äg'  ' 

nehmen   wir   femer    eine   Funktion   x"'  von    v    willkürlich    an    und 
setzen: 

„       dx'"  ,       dx"  dx' 

dr"  '  d'i  '  dp  ' 

')  A  new  method  of  finding  l'luentB  by  continuation,  PhiloH. 
Trans.  LXXVI,  1786,  p.  432—442.  •)  Euler  hat  sich  auch  mit  vielen  anderen 
analogen  Fragen  vom  Standpunkte  der  Differentialgeometrie  aus  beschä,ftigt; 
Biehe  AbBchn  XXIV.  ')  Specimen  singulare  analyseos  infiuitorum  in- 
determinatae  11776),  Nova  Acta  Acad.  Fetrop.  lU,  1785  (publ.  1788j,  p,  47  bis 
56.  —  Solutio  probleraatia  ad  analysin  iufinitorum  indeterminatam 
referendi  (1781),  Möm.  Acad.  St.-Pet.  XI,  1830,  p,  92  —  94. 
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dann  ist  x  die  gesuchte  Funktion.     Es  ergibt  sich  nämlich: 
Jpdx  ^px  —  jxdp  -=px  —  J dx  ^  px  —  x\ 
lqäx  =  qx  —  f  xdq  =  qj;  ^  ji'dx'  =  qx  —  t/x'  +  f  x'dq' 

^  qx  —  q'x'  -\-  j  dx"  —  qx  —  q'x'  +  x", 
J  rdx  =  rx  —  j  xdr  =  rx  —  jr'dx'  =  rx  —  r'x'  +  j  x'dr 
=  rx  —  rx  +  jr"dx"=  rx  —  r'x'  +  r"x" ~  jx'dr" 
=  rx  —  r'x  -}-  r"x'  —  / dx'"^  rx  —  r'x  +  r"x"  —  x". 
Euier  berüeiisichtigt  auch  den  Fall,   in    welchem  verlangt  wird, 
daß  einige  der  Quadraturen  jpdx,  j qdx,  ...   beBtimmten  Typen   an- 
gehören mögen.     Ein  verwandtes  Problem  ist  folgendes:  Zwei  solche 
Funktionen  g,  ^  einer  Veränderlichen  (zu  finden,  daß  j qds  algebraisch 
ist  und     /  -^Yq^—l   sich   durch   einen  Kreisbogen    ausdrücken  läßt. 
Man  nehme  dazu  eine  willkürliche  Funktion  u  von  t,  und  setze: 

—  I  xdp  =  px  ~  t, 


du 

dt 

H  =Jpdx  =px 

ann  findet  man: 

s^yx^-+f, 

'    x+pt  • 

/qde  =    ,-f-^  —u,        I  Vq^  —  1       =  are  tg  —  • 

Man  kann  sich  vornehmen '^),  alle  Differentiale  rf  TP"  zu  bestimmen, 
die  mit  zwei  oder  mehreren  vorgegebenen  Funktionen  p,  q,  ■  .  ■  multi- 
pliziert algebraisch  integrierbar  werden.  Für  zwei  Funktionen  p,  q 
wird  die  Losung  des  Problems  durch: 

Tir      pidq^ä^v  —  ivd^q]-\-  q{dvd^p-~dpd'v)  -f-  vidpd'^q^  —  dqd^p) 

~  {pdq  —  l'ip)^  ' 

oder,  nach  der  heutigen  Schreibweise,  durch: 

\  P  Q  ^     .    \ 

dw        ,  ,  ,      '  pq 

.,.    =  ■    P  Q  i>      ;  :  I      ,  , 

;  Pi 


■   p  q  V 

')  Euler,  De  formulia  differentialibus,  quae  per  duae  plureave 
quantitates  data»  muUiplioatae  fiaut  integrabiles  (m6\  Nova  Acta 
Acad.  Petrop.  VII,  1789  (publ.  1793),  p,  3— 2i, 
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gegeben,  wo  v  eine  willkürliche  Funktion  ist;  man  findet: 

fpdW-"'''"'/  ,       fqdW-1^J^-'i*  ■ 

J  ^  pdq  —  qdp  '     J  ^  pdq^^qdp 

Ein  anderes  Problem,   dessen  Lösung   man  Euler   verdankt,    ist 
folgendes,    welches    in    der   Theorie    der   rechtwinkligen   Trajektorien 
einer  Oberfläche  Torkomnit  ^) ;  Sind  p,  q,  P,  Q  Funktionen  von  — ,   so 
soll  man  eine  solche  Funktion  I.   von  x,  y  bestimmen,  daß: 
.         yda^  +  fgrfy         , 

integrierbiir  igt. 

Auch  mit  der  Integration  von  Differentialen  zweiter  Ordnung 
beschäftigte  sich  der  unermüdliche  Euler.^)  Er  fand  als  die  Inte- 
grier barkeit  sbedingung  für   /  Vdi^: 

2Ndi)  +  d3I  +  pdN=0, 


d  V  =  Mdx  4-  Ndy  +  Pdp, 

und    wandte    das   erhaltene   Resultat    auf    die    folgenden    besonderen 
Fälle  anr 

a)  V  '^  Px  -\-  Qy,   wo   P,   Q   Funktionen    von  p    sind;   es   muß 
zwischen  P  und  Q  die  Beziehung: 

^  +  ?'y'  +  2§  =  0 

bestehen,  worauf  sich  P  durch  Q  oder  Q  durch  P   ausdrücken   läßt. 

b)  F=  (Mx  +  Ny)Il,  wo  von  den  Funktionen  31,  N,  U  von  p 
die  zwei  ersten  vorgegeben  sind;  man  erhalt: 


wo  C  eine  Konstante  bezeichnet  und: 


ö  J  M-\-Jsp 


')  Euler,  Solutio  problematis  analytiti  diffieillimi   (1782),   Mein. 
Acad.  St-P^t.  Xr,  1930,  p.  125—130,  t)  Euler,  De  formuUa  differentia- 

libufl    secundi    gradus,    quae    inte^rationem    admittunt    (1777),    Nova 
Acta  Acad.  Fetrop.  XI,  1T93  (publ.  1798),  p,  3-l!6. 
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c)  V  =  {px  ~  y)"-^{Fx  +  Qy),   wo  F,  Q  zu  bestimmende  Funk- 
tionen  von  p  sind;  es  ergibt  sich: 

P'  +  pQ-+{n  +  l)Q^O. 

d)  V  --  {px  —  'if)''-\3Iz  +  Ny)n,  wo  M,  N,  JT  dieselbe  Bedeu- 
tung haben  als  unter  b);  es  muß  sein: 


Die  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Bestimmung 
der  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks  möge  hier  Platz  finden.  Der 
Gedanke,  die  höhere  Analysia  auf  die  sphärische  Trigonometrie  anzu- 
wenden, war  nicht  neu;  Euler  hatte  sogar  nachgewiesen,  wie  sich 
diese  ganz  elementare  Lehre  ans  den  Prinzipien  der  Veriationsrech- 
nung  herleiten  lasse  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  560,  867). 

Kästner')    beschränkt   sich   darauf,   die  Fläche  eines  rechtwink- 
ligen   Dreiecks    zu    bestimmen,   da  jedes 
Dreieck  als  die  Summe  oder  die  Differenz 
zweier  rechtwinkligen  Dreiecke  angesehen 
werden  darf. 

Es  aei  (Fig.  78)  ÄMP  ein  sphärisches 
Dreieck    mit    einem    rechten    Winkel  P; 
der  Pol   von  ÄP,  D,   muß   auf  der   Ver- 
längerung von  MF  liegen.     Wir  führen 
durch  D  einen   anderen,  von  DMF   un- 
endlich wenig  abweichenden  größten  Kreis  rig-  rs- 
Dmp,  und  durch  M  einen  zu  ÄF  paral- 
lelen  kleineren   Kreis    MB,.     Dann    ist    MRpF   das    Element    einer 
Zone,    und    die    Fläche    von    MRpP   ist   bekanntlich   Fp    am  FM. 
Setzen  wir: 

MA  P  =  a,     AMP  -  ß,     AP  -  ij,     cos  AF  -  s; 
dann  ist; 

Pp  °^  ~  ^   _;""»?     *^^  PJf  =  sin  y  tang  a,     cos  ß  =  cos  jj  sin  a, 

also: 

sm  FM  =  — *  ?^_ =  ^-    — —   , 

j/l  +  (l_^*)teng«>        Vi -«'sin«'' 


*)  DisBertationea  mathematicae  et  phjsicae.  Diss,  IX,  De  quae- 
slJone,  quot  9plia«rae  aequales  inter  datam  mediam  poni  possint,  ut  omnes  illam, 
et  circumpositarum  sibi  vicinae,  se  tnutuo  tangant  (p.  62—76). 
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MEpP-MmpP^d    AMP, 

AMP  =  const.  —  arc  sin  (cos  i;  sin  a), 
und  nach  Bestimmnug  der  willkürlichen  Konstante: 

AMP  =  K  —  aresin  (cos  )j  sia  «)=«  +  /}—   -  - 

An  einer  anderea  Stelle')  beschreibt  Kästner  Girarda  Ver- 
fahren zur  Bestimmung  des  Inhalts  eines  sphärischen  Dreiecks  mit 
dem  Znsatze,  es  sei  sonderbar,  daß  hier  Gfirards  „Scharfsinnigkeit" 
die  Rechnung  des   Unendlichen  übertreffe. 

Dagegen  behandelt  Jean  Paul  de  Gua  de  Malves  (diese  Vorl., 
m*,  S.  576)*)  direkt  das   allgemeine    Dreieck.     De    Guas    Verfahren 
kann  in  der  heutigen  Bezeichnuugs  weise  wie  folgt  geschildert  werden. 
Es  sei  (Fig.  79)  ABC  ein  sphärisches 
Dreieck,   AC   ein   zu  AG  Unendlich   nahe 
liegender,  gleicblanger  Bogen;   man  nehme 
auf  BG  den  Bogen  BD  =  BC,  und  ziehe 
die  ZM   AC  bzw.   BG   senkrechten   Bögen 
von  kleineren  Kugelkreisen  CG',  CD.     Be- 
zeichnet  man   durch  @   die  Fläche,    durch 
a,  b,  c,  91,  S,  S   die  Kosinusse    der  Seiten 
und   der    Winkel    des    vorgegebenen   Drei- 
7''    eeks,  80  ist: 

-  d©  =  Fläche  BGC -  Fläche  ACC, 

oder   auch,    durch    Vernachlässigung    einer 
unendl ichkleinen  Größe  zweiter  Ordnung : 

~d<B  =  Fläche  BCD  -  Fläche  ACC. 


CD  =  d  ■  arc  cos  a  = 


')  Kästner,  Ge. 
■)  Diver.es  meaut. 
des  anglee  Bolides, 


.che  Abhandlungen  H,  Göttingen  179Ü,  S.  iU- 

ulftires  et  polygones,  dont  on  est  Hupposö 
connaTtre  des  Siemens  en  nombre  süffisant,  avec  des  remarqueB 
qu'on  croit  ponvoir  contribuer  ä  aimplifier  les  int^grations  de 
plusieurs  equations  differentielles  ä  Jnconnues  actneiiement  se- 
partes,  Hist.  Acad.  Paris  1783  (puM.  1786),  p.  344—362. 
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CD --CD-  tang  CCD^CD  eotg  ÄCJ)^~    ,—.^   ^-^t.:. 

^  ^~C0B  aC"i>   ~  ün'ÄCI)"        yr~<l'yi-ä~'' 
Ferner  ist  ßinAC^^Yi — b^  der  Radius   des   Bogens  CC, 


anderereeits  ist  bekanntlich  2jt  sinvers^lC  oder  23t(l  —  6)  die  Fläche 
der  Kugelkalotte,  deren  Differential  das  Dreieck  AO C  ist,  also: 


l_"b«l/i- 
Man  findet  analog: 

Hieraus  folgt: 

-iJS 


(1 +  «)/!- 
Es  ist  aber  wegen  bekannter  trigonometriecher  Sätze: 


yT~'& 


_  1/(1 -«=)S-ii>)-(e -«»)•, 


i'i  -  «■  t'i  -  !,■  yi- 


(b+t)<io 

"  (i  +  ijV 


b  _yT^  0*"-  i"- i'+""2a6c-l/{l  -  a'Kl -1')  ~  (c  -Tb)*. 

Nun  ist,   da  nur  0  verändert  worden  ist,   während  6  und  c  Iton- 
stant  bleiben: 

da 

da  Vi— 1'1/r^T'         ,  a  — 6c  ,  n, 

= '- '- =.  rl  arp  pns  -  .      -   .     ^^^^      ^  rf  arC  COS  VI, 


l/;    "Ta-6t)'  y'l  ~  6-  y 


"(l-6")(l-t'j 


3  —  (?  arc  cos  31  + 


(b+c)ä« 
(1 4-  iji 


Um  das  zweite  Differential  zu  integrieren,  erwägen  wir  folgendes. 
Enthält  d^  den  Summand  (?arccos?t,  so  muß  es  der  Symmetrie 
wegen  auch  d  arc  cos  S5  und  rf  arc  eos  (S  enthalten ;  es  ist  aber : 
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_  _  __     _ (c  — tt&)ii 

und  analog. 


)/(i"- Cjci  -7»)       v^i"!-  c')(i  -  a»)  (1  -  fl«) ' 


(6  — ttQdq 


6)dn         ,  n-       (b  — nc}rffl 

J  CQ       .         7  «•  (f*  "l~  0  "^O 

rt  aro  cos  l!Ö  +  «  ai-c  cos  (£  =  -7,-7— .^  , 

und  endlich: 

d<Si  =  d  at-c  cos^  +  rf  arc  cosS  +  t?  arc  cos  6  =-  d(A  +  B  +  C), 

oder: 

<5  ^  A  +  B+  C  +  cotist. 

Zur  Bestimmuiig  der  Integratioaskonstante  muß  man  bemerken, 
daß  für  ^  +  -B  +  C  =  y  die  Fläche  des  Dreiecks  y  ist.  Es  ergibt 
sich  hieraus: 

consfc.  =  —  nr, 
und  schüeßlich: 

^^A  +  S  +  C-n. 

B,  Integration  von  rationalen  Funktionen. 

Diese  Aufgabe  war  schon  früher  von  Leibniz  und  Johann 
BernouUi  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  272  ff,)  vollständig  aufgelöst  worden.^) 
Es  blieb  also  nm  noch  übrig,  neue  und  elegantere  Integrationsmetho- 
den autzustellen,  und  besonders  interessante  Spezialfälle  zu  behandeln. 
Es  möge  uns  daher  erlaubt  werden,  auf  die  bezüglichen  Schriften  nur 
ganz  kurz  hmzuw  eisen 

Ton  Pontana^)  haben  wir  einen  neuen  Beweis  des  Cotesscben 
Satzes    und    die  Anwendung    dieses    Satzes    auf   die   Berechnung    des 

Integrals   // ,„q_  ^„a^ " 

')  Freilich.  muBte  dazu  dio  Auflösbarkeit  jeder  algebraischen  Gleirhnng 
postuliert  werden,  während  die  bezügliche  Frage  damala  noch  nicht  gelo^it 
worden  war,  was  Euler  in  seiner  Integralreohnong  I  p  34)  dusdruckhch 
betont.  Er  fügt  aber  hinzu:  „Hoc  antem  in  Analysi  ubique  poatulan  aolet,  ut 
qao  longius  progrediamur,  ea  quae  retro  sunt  relicta  etiamsi  non  satis  fuennt 
eiplorata,  tanquam  cogntta  assumamns",  •)  Analyseos  sabhmioris  opus- 
cula,  Venedig  1763  (Op,  1.  De  formuiarum  quarumdam  trigonometricarum 
iat«gratioae.  Op.  2.  De  theoremate  Rogerii  Cotes,  ejus  usu,  utilitate,  praeatantia 
Op.  3.  De  inTeaienda  formula  radü  osoulatoria  in  carvis  ad  umbilicum  relatis 
es  data  formula  ejuadem  in  curvia  relatis  ad  asern,  eruendiaque  inde  cnrvarum 
evolutia). 
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Am  Ende  des  ersten  Bandes  seiner  noch  oft  zu  erwähnenden 
MatiiematicalmemoirB  (zwei  Bände,  London  1780  und  1789)  veröffent- 
lichte Landen  (selbstverständlich  mit  den  Bezeichnungen  der  Fluxions- 
reehnung)  ein  sehr  auaführlichea  Verzeichnis  von  Integralen,  welche, 
nach  seiner  Angabe,  größtenteils  neu  sind;  es  kommen  hier  aber 
auch  die  ganz  bekannten  rationalen  integrale: 


(x'-dx,   J{a  +  bx''yx"-^dx 


Francesco  Pezzi  (s.  o.  S.  448),  Genieoffizier  und  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Genua,  gab  in  den  Memorie  di 
matematica  e  fisica  deUa  Societä  italiana  delle  aeienze  zwei  Abhand- 
lungen^) heraus,  in  welchen  er  sieb  vorsetzte,  die  Integrale: 


r     {A+Bzjdz  r    x± 

f_         _^_^ä._____         f__ 


+  cxr 


a-'rbx-i-ex'"-'rfx'-fh:cy 

ohne  Hilfe  von  Rekurs  ions  form  ein  zu  berechnen. 

Euler^)  zeigte,  wie  man  eine  rationale  Funktion   ohne  den  Ge- 
brauch von  imaginären  Größen   integrieren   kann,   und   wandte   seine 

Theorie  auf  das  Integral  (  — ^-  an,  wo  P  ein  Polynom  bedeutet, 
und: 

<?  =  1  ±  a:^* 
oder: 

^  =  1  +  2  :r*  cos  >j  -t-  a:** 
ist. 

Andererseits   lehrte   Buler^),    wie   nützUch    die   Einführung   der 

.   ,,     ,  ,  {A  +  B'i]dt! 

della  formola  ;„._  g^s,  ^o.  ^"-f  P^"  >  ^«"■'^''  ^  ^°  »"'"''*'  l"*' 
lunque  intero,  Mem.  Soc.  It.  IV,  1788,  p.  577— 588.  —  Integiazione  in 
«erie  finite  dell«  formoLe 

x±Ux  ___     x^Hjc _       *l^__      _       - 

{a  +  bi>:  +  cxy'     (a  +  6«-f  cV-i-M"  '     (a  +  b!B  + ex' +  fx' +  hxy  ' 

easando  p  e  g  de'  nuiueri  qualunque  inteii,  Mem.  Soc.  It.  VI,  1792,  p.  256 
bis  308.  ')  Nova  methoduB  integrandi  formulaa  differentiales  ratio- 
oales  sine  snbsidio  quantitatam  iniaginariarum,  Acta  Acad,  Pctrop. 
1781,  P,  I  (publ.  1784),  p.  3—47,  —  Siehe  auch:  De  reaolutione  fractionum 
coiapoaitarum  iß  aimpiiciores  (1779),  M^m.  Acad,  St.-Pet.  1,  1803—1806 
(publ.  1809),  p.  3—25,  «)  De  integrationibua   maiime  memorabilibos 

ex  caleulo  imaghiariorum  oriondia  (1777),   Nova  Acta  Acad.  Petrop.  VJI, 
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imaginären  Größen  bei  al algebraischen  Integrationen  ist.     Es  sei: 

wo  Z  eine  Funktion  von  z  ist;  setzt  man; 

z^x  +  i^,     Z=M+iN,     V^P+iQ, 
so  ist: 

P  +  iQ  =f(M  +  iN)(dx  +  idy), 
also: 

P  =f{Mdx  -  Ndy),    '  q  =f(Ndx  +  Mdy). 

Die  Integrierbarkeitsbedingungen  für  diese  Ausdrücke  sind: 

^■^  _  „  ^-^      '^ ^  ^^ 
df  ~       dx'     8y~'cx' 
und  man  bat: 

öic        c»/  '  8x  oy 

Euier  Terifiziert  diese  Beziebangen  an  einigen  einfachen  Inte- 
gralen von  rationalen  i^mktionen,  und  macht  davon  eine  Anwendung 

auf  die  Berechnung  von  /  -  „  für  4r=  «(coay  +  i  sin^p).  Wird 
femer  zwischen  x  und  y  eine  Beziehung  vorausgesetzt,  so  verwandeln 
sich  P  und  Q  in  Integrale  einer  einzigen  Veränderlichen;  läßt  sich 
dann  V  leichter  als  P  und  Q  auswerten,  so  hat  man  in  der  Zer- 
legung von  F  in  seinen  reellen  und  imaginären  Bestandteil  ein  Mittel, 
den  Wert  von  P  und  Q  zu  erhalten.     Es  sei  z.  B.: 

1789  (pnbl.  1793),  p.  99—133.  —  Supplemeatum  ad  disaertatiunem  prae- 

f "zl  ,  oaau  quo  ponitur 

Ä  =.  11  (cos qi  4- » sin q>),  ebenda,  p.  134—149.  —  Ulterior  disquisitio  de  ior- 
mulis  integralibws  imagiiiariis  (1777),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  X,  1792 
(publ.  1797),p.  3— 19.  -  De  inaigni  usu  calculi  imaginariornin  in  calculo 
integraU  (1777),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XII,  1794  {publ.  1801),  p.  3—21,  — 
Do  integrationibus  difficillimia,  quarum  integralia  tarnen  aliunde 
eihiberi  posaunt  (1777),  Nova  Acta  Acad,  Petrop.  XIV,  1797—1798  (publ 
1805),  p.  6y — 74.  —  Auf  die  beideu  ersten  Abhandlungeu  bezieht  sich  die 
Schrift  von  Fuß:  Enodatio  difficaltatis  ab  111.  Eulero  in  dissertatione 
de  integrationibuB  memorabilibuB  ei  calculo  imaginariorum  oriun- 
die  geometris  proposLtae  (1790),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  VJI,  1789 
(publ.   1793),  p.  175—188. 

')  Es  iat  fast  übeiflüasig,  daran  zu  erinnern,  daß  diese  Gleichungen  viel 
später  die  Grundlage  der  Cauchj-Eiemannschen  Funktionentheorie  ge- 
worden sind. 
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setzen  wir  ä  =  ti{cos9'  +  i  einö-),  und  betrachten  ■&  als  konstant  (was 
mit  der  Voraussetzung  —  =  const.  gleichbedeutend  ist);    es  ist  dann: 

a  +  he"  ^  a  +  hv"  cos  «*  +  ibv"  sin  »*  =-  s(cos  qp  +  i  sin  q>), 

s^=  a^H-  2ahv"  cosn-&  +  b^v^",     tang?)  -^  ■■■ .   .■  „      — ^, 
folglich: 

F-   /^ — ~-lco8(md--  i.(p)  +  i  6m{m&  -  k(p)l 

Eb  ergibt  aieh  aber  aus  den  obigen  Beziehungen; 


b  Bin  («#  -  qr.)  '  Bin  (»»  -  q.) ' 

also: 

F  =     -^ I  sinfp"      8iu(nd-  —  f)     "      cos(ot#  —  Xtp)d(p, 

Q  =  --- /  ainq?"       8in(«^  —  q>)     "      sin(«!d-  —  ktf))dip, 

nb"  3inne'^'"^t/ 

Ist  insbesondere  A  =  —  ',  so  verwandelt  die  Subatitution: 

(a  +  bz")" 

das    Differential    dV   m    ein   rationales    Differential;    es    ergibt    sieh 
nämlicli: 


V 

Man  hat  andererseits  in  diesem  F 


J  bf'-i' 
sem  Falle: 


Afp, 


')  F(ir  ein  geliroehenes  X  gehört   das  Tntegral  V  eigentlicli  nicht  hierher; 
wir  behandeln  es  aber  dea  ZuBftmmen banges  wegen  an  diesem  Orte, 
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bezeielin 
e  die  fo 


-  d<p; 


setzt  man  tp  =  na    und   bezeichnet  mit  «,  ß,  y,  d  konstante  Größen, 
80  nehmen  diese  Integrale  die  folgende  Form  an: 

K  +  dcoa»..  ■ 


Es  ergibt  sich  also  der  Sata,  von  welchem  Euler  auch  einen 
direkten  Beweis  liefert:  Jedes  Integral  vom  Typus  (1)  ist  durch  ele- 
mentare Funktionen  ausdriickhar.  Der  Satz  läßt  sich  wie  folgt  ver- 
allgemeinern: Sind  P,  Q  rationale  Punktionen  von  x",  so  ist: 


:'.±Mi 


-dx 


integrierbar-,   sind  P,  Q  rationale  Funktionen  von  sin2«ia,  cos'Jnta, 

J  (P  sin  JMö  +  Q  co3mo))d  ■  sinwoj" 
integrierbar. 

So  nutzlich  aber  die  Theorie  der  imaginären  Größen  sein  möchte, 
so  konnte  sie  nicht  umhin,  bei  der  bisher  erreichten  unvoUständigea 
Entwicklung,  zu  Paradoxen  zu  führen.  So  warnt  d'Alembert^l,  daß 
man  vorsichtig  verfahren  muß,  ao  oft  man  mit  imaginären  Größen  zu 
tun  hat.     Es  ist  z.  B. : 

r  du  /'  du  1     (7    du       ,      du    \        1^       l+ui 

Setzt  man  u  =  iv,  so  folgt  übereinstimmend: 
C  du  .  C  dv  j  1      1  -f  i;        t  ,       1—«»        1  ,       1  +«j 

setzt  man  dagegen  u  =•  —  iv,  so  hat  man: 

C  du  .  C  dv  j  ,      1-j-  f 

woraus  sich  nur  dann   das   frühere  Resultat   wiederum   ergibt,    wenn 
statt  V  nicht  —  tu,  sondern  im  gesetzt  wird. 


■)   Opusoulea  mathematiques,  T.  VI,  Pftiis  1778   {Bematques  aur  le 
memoire:  Suite  des  recherches  anr  la  figure  de  la  torte). 
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Zu  analogen  Betrachtungen  gibt  das  toh  d'Alembert  schon 
früher  (Suite  des  recherches  sur  la  figure  de  la  terre)  berllck- 
sichtigte  Integral: 

Veranlassung.    Nach  d'Alembert  ist  -=i^-  nicht -= - 


dem  —     ■~=r^,  denn  Yx'—  1  positiv  genommen  ist  gleich  iYl  — 
positiv  genommen.     Man  könnte  auch  setzen: 


A 


yx'-l  --ij/i-a;'; 

x  +  VL^' 
-  log  '±V^±  -  log    -,      ,  !. 


log  -        -     .               =  i  log  7 

—  1 

iiog?iÄXi=^, 

ein  Resultat,  welches  mit  dem  unter  der  Voraussetzung: 

erhaltenen  übereinstimmt.     Dazu   bemerkt  Gfiuseppe  Contarelli   in 
einem  viel  längeren  Brief,  als  es  der  Gegenstand  verdiente*),  daß  die 

letzte   Gleichheit   unrichtig    ist,   und    daß        -       _    ^^_    uieht    gleich 
B        ,  ix-\-yi~x^  '' 

£4jVl  — ^'^  sondern  gleich  i{x  +  iy\—x^)  ist.^ 

C.  Integration  von  irrationalen  Funktionen. 
Die  Integration  der  einfacbsten  irrationalen  Funktionen  war  seit 
der  früheren  Periode   her   schon   bekannt.     Euler  und  seine  Schüler 

')  Lettera  del  eig.  Abate  Giuseppe  ContarelU  al  Sig.  Avv.  Paolo 
Casfiiani  pubblico  profesBOre  di  filoeofia  e  matematica  nell'  Uni- 
versitä  di  Modena,  Nnovo  Giom.  lett  It.  (Modena)  XIV,  1778,  p,  237— 263. 
')  Übet  die  Integration  rationaler  Funktionen  siehe  auch  den  Aufsat«  von 
Jacopo  Eiecati;  Dei  polinomi  (Opere  del  conte  Jacopo  Ricoati,  4  Bde., 
Lucca  1701—1765,  Bd.  HI,  p.  67— 7B),  der  aber  schon  früher  in  den  Institu- 
zioni  anitlitiehe  von  Maria  Gaetana  Agnesi  (174«)   gedrackt  worden  war. 
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beschäftigten  sich  damit,  neue  Differentialausdrücke  direkt  zu  inte- 
grieren oder  anf  schon  behandelte  Typen  zurückzufahren.  Aus  dem 
IV.  Bande  von  Eulers  Integralrechnung  und  aus  dessen  weiteren 
Schriften  entnehmen  wir  die  folgenden: 

wo  f  eine  rationale  Funktion  bezeiebnet  und: 

wo: 

s  =  y"+-^^     oder     s  ^Ya +  hx"+ cx^". 


'  ganz,  }.   ganz  oder  gebrochen  ist. 


j\. 


{f^"-9)lf^''''-{f^''-9fV-'' 
wo  w,  X,  n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  durch  die  Substitution: 

^— — ^^  =  y. 

')SupplemeQtuBi  calcali  integralis  pro  inteftrationeformularum 
irrationalinm,  Acta  Acad.  Petrop.  IV,  P.  I,  1780,  p.  3—31-,  Inet.  calc.  int.  IV, 
p.  3—31  (unter  dem  Titel:  De  integratione  fornmlarum  differentialium 
irtationalium).  ')  A,  a,  0.         ')  De  integratione  formulae 


'ä-cV\+_^* 


J-} 


M.  S.  Acad,  eshib,  1776;  Inat.  calc.  int,  IV,  p,  36—48.  *)  Memorabile  genus 
formulamm  differentialinm  masime  itrationalium,  qua«  tarnen  ad 
rationalitatem  perducere  licet,  M.  S.  Acad.  eshib.  1777;  Inet.  calc.  int. 
IV,  p.  48—69.  —  Specimen  integrationis  abatruBiaeimae  hac  formula 

/,7  -rT-_-^  contentae  (1777),  Nova  Act»  Acad.  Petrop.  IX,  1781  (pubL 
1795),  p.  9S— m. 
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(1  +  3:')'dx 


-f. 


so  folgt: 


an  für  das  obere  Vorzeichen: 

1>   +  r  =  2,       dx  = ^  =  — j^ , 


(  J)  -I-  Ol  ( o' 


2p'dp        2q'dq 


wonach  sieh  die  Integra tion  immittelbar  ausfüiiren  läßt.  Für  das 
untere  Vorzeichen  kommt  man  zum  ersteren  Falle  durch  die  Substi- 
tution X  =  iy  wieder. 

f)3-,     Y_    r {%_±^^_ ._. 

J  (l  +  a>')(l  +  6.T'4-^^)* 
Setzt  man: 

~-^  =  X, 

!— j, 

SO  folgt: 

Durch  die  Substitutionen: 
erhält  man: 

g)*)  Eine  Verallgemeinerung   von   f)   bilden   die   zwei  folgenden 


')  Integiatio  formnlae  differentiali«  maxime  irrationalis, 
qnam  tamea  per  logarithmos  et  arcua  ciroulares  expedire 
Hceat  (1777),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  IX,  1791  (publ.  1796),  p.  118—126. 

■)     Ev.,..l„     ,„..U.    in.eg,..i.  J^^-^^^iisp^  P«   1.8- 

rithmoa   et   arcus    circulares,   Nova    Acta  Acad.  Petrop.    IX,    1791    (publ. 
1795),  p.  127—131.  >)  Formae  generalee  differentialiitm,   quae   etsi 

per  logarithmos  et  arcns  circulares  admittuat  (1777),  Nova  Acta  Acad. 
Petrop.  XI,  1793  (publ.  179a),  p,  37—77. 
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und  A,  li,  C,  I)   rationale    Funktionen    von  (     |     sind.     Setzt   man: 
--  =  M,     ßy~K6^s, 


so  folgt: 

f  +  D^au-'  +  b)" 


\_J   {C«,"  +  D}iau''+b)-^       J    (C«M 

^_A  -j(aw"  +  6)"rf>.    ,      f  Bu"";^^{a^^  b)^ du  1 

=  rW  +  1%), 

wo  A,  Bf  G,  B  rationale  Funktionen  von  u"  sind.    Wendet  man  dann 
auf  M^^,  N^  die  Substitution: 

(au"  +&)"=(, 

auf  M^,  JVj  die  Substitution: 


an,  so  ergibt  sicli: 


M, 


1  "JaI>-6C4-0(''  '         i~  V(("  — 6)(aÖ  — (iC+Cr)' 

„  _  r     Bt™""^;  7\r  —  ft   r    -     ■Bt''~"'~^<it 

^  ~j2)+(öC-nBK*'     ^^     J(l  — Bf)"(-D  +  l&C-a-Z»t")' 

wo  J.,  £,  C,  -D  rationale  Punktionen  von  f  sind. 

'J  (3  ±^')Vl±Sx' 

')  Integratio  Buccincta  formulae  integraÜB  masime  memorabilis 

/dt 
-—— — ,  , .--:.     (1777),    Nova    Acta    Acad.    Petrop.    X,    1792     (publ.  1797). 
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Setzt  man  für  das  obere  Vorzeichen; 

so  folgt: 


p^+>f^2,    p'—q^ ^■ 


ixiß  +  ^^) 


dx  = 


also: 

p>  „  5«     ' 
Tiiid: 

rf  I^_  (p^gV^   ^_   dv  +  dq    ^__        dp  äq_ 

Für  das  untere  Vorzeichen  setat  man  x  =  iy. 

Andere  spezielle  Integrale  wurden  Ton  Andreas  Johann  Lexell 
(s.  o.  S.  383)  und  yon  Etienne  Rnmowski  (1732—1812,  Schüler 
von  Euler,  Professor  der  Astronomie  zu  Petersburg  und  Verfasser 
eines  in  russischer  Sprache  erschienenen  Lehrbuches  der  Elementar- 
geometrie)  berechnet: 


i)i)       V=  f       ----,-^-'.-_-__da^. 


Schreiben  wir: 
und  setzen  wir  im  ersten  Integral: 

im  zweiten: 

so  erhalten  wir: 

1  _  /'»  1  _  ^3m 

p.  20— 26,  —  Siehe anch:  Eumowaki,  Inteeratio  formuUe  / 5- 

aliatnmque  nonnuUarum  (1796),  ebenda,  p.  126— 13B. 

')  Leiell,  Integiatio  formulae  cujusdam  differentialia  per 
logaritbmOH  et  arcus  circulares,  Acta  Acad.  Petrop.  1781,  P.  11  (publ. 
1785),  p.  104— in.         •)  Rumowski,  Integratio  formuUrum 
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Durch  die  Substitutionen: 

erhüH  man: 

,  „ _^'''^± ^^''dsjyi —yi:^"  —  if 

"  ^  ~  (4^« -  iKya  +  y4i^= i?  ~    ■*(!  -  ^"')' (*^'  - »)"" 

Um  dieses  letzte  Integral  zu  bereckuenj  set^e  man: 
man  hat: 

Das  erste  Integral  wird  durch  die  Substitution  u^yl  +  w* 
rationalisiert  (man  erhält  /  -yn-",  );  "i^s  zweite  geht  durch  die  Sub- 
stitution f  =  •-  in  das  erste  über. 


"  J(»-I')i/1+«' 


Dui-ch  die  Substitution; 
ergibt  sich : 


_      die ^^    dS/\.-~a? 

(1796),  Nova  Acta  Aoad.  Petrop.  XI,  1793  (publ.  1738),  p.  313—219. 

')    RumowBki,   Integratio   formuUe    -^_^^^._-„-  aliarumque 

nonnulUrum,  Kova  Acta  Acad.  Petrop.  X,  1792  (publ.  1797),  p.  126—136. 
^)  RumowBki  bewerkstelligt  diese  Substitution  in  drei  Schritten,  nämlich: 

Hosted  by  V^jOOQIC 
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TOD  diesen  Integralen  läßt  sich  das  erste  durch  die  Substitution: 

berechnen,  wälirend  das  zweite  in  das  erste  durch  die  Substitution 
( =        übergeführt  wird. 

Koch  andere,  aber  nichts  wesenthch  Neues  darbietende  lategrale 
finden  sich  in  dem  oben  angeführten  Anhange  zum  ersten  Bande  der 
Mathe matical  Memoirs  von  Landen. 

Der  unten  noch  öfters  z.u  erwähnende  G.  F.  Fagnano  gab^)  einen 
neuen   Beweis    des    Satzes,   nach   welchem    sich    die   Integi-ation    von 

■j — ■ — -^p,  wo  m  und  n  beliebig  sind,  p  aber  ganz  und  positiv  ist, 
auf  diejenige  von zurückführen  läßt. 

Eine  Bemerkung  Eulers^  verdient,  trotz  ihrer  Einfachheit,  her- 
vorgehoben zu  werden.  Nicht  alle  Integrale,  die  durch  elementare 
Funktionen  ausdrückbar  aind,  lassen  sich  durch  eine  Substitution 
rationalisieren;  es  kommt  zuweüen  vor,  daß  ein  Integral  sich  in  eine 
Summe  von  Integralen  zerlegen  läßt,  deren  jedes  einer  besonderen 
Substitution  bedarf,  um  rationalisiert  zu  werden.  Dieser  Umstand  ist 
in  den  oben  behandelten  Integralen  wiederholt  vorgekommen;  ein 
weiteres  Beispiel  ist: 

Auch  die  binomischen  Integrale: 

^1  x'"-^(a  +  J>x")''  dx 
waren  schon  von  Newton  (diese  Vorl.,  IIP,  8.  185—186)  behandelt 
worden;  er  hatte  die  beiden  FäUe  erledigt,  wo  —  oder  +  ganz- 
zahlig  ist.  Euler*)  setzte  sich  vor,  die  Integrierbarkeitsfälle  direkt 
aufzufinden;  er  kam  selbstverständlich  auf  die  zwei  Newtonschen 
Fälle,  und  fügte  hinzu:  „Facile  autem  intelligitur  alias  Substitution  es 
huic  scopo  idoneas  excogitari  non  posse".  Es  sollte  aber  noch  ein  Jahr- 
hundert dauern,  bevor  diese  Behauptung  bewiesen  werden  konnte.*) 
Auf    die   binomischen    Integrale    bezieht    sich    das    Sehriftchen: 

')  Theotema  calculi  integralia,  N.  Racc.  d'opuscoli  aeientifici  e  fllologici 
XXn,  1772,  op.  m.     ')  Supplomentum  oaiouli  iotegralia  etc.  {b.  o.  S.  716). 
—  Specimen  integtationis  etc.  (ebendal.         ')  Inst.  calc.  int.  I,  p.  67. 
*)  Bekanntlicli  wurde  der  Beweis  zuerst  von  Tchebyolieff  erbracht  (J.  de  Liou- 
TiUe  XVtU). 
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Dissertatio  de  comparatione  fliixionum  binomialium  quam  praeside 
F.  Mallet. ..  pro  laurea  publice  examinandam  sistit  Andreas  Hulten 
(Upaala  1785). 

Karsten')   versuchte,    die  Integrationamethode   der  binomischen 
Differentiale  auf  polynomisclie  zu  erstrecken.     Ist: 


60  kann  man  schreiben: 

<iy  ^  z^'^'-dxxax'"^^  +  hx      *■  +  '       ^  ex 
Setzt  man; 

so  folgt: 
und  hieraus: 


p—J^  \x'"^*''(a  +  Ä3;''+  cx'''ydx 


ft-|-2ni)_-|-2 


"  a  m  +  1 


Auf  gleiche  Weise   fährt   man   fort;   bricht  die  Reihe   nicht   ab, 
80  erhält  man  dadurch  einen  angenäherten  Ausdruck  für  das  Integral. 
Die  polynomischen  Differentiale  lassen  sich  analog  behandeln. 
Mit  der  Integration  der  polynomischen  Differentiale  beschäftigte 


')  Mathei 
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sieh  auch  Carlo  Francesco  Gianell»')  (s.  o.  S.  681).  Er  be- 
handelt« das  Integral  jafX''äx,  wo: 

X=fs!'"i-  gx""'  +  haf"  -\ ,     m  >  m'  >  m"  >  ■  ■  ■     für  r  >  0; 

X^f+gx'"+kx"''-\ ,  m<m'<---  für  r<(}, 

und  Buchte  erstens  hinreichende  Bedingungen  dafür  aufzustellen,  daß 
die  Integration  in  geschlossener  Form  ausführbar  sei,  zweitens  die 
Gesetze  zu  bestimmen,  denen  die  Koeffizienten  der  Reihe  gehorchen, 
durch  -welche  da,s  Integral  im  allgemeinen  ausdrückhar  ist.  Daß  aber 
die  TOn  ihm  angegebenen  Bedingungen  nicht  hinreichend  sind,  läßt 
sich  leicht  ersehen. 

Lacrois^)  bemerkte,  daß  einige  Integrale,  wie  z.B.: 


ß 


x™~'^dx{a  +  6a^+  cx^"  -\-  ■•■')', 

Rekursionsformeln  zulaseen,  welche  den  für  die  binomischen  Integrale 
geltenden  analog  sind,  und  daß  sich  andeie  auf  mehrere  aufeinander- 
folgende binomische  Integrale  zurüekfBhren  lassen.  Es  finden  sich 
auch  Rekursionsformeln  bei  Fontana^)  (s.  u.  S.  725),  Lorgna*)  und 
Frisi^). 

Es  mögen  schließlich  einige  Untersuchungen  von  Condorcet") 
kurz  erwähnt  werden,  welche  eine  größere  Tragweite  haben.  Üntw 
den  von  Condorcet  aufgestellten  Sätzen  heben  wir  den  folgenden 
als  Beispiel  hervor: 

Ist: 

A^y"'-{-  ^iJ/^-^H =  Ü, 

wo  A^  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  vom  i^'"  Grade  bezeichnet, 
so  läßt  sich  das  Differential  ydx  auf  die  Form  Pdx  -i-  Qdy  bringen, 
wo  P,  Q  rationale  Funktionen  von  x,  y  sind,  und  Pdx  -f  Qdy  ein 
exaktes  Differential  ist;  unter  denselben  Voraussetzungen  läßt  sich 
^ydx  auf  die  Form  eines  exakten  Differentials  e'{Pdx  -\-  Qdy) 
bringen. 

Es  ist  aber  zu  beachten,  daß  Condorcets  Beweise  sich  einzig 
und    allein   auf  die  Abzahlung  der  Konstanten    stßtzen,   eine  Beweis- 

')  De  integratione  indefinitinomii,  Mise.  Taur.  IV,  1766—1769,  P.H, 
p.  253—271.  —  De  fluzionibus  earumqne  usu,  Mailand  1777,  %  68if. 
•)  Trftite  de  calcul  differentiel,  Art.  396  ff.  »}  Analjaeos  Bubli- 

mioria  opUBcula,  Venedig  1763,  Op.  I.  *)  Opuaoula  mathematica  et 

piysica,  Verona  1770,  Op.  V.  =)  Pauli  Frisii  Opera,  Bd.  1,  Mailand  1783. 
"}  Theorfemes  sur  les  quadratures,  Mem.  Acad.  Paris  1771  (publ.  1774), 
p.  693—704. 

Cantok,  Oeichichie  der  Maftemalik  IV.  47 
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methode,  die  bekanntlich  nichts  weniger  als  sicher  ist.  Das  ist  frei- 
lich dem  Verfasser  aelhst  nicht  entgangen.  Er  bemerkt  nämlich,  daß 
die  Unmöglichkeit,  die  Anzahl  der  Koeffizienten  größer  zu  machen 
als  die  der  Gleichungen,  die  Unlösbarkeit  der  Aufgabe  nicht  not- 
wendig nach  sich  zieht,  und  verspricht,  in  einer  spateren  Arbeit  eine 
Methode  anzugeben,  welche  in  denjenigen  Fällen,  in  weichen  die 
frühere  versagt,  zu  genauen  Ergebnissen  führt.  Auch  Lagrange, 
in  einem  an  Condorcet  gerichteten  Schreiben  vom  1.  Oktober  1774^), 
erhob  einige  Bedenken  gegen  die  Methode  von  der  Konstanten  ab  Zäh- 
lung, deren  Unsicherheit  er  durch  ein  Beispiel  nachwies. 


D.  Integration  von  transzendenten  Funktionen. 

Die  Integration    der   transzendenten  Funktionen    war   in   unserer 
Periode  Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen. 

Gleich   am  Anfang   finden    wir   bei  Karsten^)   nehen   den   Inte- 
gralen : 

fx"'  logx''dx.     jxtfi'^dx,      (coaax  sinßxdx 

noch  einige  andere,  wie; 

Isinlog ,     j^""'coaxax,      f ^ usw. 

In   drei  Briefen   aus   den  Jahren  1760 — 1764   stellt  V.  Riccati 
die  folgenden  Formeln  auf^): 

m  jws<p^'d(p  =  (m  —  X)  j cos  cp"'~^d<f  +  cosqp^'^siny, 

m  /sin  <p'"dqi  =  (nt  —  1)  /sin  (p'^''^d<p  ~  sin^"'~'coBp, 

(m-fw)    /ain9j"~^cosq:'"'''"'(iij' 

=  ?»  I  sin  ff"  ~' cos  (p"'~'^dip  -{-  sin  q?"Gosy™, 
(m  -^  n)  j  cos  (p""'-  sin  (p'^^'-dtp 

~n  f  cos qp'" ~ ^ sin y" ~ '^d<p  —  cos (p'" sin  tp". 
ßiceati   bemerkt,    daß   die   ersten   zwei  Formeln  den  Wert  Ton 


(2) 


')  OeuTreB  XIV,  Pftris  1893,  p.  29—30.         *)  Matheeis  theoretica  ele- 
mentaris  etc.  §  iOOS.  ')  Epistolae  tres,  qulbus  utilitaB  oalcnli 

sinuum,    et    cosinuam    in    infinites  im  orum    analjsi    demonstratur, 
Comm.  Bon.  V,  P.  II,  1767,  p.  198—215. 
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/---—,    1^      nicht  liefern  küanen;  er  berechnet  diese  Integrale  auf 
anderem  "Wege,  und  beweist,  daß  seine  Formeln  mit  den  Eulersehen'): 

übereinstimmen. 

Die  zu  (2)  analogen,  für  die  Hyperbeifunktionen  geltenden  For- 
meln finden  sich  in  den  Institutiones  analyticae  von  Riceati 
und  Saladini"). 

Noch  bevor  die  Riccatischen  Briefe  an  die  Öffentlichkeit  traten, 
widmete  Fontana  das  erste  seiner  oben  angeführten  Opnscula  der 
Untersuchung  der  vier  folgenden  Integrale,  die,  sagt  er,  soviel  ich 
weiß,  niemand  bisher  betrachtet  hat: 

/    "     «i'^f'      i  —  ^—  dw      I sin  ffj"  cos  m^dw,     f f 

^  coä  ^  t/  sm  5)  J  J  sin  ip"  coe  qj™  ' 

hier  bezeichnen  m  und  n  positive,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen. 
Fontana  schickt  vier  Rekursionsformelu  voraus,  welche: 


u 


beziebentlieh  mit: 

verbinden.  Wendet  man  auf  die  vorgegebenen  Integrale  die  Substi- 
tution 3;  =  cosg:i  an,  so  lassen  sich  die  dadurch  erhaltenen  Integrale 
für  ganzzahlige  m,  n  vermittels  der  erwähnten  Rekursionsformeln  in 
allen  Fällen  berechnen.  Sind  m,  n  nicht  zugleich  ganzzahlig,  so  ist 
die  Integration  nicht  immer  ausführbar;  Pontana  eröi-tert  aber  einige 
Falle,  in  welchen  die  Berechnung  der  Integrale  möglich  ist. 

Carlo  Maja)  berechnet  durch  partielle  Integration  (ein  Ver- 
fahren, das  er,  mit  Beschränkung  auf  die  von  ihm  betrachteten  Inte- 
grale, ausführlich  beschreibt)  die  Integrale: 

j  log  x"dx     und     fx± '"  log  x''dx, 

und  leitet  hieraus  die  Integration  von     fsfdx  ab;  es  ist  nämlich: 

')  Euler,  RecherchcB  sut  l'effet  dea  moulina  ä  vent,  Hist.  Acad. 
BerUn  XII,  1866,  »)  T.  E,  p.  151.  ^  Divers!  metodi  per  l'inte- 

grazione  di  aleune  formole  logaritmiche,  Atti  dell'  Accad.  dello  Scienae 
di  Sieaa  detta  dei  Fiaiocritiei  III,  1707,  p.  278-300. 

47* 
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j^äx  =■  jdx  +  jj  fx  \ogx<ix  +  y-,-  fx"  log  x^dx  A ■ 

Eine  kurze,  aber  inhaltsreiche  Arbeit  widmet  Giovanni  Francesco 
FagiiaDo(1715 — 1797,  Arehidiiikon  von  Senigallia,  Sohn  des  berühmten 
Giulio  Fagnano,  s.  o.  S.  34)  der  Berechnung  einiger  transzendenten 
Integrale.^)     Sein  Hauptzweck   ist,   nachzuweisen,    daß    die   Integrale 

/7 — —,      i.       ■■-,      Ir— — A— .-■-     durch    bloße    Logarithmen    aus- 
tangqj'    Jt»ag2f'    Jta.ng3ip'  * 

drückbar  sind,  wie  Johann  Bemoulli  in  seiner  Arbeit  Continuatio 

materiae  de  trajeetoriis  reciprocis    von  gewissen  rationalen,   in 

diese  unmittelbar  transformierbaren  Integralen    behauptet   hatte.     Ist: 

tang  y  =  i,     cotg  ip  =  u,     see  ip  =  s,     cosec  ip  =  r, 
cos  <p  =  X,       sin  qn  =  y,     sinvers  cp  ==  q  ^  \  —  x, 
Absz.  Kompl.  (p  (d.  i.  die  Projektion  des  Bogens  x—  rp  auf  den  Durch- 
messer) =  1  =  2  —  q.    Sehne  95  =  m  =  1/^2, 
Sehne  (2j!;  —  y)  =i» -"|/2(, 

und  werden  durch  die  gleichen  größeren  Buchstaben  die  entsprechen- 
den Funktionen  von  ntp  bezeichnet,  so  erhält  Fagnano,  von  der  Diffe- 
rentialgleichung: 

/n,  ,  dt  1     d  T 

(•')  ■'•P-i+t'-nl  +  f- 

ausgehend,  die  folgenden  Relationen: 

i(i  +  .-0-^(i -.',)■ 

•■  (1 +.,)■+(,_.■,)•  ■ 


X-{{(x  +  i  Vi  -  !*)■  +  (i  _  i  yi  _ 


')  Integratio  quarundam  (luantitatum  differentialium,  qnae 
originem  habent  a  lineia,  quae  ad  circuluiu  referuntur,  Nova  Acta 
eruditomm  1764—1765  (publ.  1767),  p.  361—^71,  abgedrnckt  in  Nacva  Raccolta 
d'opuacoli  scientiflcj  e  fllologici  XXII,  1772,  op.  I,  16  S. 
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L 


2+_(i^_jL  +iyai  — i')"  +  (i  —  1  — tVai-  J')" 


^  ^  y,  l'(L— +-;y'-^-)-_  (- 51^-v^ 


P  =  1/2  +  (?' -A+Ml^Zy  +  /g'-B-tj^yX^ 

Aus  (3)  folgt  auch; 

dip       _  _1_       dT_      _  J_  /dT  _    TdT  \ 
taiig«g>  "  w  T(i  -j-T'^"  n\T         1  +  J7  ' 

und  hieraus  durch  Integration: 

/dtp      ,  r" 

•'  (1  +  T'f 

Ferner  ergeben  sich  die  folgenden  Integralrelationen; 

JM,,_log(l  +  P)'^, 

/^-log'it^, 
•'  U" 

yUdip  =  log -j  , 

J  S         ."     S     "• 

j'säf  - 1  log  (s  +ys'^^), 
Td^ i_  yw^'i 

J  B  "        n  ^B  "• 

fBdf  -  ~  i<,^{lt-yif-  1), 
Cd<p       1  ,     1  +  yT-^X' 
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J\- 

>^~'^. 

H- 

--^yr-T', 

h- 

^iV^. 

JQd,,. 

.--i-t/äe-^'+f, 

/x  =  - 

kr?^. 

fldf. 

-  l  ]/2X"^L'+y, 

:-io«!'--^i-"", 

Cildif 

--1  yr^if, 

fe  = 

l,„„2j-i/»-^p;" 

Noch  allgemeinere  Integralformell),  wurden  Yon  Euler  in  seiner 
Integralrechnung^)  betrachtet,  nämlich: 

/  X  log  x''dx,     f  Xo'dx,     I X  arc  sin  x"  dx, 

wo  X  eine  algebraische  Funktion  von  x  bezeichnet.  Femer  integrierte 
er,  wohl  unabhÜDgig  von  seinen  Vorgängern,  sinqp"'cosq^''d9i,  und 
gab  Rekursionsformeln  für: 

/ ?L.    _       i^i'?,\Qnwdff,      \e'"''fio^nsfidq). 

J  (a  +  b  coa  (p)       J  J 

Fast  gleichzeitig  mit  der  Integralrechnung  von  Euler  er- 
schien eine  Arbeit  von  d'Alembert^,  worin  er  einige  ziemlich  all- 
gemeine, für  die  Bildung  rationalisierbarer  Integrale  nutzbare  Prin- 
zipien aufstellte,  —  Ist  V  eine  rationale  Punktion  von  Sinussen  und 
Kosinussen  von  p(p  -[-  «,  gip  +  ß,  . .  .,  oder  von  a^'i'  +  '',  a''''+i^,  wo  die 
Verhältnisse  von  p,q, .  . .  rational  sind,  so  ist  Vdrp  integrierbar.  Man 


')  Art.  189  ff,  ')  ReclierolieB  sur  le  calcul  integral,  Hiat.  Acad, 

PariE  1767  (pabl.  1770),  p.  573—587;   1769  (publ.  1772),  p.  73—146. 
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kann  aber  allgemeinere  Integraltypen  erhalten,  wenn  man  folgendes  be- 
achtet.    Setzt  man  x  =  smif,  so  folgt: 

dtp  = ,     cos  (p  ^yi  —  x^,     am2p(p  =  x]/!  —  x^  -X, 

aos2prp  =  X,,     sin(2j)  +  I)?;  =  xX^,    cos (2^  +  1)^  ^Yl  —  x^ X^, 
wo  X,  Xj,  Xj,  Xg  ganze  rationale  Funktionen  von  x^  sind,  so  daß: 

sin  (2p  +  l)(p,     cos  2^90,     sin  2p(pd%     cos  (2p  +  l)ipd(p 
keine  WurzelgrÖßen  enthalten. 

Mit  der  Integration  von  transzendenten  Funktionen  beschäftigte 
aich  wiederum  Fagnano  in  einer  zweiten  Arbeit^),  wo  er,  neben  den 
schon  bekannten  Integralen: 

fax         Pdas         /*  ™  ,     -  C ...  1  r  dx         C  dx 

1  .-  —  ,      I ,      lx"'äxsmx,     lx"'dxcoax,      I  —  — ,     I 

noch  einige  neue  berechnete,  nämlich: 

/  x'"  sin  logxdx,      ix^  cos  \ogxdx, 

und   zeigte,   wie   sich      -  und durch   Reihen    integrieren 

lassen. 

Daß  auch  hier  wie  sonst  überall  der  Name  Eulers  wiederholt 
vorkommt,  mag  nicht  befremden.  Von  ihm  haben  wir,  was 
transzendente  Integrale  betrifft,  vier  Abhandlungen  ans  den  Jahren 
1776—1777. 

Euler  benutzt  für  die  Integration  von: 

die  Theorie  der  imaginären  Größen.*)     Setzt  man: 

(  =  cosq^  +  i  s\nq>, 
80  ist: 


a  circulo  petuatur,  et  quarum  imiversalior  est  usus,  Nova  Acta 
enid.  1774  (publ.  1777),  p,  385—420.  Die  eiste  Abteilung  dieser  Schrift  wurde 
in  Nuova  Raccolta  d'opuecoli  scientific!  e  fliologici  XXII,  1772,  op.  11,  19  S., 
abgedruckt.  *)   De  summo  nsu  calculi  imaginariorum  in  analysi 

(177(i),  Nova  Acta  Äcad.  Petrop.  III,  1785  (publ.  1788),  p.  25—46.  —  Vgl.  oben 
S.  711. 
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sind  m  und  n  ganze  Zahlen,  so  hat  man  nunmehr  mit  einer  rationalen 
Funktion  an  tun. 

Auch  die  weit  komplizierteren  Integrale : 


tang2G)  =     ___   , g-ö;,        s  =  yi  ~  2i!^  eoa29-  +  «*, 

werden  mit  Hilfe  imaginärer  Größen  berechnet.^)    Setzt  man  nämlich: 
/-—.--—  =  arcsin^  =  x  ■}-  iy,    2  =  ii(cos*  +  i  sinö-), 

so  folgt: 

V  eos  ^  ^  -^  sin  x  [e^  +  e~  "),     ji  sin  &  =  ■J'  "os  x{^  —  e~  "'), 

woraus  sieh  x  und  ^  leicht  bestimmen  lassen;  ferner,  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  S-  konstaut  sei: 

/?^.  =  -  +  -* 

alBo: 

P  =  a;,     Q  =  y, 
Für  das  Integral^): 

X^_  /•^^'^^(.■gsinXy  +  ecoBi-y) 

WO   (&  eine  rationale  Funktion  von  tang  wy  bezeichnet,   setzt  Euler; 


y<[C0Bnqi-|-f-3!nmq> 
woraus  folgt: 


dtp -— 

2ixAl  - 


und: 
P  = 


')  De  integrationibuB  difficilHmis  quarum  iutegralia  tarnen 
aliunde  exhiberi  posannt  (1777),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XIV,  1797  und 
1798  (publ.  1806),  p.  62—74.  .  *)  De  formulie  differentialib  uB  augn- 

laribus  masime  inatioiialibaB,  quas  tarnen  per  logarithmoB  et 
arcua  circularea  integrare  licet,  M.  S,  Aead.  eshib.  1777;  Inst.  calc.  int. 
IV,  p.  183—194. 
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berecliaet,  und  aus  Pj  q  erhält  man  unmittelbar   V. 
Euler  gibt  auch  den  Ausdrucli  der  Integrale^): 


/ein  (n  +  2h  +  l)ip  sin  <f"^'-dip, 
/cosfw  +  2/i  -f  i)cp  sin  (p"''''d(p, 
/ain  (n  +  2h  +  X)<p  aoa ip''~''-d<p, 


Im  Jahre  1790  gab  Maeoherotii  den  ersten  Teil  seiner  Noten 
zu  Eulers  Integralrechnung^)  heraus.  Abt  Lorenzo  Mascheroni, 
geboren  zu  Castagneta  bei  Bergamo  am  14.  Mai  1750,  gestorben  zu 
Paria  am  30.  Juli  1800,  war  Dichter  und  Mathematiker  (s.  o.  S.  380). 
Außer  den  in  den  vorhergehendea  Abschnitten  erwähnten  Schriften 
verdankt  man  ihm  noch  einige  Werke  über  Astronomie  und  an- 
gewandte Mathematik.  Unter  seinen  Gedichten  ist  eins  allbekannt, 
Invito  a  Lesbia,  worin  er  in  erhabener,  dichterischer  Form  das 
physikalische  und  naturgeschichtliehe  Museum  der  Universität  von 
Pavia  beschreibt.  Bei  seinem  Tode  schrieb  der  berühmte  Dichter 
Vincenzo  Monti  ;Js  Nachruf  ein  kleines  Poem,  die  Masche- 
roniana. 

Aus  den  Adnotationes  entnehmen  wir  an  diesem  Orte  nur 
folgendes.     In  der  Adn.  II  bebandelt  Mascheroni  die  Integrale: 

lx"'amxdx,     f  x"'  con  xdx, 

ohne,   wie  es  seheint,   zu   wissen,   daß  sie  schon  Gtegenstaad   früherer 
Untersuchungen  gewesen  waren;  ferner  berechnet  er: 

/ ? fe'^'siubx  •  x"dx,      (e'^'oosbx  ■  x"dx. 

Jia  +  btga:)"'    J  J 

Es  werden  dort  auch  vier  Sätze  von  Gregorio  Fontana  mit- 
geteilt, welche  den  Wert  der  Integrale: 


')  Quatuor  theoremata  masime  notatu  digna  in  calc 
grali  (177Ö),  Nova  Acta  Acad.  Petiop.  VIT,  1789  (publ.  1793),  p.  22- 
')  Adnotationes  ad  Calcuium  integralem  Euleri  in  quibus 
probiemata     ab     Bulero     proposita     reeolyuntiir,      Pavia,     '. 
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J.ii,«±.iE»'    J.o.^  +  eo.. 
ergeben. 

Hierher  gehört  eine  Abhandlung  von  V.  Riccati'),  wo  er  nehen 
schon  bekannten  Integralen  auch  die  folgenden  berechnet: 

I  e"'!' sin  q<p^dip,      j  e^'''Biaq(p  Qosqfpdip,      j  e^'Pco&q^^ilrp; 

I  e^ftp"  sin qip^dif,      /t"^^ain  gy  cos  qtpdfp,      j  i^'i'fp^ cos qi,'^il(p; 

f  ^'^shqipdip,      j^f'ch.qfpdif^ 

je^'Pshqip^dqi,     j^i'sh  qip  cb  qtpdip,     j e"'!' eh. qtp'^ätp; 

I c'"''tfi'shg<pd<f;      I e^f^i'ch  q(pd(p\ 

I  e'"'(p''shq<p^(iip,     j  ^fip^  ah  q<pchq<f  dtp,     j  ^f<p''  chq(p^d<p\ 

I  e^'''Bh.qq)"'~''chq(p''ä<p. 

Merkwürdig  sind  die  Ausnahmefälle,   die   bei  den  Hjperhelfuuk- 
tionen  enthaltenden  Integralen  auftreten.     Es  ist  z.  B.: 

J  ^<fs}iq^d(p  —  -.-—^iiqshqfp  ~  qchq<p), 
je'"<'  ahqip^dtp 

=  3=_43g^Kj''-^S')^^«9''-2,'7Sshj95ch99;  +  iJ3'ch(;qn^]. 

dieRC  Formeln  versagen  aber  für  (/  =  ±  3  bzw.  (/  =  +  2^,  in  welchen 
Fällen  man  die  Integrale  auf  anderem  Wege  berechnen  muß.  Ein 
analoges  Vorkommnis  findet  für  I  i^'''s]iq<p"'~'' Ghqip"d(p  statt;  die 
Ausnahmefälle  sind: 

g—±mq,    9-'±{m  —  2)q,.... 
Murhard^)    (siehe    oben    8.  13)    integrierte    ein    transzendentes 
Differential    das  eich  in      -,--- überführen  laßt. 


')  De  quarundam  fotmularum  exponentialium  integratione, 
Comm.  Bonon.  TU,  1791,  p.  241—288.  *)  Eshiljetur  integratio  fornmlae 
valde  complicatae,  Göttingen  1796  (Festschrift  zum  Akademischen  JuMläum 
voD  Kältner). 
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Daniel  Melanderhjelm^)  {1726-1810;  aiebe  oben  S.  28)  ver- 
suchte den  Ausdruckt 

rf  r=  e"'x"-{a  +  h3;  +  --  ■)E''S''dx, 

B^c  +  fx  +  </x^-\ ,     S  =  h  +  hx  +  Ix^  -\ 

ist,  dadurch  zu  integrieren,  daß  er: 

und  insbesondere: 

setzte,  was  aber,  wie  er  anscheinend  nicht  bemerkte,  im   allgemeinen 
nicht  möglieh  ist.^) 

E.  Reihenintegration,  angenäherte  Integration. 

Die  Reihenintegration  wurde  in  unserer  Periode  um  so  häufiger 
gebraucht,  als  man  sie,  ohne  auf  deren  Znlässigkeit  zu  achten,  als 
ein  ganz  ailgemeinea  Integrationsmittel  betrachtete.  Aber  eben  darum, 
daß  eie  ohne  jedes  Bedenken  angewandt  wurde,  gab  sie  zu  keiner  theo- 
retischen Erörterung  Anlaß;  man  beschiilnkte  sich  darauf,  das  allge- 
meine Glied  der  Entwicklung  in  jedem  besonderen  Falle  zu  ermitteln. 
Wir  können  uns  also  über  diesen  Gegenstand  ganz  kurz  fassen. 

Euler  widmet  der  Reihenintegration  ein  besonderes  Kapitel 
seiner  Integralrechnung,  wo  er  rationale  und  irrationale  Integrale 
durch  diese  Methode  berechnet;  weitere  Integrale  werden  auf  gleiche 

')  Integratio  formulae  differentialis 
N'"'x'"dx  [a  +  hx-\-  ex^  +  hx"  +  Ix''  -f  etc.)  (e  +  fx  +  gx''  +  etc,/ 
(A  4-  ra^  +  ts;'  +  etc.)'', 

quantitates    vero    «,  m,  a,  6,  e,  fc,  i,  e, /",  p,  fi,  r,  t,  p,  9    quaelibet    datae 

(1708),  Nova  Acta  Aoad.  Petrop.  XII,  1794  (publ.  1801),  p.  114—124. 

*)    Sind    nämlich    B,   S    Polynome    von    den    Ordnungen    r,  5,   ho    ist   3!"R^S' 

von  der  Ordnung  m  -\-rp-\-  sq,  and  folglich  --^  /  e'^^x"'I^S'dx  von  derselben 

Ordnung,  wahrend   cc'"'^^^'''^^ S^'^'^  von  der  Ordnung: 
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Weise  an  aeaderen  Stellen  ausgewertet.  Ein  anderes  Kapitel  beschäftigt 
sich  mit  der  Entwicklung  der  Integrale  nach  Sinussen  und  Kosinussen 
vou  Vielfachen  der  Veränderlichen.  Eine  im  IV.  Band  der  Integral- 
rechnung erschienene  Abhandlung^)  betrifft  die  Reihenentwicklung 
des  Integrals  j x"'~*dx(A  +  x")';  wo  A  eine  Konstante  bezeichnet. 

Mascheroai   beschäftigt   sich   in  dem  oben  angeführten  Werke 
mit  der  Bestimmung  der  Konstante  in  der  Gleichung: 


dazu  bedient  er  sich  aber  ohne  jedes  Bedenken  divergenter  Reihen, 
was  übrigens  zu  jener  Zeit  geläufig  war.  Ferner  berechnet  er  durch 
Reihenentwicklung  die  Integrale: 

rdx  log  X         r-ix  log  X        r  _  dx 

Jyi-a;''    j    1  +  3^''    Jiogtonga:' 

Auch   mit   angenäherter  Integration   beschäftigt  sich  Eulers  In- 
tegralrechnung.    Ist: 

y  ==fxdx, 
wo  X  eine  Funktion  Ton  x  bezeichnet,  und  ist: 


X  =  a,  a ,  a  , .  ■  -, 
so  kann  man  X  als  konstant  und  gleich  Ä,  A',  A", ...  in  den  Liter- 


1)  De  resolutione  formulae  integralis  l^-^iicCA-i-a;'')''    in    ee- 

serierum  summationom  esplicantur,  M.  S.  Acad.  eshib.  1779;  Inst,  cftlo. 
int.  rV,  p.  60—77.  —  Auf  diese  Arbeit  bezieht  aicb  die  Schrift  vcm  Fuß:  De 
reaolutione  formulae  integralis  Cx"'~'-dx{A  + x")^  in  seriem  aemper 

traditur  (1797),  Nova  Acta  Aoad.  Petrop.  XV,  1799—1802  (publ.  1806),  p.  55—70, 
sowie  die  Schrift  von  Pfaff;  Obserrationes  analjticae  ad  L.  Euleri 
IuBtitutiones  calculi  imtegralis,  Vol.  IV,  Suppl.  U  et  IV  (1797),  Nora 
Acta  Acad.  Petrop.  XI,  1793  (publ,  1798),  Hist.,  p.  37—67,  wo  auch  die  folgende 
allgemeine  Entwicklung  aufgestellt  wird: 


S"'''- 
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Tailen    aa,  a'a",  a"a"\  .  . .    ansehen;    uiaa    liat    danu    annähemngs- 

weiae: 

h'^h  +  Aia-a), 

h"^h^-A{a'-a)-\-A\d--a'), 

b'"  =  b  -\-  A(a'  —  a)  +  Ä{a"  —  a")  +  A"{a'"  —  a"), 

Will  mau  eine  größere  Annäherung  erreichen,  so  kann  mau 
X=  I  Fax  setzen,  wo  F  als  konstant  in  jedem  Teilintervall  ange- 
sehen wird;  es  ergibt  sich  so: 

y  =  h  +  X^(x  -  a)  +  ^F^(x  -  ay, 

wo  X^,  F^  die  Werte  von  X,  F  für  x  =  a  bezeichnen. 

Alexis  Fontaine  (diese  Vorl.,  IH^,  S.  087)^)  gibt  ohne  Beweis 
die  folgende  Annähenmgsformel: 

Laplace  wurde  von  seinen  tiefgehenden  Untersuchuugen  Über 
Wahrseheinlichkeits lehre  zum  Probleme  geführt,  das  Integral: 

Ju'u"' .  .  .  tpdx, 

wo  M,  m',  ■ . .,  tf  Funktionen  von  x  bezeichnen  und  s,  s', . .  .  sehr  große 
Zahlen  sind,  in  eine  konvergente  Reihe  zu  entwickeln.  Die  Erörte- 
rung dieses  Problems  und  die  verwandten  Untersuchnngen  füllen  eine 
Abhandlung  von  mehr  als  130  Seiten  aus^);  wir  müssen  uns  damit 
begnügen,  die  Grundl^e  der  Laplaceschen  Behandlung  wiederzu- 
geben. 

Setzen  wir; 

y  —  y{x)  =  u'u'"'.  .  .  <p,     y{»)  =  Y, 


v(x),     v(d-)=U,     y^Ye-' 


dx  d\e       vdv  d" x  __vd{vdiv  ...dv)) 

dt  "" "'     dt^        dx'  '">     dt"  ~  rf^''  '  '  ■  ■' 

')  Memoirea  donnes  ä  rAcadömie  royale  des  scieuoes,  non  im- 

nes   dans  !eur  tetnps,  Paria  1784.  ')  Memoire  enr  ies  approsi- 

ions    des    formales,    qui    sont  fonctions  de  trfes  grands  nombres. 

Möm.  Aead,  Paria   1782  (publ.   1785),    p.  1—88,    1783   (publ.  1786),   p,  423—467; 


Oeuvres  X,  Paris  18114,  p.  207—291,  293—338. 
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wobei  dx  rechts  als  konstant  angesehen  wird,  ferner: 

^    .     t    ,-  ,    t'  UdU  ,    t'  Ud'JJdü)   , 
=  *  ^  1!  ^'  +  21  ^«r  +  3T— rf&'  --+■■■' 
woraus  folgt: 

j  j-j-ji  Fl    ,     t  dU  ,    t' d{UdU)    ,         -] 

und: 

jildx  -  UY[f-äl  +  y  i§ße-dl+:^'"'jPlk-dt  +  ...], 

WO  I  den  Nullwert  von  y  bedeutet.     Es  ist  aber: 

je-'dt-^  1,    fi"e-'dt  =  n\, 
folglich : 

Jydx=UY[l+j^+    l^-,-  +  ...J. 

9 

Setzt  man  analog: 
SO  hat  man; 

/"  ,      „_  r,  ,  du'  ,  d{u-du-)  ,      1 
Jydx  =  fj  r  [1  +  ^^-,-  +  ^^^,-  ■■  +  ■■■], 

folglich: 


«  da^^»'  da;  ^  ^  <p  dx 
so  ist,  wenn  s,  s',  . . .  sehr  groß  sind,  «  sehr  klein;  sind  s,  s', . . .  von 
gleicher  Ordnung  wie  — ,  wo  a  sehr  klein  ist,  so  ist  v  von  der  Ord- 
nung von  «,  und  -^ ,  j—^  i  ■  ■  ■  sind  ^on  den  Ordnungen  von  a^,  a^,  •  ■  -i 
was  nach  Laplace  die  Konvergenz  der  gefundenen  Reihen  sicher- 
stellt. 
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F.  Differentiation  und  Integration  unter  dem 
Integralzeichen. 
Diese  schwierigen  Fragen,   welche  den  Scharfsinn  der  gegenwär- 
tigen Mathematiker  geprüft  haben,   wurden  von  Euler   ganz  einfach 
behandelt. '^)    Ist  P,  sagt  er^),  eine  Funktion  von  z,  u,  und  Betxt  man; 

fFdz=  S, 
so  ist: 

(4)  M'^^-i:^ 

man  hat  nämlich; 

p_ös     a-p  _  i's 

woraus  (4)  folgt.     Es  ist  ferner: 

(ö)  j'sdu  -fdefpdu; 

setzt  man  nämlich: 

fsdu  -  r, 
so  folgt: 

V^-S^fpd,,     |T-_^-^-P, 

cu  J  '      dzcu       ÖS 

also: 

7-/  -fr'''- 
woraus  sich  (5)  ergibt,') 

Später  stellte  Euler  die  folgenden  Sätze  auf*): 

')  Die  Diiferentiation  unter  dem  Integralzeichen  wurde  scIioo  von  Leibniz 
getirauclit  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  281).  ^)  Kova  methodtiB  cjuantitates 

integrales  determinandi,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  XIX,  1774  (publ.  1776), 
p.  60—102;  Inst,  calo,  int,  IV,  p.  2(i0— 294.  ')  Fontaine  (a.  a.  0.)  beweist 

diesen  Satz  wie  folgt.     Es  ist: 

ß'dx  —  fiiäx^d  j'ndx, 
fft'dx'  —  fiidx^  j (ji'dx:'—  (idx)='  jd^jidx), 

d  jftdx  =  I  dljidx) 

*)  Überior  explicatio  methodi  siagulariB  nuper  expositae,  integralia 
alias  masime  abscondita  investigandi  (1776),  Nova  Acta  Acad.  Petrop. 
IV,  1786  (puM.  17BB),  p.  IT  — 54.  —  De  inaignibus  proprietatibus  formu- 
Urnm  integralium  praeter  binas  variables  etiam  earum  differen- 
tialift  cujuscunque  ordinis  involveatium  (1777),  Nova  Acta  Acad,  Petrop. 
IX,  t79I  (publ.  1795),  p.  81—97. 


andererseits  hat 


y  Google 


738  Abichnitt  XXVI. 

■    1.  Es  ist  für  jede  Funktion   V: 

Jw'" - hr'"'  fi'-ß''"'- ^Jvjy-"- 

2.  Setzt  man  V  ^^  -,    ,  <l  =  -ß- ,  ■  .  -,    ist   ferner  Z  eine  Funktion 
von  X,  y,  p,  q,  .  .  .f  und: 

Vdx  =dZ^  ?- d^  +  V'dy  +  l^df  +  l^dq  +  ■■■ 


so  folgt: 

Gr.  Vielfache  Integrale. 
Euler  ist  wohl  der  erste,  der  sich  mit  vielfachen  Integralen  be- 
schäftigte.    In  einer  im  Jahre  1770  erschienenen  Abhandlung^)  stellt 
er  vor  allem  die  Bedeutung  der  Bezeichnung   /  j  Zdxdy  fest,   wo  Z 
eine  Funktion  von  x,  y  ist,  und  bemerkt,  daß: 

ff  Zdxdy  =  F+X+  Y 

ist,  wo  V  eine  bestimmte  Funktion  von  x,  y  bezeichnet,  während 
X,  Y  willkürliche  Funktionen  von  x  bzw.  y  darstellen.  Die  Berech- 
nung von   V  kann  auf  zweifache  Weise  geschehen;  es  ist  nämlich: 

j  j Zdxdy  =  fdx  I Zdy  =  i dy  j Zdx. 

Handelt  es  sich  aber  um  die  Berechnung  einer  krummen  Fläche 
oder  eines  Volumens  (oder,  wie  man  heute  sagen  würde,  um  die  Inte- 
gration über  einen  bestimmten  Bereich),  so  muß  bei  der  Auswertung 
des  Integrales  unter  der  Form: 

')  De  formulis  integraiibua  dnplicatis,  Novi  Comm.  Aead.  Petrop. 
SiV,  1769  (pub!.  1770),  p.  72—103;  Inst,  calc.  int.  IV,  p.  416—445.  Prßilich 
hatte  Euler  anch  früher  Doppetmtegrale  betrachtet  (diese  Vorl.,  IH»,  S.  657, 
856). 
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J  dx  j  Zdy 

die  Integration  nach  tf  zwischen  solchen  Gfrenzen  erstreckt  werden, 
die,  den  Fall  eines  rechtwinkligen  Integrationsbereiches  ausgenommen, 
von  w  abhängig  aind,  und  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung 
der  Begrenzung  nach  y  ergehen.  D^egen  sind  die  Grenzen  der 
/.weiten  Integration  konstant;  sie  sind  die  äußersten  Werte  von  x, 
und  ergehen  sich  aus  der  soehen  erwähnten  Gleichung,  wenn  man 
dx  —  0  setzt;  mit  anderen  Worten,  man  muß,  wenn  f(x,y)^0 
die  Gleichung  der  Begrenzung  ist,  y  zwischen  /"■=  0  und  -^r—  =  0  eli- 
minieren und  dann  nach  x  auflösen. 

Nachdem  Euier  auf  diese  Weise  die  Grundlage  der  Theorie  der 
vielfachen  Integrale  gewonnen  hat,  kommt  er  auf  das  Problem  von 
der  Transformation.  Dazu  bedient  er  sich,  dem  Wesen  nach,  derselben 
Methode,  die  in  den  heutigen  Lehrbüchern  üblich  ist.  Er  bemerkt, 
daß,  wenn  man: 

X  =  f-]-  tm  +  uyi  —  m^,     y  =  ff  +  ty\  —  m'^  —  um 

setzt,  das  Element  der  Basis  (so  nennt  Euler  den  Integrationsbe- 
reieh),  das  früher  dxdy  war,  jetzt  durch  dtdu  dargestellt  wird.  Es 
ist  andererseits  nicht  dxdy  ^  dtdu;  aber  es  gibt  keinen  Grund  dafür, 
daß  die  statt  dxdy  einzusetzende  Größe  den  gleichen  Wert  haben 
müsse.  Um  nun  die  Transformation  auszuführen,  setze  man  zuerst 
M  anstatt  y  ein,  so  daß  y  als  eine  Funktion  von  x,  u  betrachtet  wer- 
den darf;  es  folgt  hieraus: 

(6)  dy  -  Pdx  +  Qdu. 

Da  aber  x  während  der  Integration  nach  m  als  konstant  anzu- 
sehen ist,  so  reduziert  sich  dy  auf  Qdu,  und  es  ist: 

JJ'zdxdy  ^fdxfQZdu  =fdufQZdx. 

Ersetzt  man  nun  x  durch  seinen  Ausdruck  in  t,  u,  und  ist: 

(7)  dx  =  Mdt  +  Sdu, 

so  ergibt  sich,  da  u  bei  der  Integration  nach  x  konstant  bleibt; 
ffzdxdy  ^fdufqZlidt  ^ffqZEdtdu. 

Ist  aber: 

(8)  dy  -  Tdt  +  Udu, 

80  folgt  wegen  (7)  aus  dem  Vergleich  von  (6)  und  (8): 

Castob,  Gnchloht«  dar  Muthenisllk  rv.  48 
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PTt  =^  T,    PS+Q^  Ü, 
und  hieraus: 

QU  =  EU -ST, 
also: 

ffzdxdy=J'J'z<RÜ~Sr)dtdu. 

Hätte  man  die  Operationen  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeführt, 
so  würde  sich  dasselbe  Resultat,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen ergeben;  das  ist  aber  nebensächlich,  da  es  sich  hier  nur  um 
die  Bestimmung  von  absoluten  Großen  handelt. 

Das  Problem    von    der   Transformation    der   vielfachen   Integrale 
bot  sich  nicht  viel  später  Lagrange^)  dar;   seine  Erörterungen  sind 
den  Eulersehen  sehr  ähnlich,   man  kann  aber  nicht   ent-scbeiden,   ob 
er  die  Arbeit  von  Euler  kannte  oder  nicht.     Ist: 
dx  =-  Ädp  +  Bdq  -|-  Odr, 
dy  =  Ddp  +  Edq  +  Fdr, 
ds  -  Gdp  +  Hdq  +  Idr, 
so  muß  man  beachten,  daß  man  bei  der  Berechnung  der  im  Produkte 
dxdydz  Torkommenden  Gfröße   dz  die  Größen  x,  y  als   konstant  an- 
sehen muß.     Aus: 

Adp  +  Bdi  -f-  Cdr  ^  0, 
Ddp  +  Edq  -f-  Fdr  =  0 


folgt  aber; 
also: 


BF— eis    ,  ,  CB^AF  -. 

' -äW-BD  '^'''      ^^  =  ÄF~BD^ 


folgt. 


G{BF  —  CE)  +  H{CB  —  AF)  +  1  (AE  —  BB)  . 
AE—BD  " 

Um    dann  dy   zu   berechnen,   muß  man  dx  =  dz  =  0  setzen;    es 

dr  =  0,     Ädp  +  Bdq  =  0, 
also: 

,  Bdq         ,  AE—BD-, 

äp -^- ,   <iy  =  — X —  ^^■ 

Um  endlich  dx  zu  berechnen,  muß  man  dy  =  ds  =  0  setzen;  es 
folgt: 

dq  =  dr  =  0,     dx  =  Adp. 

Aus  den  erhaltenen  Ausdrücken  ergibt  sich: 

dxdydz  =  [G^BF-aE)  +  ff{CD-ÄF)  +  HAE-BD)~\dpdqdr. 

')  Sni  l'ftttraction  des  Bphöroidea  elliptiques,   Kouv.  Mem.  Berlin 
1T73;  Oeuvres  Ifl,  Paria  1869,  p.  G19— 64B. 
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Der  absolute  Wert  der  eingeklammerten  Größe  ändert  sich  nicht, 
wenn  man  äx,  dy,  äs  beliebig  umsetzt;  es  ist  also  gleichgültig,  in 
welcher  Folge  man  sich  die  Integrationen  ausgeführt  denkt. 

Legendre')  nahm  das  Problem  wieder  auf;  er  erkannte  aber 
selbst,  daß  sein  Transforraationsprinzip  mit  dem  Lagrangeschen 
übereinstimmt. 

Kleinere  Beiträge  zur  Theorie  der  vielfachen  Integrale  sind: 

a)  Die  Eulersche  PormeP); 

\^{xä3f^''_  "^  1^  l_  -^,    ("(1  -  xf'-^Xdx, 

welche  ohne  Zweifel  aus  der  (von  Euler  freilich  nicht  angegebenen) 
Reknrsionsformel: 

/(l  -  xyXilx  =  (1  -  xffxüx  +  vf(\  -  xy-Hxfxdx 

abgeleitet  ist; 

b)  die  Frisisclien  Formeln^): 

/  dxjyiix  =  X  jydx  —  jxydx, 

jdx  \dx  jydx  =  —  lydx  —  x  jxydx  +  -  -  jx^ydx, 


Wollen  wir  die  Ergebnisse  des  vorliegenden  Kapitels  in  wenige 
Worte  zusammenfassen,  so  können  wir  sagen,  daß  unsere  Periode 
einen  nicht  unbedeutenden  Beitrag  zur  Integrationstheorie  geliefert 
hat,  da  wir  ihr  eine  große  Entwicklung  der  Integration  der 
irrationalen  und  transzendenten  Größen  und  die  Klarlegung  des  Be- 
griffes vom  vielfachen  Integrale  verdanken.  Ein  weit  wichtigerer 
Zweig  der  Integralrechnung  wurde  in  dieser  Periode  geboren,  aber 
diesem  soll  ein  besonderes  Kapitel  gewidmet  werden. 


Bestimmte  Integrale. 

Die  bestimniten  Integrale  bilden  nur  einen  speziellen  Fall  der 
unbestimmten.  Daß  sie  nichtsdestoweniger  eine  besondere  Behand- 
lung  verdieneji,   hängt   davon    ab,    daß  manche   Integrale,    die   nicht 

')  Memoire  sur  lea  integrales  doublea,  HJBt.  Äcad.  Paiis  1788 
(publ.   1791),  p.  454-486.  ')  Uberior  ejplicfttio  etc.  (s.  o.  S.  737), 
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durch  elementare  Funktionen  ausdrUckbar  sind,  sich  dennoch,  zwischen 
gewissen  Grenzen  genommen,  durch  zweckmäßige  Kunstgriffe  be- 
rechnen iasaen.  Euler  hat  sich  mit  der  bestimmten  Integration  mit 
Vorliebe  beschäftigt,  und  sein  Name  wird  so  gut  als  vollständig  daa 
gegenwärtige  Kapitel  ausfüllen. 

Zunächst  eine  kleine  Bemerkung.     Die  heutige  Bezeichnung: 

ff{x},lx 

wird  in  unserer  Periode  noch  nicht  gebraucht  (b.  o.  S.  232);  man  sagt: 
„jf{x)dx  von  a  bis  6  erstreckt",  oder:  „jflx)(lx,  wo  das  Integral 
für  X'^a  Null  ist,  und  nach  der  Integration  x  =  h  gesetzt  werden  muß". 

Eine  andere  Bemerkung,  die  allerdings  fast  überflüssig  erscheint, 
ist  diese:  Euler  behandelt  ohne  jedes  Bedenken  als  gewöhnliche 
Integrale  diejenigen,  die  wir  heutzutage  als  uneigentliche  Integrale 
bezeichnen. 

Bei  der  Unmöglichkeit,  alle  von  Euler  berechneten  Typen  von 
bestimmten  Integraleu  anzuführen,  werden  wir  die  interessantesten 
unter  ihnen  erwähnen. 

I.^)  Das  Integral; 

N^=Jx^-^dx{l  —  a:')" 
läßt,  wie  man  leicht  beweist,  die  folgende  Rekursionsformel  zu: 


H,- 

f+'. 

„-["."-ff.-. 

+  a/(l- 

x>)-]. 

Setzt  mau  daau 

I. 

-fi'-'dx 

a- 

-=:•)', 

so 

folgt  hieraus: 

^-^^ 

ji. 

-n 

" 

irt  aber  J,  _  ^--, 

folgUoi: 

7. 

3' 
t 

"               1- 

nf 

■W+: 

'9)' 

Ist  g  uneudlielikleiu, 

so  kami  man 

setzen: 

■)  Evolutio  formulae  integraIisyi/-Vai(loga;)",  integratione  a 
vaiore  a:  =  0  ad  J?— 1  estensa,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  XVI,  1771  (publ. 
1772),  p,  91  —  139;  Inst.  calt.  int.  IV,  p.  78—121. 
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3^  ^  l  -\-  g  log  X, 
also: 

es  ergibt  sich  daher: 

jx^~  1  log  x''dx  =  (-  1)"  ~;-p  - 

2.'^)  Man  erhält  durch  Reihenintegration: 
faf^-'±x'—"-'  ,1,1  1,1  1         , 

oder,  wegen  bekannter  Formeln  aus  der  Reihen  theo rie: 


.7  1  ±  a:" 


Setzt  man: 
m  =  ?.  —  a,     n^2k,     S=-    -"        ,      r=^tang~, 
so  ergibt  sich^): 


■)  De  inTöntione  integralium,  si  post  jntegrationem  variabili 
quantitati  determinatus  yalor  tribuatur,  Miscell.  Berol,  VII,  1743, 
p.  lau.  —  De  valore  formutae  integralis 


casu   quo  post   integr ationem    ponitut   z^l,   Nori  Comm.  Acad.  Petrop. 
XIX,  1774  (publ.  J775),  p.  3—29,  —  De  valore  formulae  integcalis 


casu  quo  post  integrationein  ponitur  ü^l,  ebenda,  p.  30—65;  Inst, 
caie.  int.  IV,  p.  122  —  154.  —  Siehe  auch  Lorgna,  Mem.  Soc.  It.  I.  *)  Eine 

direkte  Ableitung  dieser  Formel  findet  sich  in:  Eulei,  Nova  methodua  inie- 
grandi  formnlas  differeutiales  rationales  sine  subsidio  quantitatum 
imaginariarum,  Acta  Acad.  Petrop.  1781,  P.  I  (publ.  1784),  p.  3—47. 
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Schreiben  wir: 


ir: 


1+^ 

ao  daß  P(l)  =  S,  90  folgt: 

SP  _  x'--'"-^-\-x^*'"--^ 
dx  \  +  ^^ 

also: 


I s-j losxdx  =  I  -;-5— rfa;  --  >,—  , 

J  l  +  a;^*  *  J    dxdia  dm  ' 

besondere; 
^i\  f~^-'"-^  +  ii:'^'"'''  ,         ,         SS      /7t\s  ""21 


1  + 

und  insbesondere. 


Man  erhält  analog: 


(2)   yv-"^;!ri ,„,,,,  =  „g__(-)'_^_^ 

0  coa    ^ 

Für  (o-  0  hat  man  aus  (2): 


und  insbesondere: 


Wendet  man  auf  (1),  (2)  dieselbe  Methode  an,  und  so  weiter,  so 
kann  man  das  Integral: 


1± 
für  jeden  ganzen  positiven  Wert  von  jU  bereehnen. 


flogxdx Jt* 

0 

I,  (2)  dieselbe  Metho 

J T^7^    ^''^'"^^' 

nen. 
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Eine  Verallgemeinerung  eines  soeben  berechneten  Integrales  bildet 
das  folgende: 


Es  ist: 
S 


=  i  /^--'■""  [(1  - ^) + 1 {1  - ^r  +  1(1- ^r  +  ■■■] 

Setzt  man  aber: 
J'x"'-^dx(i  —  x")'  =  Äßc'"-'-i/x(l  —x")'-^  +  Bx"'(l  —x^'Y, 
so  ergibt  sieh  durch  Differentiation: 

4 ^ rt  „        ^ 


also: 


/  3^™-M:r(l  —  x")"-  —  — j^^   /  X'^-^dx(l  ~  x^y-''. 
Da  nun: 

j  x"'-'dx(l^ig")    "  ^ "-^ 

ist,  Bo  folgt,  wenn  man  diesen  letzten  Wert  der  Kürze  wegen  mit  A 
bezeichnet: 

j  x—'dx{l-X"f~^  =  ~~~J  x^-'dx(l-^f~'^^ 


')  De  integralibuB  quibnadam  inventu    difficillimiB  (1780),   Mem 
Aoad.  St.-Pet,  TI,  1813—1814  (publ.  1818),  p.  30—53. 
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Setzt  nrnn: 

T(t) - -f" (■  +  '^~£l§^^'- *'•+■■,   T(i) _  r, 

so  folgt: 

S- Ar, 

ferner: 

J rw  _■-«(.-«) (2 >.- m) -(»-») (j»;-»Ma „- .,) 
'ät „"-'^  +  n'fn  '     +  ,.!».S«  '     +■■■ 

-(1-(")"V"'„1, 
also: 

T_/«[(i_r)-"-i]. 

Für  l  -t"  =  u"  ist: 

/3;"rfM  =  ,  -- -, 

I  x"dx  =  ^L'^f 
I  x''<lx  ="-,,, 

fdufx^dx  =  log(M  +  1)  +  C 
folglicli: 

P)  /f.^1  -  i»e(»  +  1)  +  c- 

Die  willkürliche  Konstante  ist  unendlich;  setzt  man  aber  nachein- 
ander u  =  m,  u-=  n,  80  erhält  man: 


;5.i}  Es  ist: 


')  NoTa  methodua  quantitateg  integrales  deteiminandi,  Novi 
Comm.  Acad.  Petrop.  5IX,  1774  (publ.  1776),  p.  60—102;  Inst.  cale.  int.  IV, 
p.  260— 294.  —  Speculationes  analyticae,  Novi  Comm.  Aoad.  Petrop.  XX, 
1776  (pul)l.  1778),  p.  69—79, 
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--  dx  -  lo" 


+  1 


Ist  ailgemeiner : 

F(x)-Äx'  +  Bx."  -l , 

wo: 

A  +  li+ .  0, 

oder: 

rm  _  0, 

so  folgt: 

/tS?  -  -<  log(«  +  1)  +  SIog(|S  H-  1)  +  •  ■  ■■ 
Ein  besonderer  Fall  dieser  letzten  Formel  ist: 

/-'ToX'-  -  '"s':" + 1'  -  G)  "'S"  +  ö  >°8(»  - 1)  -  ■  ■  ■■ 

Aus  (4)  folgt  für  m  —  ir,  n-^  —  ir: 

J  logx  -ii      ^l-—ir  ° 

VVil!  man  analog   /—   , — äx    erhalten,    S'i    kann    man    iJie 

Keihenintegratioii  anwenden;  man  erhält  so'): 

/~l^" "'  =/,t + T  -  ^ + ■  ■  -fC + '"*'  >''+■■■' 


Luß,  daß  das  rechts  vorkommende  Integral  un- 
endlich ist.     Es  ergibt  sich  aber  hieraus: 


')  Es  ergibt  sich; 
es  ist  aber: 

woraus  die  im  Teste  angegebene  Formel  unmittelbar  folgt. 
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J  log.r  4       ^  l  +  {p  +  q)' 

Setzt  inau  in  (4)  »i  =  s  +  ?>,  n  =-  s  ~  ir,  so  folgt: 

/[E*  Bin  (»■  log  x)  j  .         '■ 

Die  Gieiehving  (3)  läßt  eich  auch  bo  Bchreiben: 

r-~^-==logM+C. 
J    leloga:  **        ; 

Hieraus  folgt  durch  abermalige  Integration  nach  u: 
f-ilfi'  -ßog'''"  +  C«  +  C,  -  «  log»  +  (C~  1)»  +  C„ 

0 

/x"dx  1     ,,  ,    2C-— 3    ,    ,    ^       ,    ^ 

und  allgemein: 

'^■''^  Ji£'%' '''"' '°^"  "'■  '*""" + -*■«""'+■  ■  ■  ^.->" + '*•■ 

Da  aber  die  willkürlichen  Konstanten  unendlichgroß  Bind,  so  miiß 
man  dieselben  fortschaffen;  das  geschieht  durch  zweckmäßige  Kom- 
bination der  für  n  verschiedene  Werte  Ui,tt^, . .  .,u^  von  u  geschrie- 
benen Formel  (5).     Ist  nämlich: 

f, -(«,-«■)(»,-»,)■••  (»,-».), 


BO  ergibt  sich: 
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4,^)   Von  der  Formel; 

die    einen    besonderen  Fall    einer    schon    besprochenen  Formel  bildet 
(siehe  oben  2,),  gibt  Euler  drei  Beweise,  von   denen  nnr  einer  hier 
angeführt  werden  möge. 
Setzt  man: 

so  ist: 

da-.        ^  _        dy 

loga:  =  logyT^V  =  -  [^  +  ^  +  ^  +  - . -], 

folglich: 

es  ist  aber: 

/y^''dy    _  X  ■  3-5-  ■ 

also: 

i-dxlog^ "  f—  4-  --■-*■■ 


_^2h  -1)  « 

■  6  ■■■2h        2  ' 


Andererseits  hat  man: 


nnd: 
oder: 
folglich: 


-  log  (1    +]/i  -  ^=)  =    i  2*  +  2-^,3'  +  ■  ■  -  +  C, 

,  wenn  man  s  —  0  aetzt: 


')  De  iategratiüne  fori 


/dxlogx 


Acta  Acad.  Petiop.  I,  P.  IT,  1777,  p.  3—28;  Inst,  calo,  int.  IV,  p,  154— ISä. 
Ein  anderer  Beweis  findet  sich  in  der  oben  (S.  745)  angeführten  Schrift-  De 
integtalibns  qnibusdam  etc. 
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C--l0g2, 

Setzt  man  s  =  \,  so  ergibt  sich: 


b.   Eine  Anwendung  früherer    FornieSn   ist    die   Berecbniing    des 
Integrals  ^) : 


Euler  bemerkt,  daß  die  zu  integrierende  Funktion  für  w  =  1 
verschwindet,  da  der  Zähler  durch  {1  —  xf,  der  Nenner  aber  durch 
(1  —  x)  teilbtir  ist;  es  folgt  hieraus  (vgl.  oben  unter  3.),  daß  bei 
der  Berechnung  von: 

^=/-i^l^w  +  ^-  +  '''"+-) 

+  {x"*'  +  3;*  +  =  +  "  +  x'*"-^-"  +  ■■■)! 

die    In tegrations konstante    fortfällt.      Benutzt   man   dann    die    uuteu 
(S.  760)  anzuführende  Formel: 


.  /"' 

-Uxil-x")    " 

(m 

«)(8  +  «) 
+  5  +  ")          ' 

'7- 

-'^.(1-. 

■")'"■" 

»  kann  m»n 

achreiben. 

wegen 
I 

(S): 

WO  entweder: 

ore  formu 
quo  ad  x  = 

lae    int 
=  1  est« 

.egra 

,i./- 
,  Acta  , 

•"'il»(l 

-»•)u -«>•). 

miuo   x  =  Oiia 

log  0!  (!-»■) 
Icad  Petrop.  1777,  P.  n 

(pnbl. 

1780),  p.  29— i7 

Hosiec 
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m  =  b,    p  =  a  +  c,     q  =  a, 
r: 

m  =  c,    p  =  a  +  h,     q  =  a 

6.')  Man  soll  eine  Rekuraionsformel  für  das  Integral: 


_f  ya'-Ux-f 

aufetellen,   wobei   |   eine    Wurzel    der   Gleichung  JJ  =  0   bezeichnet. 
Setzen  wir  a%emein: 


.-n 


so   ist   vor   allem   zu   bemerken,   daß  F,,   sich   direkt   berechnen  läßt; 
man  findet  nämlich: 
für  c  >  0, 

b  +  aVc 


ffll 

p  c<0, 

" 

j/c 

»i-oi  +  y.l 

2Sl  +  < 

■i') 

^0- 

1 

V- 

.1 

■        b  —  ea: 

-  aresin 

Vi' 

b 

>/!.■-«■« 

'-' 

FOhrt  man 

die 

neue  Veränderliche 

I,-I{~« 

ein 

90  ist: 

al.o' 

')■■ 

,dx 

(6) 

(„  -  -  bF,  + 

'Fl 

oder 

Fl  -  '  -f  .  + 

'0 

und 

folglich: 

-,=^=^=    ubi 
ya'-ibx  +  ca,' 

Acta  Acad.  Petrop.   1782,  P.  U  (publ.  1780),   p.  62—84.     Ein  Teil   dieser   Sckrift 
wurde  in  Inst.  calc.  int.  IV,  p,  31—36    abgedruckt    unter    dem  Titelt    De   inte- 

gratione  formulae  irtationalis    /    ,-_f-    ^_:l-'  .      ')  Die  Int^grationa- 

konstante  in  den  Gleichungen  (G),  (7),  (8)  ist  gleich  Null,  weil  beide  Seiten  für 
3!^0  Terschwinden, 
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Führt  man  dagegen  die  Veränderliche: 

/,  =  xli 
ein,  SO  ergibt  sich: 

folglich : 

(7)  i,  =  «^7^0  -  3i.Fj  +  2cF,, 
und  insbesondere: 

woraus  folgt: 

Fährt  mau   auf  diese  Weise  fort,   so  findet  man  für  jeden  Wert 
(&„  ^ p„%  +  q„- 

Das  Gesetz  der  Koeffizienten  p„,  g^  läßt  sich  folge  oder  maßen  er- 
mitteln.    Setzt  mau: 

t^  =  x"Jl, 
so  ergibt  sich : 

(U^^[ux"~'-li  +  x''~    ]^'^^j<i^ 

=  ~[na^x''-^~{2n  +  l)6x"-f  (n  +  l)cx"  +  ^']dx, 
also: 

(8)  x'^B  ^  t„^  na'F„_i-  (2,t  +  l)bF,+ (n  +  l)cl\+^, 
und  fiir  x  —  ^i 

0  =  wa^*  _,— (2«+  l')l^„+  (n  +  l)c*„,  ,, 
oder: 

woraus  folgt: 

7.  Das  Integral^); 

')  Methodue  faeilie  inveniendi  integrale  hu.jus  formnlae 

J    ^        a;^"  — 2ii;''coB*+ 1 

casu  quo  poat  integiatiouem  ponitur  vBlai=lvelx  =  fX)   (1T76),  Nova 
Acta  Acad.  Petrop.  lU,  178ö  (pabl.  1788),  p.  3—24, 


y  Google 


Beetimmte  Integrale. 


wo  ^  <  n,  wird  durch  Zerlegung  der  zu  integrierenden  Funktion  in 
einfnehe  Brüche  berechnet,  nachdem  man  bemerkt  hat,  daß  die  Null- 
werte des  Nennere  durch: 


gegeben  sind,  wenn: 

X  =  cos  (0  -\-  i  sin  R 
iBt.     Man  ändet  ferner: 


^'^"l^'^'SZ^^"^  ^'^Pr-'i 


Unter  den  interessanten  Bemerkungen,  zu  denen  dieses  Integral 
Anlaß  bietet,  möge  eine  hervorgehoben  werden.  Die  zu  integrierende 
Funktion  verändert  sich  nicht,  wenn  man  9'  durch  9  +  2kx  ersetzt, 
während  der  Wert  des  Integrales  ein  anderer  wird.  Welcher  ist,  fragt 
sich  Euler,  der  wahre  Wert  des  Integrales?  Alle  sind  es,  antwortet 
er,  denn  solche  Integrale    sind   unendlichvieldeutige  Funktionen,    wie 

sich  aus  dem  Beispiel  von    /  ~,  j^— ,  ersehen  läßt. 

8.')  In  einem  Schreiben  an  Lagrange  vom  26.  Januar  1775 
teilte  ihm  Euler  die  Formel: 


f 


^^'""^log2 

mit.     Lagrange  bewies  diese  Formel  und  legte  Euler  die  weiteren 
vor: 

J     \r>gx      j:        J^  '    y   ' 


fi 


tang 
tang  — 


')  Lagrange,  Oeiivree  XIV,  Paris  1893,  p.  241,  242.  — Euler,  Observ&- 
tiunes  in  aliquot  theoremata  illustiis  de  ia  Giange,  Opuscula  anal, 
n,  Peteraburg  nss,  p.  16  —  41.  —  Siehe  aucli:  Euler,  De  iterataintegratione 
formularum  integralium  dum  aliquia  esponens  pro  variabili  aasu- 
mitur  (1776),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  VII,  nS9  (publ.  1793),  p.  64—83. 
*)  Über  dieses  und  einige  damit  verwandte  Integrale  aiete  auch:  Buler,  Uberior 
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Die  erste  Gleichling  bewies  Euler  zunächst  durch  Reihenentwick- 
lung, dann  auf  folgende  Weise.     Aus; 

J  ?/  .7        ^        log«  ' 

folgt: 

J  ■    ^     '  y  "jTAogx 
Es  ist  analog: 

J\    ^  "- !  y   ~J  X  iogx ' 

woraus  die  verlangte  Formel  unmittelbar  folgt. 

Was   die   zweite  Lagrangesche  Gleichung   betrifft,   geht  Euler 
von  der  Relation: 


y  l  +  x»  ^  '2^.0 
nach  n,  so  folgt: 

J  U 


Integriert  man  nach  n,  so  folgt: 


setzt  man  hier  statt  Ic  ■\- n  zuerst  n  -{-  \,  dann  m  +  l,  statt  21i  beide- 
mal r,  und  subtrahiert,  so  ergibt  sich  die  gesuchte  Formel. 

9/)  Wir  begnügen  uns  damit,  die  Untei suchungen  Eulera  über 
die  Integrale: 

explicatio  methodi  BingitlariB  nuper  expoeitae,  integiaüs  aliae 
maxime  abscoadita  inveatigandi  (1776),  Nofa  Acta  Acad.  Petrop.  IV,  178Ö 
(publ.  1789),  p,  17—54. 

■)  Investigfttio    formulae    integralis     /   /,    ,      *^«  -    f'»^"   1"°  P°*'* 

integrationem  Btatuitnra;=oo,  Opusc.  an.  II,  p.  42—54;  Inat.  calc.  int.  IV, 

p.346-357.-Inveatigatioyalorifl  integralis J----^^^^3|j^,iater. 

mino  31  =  0  usque  ad  x  =  Co  estensi,  OpuBC.  an.ll.p.  55—75;  Inst.  calc.  int. 
IV,  p.  358—379, 
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J  (l  +  ^)"     J  1  —  33;*  cos  &  +  a)" 

nur  kurz  zu  erwähnen.  Mit  seiner  gewöhnlichen  Gewandtheit  faßt 
Enler  einerseits  alle  logarithmi sehen,  andererseits  alle  zyklo metrischen 
Beatandteile  jedes  Integrals  zusammen,  zeigt,  daß  die  ersteren  eine 
verschwindende  Summe  liefern,  und  berechnet  die  Summe  der  letz- 
teren; dadurch  findet  er  für  m  <ik  und  für  ni  <  2Ä;  b 


(9) 


/ 


■'^-'■dx 


(a.  o.  unter  f 


./: 


Setzt  man  ferner: 

/x'"~  dx  Aa?"         \    ji  f  ^"'~  '^^ 

30  ergibt  sich  durch  Differentiation: 


folglich  für  m  <  fc: 

J{i+x''r    \     {«-i)vj(i+^)"-' 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man  wegen 
der  ersten  Formel  (9): 

10,^}  In  einer  Arbeit  mit  dem  Titel:  Methodus  inveniendi  ete. 
behandelt  Euler   gewisse  Probleme,    von  denen  wir  eins  als  Beispiel 


')  Über  das  erstere  Integral  siebe  auch:  Mascheroni,  Aduotationes  etc. 
')  Methodus  iaveniendi  fotmulaB  integrales  quae  certis  casibus 
datam  intei  ae  teneant  rütionem,  Opuec,  au.  If,  p.  17S— -^16;  Inat.  calc. 
int.  IV,  p.  378—416. 
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Man  verlangt,  eine  solche  Funktion  v  von  x  zu  finden,   daß   für 
jeden  Wert  von  «  die  folgende  Itelation  besteht: 


S-'"''-T.VJ''- 


Wir   setzen,    der  Einfachheit  wegen,    «  =  ^  =  1    voraus.     Wenn 
die  geschriebene  Relation  gelten  soll,  so  muß  sein: 

(10)  ('x"chi  =  '"^'^l   iaf-'dv+  V, 

wo   V  eine  Funktion  von  x  bezeichnet,  die  für  a:  =  0  und  für  a:  =  1 
verBchwindet.     Es  ergibt  sich  hieraus  durch  Differentiation: 

{ii  +  b)x''dv  =  (n  +  a)x"~^dv  +  (w  +  hjdV, 

woraus  erhellt,  daß  dV  den  Faktor  a:""^  und  folglich   V  den  Faktor 
x"  enthaltsn  muß.     Setzt  man  daher: 

{n  +  b)V^x"Q, 
so  ist: 

(n  +  h)xdv  =  (w  +  ä)dv  +  nQdx  +  xdQ, 

eine  Relation,  die  erfüllt  wird,  wenn  man  aetzt: 

(x  —  l)dv  =  Qdx,     (bx  —  d)dv  =  xdQ. 

Hieraus  folgt: 

also: 

Q  =^  Cx^ix  -  1)"-% 
und: 

F=  Cx-^'H^x-l)"-", 

eine  Funktion,   die,   wenn  t  >  a,   für  x  =  0   und   für   x  =  1   wirklich 
verschwindet;  ferner: 

dv  =  ^^  =  Ox'ix  -  ly-'^-^dx. 
Die  Rekursion aformel  (10)   wird  also: 

Ix''  +  "{X  —  1)''~''~'(^,K 

woraus  folgt: 
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jx"-^"{x  —  lf'-''-'dx=-  '    .  "    ix"  +  "-'(x  —  V)''-''-'dx. 

Das  Problem   läßt   sich   in  zweifacher  Richtung  verallgemeinern, 
indem  luao,  sich  entwedei'  die  Relation: 

oder  die  Relation: 

(U)     (ßH  +  a)fx"dv  =  (pn  +  V)j'x''^'dv  +  (yn  +  c)  fx'^+'dv 

vorlegt.  Beide  Fragen  werden  von  Euler  in  der  angeführten  Ar- 
beit berücksichtigt;  die  zweite  läßt  eine  Anwendung  auf  die  Theorie 
der  Kettenbrüche  zu.     Ist  nämlich  der  Kettenbruch: 


gegeben,  und  läßt  sidi  ein  Integral: 

ermitteln,  welches  die  Gleichung  (11)  erfüllt,  so   ist: 
11.^)  Zur  Berechnung  you: 


ß'ii-. 


gibtEuier  fünf  Methoden,  auf  welche  wir  einzugehen  nicht  für  nötig 
halten. 


')  Evolutio  fori 


.t.B,.H.  I'.>.{:rh  +  v^.)  *  '- 


ic  =  0    ueque    ad    x  =  l    exteneae  (1770),    Nova  Acta  Acart.  Petrop.  IV,  nSG 
ipubi.  1789),  p,  3—16. 
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12.')   Durch  Differentiation  und  Integration   unter  dem  Integral- 
eichen  berechnet  Euler  die  Integrale: 


Ja       x'     '    ,1  Ax\agx' 
h^~x~v  log  *d*        fy'  —  x-''     dx_ 


3;"  +  2  cos  9-  +  x~ 

r"(i+x-), 
«■+(f +-■.)  +  » 


13.     Eine   Verallgemeinerung   der    BOgenannten    Betafunktion 
(diese  Vorl.,  IIP,  S.  653)  /i»-'(l  -  i)<-'.irc  bildet  das  Integral: 


welches  sieh  auf  das  frühere   für  «  =  1  reduziert.     Diesem  Integrale 
widmet  Euler  drei  Abhandlungen.^) 


')  Innumera  theoreinata  ciica  formulas  integrales  ([uarntn  de- 
moEBtiatio  vires  analjseos  superare  Tidetur  (17T6),  Nora  Acta  Acad. 
Petrop.  V,  1787  (ptiW.  1789),  p,  3—26.       *)  Observationes  circa  integralia 

formularuiu  J  a^"^<ix(l— ic")"        pOBito   post   integiatjonem   a;  =  1, 
Mise.  Taur.  III,  1763—1705  (publ  1766),  P.  U,  p.  166—177.  —  Gompatatio  va- 

loram    formulae   integralis     /  -„-, -3^-^-^-  &  termino  x  =  0   nsque  ad 

a;  =  l    sstensae,    Nova    Acta   Acad,  Petrop.  V,  1787  (publ.  1789),    p.  86-117; 
Inst,  calc.  int.  IV,  p,  29Ö— HEÖ.  —  Additamentum  ad  dissertationem  prae- 

„-— — — -^  ab  a:  =  0 

ad  x^l  extensae,  NoTa  Acta  Acad,  Petrop.  V,  1787  (publ.   17B9),  p,  118  bis 
129;  Inst,  calc,  iat.  IV,  p,  3^6—337. 
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Es  ist  vor  allem  zu  bemerken,   daß   man  p  und  g   kleiner  ala  » 
machen  kann  vermittels  der  Formeln^): 

(12)  [^p  +  M,  g)  =  ^-J-^  {p,  q),      (p,  2  +  «)  =  ^  |-g  (J>,  ?); 
ferner  ist: 

(13)  (P,  S)  -  (ä-  P),     (Pt  n)  =  |->     («,  5)  =  -J  ■ 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  ersten  Formel  (12)  ergibt  sich: 

(P,  <l)-'-f(n  +f,  1)  -'P'4-^\^'+P,  ',)-■■■ 


_p+% ^j-p+_i . , .  J"  +y  +  9 


3  J  =  oo.     Desgleichen  i 


((j+  l)«+ft  ä), 


0-,  9)  - '-+-' "  !;t '  ■  ■  ■  '">-;! '  (<i + «» + >-. «). 


')  Die  Fonnelü  (13),  (13)  lasBen  sieh  folgendermaßen  abieiten.     Es  i 
{p  +  n,  5)  +  (P,  3  +  «)  =    /  U  +  "-ni  -a;")~  +  ^^"'(l  -*")"] 


=  J  ^-'(l-^"}"'  [x"  +  (l  -a:»)]  rf:e  =  (j),  a), 
—  9(j)4-«,  5)+j)(j>,  5  +  n) 

«■orauB  sich  die  Formeln  (13)  uamittelbar  ergeben, 
Setat  man  femer  it3  {p,  g): 

60  folgt  nach  einfachen  Umformimgen : 

(ii.  a)  =  — J /"'(i -y")  "   «^y— J  y'^Hi  — /)  "   tJj/ -- (s. y)- 

Endlich  ist: 


,  Google 


760  Abschnitt  XXVI. 

also: 

woraus  die  Relation: 

(..,(>)__       {a.c) 
(«  +  c,  6)        («  +  6,  c)  ' 

unmittelbar  folgt,  die  zu  eintr  Fülle  von   weiteren,  hier  nicht   anzu- 
führenden Beziehungen  Anlaß  gibt. 

Daa  Integral  {p,  q)  läßt  sich  durch  eine  konvergente  Reihe  aus- 
drücken; es  ist  nämlich: 

(p,  q)  -ß'~'il  +"-7,--'^"+'^-^',7,''^"+-  ■  ■)<'' 

Lp  ^    »    »+P+    «      2«    i„+p^      J, 

Es  ist  aber  TOn  Interesse,  eine  rascher  konvergierende  Reibe  zu 
erhalten.     Dazu  muß  man  heaeliten,  daß; 


'vi 
f  ,^        r 

—Jx'''{l—x')  '   dx-j!t'-'(l—if)  •    dy') 

V}  ^^_  h 

-Jxr-'il  -  X-)  '-'dx  +Jj'-'(1  -  !/")   ••"  il) 

_  J_r_L  ,"'-_!  _l_,«-^2»-j_l 1 

yirip^     2«     n'+p^     in         in     2»  +  p^         J 

1     n    ,'}^p_l_    ,'--P"—r   _>:_,...] 

')  Der  Wert  von  f'  ^'  war  von  Euler  schon  im  1-  Bande  seiner  Integral- 
(r,  gl 
rechnung  angegeben  worden,        *)  Siehe  die  vorletzte  Anmerltung. 
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worin  die  Glieder  der  beiden  Reihen  rascher  abnehmen  als  diejeniiren 
der  Reihe: 

14.')  Man  erhält  durch  partielle  Integration: 

es   ergibt   sich   aber   dnrch  wiederholte  Anwendung   der  l'Hospitat- 
sehen  Hegel; 

j  ( 1*^8  -^j  dx  ^11  j  (log  —  1       dx, 


woraus  folgt: 


\  dx  ~n\ 
15.^)  iBt: 
*  =  «0  +  «I  eos  9)  +  Oj  cos  2  gi  +  ■  -  ■  =  i(|  +  ?ii  cos  ip  -\- b^  cos  (p^  +  ■  ■  - , 
so  findet  Euler  durch  Berechnung  des  Integrales: 

/cOS^gj  COB  qi'^dfp 

die  Beziehung: 

V/O  k  —  h  oder  !c  =-  h  —  1,  je  nachdem  Ä  — ■  0  oder  Ä  >  0  ist. 
16.^)  Mao  findet  leicht: 

')  De  vero    valore   fotmulae  integralU     /  ria;  Aog  M"    a     termino 

3;=0  nsque  ad  terraiimm  x  =  l  estensae  i,1776),  Nova  Acta  Acad.  Petrop. 
Vin,  1790  (publ.  1794),  p.  15-31.  *)  DiBquiaitio  ulterior  de  aeriebus 

secundum  multipla  cujuatiam  anguli  progredientibuB{1777),  NovaActa 
Acad.  Petrop.  XI,  1793  {publ.  17ö8),  p.  114—132.  »)  Theorema  maxime 

/<ivcos:la> 
TXT ,  M.  S, 
{I  +  o'-2«coBcpr  +  '' 

Aead,  exhib.  1778;   Inst.    calc.  int.  IV,    p.  194  —  217.    —    Diaquisitio    con- 
jecturalis      super      formula      integraU       /V+|^os">"  '      ^^    ^'    ■*-'^^'^- 
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J  ß  -I-  ß  coa  cp         >/«>  -  ß«  «  4-  ^  coa  q) 

also: 

J.+  Pcoaq.  |/„-._>' 

und  hieraus: 

wo: 

A  =  l  +  «'— 2a  cos 9D. 

Es  ist  ferner  identisch: 
woraus  durch  Integration  folgt: 

j  I  COB  q)^  _  1  +  q'  ,    _  _"_  ^      '"' 

-''^7     "Ä  2»     ^0      2Ö       1-a*' 

Man  kann  demnach  vermuten,  es  sei  allgemein: 


Diese  Formel  läßt  sich  auf  folgende  Weise  bestätigen.     Nehmen 
wir  an,  es  sei: 

Man  hat  identisch; 
cosAgjrfg^  =  (1  +  oF)  --  x~^  —  2a------.    ---- 

^  (.1  +  a  ) ^ a -^ a  — ^-         , 

und  hieraus  durch  bestimmte  lutegration  von  0  bis  n: 

0  =  (1  +  (iä}Jj-«7^^,-«7j_,, 
oder: 

eihib.  1778;   Inst.  calc.  int.  IV,   p.  217—242.  —  Demünstratio   theorematis 
inaignis  per  conjecturam  eruti,  circa  integrationem  formulae 


M.  S.  Acad.  eshib.  1778;  Inst.  calc.  int.  IV,  p.  242—259. 


/dffi  cos  if 

259. 

Hosted  by  V^jOOQIC 
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Diese  Formet  ist  aber  nur  ein  besonderer  Fall  einer  anderen,  die 
Euler  durch  Induktion  beweist: 

17.^)   Ein    geometrisches    Problem    führte   Euler   zu   den   Inte- 
gralen : 
.    ..  ÄoBfpd^         ßia  ipd<p 

J  Vi  ~'  J  rt 

Die  Berechnung  derselben  gründet  er  auf  die  später  hIs  Euler- 
sehes  Integral  zweiter  Gattung  bezeichnete  Funktion: 

ß''-^e-'dx^  r{n). 


Man  findet  leicht  die  Rekursionsformel: 

(15)  r(»  + 1)  -  »r(»); 

es  ergibt  sich  ferner  durch  die  Substitution  x=  ky: 

Die  Größe  k    darf  nicht  negativ,    wohl  aber  imaginär  sein.     Ist 
dann  k  =-  p  -^  iq,  und  setzt  man: 

p  ^  r  cosa,     q  =  r  sin  a, 
oder; 

r^yp^+q^,     ß  =  aretg^  , 
Bo  folgt: 

ly"    '■e-"i'[<:osqy  +  t  sin  qii)dij  =  --->-'=     ' /(cos«k  +  tsinna), 

J  (p  +  iq)  r 


=  00    eitenaorum,   M.  S.    Acatl.    exhib.    1781;     Inst.   calc.   int.   IV,    p,   337 
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(16) 


(r- 

hj'"'-c~^'' smqyay ''-^     „   sin  hk. 

Um  die  Intpgrale  (14)  zu  erhalten,  muß  man  hier  setzen: 
»-i,     P-O,     q-l, 


beachtet  man,  diiß: 
ist^),  so  folgt; 


.•-1,  «--, 


Man  hat  allgemeiner: 


Nimmt  mitu  in  (16)  «  =  t 
bezeichnet,  und  bemerkt  man, 


e  unendlichkleine  Größe 


')  Kuler  hat  die  Formel; 
»ngegelien  (diese  Vorl.,  III',  S.  666).     Setzt  man  3;  =  e~',  ao  folgt  hieraus: 
und  daher,  wegen  Formel  (15)  im  Teste: 

r(;)  =  y.. 
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rw_ir(i  +  „)-ir(i)_i, 

COS  w«  -=  1,     smeiffi  =  oß  =  co  arctg  ■  , 


so  erhält  man: 

/- 

für  j,  -  0,  5  -  1 

l  ergibt  sich  aus  der  letzten  Formel; 

Aina,ä.  _   ,   ^ 

I8.>)  Ist: 

{l+x  +  n'y-  ^a„,A 

SO  sucht  Euler    die  Koeffizienten  a^,^  durch  bestimmte  Integrale  ana- 
zudrücben.     Er  findet: 

(t„^  =  —  I  (1  -f  ä  cosq^)"!^^, 
In,  ™  + 1  —  "■     /  (1  +  -  cos  lj^)"  coB  9J(?(p, 
a„_  „  +  s=  -  -  j  (1+2  cosfp)" cos 2 <pd(p, 


Hieraus  ergibt  sich: 

1     /'    i^aosrifdip             •sr^                  ^.^ 

«^1-^-2^00.^      Z.-    "•"^^            yi- 

i—x—yi  —  2  X  ^^x" 

so  läßt  sieh  die  erhaltene  Formel  folgendermaßen  schreiben: 

')  Disciuisitiones  analytioae  super  evolutione  poteatatia  tri- 
nomiaüs  (l+ai  +  a;*)"  (1778),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XIV,  1797—179« 
(publ  1805),  p.  75—110. 
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/coar<fidip         _^    w 
1  — 2!'cos"^-+b'  ~  1  - 


Einen,  wenn  auch  unvergleichlich  kleineren,  doch  nicht  unbedeu- 
tenden Beitrag  zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  lieferten  auch 
andere  Schriftsteller. 

Landen'}  stellte  einige  bekannte  Integrale  durch  unendliche 
Produkte  dar,  und  giib  neue  Methoden  zur  Berechnung  von  zwischen 
bestimmten  Grenzen  genommenen  Integralen  vom  Typus: 


/- 


Laplace^)  begegnete  im  Laufe  seiner  Untersuchungen  über  Wahr- 
scheinlich ke  italehre  dem  Integrale: 

Dieses    Integral   verschwindet  für   ein    ungerades  »w;    man    kann 
daher  m  =-  2«  setzen,  in  welchem  Falle  man  hat: 

Es  ergibt  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  für  r  =  1 : 

Um  dieses  letzte  Integral  zu  berechnen,  geht  Laplace  von  dem 
Doppelintegrale : 

aus.     Integriert  man  zuerst  nach  s,  so  ergibt  sich: 

by  whieh  manj  such  areas  may  be  compared  as  have  not  yet  ap- 
peared  to  be  comparable  by  any  other  method,  Phil.  Trana,  LVUI,  1768, 
p.  174— 180.  —  Some  oew  theorems  for  Computing  the  areaa  of  certain 
curve  linea,  ebenda  LX,  177Ü,  p.  441—448.  *)  Memoire  sur  les  probabi- 
Htes,  M^m.  Acad.  Paris  1778  (publ.  I78I);  Oeuvren  !X,  Paris  1893,  p-  381—485. 
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setzt  man  dagegea  uYs^t  unii  dann  s  =  s'^,  ao  folgt: 


J- 


-''-._.=  ie"  ^  •  ie-'^dt  =  2  IC  ds  ■  je' 


Für  r  =  2  hat  man : 


■J  *      -J 

ß.*'e-dt-'-^^^^>  f'e-'-dt, 
BO  daß  alles  auf  die  Bestimmung  von; 

j'e-"dt  =  C,    j't^e-*'dt=C 
ankommt.     Es  ist: 

man  erhält  andereraeits  durch  die  Substitutionen  UY  s  ^  t,  s  = 
J_   i-^-  je-'dt-i  ls''e-"ds  ■  je-'-dt-iCC, 


7  r- 

cc- 


»w 


and  die  Berechnung  des  einen  dieser  Integrale  auf  die  des  anderen 
Äurückgeftilii-t  wird.  Es  ist  aber  unmöglich,  jedes  der  beiden  Inte- 
grale durch  elementare  Transzendenten  auBzudrücken. 

Nieolaua  Fuß  (geborep  zu  Berlin  1755,  seit  1773  Hilfsarbeiter 
des  damals  schon  erblindeten  Euler  zu  Petersburg,  später  Mitglied 
und  Sekretär   der   dortigen   Akademie   und   General achuldirektor     ge- 
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sterben  daselbst  1826)  gah  zwei  Methoden^)  zur  Berechnuncr  < 
duktcB : 


Friedrieh  Mallet  (s.  o,  S.  129)^)  berechnete  auf  einem  neuen 
Wege  das  schon  von  d'Alenibert^)  betrachtete  Integral: 

Giovanni  Fraueesco  Giuseppe  Mali'atti,  geboren  1731  zu 
Ala  in  Tirol,  gestorben  1^07  als  Professor  au  der  Universität  zu 
Ferrarn,  widnaete  eine  lange  Abhandlung^)  dem  Integral: 


welches  er  in  das  rationale  Integral: 

durch  die  Substitution  x  =  y'"  überführte.     Die  Integration  geschieht 
dann    durch  Zerlegung  in  einfache  Bruche. 

Mascheroni^)  gab  einen  neuen  Beweis  von  der  Formel: 


tenduntur,  Acta  Aead,  Petrop.  1778,  P.  II  (publ,  1781),  p.  111— ISi. 
-i  Disaertatio  integrationem  formulae  a  D'Alembertio  propoeitae 
Bietens,  ciuam  praeaide  F. Mallet ...  publico  eiamini  sitbjicit  Carolua 
D;etherieiiBHierta,Up3&lal781.  ')Eech.  Bur  te  syst,  du  mondeIII,p.  16(5. 
')  Essaj  analytique  a-ai  I'intögration  de  deui  forraules  diffe- 
rontielles,  et  aur  la  aomme  günörale  des  söries  harmoniques  ätermes 
vationneU,  Mdm.  Acad.  Turin  17S8— 178U  (publ.  17D0),  p,  63—112. 
*)  Adnotationes  etc. 
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Fontana^)    berechnete   einige   von  0  bis        erstreckte  Integrale. 
Nachdem  er  gezeigt  hat,  liaß ; 


/  log  sin  xd%  =  /  log  cos  xdx, 


geht  er  von  der  bekannten  Relation: 

sin  X  4-  sin  -  a:  -|-  sin  3^  +  ■  -  -  =       cotg  - 

aus,  die  gliedweise  integriert  wird;  dadurch  ergibt  sich: 

cosa:  +      cos2ic  +      cos  3^  -j-  ■  ■  ■  =  —  log  sin  - —  G, 

und    die  Konstante   C   wird    durch    Einsetzung    von    x  =  %    bestimmt, 
was  ergibt: 

C-  I   --■-   +y =  log2. 

Es  ist  also,  wenn  man  2x  statt  x  setzt: 

eoe2a:  +    -  cos4x  +    -cosOj"  -|-  -  ■  •  =  —  log  sin  ,t  —  log:?. 

Integriert  man  nochmals,  so  erhält  man: 

— 1  siD2x  +        ,  sin4a;  -j-  ^-.ts  sin 6a:  4-  ■  ■  • 

^  ~  jlogs'mxdx  —  X  log  2  +  C; 

erstreckt  man  von  x  =  0   bis  j:  =  — ,  so  folgt: 

f  logs'mxdx  =  ~    -log 2, 
also  auch: 


/  logcosxi^a:  =  —  -^^  log 2. 
Hieraus  ergibt  sich: 


')  Ricerehe  sopra  divers:  puoti  concernenti  l'a 
ale   e   la   sua   applicazione   alla  fisica,  Pavia  1793. 
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flogsecxdj;  =  jlogcosecxdx  =  "  log2, 
jlogtangxdx  =  jlogcotgxdx  =  0. 


Es  wäre  wohl  angemessen,  dieser  kurzen  Zusammeiistellung  der 
in  unsere  Periode  fallenden  Untersuchungen  Über  bestimmte  Integrale 
eine  Kritik  derselben  folgen  zu  lassen;  wir  verzichten  aber  darauf, 
da  die  Bedenken,  zu  denen  diese  Untere uebun gen  Anlaß  geben,  meistens 
von  so  elementarer  Natur  sind,  daß  sie  für  einen  sachkundigen  Leser 
keiner  besonderen  Erörterungen  bedürfen. 


Analytische  Änweiidangen  der  Inflnitesimalreclmaiig. 
1.  Maxima  und  Minima. 

Die  Aufsuchung  der  größten  und  kleinsten  Werte  der  Funktionen 
bildet  eins  der  Hauptprobleme,  denen  die  Infinitesimalrechnung  ihre 
Entstehung  verdankt.  Für  uns  bietet  diese  Frage  ein  besonderes 
Interesse  darum  dar,  weil  sie  den  Gegenstand  der  ersten  Schrift 
Lagranges  bildet,  derjenigen  nämiich,  welche  den  Beginn  unserer 
Periode  bezeichnet.  Bevor  wir  aber  diese  Arbeit,  die  sich  auf  Ex- 
tremwerte der  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  bezieht,  besprechen, 
wollen  wir  die  wenigen  erwähnen,  die  sich  mit  Extremwerten  der 
Funktionen  einer  einzigen  Variabein  beschäftigen. 

Diesem  Gegenstand  ist  fast  ausschließlich  die  erste  Hälfte  eines  schon 
oben  (S.  675)  besprochenen  Büchelchens  von  West*)  gewidmet.  Der 
Verfasser  bemerkt,  daß  man  die  Extremwerte  gewöhnlich  durch  Nnll- 
setzuEg  der  ersten  Flusion  erhalt;  da  aber,  fährt  er  fort,  der  Grund 
dieses  Verfahrens  nicht  so  leicht  zu  verstehen  ist^  so  mag  wohl  die 
hier  vorgeschl^ene  Methode  eine  günstige  Beurteilung  finden.  Dar- 
auf läßt  er  eine  Reihe  von  20  Problemen  folgen,  deren  14  erste  nach 
dem  common  way  und  nach  dem  new  way  gelöst  werden,  während 
auf  die  sechs  letzten  nur  die  neue  Methode  angewandt  wird.  Wir 
führen   als  Beispiel    das   zweite  Problem  an.     Eine  Strecke  AB  soll 
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in  C  derart  geteilt  werden,  diiß  A  C  •  ÜB  größtmöglich  sei.  Setzt 
man: 

AB  =  a,    A(J=-x,     OB  =  y^a-x, 

so  hat  mau  nach  der  gewöhnlichen  Methode  die  Fluxion  von  3:(«  — 3)^ 
gleich  Null  zu  setzen,  woraus  sich  ergibt: 

0  ^  (a  —  xfx  —  2{a  —  x)xx  =  («  —  x){o  —  dx)x, 

Oller  r  =  ^  Dasselbe  Resultat  erhält  man  durch  folgende  SchluB- 
weise  Lassen  wir  den  beweglichen  Punkt  C  von  A  nach  B  gehen. 
Das  Piodukt  ij/^  nimmt  zu  solange  das  Verhältnis  des  Zuwachses 
■von  1  zu  a  das  "\  eihaltnis  der  Verminderung  von  y^  zu  1/'  übertrifft; 
da^  Maximum  kommt  aKo  dann  vor,  wenn  diese  beiden  Verhältniste 
einander  gleich  sinl    wenn  nämlich: 

ist.  Es  ist  aber  ic  =  y,  da  der  Zuwachs  von  x  der  Vennindemny 
von  y  gleich  ist,  folglich  y  —  2x,  und  hieraus  wie  oben  a;  =  -  ■■ 

Daß  diese  Methode  im  Grunde  keine  Neuheit  darbietet,  erkennt 
West  selbst  in  einem  Seholium  zum  14'^"  Problem,  wo  er  sagt,  die 
von  ihm  als  neu  gegebene  Methode  sei  freilich  schon  früher  von  an- 
deren angewandt  worden,  niemand  aber  habe  den  Grand  derselben 
so  klar  auseinandergeselzt  als  er  selbst.  Daß  aber  die  neue  Methode 
einen  Rückschritt  bildet,  ist  kaum  nötig  zu  erwähnen;  wä,hreiid  näm- 
lich die  Infinitesimalrechnung  darauf  gerichtet  ist,  mechanische,  all- 
gemein gültige  Regeln  für  die  Auflösung  der  verschiedenen  Probleme 
zu  liefern,  nötigt  uns  West,  eine  besondere  Gedanken  folge  für  Jeden 
besonderen  Fall  zu  erfinden,  Emen  ähnlichen  Irrtum  würde  derjenige 
begehen,  der  sich  bei  geometrischen  Problemen  des  Gebrauches  der 
analytischen  Geometrie  enthalten  und  die  Geometrie  der  Alten  be- 
ständig anwenden  wollte. 

In  seiner  Dissertation:  De  minimo  in  reflexione  a  curvis') 
bestätigt  Kästner  die  Behauptung  von  Robert  Smith  (diese  Vorl., 
Ul%  S.  377),  daß  die  Reflexion  auf  einem  Kreise  auf  vierVi^egen  ge- 
schehen kann.  Es  seien  nämlich  G,  H  (Fig.  80)  zwei  gegen  einen 
Durehmesser  AB  des  Kreises  symmetrisch  liegende  innere  Punkte, 
und  man  ziehe  durch  die  Punkte  G,  H  und  den  Mittelpunkt  C  einen 
zweiten   Kreis,    welcher   den    ersten  Kreis   in  E,  F  schneiden    möge; 

')  DisBertationftB  mathematicae  et  physicap,  Altenbui^  177i, 
IKaa,  III,  p,  23—27. 
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dann  werden  die  Strahlen  GA,  GB,  GE,  GF,  wie  sict  leicht  nach- 
weisen läßt,  bezieh ungsweiBC  in  AH,  liH,  EH,  FH  reflektiert.  Für 
die  Punkte  A,  B  ist  der  Weg  ein  Maximum,  fttr  die  Pnnkte  E,  F 
ein  Minimum, 

Pontan»  widmet  die  elfte  seiner  Disqnisitiones^)  der  Theorie 
der  Masima  und  Minima,  fügt  aber  dem  Hchon  bekannten  nichts  Neues 
hin/n. 

Dasselbe     läßt     eich     von 
einer   Abhandlung   von   Frisi^) 


Es  ist  wohl  hier  der  Ort, 
zwei  kleine  Schriften  von 
Andreas  Hnlten')  (geboren 
zu  Suaflnnd  in  Schweden  1767, 
Professor  der  Mathematik  und 
Astronomie  und  dann  der  Theo- 
logie an  der  Universität  zu 
Upsala,  gestorben  daselbst  1831) 
zu  erwähnen,  deren  Inhalt  aus 
dem  Titel  selbst  erhellt. 

Die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Funktionen  von  meh- 
reren Veränderlichen  war  zuerst  von  Euler,  aber  nur  unvollständig 
behandelt  worden  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  769 — 770).  Es  war  Lagrange 
vorbehalten,  die  Auflösung  des  wichtigen  Problems  wesentlich  zu 
fördern.  *) 

Es  sei  Z  eine  algebraische  Funktion  von  (,  h,  .  .  .,  und; 

dZ  =  pdt  -\-  qdu  -|-  ■  ■  -. 

Unerläßlich  für  jeden  Extremwert  ist  bekanntlich: 


Pavia  1780.  =)  De  quantitatibua  maximis,  minimiB,  isoperimetricis, 
Atti    Accad.    Siena   VI,  1791,   p.  lai— 159,     Die  frähere   Arbeit  von    Frisi:    De 

metrica,  Atti  Accad.  Sieiia  IV,  1771,  p,  15— -30,  ist  reia  geometriBchen  Inbaita; 
auf  dieBe  Ledeht  sich  ein  Brief  lon  V,  Riocati  in  N.  Racc.  d'opuscoli  scient, 
e  filol.   XXX,   1776,  op,  DI,  p.  1—7.  ')  Dissertatio  de  aequationibuE 

ladices  aliquot  aequales  habentibu«,  Grejfswald,  P,  I  1793,  P,  II  1796. 
P.  m  1797,  —  MethoduB  Huddenii  de  maximis  et  minimis  cum  c»!- 
oulo  fluxioBum  comparata,  OreifBwald  1797,  ')  Reolierelies  aur  la 

methode  de  maximiB  et  miniraiB,  Mise,  Taur.  I,  1769;  Oeuvres  I,  Paris 
1867,  p,  3— ao. 
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oder: 

pdi  -\-qdii-\ =  0. 

Da  aber  diese  BezieliuDff,  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Ver- 
änderlicheü  t,  u,  .  . .,  für  jedes  Wertsystem  von  dt,  du,  .  . .  bestehen 
muß,  so  folgt: 

J'  =  </  = =  0, 

ein  Gleichungs System,  das  die  gesuchten  Wertsyat«me  t,  n,  . .  .  liefern 
wird. 

Man  muß  aber  auf  das  zweite  Difl'erential  d^Z  acht  geben.    Ist: 

dp  =  Adt  +  Bdu  +  -  -  ■,     dq  -  Bdt  +  Cdu  +  ■  ■  ■,  ■  ■  ■, 

so  folgt: 

d^Z=  Ade+  2Jidtdii+  Cdii,^-\ . 

Hat  man  mit  einer  einzigen  Veräuderlichen  zu  tun,  so  hat  d^Z 
das  gleiche  Vorzeichen  wie  A,  und  man  hat  ein  Minimum  oder  ein 
Maximum,  je  nachdem  J.  <  0  ist. 

Bei  zwei  Veränderlichen  kann  man  schreiben: 

d^Z-  Adf+2Bdtdii-\-  Cdu''=A(dt+  ^  du^  +  (C  -  ^^"j  du\ 

Hier  muß,  wegen  der  Unabhängigkeit  von  di  und  du,  jedes  Glied 
rechts  für  ein  Minimum  oder  für  ein  Maximum  positiv  bzw.  negativ 
sein:  es  folgt  dann  flir  ein  Minimum: 


J  >  0,     C  - 

T>". 

oder: 

U) 

^  >  0,     V  >  0, 

ÄC> 

für  ein  Maximum: 

Ä  <  0,    c  - 

r<». 

oder: 

(2) 

A<0,    C<0, 

ÄC> 

Hat  man  drei  Veränderlichen  t,  ii,  v,  und  ist: 

dp  =  Adt  -\-  Bdu  +  Ddv, 

dg  =  Bdt  +  Odu  +  Bdv^ 

dr  =  Ddt  +  Edu  +  Fdv, 
■>  folgt: 

d'Z  =  Ade  +  2Bdldu  +  Cdti''  +  2ndldv  +  2Edudv  +  Fdt^ 

=  ^  (f//  +  -^  du  +  ^\  dv'j'  +  a  {<lu  +  \  dv)^  +  (c  -  ^)  dv', 

60' 
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Es  ist  also  für  ein  Miairaum: 

^  >  0,     n  >  0,     ac~b''>  0, 
oder: 

(3)  AX),    CA>B\    (CA-B^)iFA- D'}>{EA-BDy, 
woraus  folgt: 

(4j  ^>0,     C'>0,    F>0,    CA>J?,    FA>D\ 

Diese  letzten  Bedingungen  siod  aber  mit  den  (3)  nicht  gleich- 
bedeutend, wie  es  gleich  daraus  erhellt,   daß  E  in  (3),   nicht  aber  in 

(4)  vorkommt;  Lagrange  unterläßt  nämlich,  die  weitere  Bedingung: 

FC  >  E^ 

hinzuzufügen,  welche  der  Symmetrie  wegen  ersichtlich  hinzutreten 
muß  und  sich  auch  wirklich  ans  (3)  ableit-en  läßt.^) 

Nachdem  Lagrange  einige  Worte  der  Ausdehnung  seiner  Unter- 
suchungen auf  Funktiiraen  einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränder- 
lichen gewidmet  hat,  fügt  er  einige  Bemerkungen  hinzu,  die  insofern 
zweckmäßig  sind,  als  seine  Theorie,  wie  er  denkt,  ganz  oeu  ist  {„comme 
je  crois  cefcte  theorie  entierement  nouvelle  .  . ."). 

Ist  Z  eine  Funktion  der  zwei  Veränderlichen  t,  u,  so  kann  man 
2  als  die  Ordinate  einer  Fiäche  ansehen.  Die  der  Annahme  m=  const. 
entsprechende  Gleichung  (iZ  =  j)(?f  stellt  alle  Schnitte  der  Fläche  dar, 
die  in  den  der  ?J?-Ebene  parallelen  Ebenen  liegen;   für  p  =  0  erhält 

')  Setzen  wir: 

CA  —  B'=^a\     FÄ  —  D''=^ß\     o>0,     (J>0, 
so  wird  die  letxte  Ungleicliung  (3): 

,,'ß'>(EÄ-BD)\ 
woraus  folgt,  wenn     p     den  absoluten  Betrag  von  p  beaeicbiiet: 

\EA]<«ß+    S-ßj, 
E'Ä^'Ca^ß^  +  B'ZI^  +  ^'^ß    SJJ| 

^A^CF—AOIP  -  ÄFB'-l-^li'fP+2aß\  BD'  , 

A'''{CF—E^j:>D^(A0  —  B^)-\-]PiAF—Ii-')~2aß   I!n\ 

=  C«    I)\-ß\B  )', 
woiaus  sich  ergibt: 

(;F~i''>0. 
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irii^n  die  größte  oder  die  kleinste  Ordinate  eines  dieser  Schnitte,  je 
nachdem  A^  0.  Die  Gleichung  p  =  0  stellt  also  den  Ort  der  Maximal- 
iind  Mini  male  rdinaten  dar;  diese  bilden  einen  ebenen  oder  nicht  ebenen 
Schnitt  der  Fläche,  der  von  den  Grleichungen  dZ  ==  qdu,  ^  =  0  be- 
stimmt wird.  Die  Maximal-  und  Mini  mal  ordinalen  der  Flüche  stimmen 
mit  denjenigen  dieses  Schnittes  überein;  diese  aber  werden  durch  die 
Gfleichung  §  =  0  gegeben.     Aus  ^  =  0  folgt: 


und  daher: 


dp  -  Adt -ir  Bda -=  0, 
j         AG—ß'-, 


SO  daß  mau  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  hat,  je  nachdem: 

ist.     Die  Bedingungen  für  ein  Maximum  oder  Minimum  sind  also: 

oder: 

(5)  Ä§0,     Aü>  li\ 

Wollte   man    mit  u   anstatt  mit  t   anfangen,    so   würde   man   er 


halten: 


C$0,     AG>B\ 


welche,  zusammen  mit  (5),  die  Bedingungen  (1),  (2)  wiedergeben. 

Der  Fall  von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  ließe  sich  analog 
behandeln. ') 

Die  Arbeit  Lagranges  hatte,  wie  es  scheint,  keinen  großen  An- 
klang; wenigstens  finden  wir,  in  den  20  darauffolgenden  Jahren,  keine 
auf  denselben  Gegenstand  bezügliche  Schrift.  Erst  1779  veröffent- 
lichte U.  F.  Fagnano  eine  Abhandlung*),  in  welcher  er  einige  Maxi- 
mal- und  Minimalaufgaben  sowohl  durch  die  Differentialrechnung  als 
durch  die  reine  Geometrie  behandelte.     Es  sind  folgende: 

a)  Einen  Punkt  D  innerhalb  eines  Dreiecks  ABO  derart  zu  be- 
stimmen, daß  DA  -\-  DB  -\-  DG  ein  Minimum  wird. 


')  Einige  Anwendungen  der  Theorie  der  Extremwerte  finden  aich  in  der 
Abhandlung  yon  Lagrange:  Solutions  analytiquea  dp  queltjues  pro- 
blfemes  Bur  les  pyramides  triangnUires,  Nouv.  M6m.  Berlin  1773; 
Oeuvres  III.  1869,    p.  661—692.  *)  Problemata  quaedam  ad  niethoduni 

raaiimorum    et    minimorum    apectantia,    Kova  Acta    Krudit,    1775    (publ. 
1'79),  p.  281—303. 
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b)  Einen  Punkt  D  innerhalb  eines  Dreiecks  AJIV  derart  zu  be- 
stimmen, daß  i)Ä'  -{■  DB'  +  ~BC'   ein  Miniuium  wird. 

e)  Eiüeu  Punkt  E  iiinerhalb  eines  Vierecks  ABCD  derart  zu 
bestimmen,  daß  £A  +  EB  +  EC  +  ET)  ein  Minimum  wird. 

d)  In  ein  spitzwinkliges  Dreieck  das  Dreieck  von  kleinstem  Um- 
fang einzuschreiben. 

e)  Bezeichnen  C,  F,  f  den  Mittelpunkt  und  die  Brennpunkte 
einer  Ellipse,  eo  soll  ein  Punkt  X  des  Umfanges  derselben  derart 
bestimmt  werden,  daß  die  Differenz  der  Winkel  CXi^,  C'X/' ein  Maxi- 
mum wird. 

Diese  Probleme  gehören  sämtlich,  mit  Ausschluß  des  letzten,  der 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen an.  Daß  Fagnano  die  darauf  bezüglichen  Untersuchungen 
von  Euler  und  Lagrange  kannte,  ist  sehr  wahracheinlich ;  jedoch 
folgt  er  bei  der  Auflösung  seiner  Probleme  nicht  dem  von  der  Diffe- 
rentialrechnung vorgezeichneten  methodischen  Weg,  sondern  er  bedient 
sich  in  jedem  Falle  besonderer  Kunstgriffe.  Aus  der  Differential- 
rechnung entnimmt  er  nur  den  Grundbegriff  der  Theorie  der  Maxima 
und  Minima,  in  derselben  Form,  in  welcher  er  schon  bei  Kepler 
vorkommt  (diese  VorL,  11^,  S.  828),  daß  nämlich  in  der  Nähe  eines 
Extremwertes  die  Veränderung  dei-  Funktion  ala  gleich  Null,  die 
Funktion  selbst  also  als  konstant  anzusehen  ist.  Hat  er  dann  mit 
einer  Funktion  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  zu  tun,  so 
nimmt  er  zuerst  die  eine  von  diesen  als  konstant  an,  und  sucht  den- 
jenigen Wert  der  anderen  zu  bestimmen,  für  welchen  die  Variation 
der  Funktion  verschwindet,  was  ihm  eine  Maximums-  oder  Minimums- 
bedingung gibt;  er  setzt  dann  die  zweite  Veränderliche  als  konstant 
voraus,  und  verfährt  auf  ebendieselbe  Weise,  wodurch  er  die  zweite 
Bedingung  erhalt. 

Um  dem  Leser-  einen  genaueren  Begriff  von  Fagnauos  Ver- 
fahren zu  geben,  wollen  wir  die  Auflösung  des  ersten  seiner  Probleme 
anfühlen. 

Man  beschreibe  um  C  mit  dem  Radius  CD  einen  Kreisbogen 
FD/'' (Fig.  81),  und£  sei  ein  unendlich  nahe  an  ^  liegender  Punkt 
dieses  Bogens;  es  muß  sein,  wegen  des  Minimum  schar  akters  des  Punktes 
1}  („per  minirai  naturam"): 

I)AtBB  +  DC  =  EA-\-EB+EC, 
oder,  da  DC  =  EC: 

DA  +  DB  =  EA  +  EB, 
oder  auch,  wenn  man  um  A,  B  die  Kreisbögen  Eä,  De  zieht: 
Dd=Ec. 
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Es  foigt  hieraus,  daß  die  beiden  uiiendiich kleinen  rechtwinkligen 

Di'eiecke  DdE,  EeD  einander  gleich  sind,  so  daß  eED  =  dDE.     Ist 

BO   die  Tangente   zum  Bogen   VF  im   Punkte  D,    so   ist,    da  BDe 

folglich : 

BDO^eED^dDE; 


addiert  man  die  rechten  "Winkel  ODC   bzw,    EDC   hinzu,   so   folgt: 
S1)C^  ABC. 


Auf  gleiche  Weise  erhält  man: 

BBC  ^  ABB. 

Die  Minimumshedingung  ist  also: 

ABB  -  JWO  -  CBA  =  ^-^  ■ 

Derselbe  Gedankengang,  den  wir  soeben  zu  schildern  versuchten, 
erscheint  wieder,  wenn  auch  unter  etwas  veränderter  Form,  in  einem 
schon  oben  (S.  687)  erwähnten  italienischen  Lehrbuche,  in  denPrincipii 
fondamentali  del  calcolo  differenziale  e  integrale  vonLotteri. 
Es  wird  in  diesem  Werke  vorgeschrieben,  daß  man  im  Falle  von 
mehreren  Veränderlichen  einige  derselben  als  konstant  ansehen  möge. 
Soli  z.  B.  eine  Zahl  a  in  drei  Teile  von  größtem  Produkte  zerlegt 
werden,  und  sind  zwei  derselben  x,  y,  so  daß  das  zu  untersuchende 
Produkt  durch: 

f{x,  y)  =  axy  —  x^y  —  xy^ 
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ausgedrückt  wird,  so   betrachtet  maa  zunäcbst  X    als  einzig  veränder- 
lich; das  gibt  durch  Differentiation: 

ay  —  2  xy  —  y'^  =  ^, 
also: 

X  =  ~Y-  ,     fix,  y)  ^  ^-  (a  -  yf. 

Differentiiert  man  jetzt  nach  y,  so  erhUlt  man: 

woraus  eich   y  =     - ,  und  folglich  X  =    0"   «•'gibt. 

Um  den  Unterschied  zwischen  diesem  und  dem  Euler-Lagraiige- 
eehen  Verfahren  in  wenigen  Worten  nach  der  heutigen  Ausdrucks- 
weiae  zusammenzufassen,  können  wir  sagen:  NachEuIer  und  Lag  ränge 
ergeben  sich  die  gesuchten  Wertepaare  x,  y  aus  der  Auflösung  de* 
Gleichuns 


(6)  '^Lpil^o,    ''f^f-'J>^(X 

Nach  Lofcteri  muß  man  dagegen  erst  die  Gleichung: 

m  "'ii^'  -  0 

nach  X  auflösen;  ergibt  sich  hieraus: 

X  =  &{/), 
und  setzt  man: 

f(^iy),y)-9{,y), 

Sü  gibt  die  Auflösung  der  Gleichung: 

(K)  *^^,^)  ^  0 

die  gesuchten  Werte  von  y,  die  dann,  in  x  =  *(y)  eingesetzt,  die  ent- 
sprechenden Werte  von  x  liefern. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,   daß  beide  Wege  zu  demselben  Resultate 
führen.     Man  hat  nämlich  nach  der  Definition  von  •&(y): 

ferner: 


■o  daß  sich   (8),  wegen  (9),  auf: 

Hosted  by  V^jOOQIC 
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(10)  ^/(i?i^  =  o 

reduziert,   niid    das  Gleichungsaysteni  (7),  (^)   durch   das  System  (9), 
(10)  ersetzbar  ist,  welches  mit  (6)  übereinstimmt. 

Es  ist  merkwürdig,  daß  Lagrange  selbst  iu  seiner  Theorie 
des  foiietioas  aiialytiqnes  ganz  ähnlich  wie  Lotteri  verfährt; 
nur  ist  seine  Behandlung  insofern  vollständiger,  als  er  auch  die 
zweiten  Ableitungen  berücksichtigt. 


2.  Unbestimmte  Pormen. 
Zur  Bestimmung  des  wahren  Wertes  des  Verhältnisses        geben 
Riecati  nud  Saladini  in  ihren  Institutiones  analyticae  eine  von 
Riccati^)  ersonnene  Methode,   die   aber   von  der  gewöhnlichen  nicht 
wesentlich  abweicht.     Liest  das  Verhältnis  -~  vor,  und  ist: 

so  muß  man  fix)  und  (fix)  durch  j;  ~  a  so  oft  teilen,  als  wenigstens 
einer  der  beiden  Quotienten  einen  bestimmten  Wert  erhält  Kommen 
in  fix)  oder  in  <p{x)  Wurzelgrößen  voi',  so  muß  man  x  durch  a^  dx 
ersetzen   und  dann   die  Wurzeln   „more   neutoniano"   ausziehen   (man 

macht    z.  B.   ^l  +  Xdx  -f-  ■  ■  ■  =-  1  H dx  -\-  ■  ■  ■);    der   Quotießt   der 

Koeffizienten  der  ersten  Potenz  von  dx  liefert  den  wahren  Wert  des 
Verhältnisses. 

Es  gehört  wohl  hierher  eine  Bemerkung  von  Kästner.^)    Es  ist: 

secqj  +  tangqo  =  tang  (45"  +  -|' j, 
also : 

y  tangy  =  tang  (40"  +   ,,)  —  ta"g  (45"  —  -~\- 

Hieraus  folgt  für  (f  =  90": 
(U)  S(.-c90ö-]-  tang  90»=  tang  90», 

und: 


Comm.    Bon,  II,    P,  HI,    1747,    p.  173— 19.?.  =)  Summe  und  Unterschied 

Ton   Tangente    und   Secante,    Arch.    d.  r.  und  angew.  Math,   [I,  1797—1798, 
8.  174—180, 
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te"B  («■+*) 

lim        -;   i-'_2 

iij,„  rang  qj 

oder: 

,.       See  Ol  +  tansfp       „ 

Die  Gleichungen  (11),  (12)  stehen  zueinander  in  Widerspruch.  Man 
muß  aber  erwägen,  sagt  Kästner,  daß  der  rechte  Winkel  weder 
Sekante  noch  Tangente  besitzt;  so  daß  (11)  nur  aussagt,  daß  zwei 
nicht  existierende  Dinge  zusammeiigenominen  ein  nicht  existierendes 
Ding  ausmachen.  Nur  für  diejenigen,  fährt  er  fort,  besteht 
der  Widerspruch,  die  (Jas  Unendliche  als  etwas  Wirkliches  be- 
trachteu. 


3.  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  auf  die 
Reihenielire. 

Diese  Anwendungen  erscheinen  in  unserer  Periode  um  so  häu- 
figer, als  man  sich  damals  berechtigt  glaubte,  mit  unendlich  großen  und 
im  endlich  kleinen  Größen  und  mit  unendlichen  Reihen  ganz  rücksichts- 
los umzugehen  Eben  darum  aber  bedürfen  die  bezüglichen  Formeln 
einer  genauen  Prüfung,  und  einige  von  ihnen  haben  nur  eine  —  wie 
man  heute  sagen  würde  —  asymptotische  Bedeutung.  Solcher- 
art ist  gleich  die  erste,  die  wir  anzuführen  haben. 

In  die  schon  oben  (S.  747)  besprochene  Formel; 


J        a^loga;  »  „ 

1^  statt  log«  eil 
ch; 

t/     jscKx'  —1/ 

ution  X  =  g^: 

.    Acad,    Petrop.  XX,    UT 

Google 


setzt  Euler^)  JXx-'  —  l)  statt  log«  ein,   wo  j  eine   unendliche  Zahl 
bezeichnet;  es  ergibt  sich; 

— j -—  da:  —  log  — , 


und  durch  die  Substitution  x=^s'\ 


1)    Speculationea    analyticae,    Novi    Comm.    Acad,    Petrop.  XX,    1J76 
(publ.   1776),  p.  59—79. 
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Nehmen  wir  m  >  n  an,  und  entwickeln  ^-^yw  ~i"~~r)  '"  f'öihen, 
so  folgt  nach  Integration: 

-~    ,  +  -/■-„  H ■-    ,- ~ los  ™  , 

oder: 

,^       +    -/-     + h  ^  =  log-- 

mj  —  1        wj  —  2  nj  °  n 

Es  mag  hier  bemerkt  werden,  daß  die  Entwicklung  nach  fallen- 
den Potenzen  von  z  im  Intervalle  0  <  2  <  1  nicht  konvergiert.  Man 
kann  aber,  wenigstens  für  ganzzahlige  m  und  n,  dieser  Schwierigkeit 
aus  dem  Wege  gehen  wie  folgt.     Es  ist: 


!!(,  -  1) 


woraus  sich   durch  Integration  wiederum  ergibt: 


f' 


(J  —  1)  mj  —  1    '    inj  -  3 


Ein  interessantes  Problem  der  Differenzenrechnung  ist  folgendes^): 
Aus  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Summe: 

/„(a:)  =  l''4-2"H +  x" 

die  Summen: 

/"n  +  iW  =  1"  +  ^+  2"  +  '+  .  -  ■  +  a;"  +  ', 

abzuleiten.  Dieses  Problem  lost  Euler  auf  Grund  einer  von  ihm 
früher  aufgestellten  Formel,  welche  den  Ausdruck  von  fj^)  unter  der 
Form  einer  ganzen  rationalen  Funktion  von  x  von  der  (w  -|-  1)'™  Ord- 
nung  angibt.     Man    kann    allgemeiner   aus   der   Summe  ^fpif)    die 

Summen  ^^   ( ip(r)dr  und   ^  ^'('')  ableiten. 

Man  hat  oft  versucht,  die  Summe  einer  Reihe  durch  ein  be- 
stimmtes Integral  auszudrücken,  wenn  dieses  auch  manchmal  nur 
eine  scheinbare  Vereinfachung  ist,   insofern  als  die  Berechnung  eines 

')  Enler,  De  eingulari  ratione  different iandi  et  integrandi  quae 
in  STimmiB  serierum  occurrit  (1776),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  VI,  1788 
*ipiil)l.   1790),  p,  3—15. 
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beatimmten  Integrals   nicht   selten   nur   durch  Reihenentwickiang  ge- 
schehen kann.     Enler^)  hat  dieses  Problem  för  die  Summe: 

1  +  «,^+ «,'+■■■ 
gelöst,  wo : 

"'•       l        h   J        *>         •*     &      26         3i  hb 

ist.     Man  kann  durch  Diiferentiation  bestätigen,  dafJ: 

x''y'^=^  a  I x'^~'-)/'~''dx  —  (a  -j-  c)  j 3f^''~^y'^~''dx, 

Hieraus  tolgt: 

und  analog: 

J x"  +  "'~'jf-"dx  ^  -^'l^-  J x''  +  '-'i/'-'-dx, 
also: 

J x^''''^f-''dx=  ^-^-^^^+1  ^  j x-^-'dx, 

usw.     Setzt  man  insbesondere  c  =  h  —  a,  und  beacbtet,  daß: 
ein  Wert,  den  wir  mit  A  bezeichnen  wollen,  so  erhält  man: 

J'^*"-'y-',lx  -  I- \^' A  -  «,A, 
USW.     Es  ist  aber: 


')  Plenior  expositio  serierum  illatum  memorabilium,  quac  es 
liHCÜB  poteatatum  binomii  formantur  (ITTÖ),  Nova  Acta.  Acad.  Petrop. 
Vni,  1790  (pubi-  1794),  p.  32—68. 
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-=  j x"~^'y-'^dx  +  tti  j x"'''''~'-y~"dx  +  «j  j x'''^^'"'y-''dx  +  -  ■  ■, 
folglich: 

und  hieraus: 

1  +  «1*+  «ä^H =  ^  lx''~'y-^''dT. 

Die  Summen: 

ß, +  «,«;  + fl,^;+-  ■, 


wo  k{  ~  (—     '    V  lassen  sich  auf  analoge  Weise  berechnen. 
Ein  Interpolationsproblem  führte  Euler^)  dazu,  die  Größe: 

durch  bestiiurato  Integrale  auszudrücken.     Aus: 

/'_x'^~'-dx      _  m  +  km  +  k  +  n  f      x^dx 

,       (1-^")    "  /    (l-.r")    " 

I  k  ^  a  l  k  ^  a 

leitete  er  für    .m=^f       und  für  Im  =  f  -{•  a     ab: 

J  yt^^^~^     f(f+ 2«)  •  ■  ■  J  Vi ,_  ,.r-  -' 


')  De  fractionibus  oonticuis  WalHsii  (1780),  Mem.  Ai;ad.   St.-Pet.  V, 
^12  {publ.   1815),  11.  24—44. 


y  Google 


Abschnitt  XXVI. 
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Ebenfalls  mit  dpr  Differen/en-  und  Interpülationslehre  hiingt  die 
Eulersche^)  Formel  zusammen: 

fix)  +  fix  +  1)  +  «r  +  2)  H-  . . . 
-j'f(,x)ix  +  -l-f\i:)  -  {Afir)  +  iBfX«)  -  ,',  ^fX^)  +  ■  ■ ', 
WO  die  Zahlen: 

die  nämlichen  sind,  welche  in  den  Formeln: 

1    +  i=    +   gV  +   ■  ■  ■   =   ^< 

i-  +  -^.  +  -l>  +  ---  =  OA 

vorkommen.     Eine  anaJoge  Formel  gilt  für  die  Summe: 

nx)-nx-[-  i)-\-f{x  +  2) — . 

Endlich    drückt    Eni  er  ^)    den    Binomialkoeffizienten    (^j    durch 
ein  beBtimmtes  Integral  ans: 

insbesondere  ist: 

/  0  \  ^1 ein^a  ^  _ 

qj  x'-'ii-xrUx 

mulas    differentialea    investigandi  (J780),    Mem.  Äcad.  St.-Pöt.   V,    1812 
(publ.  1816),  p.  45—66.  *)  De  unciis  potestatum  biuömii  earumCLue 

interpolatione    (1781),    Mem.    Acad.    St.-Pet,    IX,    1819—1820    (publ,    1824\ 
p   57—76. 
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Mit  der  Auswertung  der  Reihen: 


y      i_        y{-iy'        y 

^  p+qn'       jilu  p  +  qn'       ^ 


^^^{p  +  qn)(y  +  sn)' 

durch  bestimmte  Integrale  beschäftigt  sich  Lorgna^).  Antonio 
Maria  Lorgna,  geboren  zu  Cerea  bei  Verona  am  18.  Oktober  1735, 
gestorben  zu  Verona  am  28.  Juni  1796,  war  Oberst  des  Geniekorps 
und  Professor  an  der  Militär  schule  zu  Verona  und  beBehiiftigte  sieh  be- 
sonders mit  hydraulischen  Fragen;  er  war  der  Stifter  und  der  erste 
Vorsteher  der  Societä  Italiana  deUe  Scienze  und  veröffentlichte 
zahlreiche  mathematische  und  hydraulische  Werke  und  Abhandlungen. 
Eine  spätere  Schrift  von  Lorgna*)  bezweckt  die  Summierung  der 

Reihe     >     „   ,-i.  wo  «>  1.    Setzen  wir  der  Einfiichheit  wesen^^t 
voraus.     Es  ist: 


Setzt  man  nun  in  die  bekannte  Formel: 


die  Werte  p  =  —  ,  5=1  ein,  so  folgt: 


/ 


')  Specimen  de  seriebua  convergcntibus,  Verona  1776,  ")  Delle 
progrBBsioni  reciproche  doUe  potenze  affette,  Mem.  Söc.  It.  sc,  IT,  P.  K, 
1784,  p   510—230, 
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ider  auch: 

Diese  Relation  läiji;  sich  folgeiniermaßea  schreiben: 
1      _    1     I      /    :t'-U-»"')    fa        (x~^\i-x''V  ,>x 

9:  da:         /  X  dx 


Summiert  man  nach  n  von  1  bis  oo,  so  erhält  man  nach  leichten 
Reduktioneu : 
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/■  /-  /■  ^-h 

eine  Formel,  welche  die  Summe  der  beiden  Reihen  links  durch  be- 
stimmte Integrale  ausdrückt. 

Auch  Malfatti  in  einer  schon  oben  angefühi'ten  Abhandlung^) 
beschäftigt  sich  mit  der  Summierung  von  Reihen  durch  bestimmtp 
Integrale.     Es  ist; 

also: 

±    P"-^^  =  _.i L._  +.._>.     ^  . . , 

,nj     1  +  x        ,.,+n        im  +  n^Sm  +  n 
0 

Man  erhält  analog; 

0 

Es  ist  zu  beachten,  daß  dieses  letzte  Integi'at  unendlich  ist;  führt 
man  nämlich  die  Substitution  a:  =  i/"*  ans,  zerlegt  in  einfache  Brüche 
und  integriert,  so  kommt  das  Glied: 

[log(l-y)]     oder     [logd-a:'")] 

')    Essai    analytique   sur   rintögratiou   de  deus   formules    diffe- 

termca  rationnela,  Mem.  Acad.  Turin  1788—1789  (publ.  1790),  p.  58—112. 
Siehe  auch.:  Gratognini,  Saggio  analitico  sopra  una  sviata  comuae  nel 
problema  per  U  valutaaione  dellc  aunuitä,  e  buU'  ubo  del  Calcolo 
diffetenziale  ed  integrale  nel  BOmmare  le  serie  armonicbe  reUtiva- 
mente  a  tale  problema,  Pavia  178S. 

Cahtob,  GSBohicIkM  der  MalliemMik  IV.  61 
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vor.     Nichtsdestoweniger  hat  die  Formel  niwili  Malfatti  eine  Bedeu- 
tung; es  ergibt  sieh  immlieh  für  jedes  n  und  p: 


—      I  ^'_    dx  —  J      -j_  -  dx 


und   die   iinks   vorkommende   Differenz   ist   endlich,   weil   die    beiden 

Glieder    [log  \1  —  x"')}  sich  gegenseitig  aufheben. 

Andere  Schriften  setzen  sich  als  Zweck  vor,  die  Summe  einer 
Reihe  oder  den  Wert  eines  unendlichen  Produktes  in  geschlossener 
Form  mit  Hilfe  der  Integralrechnung  zu  ermitteln,  um  auch  hier 
mit  Euler  zu  beginnen,  führen  wir  zunächst  eine  Schrift-*)  an,  wo  er 
die  schon  bekannte  unendliche  Produktenentwicklung  von  cos  ■^-  : 


(}^^(}-m~-i^- 


vermittels  Integrationen  berechnet. 

Ebenfalls  Euler  verdankt  man  die  merkwürdige  Formel: 

(13)  (|-  +  5:+-|^  +  ...)  +  (i+M!  +  !;;  +  ...)_-^_iog^iog!,, 

wo  X  -^  y  =  IJ)     Es  sei: 

woraus  folgt: 

P  +  ?  =  log  ai  log  ^  +  C. 

Man  hat  für  x  +  y  =\: 

/ix  ■,       /,  ,  fdx  fx    ,   x'    ,    x'    ,         \ 

--^oga~x) — j  --[y+  2  +  3  +""■) 

="(f +?+?+■■■). 

')  Exercitatio    analytiea   (1776),  Nova   Acta   Acad.   Pettop.  VIH,    17S0 
(puM.  1794),  p,  69—72.  *)  De  Bummatione  serierum  in  hao  forma 

Y+v+y+etc, 

(1779),  Mem.  Acad.  St.-Pet.  ill,  1809—1810  (publ,  1811),  p.  26—43. 
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und  analog: 

)  =  C-log,rlogi/. 

Für   :C=  1    ist; 

y  =  0,      log  iC  log  i/  =  0 ; 
es  folgt: 

woraus  (13)  sieh  ergibt. 

Man  kann  auf  analoge  Weise  die  folgenden  Beziehungen  finden; 


wo  xy  +  X  +  y  =  c. 

Auch  die  Relation: 

I  sin  (B  sin  oj r-  sin  3  e»  sin  a^  +    -  sin  ö  m  sinm^  ~  ■  ■  ■ 

=  -g  008  2(0  gin  ro*  —  -j-  cos  4  o  sin  ra*  +  —  cos  6ra  sin  o)'  —  ■  -  ■ 

wird  von  Euler*)  auf  Grand  der  Integralrechnung  bewiesen.  Es 
mögen  die  beiden  Seiten  durch  S  bzw.  T  bezeichnet  werden.  Setzen 
wir  2  sin  fij  =  J  und  betrachten  wir  augenblicklich  h,  <o  als  vonein- 
ander unabhängig,  so  ist: 

g  ^bsinw  _  6=  Hin3_co    ,       _         ~  ^  6*  cos  2(fl  _  6'_wa_4iü    ,       _  _ 

~  =  bcoBm~¥coB3m  +  ---,     ^^  =  -  fc^  sin  2w  +  b*  sin  4w , 

woraus  sich  leicht  ergibt: 


')  De  seriebuH  memorabilibua  quibua  sinus  et  cosiiius  angulomm 
multiplorum  exprimerc  licet  (178U),  Mem,  Acart.  St.-Pet.  V,  1812  (piil>L 
1815),  p.  57-72, 
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2  (1  +  26^  cos  2o  +  t*)  =  6  (1  +  b^)  cos  o, 

^  J  (1  4-  2i^  cos  2m  +}>*)  =  —  b'  sin  2«, 
uud  durch  Integration: 

T^  l  log[{l  4-;.*+2;isiiiw)(l-h6ä:_2;.8iiiM)], 
also: 

T~S^~lo^(l  +  b'-  2b  sin  «), 

und  durch  Einsetzung  des  Wertes  von  b: 

Verschiedene  Methoden  zur  Auswertung  von  unendlichen  üeihen 
durch  Integration  wurden  von  Landen^)  und  Fontana^)  entwickelt. 


Transzendenten.     Elliptische  Integrale. 

1.  Veraohledene  Transzendenten. 

Bevor  wir  auf  die  elliptischen  Integrale  kommen,  deren  Behand- 
lung beinahe  das  ganze  Kapitel  einnehmen  wird,  wollen  wir  uns 
mit  einigen  anderen  Transzendenten  von  weit  geringerer  Wichtigkeit 
beschäftigen. 

Nur  wenige  Worte  werden  wir  einer  Schrift  Eulers  Aber  un- 
stetige Funktionen')  widmen.  Euler  bezeichnet  diejenigen  Funktionen 
als  „unstetig",  die  sich  nicht  durch  einen  einzigen  analytischen  Aus- 
druck darstellen  lassen;  so  ist  z.  B.  eine  Polygonallinie  das  Bild  einer 
unstetigen  Funktion.  Nun  fragt  sieh  Euler,  ob  man  solche  Funk- 
tionen in  der  Analysis  zulassen  darf.  Dazu  bemerkt  er,  daß  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichungen  willkürliche  Funktionen 
einfuhrt,   und   daB   man   sich   folglich,   wenn  man    alle  Lösungen  er- 


')  Ä  new  method  of  obtaining  the   suma  of  certain  seriea,   Mat.li, 
Mem.  I,  p.  67—118.  *)  Memoria  sopra  ia  aomma  di  alcune  aerie 

(das  mir  zur  Verfügung  stehende,  der  UnivereitätB- Bibliothek  zu  Pavia  an- 
gehörende Exemplar  trägt  weder  Druckort  noch  Datam).  ')  De  usu  fiinc- 
tionam  diacontinuiiruin  in  analysi,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  XI,  ITüö 
(publ.  1767),  p,  3—27. 
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halten  will,  erlauben  muß,  als  solche  nicht  nur  stetige,  sondern  aucb 
unstetige  Funktionen  auzuoehmen. 

Vandermonde  betrachtet  in  einer  schon  oben  (S,  120)  an- 
geführten Schrift')  den  später  als  „Fakultät"  oder  „Faktorielle"  be- 
zeichneten Ausdruck: 

W-p(i>~i)'--Cp-«  +  i). 

Er  findet: 

leraer: 

(1)  Ip+m  +  nflp]- 

-  1  +  W[0]-'W'W-'  +  [»•]'[0]-'[»]'[i»]-'+  ■  ■  ■, 

und  hieraus,  da  die  rechte  Seite  in  bezng  auf  m  und  n  symmetrisch 
ist: 

[p  +  m  +  '»{"[py^lp  +  m  4-  »]"'[i>]-"'- 

Die  Formel  (1)  kann  als  Definition  des  Ausdruckes: 

[p  +  m  +  nfip]-" 

für  nicht  giinzzahlige  m  und  n  dienen.     Eine  andere  wichtige  Formel 
ist: 

"    '     [ii+«r"[ä-«r 

_  (J,  +  «  +  l)(p  +  ,1  +  8). ..(,-..  -MXS  -  «  +J)  -j  - 
(pH-")(ll  +  8)'-'(l  +  l)W  +  2)    -• 
Die  Binomialreihe  läßt  eich  durch  die  hier   eingefülirte  Bezeich- 
imag  schreiben: 

(1  +  xy-  1  +  W'[0]~'i  +  [,f[0]-'i'+ .... 

Man  erhält  demnach  durch  Reihenintegration: 

j  -  vsß----'(i  -  i-y,ix  -  1  -  ^^.*  ,-  [P]'  [0]-> 

- :  +  [P]'[o]-H-  Nf[N]- + [pn<)]-'[-  Nnm--'+ ■■■- 


a  irrationnelUs  de  differ« 
,  Hiat,  Acad.  Paria  177-2,  P,  I, 
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Dieselbe  Ilptwicklung  ergibt  sich  aber  auch  aus  der  rechten 
Seite  von  (1),  wenn  man  ni  =-  T,  n  •^  —  N,  p  —  JSf  oder  m  =  —  N, 
n  ^  P,  p  =  N  darin  setzt;  es  ist  also: 

oder  wegen  (2): 

7  =  _f^""£^r"     _  {P  +  N+i)(P+N-\-2)   ..1.2... 
|-p+>]— [0]—      (P  +  i)(P  +  a)--.(Är4-i)(Ä^+2)... 

Ist  insbesondere  v  —  2,  N  =  -  ,  F  ^  —         so  folgt: 
also: 

2  ~2-3^2-4.5^  L2JL         2J  1.3-3.5... 

Eme  andere  merkwürdige  Transzendente  ist  der  „Hyperlogarith- 
mns"  wie  Maacheroni^)  das  Integral  /  r- ^  nennt.  Diese  Funktion 
entwickelt  er  für  jeden  Wert  von  x  in  eine  konvergente  Reihe,  und 
zeigt,  wie  man  mit  Hilfe  derselben  andere  Integrale  berechnen  kann; 


J]og\ogxdx  =  X  log  log  .r  ~J^^ 


lug« 

/'dx 
i =  u  auszudrücken:  dazu  setzt  ( 
loga;  ' 

x  =  K+  ÄU  +  Bu^  H , 

und  bestimmt  die  Koeffizienten  mit  Hilfe  der  Relation: 


Mascheroni   betrachtet    auch    das   Integral     /,     ,        ,    das  als 
°        J  log  log  X  ' 

„hypersecundus  Logarithmiis"  bezeichnet  wird. 

Adrien  Marie   Legendre^)   verdankt   man   die   Einführung   in 

die  Analysis   der  heutzutage  ,,Kugelfimktionen"  genannten  Polynome: 

')  AdnotationeB  ad  CaUuIum  integralem  Euleri  et«.  ')  Be- 

cherchea  sur  l'attraction  des  aplieroides  homogfenea,  Mem.  prös.  par 
divera  BayaatB  X,  1785,  p,  411—434.  —  Recherches  sur  la  figure  dea  pla- 
ne tes.  Hist,  Acad.  Paris  1784  (publ.  1787),  p.  370—389.  —  Suite  des  rechercheB 
Bur  la  figure  des  planfetea,  Hist.  Acad,  Paris  1789  (publ,  1793),  p.  3T2 
bis  454. 


y  Google 


Transzendenten.    Elliptische  Integrale. 


„         l_S^6..^J.^l)/  „(,-1) 

^''  1-3-3...«         r         a(2n-l)* 

,i(..-i)(„-a)(,-3)     _ 

"'^    2.*(2M~l)(2n  — 3) 
die  aus  der  Reihenentwicklung: 

.X,+  X,a+i,2'+... 


entstellen.     Über   diese  Polynome   beweist   er   die   folgenden  Sätze'); 

b)  \X„{x)   <1     für     l:ci<l; 

c)  die  Wufzeln    der    Gleichung   -X„(a:)  =  0   sind    sämtlicli   reell, 
kleiner  als  1  und  voneinander  verschieden: 


d,    y; 


X,dx. 


_"1"  -  a:;  J:_- L+JL- 


(«  +  ,-fl)(»-|->--i)---(.-,  +  a)' 


fx''X,Jx-0    für    »<>-; 
e)  Jx,X.iia;-0     für     1»  +  »; 


/ 


Die   erste  Schrift   von   Legendre   wurde   der  Pariser  Akademie 
L  Jahre  1784  vorgelesen,   und  bot  Laplace*)  Gelegenheit   dar,   die 


')  Einige    von    dieaem  Sätoen    wurden  von    Legeadre    zuerst    für    gerade, 
Bpätei  aber  für  beliebige  Indizes  aufgestellt.  ')  Theorie  dee  attractions 

des   Bpheroides   et   de    la   figure    des    planfetes,    Bist  Aoad.  Paris  1782 
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Theorie  der  Kugelfunktionen  zu  fördern  und  zu  erweitern.  Er  führte 
die  von  zwei  Paaren  Ton  Veränderlichen  ^,  ta,  &■',  ey  abhängigen 
Kugelfunktionen  Y^  ein,  stellte  die  Differentialgleichung  auf,  welcher 
dieselben  genügen,  nämlich: 


wo  ji  =  cos  9-,   ferner    entwickelte    er    Y^    nach    den    Kosinussen    der 
Vielfachen  von  m  —  a,   und  gab  die  Integralrelation: 

J'jY^YJiidm^O     für     m  +  n. 

Die  Untersuchungen  von  Laplace  wurden  von  Legendre  in 
der  zuletzt  angeführten  Abhandlung  wieder  aufgenommen  und  ver- 
vollständigt, 

2.  Elliptisclie  Integrale,^} 

Die  Theorie  der  elliptischen  Integrale,  deren  Gteburt  wir  in  der 
vorhergehenden  Periode  beigewohnt  haben,  nahm  in  der  gegenwär- 
tigen einen  unerwarteten  Aufschwung  infolge  einer  von  Euler  in 
einer  im  Jahre  1754  herausgegebenen  anonymen  Schrift^)  aufgewor- 
fenen Frage,  Es  war  eben  diese  Frc^e,  die  G.  B.  Puguano  dazu  auf- 
munterte, die  Untersuchungen  seines  Vaters  wieder  aufzunehmen,  und 
dessen  Prioritätsrechte  zu  behaupten,  während  für  Euler  selbst  seine 
eigene  Frage  der  Ausgangspunkt  einer  Reihe  von  wichtigen  Ar 
beiten  war. 

Um  uns  inmitten  der  großen  Menge  von  uns  vorliegenden 
Schriften  zu  orientieren,  werden  wir  versuchen,  dieselben  um  zwei 
Grundfragen  zu  gruppieren,  nämlich: 

A.  Beziehungen  zwischen  Bögen  eines  und  desselben  Kegel- 
schnittes (Eulersche  Differentialgleichung,  Ädditionssätze) ; 


(publ.  1785);  Oeuvrea  X,  Paris  1894,  p,  341—419,  Daß  die  Priorität  der  Er- 
findung der  Kugelfunktionen  Legendre  zukommt,  ist  gana  unzweifelhaft;  aiehc 
Heine,  Handbuch  der  Kugelfnnctionen,  11,  Aufl.,  Berlin  1878,  Einleitung 
zum  ersten  Bande. 

')  Über  die  Geschichte  der  elliptischen  Integrale  führen  wir  zwei  wertvolle 
Werk«  an;  Enneper,  Blliptiache  Functionen.  Theorie  und  Geschichte, 
IL  Aufl.,  Halle  1890;  BeUacchi,  Introduaione  storica  alla  teoria  delle 
funzioni  ellittiehe,  Pirenze  1S94.  *)  Daß  diese  Schrift  von  Euler  herrükrt, 
ergibt  eich  aus  Nova  Acta  Brud.  1770,  p.  483  und  aus  Novi  Comm.  Acad.  Petrep 
VII,   1758—1758  (puhl.   17C1),  p.  128. 
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B.  Beziehungen  zwischen  Bögen  verschiedener  Kegelschnitte 
(Trane  formation,  Normalfornien). 

Einige  wenige  Schriften,  die  zu  keiner  dieser  Fragen  in  Be- 
ziehung stehen,  werden  wir  behandeln  unter  dem  Titel: 

C.  Vermischte  Fragen. 

Ä.  Beziehungen  zwischen  Bögen  eines  und  desselben 
Kegelschnittes. 

Im  Jahre  1754  erschien  in  den  Nova  Acta  Eruditorum  {p.  40}  als 
Aufforderung,  einen  Satz  zu  beweisen  und  ein  Problem  aufzulösen,  die 
soeben  erwähnte  anonyme  Schrift  Eulers. 

Der  Satz  war:  Ist  (Fig.  82)  0  der  Mittelpunkt,  Ä'Ä  die  größere 
Achse  einer  Ellipse  und 
sind  P'P,  Q'Q  zwei  konju- 
gierte Durchmesser  dersel- 
ben, V,  V  die  Projektionen 
von  Q'  Q  auf  FF,  ver- 
längert man  P'P  bis  li, 
so  daß  OM  =  OA,  und 
schneidet  die  zu  A'Ä  senk- 
rechte Gerade  RT  die 
Ellipse  in  S,  so  ist: 
Bogen  Q'PS—  Bogen  QAS 

=  2-0V^V'V. 

Das  Problem  war:  Auf  einem  Ellipsenquadranten  einen  Bogen 
algebraisch  zu  bestimmen,  dessen  Länge  die  Hälfte  der  Länge  des 
Quadranten  sein  möge. 

Unzweifelhaft  hatte  der  Versuch,  die  Untersuchungen  von  Giulio 
Fagnano  zu  verallgemeinern,  Euler  zu  solchen  Betracbtungen  ge- 
führt. Die  Ergebnisse  seiner  Forschungen  in  diesem  Bereiche  ent- 
wickelte Euler  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen,  über  welche  wir 
zunächst  zu  berichten  haben. 

In  seinen  berühmten  Untersuchungen  über  die  Rektifikation  der 
Kegelschnitte  war  G.  Fagnano  besonderen  Differentialgleichungen  von 
der  Form: 

F{x)dx  ±  F(y)dy  =  <J 

wiederholt  begegnet  (diese  Vorl.,  IIP,  8.  487),  welche  sich  integrieren 
lassen,  während  jedes  Glied  für  sich  selbst  nicht  integrierbar  ist. 
Nun    setzt    sieh   Euler')    das    allgemeine  Problem    vor,    Difi 


')  Specii 


1  ciuadraturi 
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gleichuflgen  von  solcher  BesehaffeDheit  direkt  aufzufinden.  Dazu  geht 
er  von  einer  zweckmäßig  gewählten  Beziehung  zwischen  x  and  y 
aus,  welche  das  Integral  der  zu  bildenden  Differentialgleichung  dar- 
stellen soll. 

a)  Es  sei  erstens: 

Setzt  man: 

so  erhält  man  aus  (3): 

Y—ey  X  —  äx 

oder: 

(4)  X^yy  +  Sx,      r^^yx  +  dy- 

es  ergibt  sich  andererseits  durch  Differentiation  von  (3): 

{yx  +  Öy)dx  +  {yy  +  Sx)dy  =  0, 
also  wegen  (4): 

(5)  '-^-  +  '-§,-0. 

Um  diese  Gleichung   auf  eine    bessere  Form   zu   bringen,   setzen 
wir: 

—  «7  ■=  Ap,     ö"—  y^—  Cp,     y  ^  A,     p  =  Al:^; 
es  folgt: 

a^^p,     S^YÄiJ"-^  CF) ,     X  =  l/ZFfZ  + " Ca^) , 

Y=yÄ-k\jrvGy^), 

und  wir  erhalten  aus  (3),  (5),  wenn  wir  y A ,  yA  -\-  Cy"^  mit  nega- 
tivem Vorzeichen  annehmen: 

(6)  —  Ak^  +  A{x''-\-  y^)  -  2xyyJ(Ä'+~Ck^)  =  0, 


tioaes  aliasque  quantitates  transceudeotes  inter  se  comparandi, 
Nori  Comm.  Acad.  Petrop.  Vn,  1768— 1769  (publ.  1761),  p.  83— 127.  —  Specimeo 
alterum  methodi  novae  quantitates  transcendentes  inter  se  eompa- 
randi.  De  comparatione  arcuum  elHpais,  ebenda,  p.  3—18.  —  Demon- 
stratio theorematis  et  Bolntio  problematis  in  Actis  Eruditoruw 
Lipaiensibus  propOBitonim,ebeiida,p.  128— 162. —Institution es  calculi 
integrallB,  Bd.  I,  Art.  580ff.,  Bd.  III,  p.  597,  Supplementum :  Evolutio  caauum 
prorsua  singularium  citca  integiationem  aequationum  difierentialium, 
')  Das  Vorzeichen  der  hier  und  in  der  Folge  auftretenden  1 
muß  in  jedem  besonderen  Falle  gehörig  bestimmt  werden. 
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(71  _4^= ^-V—  . 

Da  fe  in  (6),  nicht  aber  in  (7)  vorkommt,  so  stellt  es  die  will- 
türliche  Integration skonstante  dar,  und  (6)  ist  das  vollständige  Inte- 
gral von  (7). 

Man  kann  solche  Funktionen  f{x)  finden,  daß  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  zwischen  x  undy  die  Relation  (7)  besteht,  die  Gleichung: 

_mAx_^ f^^y ß^Y 

■\/A  +  C!k'       y/A  +  (fy' 

gilt,  wo  V  eine  algebraische  Funktion  von  ^,  y  bezeichnet.     Es  muß 
dann: 

nur  eine  veränderte  Form  der  Integralgleichung  (6)  von  (7)  sein.    lat 
z,  B.  f{x)  =  x^,  30  ergibt  sich: 

V  =  -^  +  Gonst. 
1/3 
b)  Es  sei: 

«  +  2(3(a;  +  S)  +  ^(a:'  +  f)  +  '2äxti~  0; 

man  erhält  hieraus; 

(8)  ^-^}=  0, 


c)  Ist: 
so  erhält  man  wieder  Gl  (8),  wo: 


ferner; 

(9)  ^S^)A^  _  •piv)dy  _  ^  f- 

wo: 

F=  —  xy     für    f{x)  =  mx^,     tpiji)  =  «)/^; 
V=xy{cc  +  Sxy)     für     /"(a;)  =  m=<     ^0)  -  «y. 
Hieraus  folgt  allgemein: 
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—  ^.y[—  &  +  CK  +  edxij]  +  const. 
Für  j»  =  «  hat  man: 

^  :*'</(—  fi  +  CK  +  cSxy)  +  const, , 
uoter  den  Voraussetzungen: 

<<  +  ».(ä:>+!/')  +  2«ij/-0. 
d)  Ist: 

«  +  )■(*'+  !/')  +  -iSxil  +  5»y-  0, 

so  folgt  wieder  (8),  wo: 

x--\/^rf^{u  +  fxffy'Vi"'),   Y-ypf- («4- rs'RF+ls") ■ 

E»  gilt  ferner  Gl.  (9)  für: 

f[x)-x',     <p(!})-y',     r H 

nnd  für: 

f{x)-x',     V{S)-'A     V-^'^,[iu-Y{/}+y')  +  Sx,j\. 
Hieraus  ergibt  sich: 

J'  +  '^':^4x-J'±^  +  '^',y 

-  -  "f  +  Ip  P"  -  ri^'^  f)  +  ixü]  +  «onst- 

Von  den  vier  behandelten  Fällen  gehört  nur  der  letzte  unserer 
Frf^e  eigentlich  an;  die  in  den  drei  übrigen  Fällen  auftretenden  Inte- 
grale lassen  sieh  durch  elementare  Funktionen  ausdrücken. 

Die  ermittelten  Kesultat«  lassen  wichtige  geometrische  Anwen- 
dungen za. 

Die  Rektifikation  des  Kreises  wird  durch  die  Formel: 


r  " 

ses  Integral    mit  IJg,   und    wollen    w 
kommenden; 

Google 


geliefert.     Bezeichnen    wir    dieses  Integral    mit  17z,   und    wollen    wir 
dasselbe  mit  dem  unter  c)  vorkommenden; 
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(10)  /; 


+  6w^'  +  c 


-  dz 


identifizieren,  so  müssen  wir  setzen: 

fc  =  e  =  0,     a  =  km,     k  =  —  h^m,     ö  =  —  m  y  \.  —  ff^, 
wo  Je  eiae  willkürliche  Konstante  bezeichnet;   dann   ist   die  Relation: 

(11)  Hx  —  Tly  =  const. 
mit  der  anderen: 

(12)  h^  -x^—f+  2xy  yT-~J?  =  0 

gleichbedeutend.  Zur  Bestimmung  der  willkilrlichen  Konstante  in  (11) 
erwäge  man,  daß  aus  ?/  =  0  wegen  (12)  x  ^h  folgt;  es  nimmt  daher 
(11)  die  präzisere  Form  an: 

nx  —  ny^  m, 

während  sich  aus  (12)  ergibt: 

x^y  yX-k^  +  Syi  -7/% 
y  =  xy  1  —  Ä*  —  Tiy  \  —  y^, 

h^x  Y~^~^f  -  y  yi-a-^ 
Setzt  man: 

a:  —  sin  I,     y  =  sin  ti,     ],■  =  sin  y, 
so  lassen  sieh  die  obigen  Formeln  folgendermaßen  schreiben: 

sin  I  =  sin  j;  cos  }•  +  siny  cos  j;, 

sin  ij  =  sin  I  coa  y  ■—  siuy  cos  |, 

sin  y  =  sin  |  coa  tj  —  sin  ij  cos  |, 
oder  kürzer: 

sin  (/(  ±  ]/)  =  sin  fi  cos  v  +  sin  v  cos  [i, 

eine  Formel,  welche  den  Additiona-  und  Subtraktioussatz  der 
Sinusfunktion  darstellt. 

Betrachten  wir  nunmehr  die  Parabel: 


wo  3,  u  karteaische  Koordinaten  bezeichnen;  dann  ist: 
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Um  dieses  Integral,  welches  ebenfalls  mit  11^  bezeichoet  werden 
möge,  mit  (10)  zu  identifizieren,  setzen  wir: 

es  ist  dann,   nachdem  die  willkürliche  Konstante  wie  oben  bestimmt 
worden  ist: 

Ux  —  Tlij  —  Wi  +  kxij, 

unter  der  Voraussetzung: 
oder: 

x-j/V'i  +  t'+ti/iT?, 

y-x  yr+k'-kYTTi?, 
t  —  x  yT+  </—  i/Yi  +  i?. 

Bezeichnen  wir  mit  0  den  Scheitel  der  Parabel,  ferner  allgemein 
mit  ä  den  KurTenpunkt,  dessen  Abszisse  5  ist;  es  folgt  dann: 

n,-  _  oä, 

also: 

(13)  1)1  =  ot  +  kx!/, 

wenn: 

X  ]/l  +  / ~  y yi  -\-  x^  =  k. 

Sind  p,  q  zwei  andere  Punkte,  deren  Abszissen  zu  k  in  derselben 
Beziehung  stehen  als  x,  y,  so  folgt : 

qp  =  Qt  +  l:pq, 
also : 

qp-i)r  =  fc(i)5-.rj/). 

Diese  Formeln  liefern  die  Auflösung  einiger  geometrischer  Pro- 
bleme. 

t.  Sind  zwei  Kuryenpunbte  r,  f  gegeben,  so  soll  man  einen 
dritten  Punkt  ö  derart  bestimmen,  daß  sich  rö  — ot  durch  die  Ab- 
szissen r,  I:  algebraisch  ausdrücken  ^ßt.  —  Setzen  wir  in  (13)  r,  s 
statt  ij,  X,  so  ist: 

rä  —  o!  =  hrs, 

s^lcyi+r'J^ryYTk\ 

Hosted  by  V^jOOQIC 
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Diese  selben  Formeln  dienen  dazu,  f  aufzufinden,  wenn  r  und  Ö 
sind;    die    letzte    Gleichung    kann    in    dieser   Hinsicht    die 
Form :  _  

erhalten.     Diese  Beziehung  läBt  sich  auch  schreiben: 

s + V  r+i»  -  (t  +  y  i^T")  (r + vT+V') . 

2.  Sind  drei  Punkte  r,  ^,  t  gegeben,  so  soll  man  einen  vierten 
Punkt  §  derart  finden,  daß  sieh  rS  — t)f  durch  r,  h,  h  algebraisch 
ausdrücken  läßt.   —  Man   bestimme   zunächst   einen   solchen  Punkt   [, 

daß:  

{)i-Q\^hn  =  hk[kyi^h^—hY^  +I^H 
ist;  dann  wird  der  gesuchte  Punkt  §  durch  die  Beziehung: 

bestimmt,  und  es  ist: 
folglich : 


ce  —  ol  =  Irs, 
-  ^t  =  l(rs  -  hk). 


3.  Sind  drei  Punkte  r,  1),  l  gegeben,   und  ist  n  eine  ganze  posi- 
tive Zahl,  so  soll  man  einen  Punkt  §„  derart  bestimmen,  daß: 

a.-nit 

aigehraisch  angebbar  ist,  —  Ist  z.  B. «  =  2,  so  bestimme  man  ^^  der- 
art, daß  es  zu  ä,  i),  f  in  derselben  Beziehung  stehe,  in  welcher  §  im 
vorhergehenden  Probleme  zu  r,  ^,  i  steht;  dann  ist: 

wo: 

s,=syr+i'+iy\  +  s-, 

und  folglich: 

X^,-  2i)t  ^  Urs  +  ss^-  2hk). 

Die  Bogenlänge  der  Ellipse: 


'fV^^^'-ß 


A*  —  n 


Z-y{A'-e')(A'-n?). 
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Um  nz  mit  dem  unter  d)  vorliommendea  lutegral: 

f '±i!l±i_ 

m  Übereinatimumag  zu  briiigen,  setzen  wir; 

a^  Ä^,     h^-n,     C  -  0,     -  ay  -  ^*, 

ferner,  wenn  x  -^  i^  für  jy  =  0  sein  muß: 
a  +  yk^^  0: 


es  folgt  dann,  wenn  y(A^  —  l<^)(Ä^  —  nk^j  '=  K  ist: 

also: 
und: 

woraus  folgt: 

_  A^(Ky  +  A- 1')  _  ^'(^a:  —  iX)       ,  _  A\¥x  —  yX) 

^~    Ä*  —  7ik^Y    '      y  ~  'A^  —  nk^x'  '  A'  —  nx'y'' 

Sind  also  die  Kurvenpunkte  r,  l  gegeben,  und  ist  a  einer  der 
Punkte,  für  welche  « =  0,  so  laßt  sich  ein  Punkt  §  derart  finden, 
daß   vä  —  at  algebraisch  angebbar  ist;  man  bat  nämlich: 

(14)  re  -  at  =  TTs  -  Ilr  -  Ilk  =  -  "1", 

Ist  insbesondere  r  —  Ä,  und  bezeichnet  man  mit  b  den  ent- 
sprechenden Kurrenpunkt  (Fig.  83),  so  folgt  i?  =  0,  und: 

(16)  »--^-f, -^l/^-l'^'f,", 

ferner: 

eine  Gleichung,  die  mit  einer  von  G.  Fagnano  gegebenen  (diese  Vorl., 
IIP,  S.  490)  übereinstimmt. 

Man  findet  leicht,  daß  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  die 
Länge   der   zwischen   dem  Berührungspunkte  f   und  der  Projektion  V 
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des  Mittelpunktes  liegeuden  Strecke  (3er  Tangente  iu  !  aßgiht.  Ist 
ferner  t  der  Schnittpunkt  der  Achse  oa  mit  dieser  Tangente,  und 
nimmt  man  auf  derselben 
tn  —  A,  so  ist  der  gesuchte 
Punkt  §  der  Schnittpunkt 
der  Ellipse  mit  der  durch 
0  gehenden  Parallele  zu  oa. 
Derselbe  Wert  für  s  ergibt 
sich  offenbar,  wenn  man 
den  zu  of  konjugierten 
Durchmesser  ol)  bis  I  derart 
verlängert,  daß  o\  =  A  ist, 
und  i  auf  ob  projiziert;  die 
zu  den  beiden  Schnitt- 
punkten ä,  q'  der  projizie- 
renden Geraden  mit  der 
Ellipse  gemeinschaftliche 
Abszisse  hat  die  durch  (16) 
gegebene  Größe.  Man  kann 
also  schreiben: 

oder: 

femer,  wenn  j  die  Projektion  von  i  auf  o^  ist: 


=  pE, 


ab -Es' 


=  01- 


Hieraus    ergibt    sich    unmittelbar    der    Beweis    des    1754    vor- 
Man  hat  nämlich  (siehe  oben  Fig.  82): 

BA-QÄS-^  OV, 

B'A~  Q'PS~-OY', 

Q'FS-QAS^  rr. 

Setzt  mau  in  (14),  (15)  r  =^  k,   und   bezeichnet   man   mit  ff  den 


und  analog: 
woraus  folgt: 


daraus  entstehenden  Wei-t  von  s,  so  folgt: 


(17) 


al- 


hS»3 


Aus  (14),  (17)  ergibt  sieh: 
2(al  -  tä)  -  (at  - 

:*»TOB,  GeaohlQhtB  äer  M.themalik  IV. 


f9)-l^(2>-»-*9), 
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oder: 

(iQ-2x^  =  '^(2rs  —  k(fi 

Soli  rö  =  -    aQ   sein,  so  muß  zwischen  r,  s,  k^  g  die  Bezieliung: 

2rs  =/,■(/ 

stattfinden,  welche  zusammen  mit  (15)  und  dem  soeben  angegebenen 
Ausdrucke  von  g  die  Werte  von  r,  s,  k  als  Funktionen  von  g  ergibt. 
Es  ist  daher  möglich,  einen  Bogen  algebraisch  zu  bestimmen,  dessen 
Länge  die  Hälfte  der  Länge  eines  gegebenen  Bogens  ist,  ein  Problem, 
welches  das  1754  vorgeschlagene  als  besonderen  Fall  einschließt. 

Auf  die  Integration  der  nach  ihm  benannten  öieichung  ist  Euler 
noch  wiederholt  gekommen.') 

In  einer  1768  erschienenen  Sehrift^)   zeigt  Euler,   wie   mau  die 
Differentialgleichung : 

lix  dy 

direkt  integrieren  kann.  Man  muß  zunächst  die  ungeraden  Potenzen 
.  von  X,  y  abschaffen,  wonach  die  Gleichung  die  Form: 

dx  _  du 

annimmt.     Setzt  man  hier  zuerst: 

endlich: 

"  -  iÄ-Dj,^-  '^'('^  +  -^y")  +  (-1  +  i>p-)syiÄb  -  m, 

so  erhält  man  die  durch  elementare  Funktionen  integrierbare  Glei- 
chung: 


')  Ein  besonderer  Fall  dieser  Gleiciiung  wird  integriert  in  der  Schrift: 
Problöme:  Un  coipe  etant  attire  en  raison  reciproque  quairee  des 
distancea  vers  deux  points  fises  donnes,  tiouver  les  cas  oii  la  coutbe 
döcrite  par  ce  corpa  aera  ajgtjbrique,  E^aolu  par  M.  Euler,  Möm.  Acad. 
Berlin  1760  (publ.  1767),  p.  228  —  249.         *)  Integratio  aequatioaia 

_  _  dx  _  dy 

y~Ä'+~B'x+  Gx'  4-  Bx'  +  Ex*  ^Y-^-Y  By+Cy'  +  I)y'  +  Ey*  ' 

Novi  CoKim.  Acad.  Petrop.  XJI,  1766—1767  (pubi.  1768),  p.  3  —  16. 

Hosied  by  VjOOQIC 


Transzendenten.     Elliptische  Integrale.  g05 

|/i+ä'  '  A  —  Vp^ 

Die  oben  ;uigegebene  Methode  zur  Bildung  von  algebraisch  inte- 
grierbaren  Differeatialgleicliungen  von  der  Form  (5^  oder  (8)  wurde 
später  von  Euler  Terallgemeinert ^).  Er  geht  von  der  Integral- 
gleichung: 

(18)     «  +  2ß{x  +  y)  +  Y(x^  +  f)  +  2da!y+  2fxy{x  +  i,)  +  tx^^O 

aus,  und  findet  eine  Differentialgleichung  von  der  gewünschten  Eorm. 
Da  ferner  diese  4  Konstanten,  (18)  aber  5  enthält,  so  ist  (18)  das  voll- 
ständige Integral.  —  Interessant  sind  die  Betrachtungen  Eulers  über 
die  Möglichkeit  weiterer  Verallgemeinerungen.  Wäre  es  möglich,  die 
Gleichung  (8),  wo  X^  ein  beliebiges  Polynom  der  sechsten  Ord- 
nung bezeichnen  möge,  algebraisch  zu  integrieren,  so  wäre  ins- 
besondere : 


(19) 


wo  F  ein  beliebiges  Polynom  der  dritten  Ordnung  ist,  algebraisch 
integrierbar,  was  nicht  immer  stattfindet.  Ist  X^  vom  fünften  Grade, 
so  geht  die  Gleichung  durch  die  Substitution: 

wo  ß  eine  passend  gewählte  Konstante  ist^),  in: 


Hber,  wo  Ü^  ein  Polynom  vom  vierten  Grade  in  u^  darstellt;  wäre 
aber  diese  Gleichung  stets  algebraisch  integrierbar,  so  würde  dasselbe 
von  (19)  folgen,  wenn  P  ein  Polynom  vom  zweiten  Grade  in  x^ 
wäre,  was  nicht  immer  wahr  ist.  Also  ist  (8)  nicht  im  allgemeinen 
algebraisch  integrierbar,  wenn  die  Ordnung  von  X^  vier  übertrifft. 

Die  algebraische  Integration  ist  auch  im  allgemeinen  unmöglich, 
wenn  X  eine  Wurzelgröße  darstellt,  deren  Index  >  2  ist. 

'jEvolutio  genetalior  formularum  comparationi  curvarum  inHer- 
vientium,  Noti  Gomm,  Acad.  Petrop.  XII,  1766—1767  (publ.  1768),  p,  42—86. 
')  Euler  sagt  eiiifacli,  daß  man  x',  i/'  statt  x,  y  setien  muß.  —  Ist: 

X'  =  A-\-ßx-\-  Cx'  +  Dx'  H-  Ej:'  -f  Fj:\ 

so  muß  die  Konstaule  a  die  Bedingung: 

A-\-Ba-\-  Ca'  +  I^a^  +  E<!*  -f-  J'c'  =  0 
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la  seiner  Integralrechnung^)  kommt  Euler  auf  den  wichtigen 
Gregenstand  wieder  zurück.  Er  hemerkt,  daß  die  von  ihm  behandelten  Glei- 
chungen dazu  geeignet  sind,  die  Vorzüge  der  Methode  des  integrierenden 
Faktors  gegenüber  derjenigen  von  der  Trennung  der  Veränderiiehen 
aufs  beste  zu  zeigen;  ea  ist  nämlich  leicht  ersichtlich,  daß  das 
Eulersche  Int egrationa verfahren  wesentlich  in  der  Auffindung  eines 
Multiplikators  besteht.  Es  ist  aber  im  allgemeinen  nichts  weniger 
als  leicht,  zu  einer  gegebenen  Gleichung  (5)  einen  passenden  Multi- 
plikator M  zu  finden.  Man  kann  sich  umgekehrt  fragen,  welche 
Gleichungen  durch  einen  Multiplikator  von  gegebener  Form  integriert 
werden  können,    —  Es  sei  z.  B. : 


M- 


(G  +  PiC-l-y»/)«' 


WO    X,  Y  zwei   gleichartige    Funktionen    von   x   bzw.   y    bezeichnen 
mögen;  dann  muß: 

rdx  +_Xdy 

ein  vollständiges  Differential  sein.     Integriert   man  nach  x,   so  findet 
man: 

integriert  man  dagegen  nach  y,  so  ergibt  sich: 
(21)  -r-fir^-^  +  ^  W- 

Durch  Gleiehsetzung  der  beiden  Ausdrücke  erhält  man: 

Da,  wegen  der  Form  der  linken  Seite,  alle  x  und  y  zugleich  ent- 
haltenden Glieder  rechts  verschwinden  müssen,  so  ist  notwendig: 


z/(a;)  =  mßx  +  const.,     r(y)  =  myy  +  const., 
',  eine  konstante  Große  bezeiclmet,  folglich: 

X  =  y[mß^3:^  +  ß(ina  +  n)x  +  p], 
r=  ßimy^y'  +  y(ma  -  n)y  +  ql 
p,  q   konstante  Größen   sind,   zwischen   welchen  die  1 


besteht.     Durch   Einsetzung   dieser   Ansdiücke  in   (20)   oder   in  (21) 
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ergibt  sieh  als  Integral  der  betrachteten  Gieiehuug,  nach  leichten  Um- 
formungen: 

mßyxy  —  ^(ßx-  yy)-f=^(,(u  +  ßx  +  yy), 

wo  f=  p  — 5-  ="  S  +   ö  )  '^'^'^  9  ^™^  willkürliche  Konstante  ist. 

Geht  man  von  komplizierteren  Formen  von  M  aus,  so  erhält 
man  die  schon   oben   behandelten  elliptischen  Differentialgleichungen. 

Die  Arbeiten  Eulers  über  die  Differentialgleichung: 

1^  +  ^  ^  0 

erregten  die  Aufmerksamkeit  Lagranges.')  Ihm  schien  sonderbar 
genug,  daß  eine  Differentialgleichung  mit  separierten  Veränderlichen, 
deren  Glieder  einzeln  nicht  algebraisch  integrierbar  sind,  sich  nichts- 
destoweniger algebraisch  integrieren  ließe;  und  er  wollte  die  Sache 
näher  betrachten.  Ebenso  wie  Euler  ging  er  vom  einfachsten 
FaUe  aus: 

(22)  -^-.-^  =  -4l.^  ■ 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

arcsina;  =  aresin  j/  +  const.  =  aresiay  +  arceiuu; 

es  läßt  sich  aber  auch  auf  algebraische  Form  bringen,  denn  es  folgt, 
wegen  bekannter  trigonometrischer  Sätze: 

(23)  a  =  xyi^^~yyT^. 

Es  wäre  jedoch  wünschenswert,  zu  diesem  Integrale  auf  algebraischem 
Wege  direkt  zu  gelangen.  Das  läßt  sich  folgendermaßen  en-eichen. 
Man  schreibe  die  Differentialgleichung  so: 

yi—y^dx'-'yi-'JUhj, 

und  wende  auf  beide  Seiten  die  partielle  Integration  an;  man  erhält 
die  Gleichung: 

xYr-f+    fjp)i''-  =  yyV-x"-+   f-""^''    +const., 

welche  sich  wegen  (22)  auf  (23)  reiluKiert. 

■)  Sur  Integration  de  iiuelquee  equations   differentiellefl  doiit 

ticülier   n'est   point   integrahlß,   Mise.  Taiir.  IV,    1766— 17G3,   p.  93— 125; 
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Ist  die  Differentialgleichung; 

dx  dy 

ya  +  'ßx  +  yx'~-^Sx'  +  Tx<  "~   y«  4-  py  +  yy'  +  A'y'  +  iy' 

gegeben,  so  Terifiziert  man  leioht  ilnrch  Differentiation,  daß  ibr 
Integral  die  Form: 

A  +  B(x  +  y)  +  Cif  +  !/'}  -H  i>xij  +E(x^}/  +  xf)  +  Fx^y^  =  0    > 

hat;  die  Koeffizienten  lassen  sich  durch  a,  ß,  y,  ö,  e  ausdrücken  mit 
Ausscblnß  eines  einzigen,  der  als  Integrationskonstante  gilt,  so  daß 
die  letzte  Gleichung  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung bildet.  Diese  Integration  iat  aber,  wie  Lagrange 
sieb  ausspricht,  nur  zufällig;  er  versucht  daher,  eine  direkte  Inte- 
gration smetbo  de  für  derartige  Gleichungen  zu  finden.  Seine  Methode 
ist  auf  folgendes  Prinzip  gegründet. 

Liegt  eine  nicht  integrierbare  Dift'erentialgleiehung  erster  Ord- 
nung vor,  so  differentiiere  man  sie,  und  sehe  zu,  ob  es  möglich 
ist,  ans  der  gegebenen  und  der  durch  Differentiation  aus  dieser  er- 
haltenen Gleichung  eine  neue  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
durch  Kombination  und  Integration  abzuleiten;  dann  liefert  die  Eli- 
mination von  —^  aus  den  beiden  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung das  gesuchte  Integral.  Ist  das  nicht  möglich,  ao  kann  man 
zweimal  difi'erentiieren  usw. 

Sehen  wir  zu,  unter  welchen  Bedingungen  die  Methode  auf  die 
Gleichung: 

anwendbar  ist,  wo  X,  Y  zwei  gleichartige  Funktionen  von  x  bzw.  y 
hezeicbnen.     Schreiben  wir; 


(24) 


dx  dy         dt 

wo  t  eine  Hilfs veränderliche,    T  eine  Funktion  von  t   ist.     Es    folgt: 

und  hieraus  durch  Differentiation: 

,„.,  2  Td  Tax  -l-_3  T^d'x  __  ax        2TdTdy_±  2  TH^y  _d¥ 

iJO)  j^t  -  -     -     -  ^^,  ^fi-  ~  "rfy  ■ 

Setzen  wir  nunmehr: 
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es  folgt  daiiii,  wegen  (ä4),  (25): 

,,       dT       ,_       dT         ,     ,  (X—  Y)dt' 

Cp'  dq_'       '     ^  T'        ' 

2  T.ip{Mdp  -f-  ■'Vdä)  +  2Z^'d^  -_  *'?  4_  ^T 


<ir- 

Ja!    + 

dY 

2A' 

(X- 

JJ. 

r 

rac 

Ltet  man  ^  als  konstant,  ! 

io  ist: 

rix       „8X 
ä7  -  ^  Ss 

dY 

=  -2 

^2  ' 

27 

■gJ.y+W,) 

2f/ 

~jf) 

-■ 

i(X- 

-Y) 

dT 

liC 

d<i-- 

Um  -j^  hieraus  abzuleiten,  muß  man  diese  Gleiebuiig  derart  um- 
formen, daß  sie  nur  p  und  q  enthalten  möge;  das  aber  scheint  mir, 
sagt  Lagrange,  nur  dann  möglich,  wenn: 

a)  T=PQ  ist,  wo  P  eine  Funktion  von  p,  Q  eine  Funktion 
von  q  bezeichnet,  so  daß  die  letzte  Gleichung  die  Form; 

'^"^  s,     -gaiV'Q'l 

erhält; 

b)  die  rechte  Seite  vou  (26)  eine  Funktion  2<p(p)  von  p  ist. 
Es  folgt  dann: 

(2')  -g---'P(p)fQ'li  +  *(p), 

da  aber: 

d(  ~  rf(  ■•"  rff  ~  f         "~        PQ 

ist,  so  erhält  man  schließlieh  das  gesuchte  Integral: 


(28)  yx  +  VY-gViff  (p)  dp  +  a 

Wie   müssen    X   und    Y  beschaffen    sein,   damit   (27)    bestehen 
kann? 
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Setzen  wir: 

X=  a  +  ßx  +  fX^  +  dz^  +  sx^  +  £;.r^  +  ■  ■  -, 
r=  K  +  ^</  +  yf  +  dy^  +  £/  +  tif  +  ■  ■  ■; 

es  folgt  hieraus: 

Es  muß  also  wegen  (27)  zunächst  Q  =  q  sein,  ferner: 

ß  +  n>+  ^iP'  +  {-p'  +  ^P'  + 'PiP)> 

t  +  t^  +  tV  + -T'Pipl 

^t  + =0. 

folglich : 

nnd  (28)  reduziert  sich  auf; 

i/x  +  i/r = qyc  +"tf^~+7y"; 

oder: 

wo: 

Man  kann  auch  versuchen,  für  X  und  Y  nicht  notwendig  gleich- 
artige Funktionen  anzunehmen.     Setzt  man: 

X=  *(2a:)=  0(p  +  q),     F=  »f  (2?/)  ^  'P'(i)  -  2), 

so  folgt  aus  (27): 

0(p  +  i)-W(j,-q)-Q[^  {p)fqdq  +  *(?)]. 

Differentiiert  man  zweimal  nach  p  oder  nach  q,  so  kommt: 


Hosied  by 


Google 


Tracazen deuten.    ElliptiEclie  Integrale.  81 1 

«"  O  +  9)  -  '!'"  I>  -  9)  -  «  [9"  (PjfQil'l  +  *"  (P)] , 

*"  (i>  + «)  -  ""  (p  -i)-f  w  I^F  («/ei«)  +*(!>)  -i^f , 

alBo: 

'}[<p"{P)J'Q<'1  +  *"M]  -rpW-^igJ'Qdq)  +  fip)'^;^,- 

Da,  diese  Gieiehung  identisch  bestuheu  soll,  so  kanu  man  zimäcbst 
setzen : 


=  —  M'( 


WO  m  eine  Konstaute  bezeichnet,  und  folglich: 

^  =  ^  sin  {mq  +  a), 
ferner; 

y,"  (p)  =.  —  m  V  0')' 
woraus  sich  ergibt: 

ilf(p)^S  sin  (mp  +  (3). 
Ans: 

lifQdq  ■  f  "(y)  _  9  (j,)  ^-^i  {<if<idq) 
folgt  dann: 

y"(j,)__4mV(i)), 

und  hieraus  durch  Integration: 

<p  {p)  =  C  sin  2  (mp  +  y). 

Durch  Einsetzung    der    erhaltenen  Ausdrücke   ergibt  sich,   wenn 
man: 

Ä'C  ^         __AB  ^^ 

macht: 

3>(2a;)  -  -'P\2y)  =  <J.(^jj  +  g)  -  ^p-(p  -  q) 

2  c  sin  2  (mp  -\-  y)  sin  2  (m  3  +  «) 

—  2b  sin  {mp  +  ;?)  sin  (mg  +  k) 

=  c[cos2(2»jj:  +  y  +  (()  —  cos  2  {2  m;/  +  y  —  «)] 
-l"  6[cos(2mic  +  /3  +  «)  — coe(2»((/  +  ^~  «)], 
und  folglich,  wenn  «  eine  weitere  Konstante  bezeichnet: 

X  =  0{2x)  =^  a  +  b  co%{2mx  +  ß  +  a)  +  c  cos2(2mx  +  y  +  a), 
r=  W{2i/)  ^  a  +  b  coB  (2m>j  +  ß  -  a)  +  c  cos2{2my  +  y  —  a), 
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welche  nach  Lagraiige  die  allgemeinsten  durch  seine  Methode  zu 
erhaltenden  Ausdrücke  zu  sein  scheinen.    Das  Integral  ist  nach  (28): 

yWißxj  -I-  yW(2pj  =  A  sin (mq  +  k) ]//f  —  ^ cos (2 mp  ■{•  y), 
wo  JI  die  willkürliche  Konstante  ist.     Setzt  mau: 

cos 2 »(3;  +  i  sm2mr  =  u,     cos 2?»?/  +  i  sia2mp  =  v, 
cos  (ß  +  a)'^  A,     cos  (,3  -  ß)  =-  Ü, 
cos  2  (7  +  «)  =  B,     coB  2  (j-  ~  k)  =  f  , 
so  folgt: 

wo: 

P=  c(B  -  K^^^l)  +  b{A~  yÄ^'~~i)u  +  2a!(ä 

+  &U  +  VA^~-^'l)n'  +  c(B+yB^-l)u\ 
V^c(F-  yW^^ "1 )  +  S (£  ~  y^B^- 1) V 

+  2«.^  +  h{E  +  yW^\)v'  +  c{F  +yF^~-\)v\ 
und  die  Differentialgleichung  nimmt  die  Form: 
dti  _  dr^ 

yv  "  y'v 

an,  welche  etwas  allgemeiner  ist  als  die  frühere,  insofern  als  in  der- 
selhen  nicht  5,  sondern  6  Konstanten  vorkommen^). 

Zwei  weitere  Integrationsmethoden  wurden  von  Lagrange  in 
seiner  Theorie  des  fonctions  analytiques  entwickelt. 

Mau  setze  wie  oben: 


yx     yr 

wo: 

X  ^  (X  +  ßx  i-  yx^  +  dx^  +  Fx\     Y  =  a  +  ßy  +  yf  +  dy'  -^  sy^\ 
dann  ist: 

')  Die  EouBtautea  sind  zwar  7,  Damlicb  A,  B,  E,  F,  a,  b.  c;  aber  eg  iimiet 
zwischen  ihnen  eine  Relation  statt.     Es  iet  n^mhch; 

C08 n= ^£'+ yi  — "X'j/t — E*.    «:o3 2 "  =  BF+yr~ii'yi"^~F\ 

folglich: 

1  +  Bi'+yt —"*B"*]/i— "-?"*= äU.E+yf^'^y'i"—":^']*. 
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2xx"  =  X  =  (jJ  +  2yx  -j-  äda^  +  4E3:')a;', 
2yf  =  r  =  (^  +  2ytj  +  Sdf  +  Uy^)y, 
und  hieraus: 

P"  =  ß  +  TP  +   4   ip^  +  3^)  +  Y  {V^  +  'ipi% 

p'q  =  x"'  —  y'^  ^  X  —  Y 

=  ßq  +  ypg+  ^  {^p'-q  +  <i)  +  -|-  (;''?  +i>2'), 
folglich: 

oder: 


■woraus    sieh   durch   lategration    ergibt,   wenn   a    eine  Konstante   be- 
zeichnet: 

'3*  -  (1+  öp  +  e_p^ 
oder: 

yx  +  -|/r  =  (^  -  »/)  Vä  +  d  (a;  +  ;;)  +  ^(a;  +  y)\ 

Man    kann    auch    die      gegebene    Differentialgleichung    auf    die 
Form: 


l^  +  B.». 

y^+ 

bringen.     Dann  ist: 

2xi'u"^-Bmau-u 
oder: 

B    . 
M  =  —  -g-  sm ) 

Setzt  man: 
SU  folgt: 

9- 

■  — ö —  ~  ~~  4"  (^™  3^  +  sin  m)  =  —  — -  äin^  cos  q. 

■  — T — -^  (ain^  ~  sin«)  =  —  2-  cos^  sin^, 
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P<1  — 


--}(« 


-  cosh)  =  —  „  sin^  sing, 


Man  erhält  hieraus  durch  Integration: 

p'  —  a  sin  q,  q  ~  h  sinp, 

folglich : 

h  s'mp  ■  p  =  a  sin  q  ■  q', 

und  durch  abermalige  Integration: 

(29)  b  cosj)  =  a  cos  q  +  c, 

wo  a,  b,  c  drei  Konstanten  bezeichnt 


Ist  i 


folglieh ; 


(  für  «  =  0,  so  hat  man  entsprechend: 


s  =  yÄ-+  B cos m  =  P,  u  ^yÄ  +  B=  Q, 

c  =  -  ^  cotg  1" , 

und    hieraus,    wenn  man    T;=cosJf   setzt,   wegen 

(29): 

(30)      cos    -  ~  cos  -g-  cos  -  -  +  sin  --  sin    -  eos  M. 

Diese  Gleichung  läßt  eine  elegante  geo- 
metrische Interpretation  zu.  Hat  man  auf  einer 
Kugel  zwei  größte  Kreise  (Fig.  84)  ABB,  AHB, 
deren  gegenseitige  Neigung  M  sein  möge,  und 
nimmt  man  auf   diesen    zwei  Bösen: 


Fig.  81. 

AC  = 

l-'^^-i. 

SO    ist   CD  —  -'-  . 

Ist  auch  Dß=  1 

,    und    setzt    mar 

i    AE 

so  ist: 

cos-^ 

"  =  cos  -|-  cos  -|-  +  sir 

1  -|-  sin  |-  cos  M. 
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Ist  EF  ^  —    und  setzt  mau  AF  =  — ,  so  hat  man  analog: 
cos  Y  =•  cos  i  cos      +  sin  ^  sin  y  cos  31, 
U3W,     Die  Gleichung  (30)  ist  mit: 

m-f[H)+f(m} 
gleichbedeutend,  wo: 

Jv^  +  b™. 

ist      Man  hat  dann: 

fW-fW  +  fW-fW  +  ä«»). 

f{x)-f{y)+f(m)-f{u)  +  if(m), 

U8W. 

Erat  später  erfuhr  Euler  zu  seiner  Verwunderang'),  daß  La- 
grange seine  Differentialgleichung  integriert  hatte,  ohne  von  der 
Methode  des  integrierenden  Faktors  Gebrauch  zu  machen.  Mit  seiner 
unennüdiiehen  Tätigkeit  wollte  er  gleich  das  sich  auf  Differentiation 
stützende  Lagrangesche  Verfahren  beherrschen  und  erkannte,  daß 
dasselbe  in  manchen  Fällen  gute  Dienste  leisten  kann.  lat  z.  B.  die 
Gleichung: 


vorhanden,  wo: 

dx 

X 

Y 

X  = 

a  +  -2 

ßx  +  yx', 

l'-r 

-^  +  2ß>/  + 

rf, 

so  schreibe  man; 
woraus  folgt; 

dx 

dx        y 
dt        ^' 

ly      y 

Setzt  man  x 

-f/  = 

■  q,  so  ist: 

also: 

1    dq_ 
3    dt 

_x-r 

-2ß  + 

yix  +  p), 

')  Dilucidati 

onea    j 

auper    methodo    el 

legautissin 

la,   q 

de  la  Orange  usui 

i  est. 

in  integra 

,nda  aeq 

uatione  di 

ffere 

,   qua    iiluötri 
equatione  diff 

Acta  Acad.  Petrop.  H  P.  1,  1778,  p.  20—57;  lust.  ealc,  int.  IV,  p.  465— &03. 
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da:  dy  dq 

und  durch  IntegratioB : 

'°S"j7  "I"  ^*'S  rfj  ""  2 1*^83  +  const., 
oder: 

.,  _  dxjiij  ____-^Y_ 
^-  q'dt'  ~~{x~!,r' 

oder  auch,  durch  Verändemng  der  willkürlichen  Konstante: 


was  sich  einfacher  schi^eiben  laß 


C^ 


"_+_ß(^  +  !l)  +  7^>J 


Die  Gleichung: 

dx       _  dy 
X  '^        Y' 

wo  X,  Y  die   ohige  Bedeutung  haben,  kann  auf  ähnliche  Weise   be- 
handelt werden. 

Nach   diesen    ganz    einfachen  Beispielen    kommt  Euler   auf  die 
Differentialgleichung : 
(31)  ''^  +  ^l  =.  0, 

die  er  in  den  folgenden  Fällen  integriert: 
X  =  a  +  ßx  +  yx', 
X  =  ti+  ßx  +  yx^+  dx^  +  ex^, 
X^t^  +  ßx^  +  yx^^  Öx\ 

Wir  beschränken  una  hier  auf  den  zweiten  Fall,  auf  welchen  die 
zwei  übrigen  zurückfährbar  sind.     Euler  setzt,  nach  Lagrange: 

■K  +  i/  =  i^.     ^  —  .'/  =  'i, 
ferner,  wenn  das  untere  Vorzeichen  angenommen  wird: 


■yx     vT  ' 


dt, 


was  darauf  hinauskommt,   daß  er  das  Lagrangesche  T   gleich  Eins 
annimmt.     Es  ist  dann: 

^p-  ^X~Y=q[ß  +  yp+'^  (3p'  +  f)  +   |.  (f  +  P'/)), 

Hosied  by LjOOQIC 
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femer: 

^  dx  d'x  liX  dx        lydy  d^y  ^dY  dy 

~di  dt'        dx  dt'         dt  dt'        dy  dt' 
woraus  folgt: 

d'ö        1  /dX    ,    dY\        „    ,  ,    3''/    5    ,      »^    ,     s  /   1    ,    o      ij\ 

d  -  Y  (,K  +  ä , )  -  f  +  ri>  +  T  ü»"  +  «")  +  T  (*  +  3  f«  )■ 

also: 

d^p       dpdq       /#    ,        \    s 

Multipliziert  man    mit    -,-j,   und   integriert,    so  erhält  man  wie 
oben: 

oder: 

Bestimnit  man  die  willkürliclie  Konstante  derart,  daß  x  =  k  für 
y  =  0  ist,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Umformungen: 

~    '  i-=       ""       ' 

wo: 

K=  a  +  ßJc-\-  yli"-  +  dl&  -f-  eJ-*. 

Nimmt  man  in  (31)  das  obere  Vorzeichen  an,  so  hat  man  nur   "|/ Y 
mit  dem  Minuszeichen  zu  behaften. 
In  dem  besonderen  Falle,  wo: 

X^ia-^hxi-  cx^f  =M\     r  =  (ff  +  hu  +  äff  ^  S^ 
ist,  kommt  das  merkwürdige  Ergebnis  vor,  daß  das  Integral  von  (31), 
wenn    das     obere    Vorzeichen    angenommen    wird,     in    eine    Identität 
übergeht.    Man  kann  dennoch  das  Integral  durch  die  folgende  Methode 
erhalten. 

Setzen  wir: 

x^n^  +  x,   r=s^  +  A, 

wo  X  beliebig  klein  ist;  es  folgt  dann: 

y:t-j(  +  ,/^,  VY-s  +  ig, 

und  das  Integral,  wo  i)  =  '2bc,  f  =  e^  ist,  nimmt  die  Form  an: 


-  VC^ilic[x  +  j)  +  c'fi  +  y) , 
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oder: 

(P  +  cp)  (i  -  ^^^^)  =  yc^  hcp'T^'- 

Quadriert  man  beiderseits,  so  et^bt  sieh: 

{b:^_cpy  ~  (h+cpy-~^=C  +  2hep  +  cV, 

oder: 

(b_+cp)'  _bJ_-_C  _  ^ 
BS  l  > 

wo    B    eine    neue    willkürliche  Eonstantfl    bezeichnet.     Hieraus   iblgt 
nach  einigen  leichten  Reduktionen: 

n         {bJrcpY         c         c   b  +  cp  ^  \b-\-  cp)  ' 

wo  u  =  yy,  also: 

.-j^ —  =  const., 

oder  auch: 

^^-+'-'H.6*?'^eonst. 
cxy  —  a 

In  einer  weiteren  Abhandlung^)  vereinfacht  Euler  sein  Ver- 
fahren, und  zieht  auch  seine  älteren  geometrischen  Interpretationen 
wieder  in  Betracht. 

Die  Eulersche  Methode  kann  auch  dazu  dienen^),  um  parti- 
kuläre algebraische  Integrale  gewisser  Differentialgleichungen  zu  er- 
halten, welche  sich  sonst  wohl  nicht  leicht  ermitteln  ließen.  Es  er- 
gibt sich  z.  B.  aus  Gleichung  (32),  wenn  man: 


setzt: 


=  li 


und   folglich    wegen    (31)    (wo    das    untere  Vorzeichen   angenommen 
wird): 

')  MethoduB   Buccinctior  comparationea  quantitatiim   trausceii- 
dentium    in    forma     /         ._-_-----—-  _-_-___—_  contentarnm  inve- 

U 

1)1 
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ndi,M.S.Acad.exhib.l777;  Inat.  calc.  int.IV,  p,504— 521.  ')  Euler,  E 
quarundam  memorabilium  aeqaatioaum  differeiitialium,  qua«  atteo 
aSgebraice  integrare  licet,  etiamsi  nuüa  vi»  pateat  variabiles  a  se 
iavicem  aeparandi  (1778),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  XTII,  1795—1790  (puM- 
1802),  p.  3—13, 
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(a  +  ßp-i-  yf  +  d^>  +  sy*)  dx 
+  (-  H{x  -y:'  +  a  +  t^x  +  y)  +  yxy  -  l-xy(x  +  y)  + ix^y^)dy=^Q, 

eine  Differentialgleicliung,  welclie  (32)  als  partikuläres  Integral  besitzt. 
Zwei    andere    Abhandlungen    Eulera^)    fügen    deaaen    früheren 
Leistungen  nichts  wesentlieh  Neues  hinzu. 


Die   Aufforderung   vom   Jahre  1754   konnte   nicht   umhin,  Gr.  B, 
Pagnano  zu  interesaiereu,  um  so  mehr  als  aein  Vater  damals    noch 
lebte.    Und  in  der  Tat  be- 
schäftigte er  sich  mit  der 
Eulerschen     Frage     und 
verwandten    Gegenständen 
in  drei   Schriften,    welche 
die  Data  1763,  1768,  1770   b[- 
tragen  ^).     Seinen   Beweis 
des  Eulerschen  Theorems 
gründet  er  auf  folgenden 
von     seinem     Vater    auf- 
gestellten Satz*):   Sind: 

(Fig.  85)  die  größere  und  die  kleinere  Achse  einer  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkt  C,  CM  =  x,  CP  =  s  die  Abszisaen  von  zwei  Kurven- 
punkten X,  T,  und  besteht  zwischen  x  und  z  die  Beziehung: 


um,      denotante    Z    functionei 


quamcuiifiue  rationalem  ipaiua  e«,  Acta  Acad.  Pettop.  17S1,  RH  (publ. 
1785),  p,  3—22;  Inat.  calc.  int.  IV,  p.  446— 4B4.  -  Uberior  evolntio  com- 
parationia  quam  intor  arcns  seetionum  conicarum  inatituere  licet, 
Acta    Acad.    Petrop.    1781,    RH    (publ  1785),    p,  23— 44.  *)    Demon- 

stratio theorematis  Actis  Lipsienaibua  propositi  ad 
annum    1754,     Nova   Acta    Erud.    1762     (publ.    1763),    p.   458— 466.    —    Nova 

mensura,  Nova  Acta  Erud.  1766—1767  (publ.  1768),  p.  27—35  (abgedruckt  in 
Nuüva  Racc.  d'opuscoli  scientiflci  e  filologici  XVE,  1768,  op.  V,  17  S.). 
—  Commeutatio   ad   theorema  paternum   cui   titulus:   Theorema,   da 

eicloidali,    aive    de    areunm  seetionum   conicarum,   aliarumciue  cur- 
varum    int  er    se     coniparatione,    investigatio,    Nova    Acta    Erud.    1770, 
p.  133—506.         ')  G.  lett.  it.  1716;  dieae  Vorl.,  ni=,  S.  489—490. 
CiBToB,  ÜBBohichle  der  MathsmiHk  IV.  53 
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'VZ 


wo  c  =  ]/«*  —  h^,  so  ist: 

Bogen  EX  -  Bogen  AT ^ '^'j l/  '~-^f-,- 

Es  ist  leicht,  das  Eulerscfae  Theorem  auf  Grund  dieses  Hilfs- 
Batzes  nachzuweisen.  Nimmt  man  nämlich  auf  der  Verlängerung  von 
TP  einen  solchen  Punkt  V,  daÜ  CV  =^  a,  und  schneidet  C  V  die 
Elhpse  in  Z,  so  sind  OX,  GZ  konjugierte  Durchmesser^).  Ist  nun 
XQ  die  Normale  in  X,  Q  die  Projektion  von  X  auf  CZ,  L  der 
Schnittpunkt  von  XQ  mit  CA,  so  ist: 

folglich : 

Bogen  EX  -  Bogen  AT  =  CQ. 

Ist  JI  der  zu  X  in  bezug  auf  AB  symmetrische  Punkt,'  Y  der 
zu  X  entgegengesetzte  Kurveapunkt,  S  der  Schnittpunkt  von  FV 
mit  der  Ellipse,  so  ist: 

EX^FE^YF,     XT  =  HS,    AT  =  AS, 
folglieh: 

YFH-TAS=2CQ, 

oder  schließlich; 

YFS-XAS^2CQ, 
was  zu  beweisen  war. 

Die  größte  Differenz  der  Bögen  YFS,  XÄS  entspricht  der 
Abszisse: 

Va  +  b' 

es  ist  dann  z  ^  x,  so  daß  T  mit  X  zusammenfällt,  und; 


ergibt  sich : 

tang^CF=-    ~^^^ -,-, 

woraus  bekanntlich  folgt,  daß  CX  xcaA  CZ  koiijug-ierte  Durcbmeaser  Bind. 
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YFS-XÄS==2{a-b). 

In  der  zweiten  Abhandlung  beweist  Fagnaiio  einige  die  Bogen 
der  Parabel  und  der  gleichseitigen  Hyperbel  betreffende  Sä,tze. 

Die  dritte  Abhandlung  ist  der  Auflösung  des  Eulerscheo  Pro- 
blemes  bauptaächlich  gewidmet.  Dazu  stellt  aber  Fagnano  mehrere 
allgemeinere  Sätze  auf,  bei  deren  Auffindung,  wie  er  erzählt,  die  Kat- 
Bchläge  seines  mehr  als  achtzigjährigen  Vaters  ihm  zustatten  kamen. 

a)  Besteht  zwischen  x  und  z  die  Beziehung: 


(33)                      fhx^^.'-'+fUx'-' 

+  2'")  +  1)1-0, 

oder: 

(34)                        fhx^''s^"  +  <jklx^ 

■  +  ''•)  +  9I-O, 

so  ist: 

j---'Vm:-f'-''] 

./»/■•  +  , 
V    f'"  +  S 

Es  folgt  nUmlicli  aus  (33): 

J       .1              v^.,. 

'^^v^mi' 

man  erhält  aber  aus  (33)  durch  Differentiation: 

oder: 

3t        da:     ,    z  ~    dz               ^/„„ii       .       «   „_i  -j  \  ^    i/   „   ^ 

--„■ h         „■      = .  {ß"x'^~^dx  +  x''b"    'rfsj  =  —     .dix^z"), 

folglich : 

Die  Gl.  (34)  läßt  sich  analog  behandeln. 
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b)  Ea  ist  uoter  deuselben  Voraussotzungen: 

c)  Ebenfalls  unter  den  obigen  Voraussetzungen  hat  man: 

fg+fK-r,  ../■•" 

J  J  JVfl":     +1/1- 


jyfi"+i/i+t'')'+si 


Kfl  +  gl,)x"  +  gl 


;    -     +C. 


d)  Ist: 

(35)  p'(ßx'-^"  + gl)  ^!il(!f +!,>■) 
q:  2x~0-  Y'gl.  Yifp'  +Jj(hp''+l)  -  0, 

wo  p  eine  Kojistaote  bezeichnet,  ao  folgt: 

(36)  J'T±j'r-C, 

und  (35)  ist  die  allgemeinste  BeKiehung,  für  welche  (36)  besteht. 

f)  /v±/>,r.    Ji.:ri?^     _ 

J        J       J  /hVglx"  +  (fl  +  ih)i'"  +  ß 

±  r !i!''2'i' ryji_''"''  _  Q 

J  fltVglt"  +  (fl-t-gltlf'  +  ß  "fi' 

g)  rp+ /■(;=/;-, --^,-.c>  .___- 

±(-,-.     '-'■".,_.  _a 


h)  /x+/'z_- ''"'!!" 


+  c. 
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i,       /«±/:v=/.-...-)/jj.+'^ 
±ß-'d.yi';,:i).= '^'[''^ + c. 

j)  Ist: 
so  folgt : 

k)  Ist  3   eine   UDgerade   Zahl,   und    bestellt    die   Beziehung  (33), 
so  ist; 

"^  •'         •' y/'»»'"+(fi  +  j;.)i   +ji 

±  C        ''•-'*'•■"_    _ 

,/ VA«'" +  (/■!  + 9*)i"  + 91 
eine  algebraische  Größe.     Man  hat  nämlich: 


-  nx<'-',lj:  '■''  +-'"■'""  +  <■'  +  rjm  +  im"  +  Ml 
±m'-'rl2  <■'-+  '}till  +  <1_+  '!<"_+  »')'  '+■">' 

Yfl'^'-  +  ifl  +  Sli)z''  +  gt 
-  »[(,  +  ■I\fin  W,±  Z,)  +  {q+  l)(fl  +  sh)(W,^,  ±  Z,_,) 

und   W^  ±  Z,^  ist  für  q 3   und  für  ^^  =  —  1  wegen  der  Sätze  b), 

c)  algebraisch  integrierbar. 

Die  obigen  batze  lassen  zahlreiibe  geometrische  Anwendungen 
zu,  die  zwar  nicht  sämtlich  neu  sind,  und  von  welchen  nur  einige 
angefiihit  werden  mögen 

a)  Ist  a  die  Halbachse  einei  Lemniskate,  i,  dei  vom  Doppelpunkt 
ausgehende  Vektorradms,  so  ist  der  Elementarbogen  der  Kurve: 

ds  =   --   - 
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Mau  erhält  aber  dieses  Differential  aus  1\  wenu  mau  setzt: 

es  folgt  also  aus  (33): 

Ist  daher  C'-B=x,  CE  =  s,  so  folgt  (Fig.  8G): 
Bogen  GE  +  Bogen  GB  =  const. 
Zur  Bestimmung  der  Konstante  beachte  man,  daß  b  ^^  a  für  x  =  0 


oder: 


ist.     Die  Konstaute  ist  also  der  Bogen  CA,  und  man  hat: 
Bogen  Ci?  =  Bogen  J5/I. 
Die  Puukte  E,  B  fallen  zusammen,  wenn: 

oder  X  =  aYy2  —  1   ist,  eine  Formel,  welche  das  Mittel  liefert,  den 
Lemniskatenquadranten  zu  halbieren. 

b)  Ist  a  die  Halbachse,  x  der  vom  Mittelpunkt  ausgehende  Vektor- 
radius  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  so  ist: 


Um   dieses  Differential   mit  Q   in  Übereinstimmung   zu   bringen, 
muß  man  setzen: 

es  folgt  dann  aus  (34): 
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Ist  also  CB  =  x,  CE  =  z  (Fig.  87),  so  folgt: 
AB  +  AE  =  -  +  C 


Ist  H  ein  anderer  Kurven  punkt,   E   der  wegen  (37)   demaelben 
entaprechende   Punkt,    und   be- 
zeichnet man  mit  t,  u  die  uacli 
B",  jR'    gehenden    Vektorradien, 
BO  ist: 

AB'+AE'^^-^+  C. 

Hieraus  folgt: 

AB  +  AE-AB-AE' 

oder: 

E'E-Bjr  =  ''-'-~~^"- 
c)  Setzt  man; 

fi  =  -  c\ 
so  ei^ibt  sich: 

welches  den  Elemeutarbügen 
der  Ellipse  darstellt ,  deren 
Halbachsen  «,  "[/«^  —  e^  sind, 
femer,  wegen  (35): 

(38)  ("-p-x^z^  +  ««(/  -  x"'  -  e^)  +  L>((^3vjr  =  0, 

oder,  wenn  man  das  obere  Vorzeichen  annimmt: 

^  _(-„_+, tK 

Wo: 


-  Vi«' — 1'')  (»'  -  «V) .    !-/(»'-  '')  (»'  —  «■-*■) ; 
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ist  tlaim  (Fig.  88)  C3/=«,  CN=-s,  üQ-^p,  so  folgt: 

DR  +  DS^  "'jf  ^  +  (ionst. 
Bestimmt  man  die  Konstante  auf  die  gewölinliclie  Weise,  so  er- 

Dli  +  DS  =  ""'If  +  DT, 

BJi-  ST  =  ''lf', 
ein  Ergebnis,   welchem  wir  schon  oben  (Formel  il4)j   bt'ge^net  sind. 


hält 
oder; 


Nimmt  man  dagegen  das  untere  Vorzeichen,  so  erliiUt  i 


(38) 


5_l/(o'-r>l(o'-«V); 


der  Punkt  T  fällt  zwischen  S  und  D,  und  man  hat  (Fig.  i 
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i  wiederum  die  obige  Beziehimg  folgt. 
Fallt  insbesondere  Ji  mit  T  zusammen,  ho  \b\,  x  =^  p,  ^  =  %,  folg- 
lieh wegen  der  zweiten  Gleichung  (-!9): 

es  ergibt  sich  andererseits  aus  (38): 

folglich: 

c^x^z^  —  a^s^  +  2-c*(ff^  —  <?x^z^  -|-  a^t,)  -=  0, 
oder: 

woraus  man  erhält: 


(40)  X  =  -]/[«  -1/«'-  s']  [a^~ya*-^z^a. 

Ist  also  (Fig.  90)  CM=x  =  i),  CN  =  z,  so  hat  man: 


Für  z  =  a  findet  man,  wie  oben,  x  =    ,  -      - ,  und: 

DR-liA  =  a-  h. 

Nimmt  man  nun  p,  s  statt  a;,  p,  und  ist  (Fig.  91)  s^=  CN^  der 
entsprechende  Wert  von  s,  so  hat  man : 

ferner: 
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DR  ~  SS,  ^  '^f'  =  ~-J'' , 

und    wenn  man  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung  summieii: 

2I>R  ~  MS,  =  ^_!^£^t_^L)  ^ 

wo  3-  den  Wert  (40)  hat. 

Nimmt  man  nun  s^  statt  0,   und  ist  j),  —  CM,    der   den  Werten 


X,  Z-,  entspreeheade  Wert  Ton  ji,  so  hat  mau: 

(411  '^-'Ifl'Xt^' 

WO  jr,    eine  zu 


Bedeutung  hat,  femer: 
DJi  -  li,S,  =  '''^'^^''  ; 
multipliziert  man  mit  2  und  subtrahiert  (DR  —  RS),  so  folgt: 
DS  -  2H.,yS,  ==  '^f  i2p,z,  -  xz\ 
Damit  DS  =  tIi-,S,   ist,  muß  die  Beziehung: 

(42)  2p,Ä:^  =  xz 

bestehen.     Setzt  man  nun  in  (38)  %,  p,  statt  z,  p,  so  erMlt  mau: 

(43)  cV^'«i'+  «'(pi'-  x^-  ^1^  +  2«'a-fi;r,-  0. 
Aus  (41),  (42),  (43)  ei^ibt  sich: 

f  I  ^  2a'  [y''*"^^^  +  «'^'  +  '''?'  +  '''^^ 
+  Ya'xs^  +  a^x^+  -^J^'  -  ««.J-s], 
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Fällt  insbesondere  S  mit  A  zusaiinDeii,  so  wird; 


±yba  +  3&  _  4]/a(a  +  öj  , 


eine  Formel,  weiche  die  Auflösung  des  Eulerschen  Problems  liefert. 

Mit  der  Eulerschen  Frage  beschäftigten  sich  auch  Charles 
Bossut  (geb.  zu  Tai-taras  bei  Lyon  am  11.  Aiigust  1730,  gest.  zu 
Paria  am  14,  Januar  1814)  und  Etienne  Bezout. 

Der  Beweis  von  BoBsut^)  ist  fönender. 


Es  sei  (Fig.  92): 

OF  =  n,     A'N  =  X,     AT  =  u,     NQ  =  ir; 
man  hat  dann: 


und  folglich: 


d   A'BQ 


_da;l/a'b^  +  3«cV  — c'a-- 


'j  Dlämonatratiüii  .run   thüoreme   de   geomi5trie   enonce  dang  les 
Actes   de   Leipsick,   anaee  1754,   Mtiu,  pr^s.   par  div.  aay.  ÜI,   1760,   p,  314 
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Drücken  wir  alles  durch  m  aus.     Es  ist  bekanntlich ; 

ferner : 

durch  Gl  eich  Setzung  der  beiden  Werte  von   OQ  ergibt  sich: 

X  =  a  +      y'a''  ~  n^ , 
nud  hieraus : 

d-ÄQ-=d-  A-Q=-  "'^-' ,     d  -  Ä'Q'  =  d-AQ  =  -d-Ä'Q^  -^-  , 

erhält  man  andererseits: 
folglich : 

und  hieraus: 

Es  folgt: 

d(VPS-  QASj-d-  Q'PA  -  <!  ■  QÄ-2d-  AS 
i,dn  /        9  ,    a'b'\ 

Ist  dieser  Ausdruck  das  Differential  einer  algebraischen  Funktion 
von  n,  so  hat  diese  notwendig  die  Form  pwR,  wo  p  eine  Konstante, 
q  eine  ganze  Zahl  ist.  Durch  Differentiation  ergibt  sich  p  =  2, 
^  =-  ~  1,  also: 

d{Q'FS-  Q.AS)^2d^^^, 
und  wenn  man  integriert: 

q'FS-  qAS^2-'l  , 

wobei  die  Integratiouskonstante,  wie  man  leicht  bestätigt,  gleich  Nall 
zu  setzen  ist. 
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Es  ist  ferner,  wegen  einer  bekannten  Eigenschaft  der  konjugierten 
Durchmesser: 

also: 

Or  -]/a'  +  b"- -  n^ -"^  =  ^ , 

und  schließlich: 

Q'FS-  QAS^2-  OV: 

Der  Eulersche  Satz  ließe  sich,  wie  Bossut  bemerkt,  auf  fol- 
gende Weise  a  priori  entdecken.  Setzen  wir  uns  vor,  zwei  Ellipsen- 
bögen  anzugeben,  deren  Differenz  algebraisch  rektifizierbar  sein  möge. 
Es  sei  A'BQ  einer  dieser  Bögen,  wo  A'Q=x;  dann  ergibt  sich  wie 
oben : 

j       i'r>r,  i'-dn 

d  ■  ABQ.^ ^    , 

wenn  man  setzt: 

Ya^i?  -\-  2ac^x  ~  c^x'^  =  an, 
woraus  folgt: 

Da  aber  identisch: 


=  (!■ 


bogens  bildet.     Daß  dieses  wirklich  stattfindet,   bestätigt   man   durch 
die  Substitution  n=  —,  welche  ergibt: 

WO: 

ist. 

Bezout')  stellt  die  folgenden  drei  Sätze  auf: 
a)  Das  Differential: 

läßt  sich  in  zwei  Differentiale  von  der  Form: 


')  Memoire  sur  les  quantites  differentielles,  qui  n'e'tant  point 
integralilea  pac  eUeB-mHmea,  le  deviennent  iieanmoiaa  quand  on 
leui  Joint  des  quantitüs  lie  meme  forme  qu'elles,  Mem.  prea.  par  div. 
savans  III,  1760,  p.  326—343. 
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zerlegen.  —  Die  Zerlegung  findet  auf  folgende  Weise  statt; 

das  zweite  Glied  rechts  hat  die  verlangte  Form,   das    erste   wird   auf 
dieselbe  durch  die  Substitution: 

<'  +  b^"' '■  ^„, 

gebracht,  welche  es  in: 

überführt,  so  daß; 

,  mrbq    ,,„     ,  ,     laA-bx'^X'^  ,    mrlq    ,    ,   ,    j'ii  4-lz'^Y~^ 

/  \e  +  fx"0     ^    r  Ve+/W 

b)  Das  Differential  da   läßt   sich   in    zwei   Differentiale   von   der 
Form : 

l-x"-^dx(''-  +  '^') 
zerlegen.  —  Es  ist  nämlieii : 

das  erste  Glied  hat  die  gewünschte  Form,  das  zweite  geht  durch  die 
obige  Substitution  in: 

mrgs""     *^^l^^  ,-;i^j 
über,  so  daß: 

da  ^ 'mrgx""~^dx("'—-    )  +  mrgz''"'-^dß{    ■---      )  ■ 
\e  +  fx"'/  ^e  +  fs  / 

e)  Das  Differential: 

dr  =-  d[x--"'(a  +  ^^^'"^(e  +  fx'^Y] 
läßt  sich  in  zwei  Differentiale  von  der  Form: 

lcx-''"'-^dx{a  +  bx"'y-^(e  +  fx'")'''^ 
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zerlegen.  —  Eb  ist: 

dr  =  —  rmaex~''"'~'^dx{a  +  hx^y-^if.  +  faf")''-'^ 

+  rmJ)fx^"'-''"'-^dx{a  +  l>x'"y-'(e  +  fsr)--^; 

das  erste  Glied  liat  die  gewünsclite  Form,  das  zweite  wird  durch  die 
Substitiition : 

auf  dieselbe  gel)radit,  wonach  man  hat: 

(f T  =  —  rmaex-''"'~^dxla  -\-  hx"'y~'{e  +  /'a;'")'*"^ 

—  r}ntie3-'''"'~^dz(a  +  &«"')'■- '(e  +/'s"')''~V 

Diese  Sätze   lassen   sieh   anf  die  Aufsuchung  von   Kurvenbögen 
anwenden,  deren  Summe  algebraisch  rektifizierbar  ist. 
Das  Differential  des  EUipaenbogens  ist: 

(/s  =-  1/"  s_*    r^'^r 
wo  a,  ß  die  Halbachsen  bezeichnen,  und: 


ist.     Will  man  Satz  a)  verwerten,  so  muß  man  setzen: 

m^2,     r^l-,     a=u^,     i  =  -  1,     e  ^  u\    f £^    f  =  l; 

ist  also: 

so  folgt: 

eine  Beziehung,  welche  den  Beweis  des  Eulerschen  Satzes  liefert. 
Für  die  Hyperbel  ist: 


rfs-]/X"j'' 


wo  «,  ß  die  Halbaeh.sen  bezeichnen  und: 


ist.     Vergleicht  man  ruit  b),  so  muß  man  setzen: 
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)((  =  a,     )■=.,,     a  =  —  a%     h^  B^,     e-^  —  tt^,     ^  =  1,     ^  =  1 ; 
ist  also: 

so  folgt: 

Satz  e)  kaua  auf  die  Kurven: 

angewandt  werden,  wo  i  =|=  0. 

Die  bisher  beaprochenen  Untersiicliungen  sind  nicht  nur  in  histo- 
rischer, sondern  auch  in  sachlicher  Hinsicht  von  außerordentlicher 
Wichtigkeit.  Ihr  wesentlicher  Inhalt  läßt  sich  wie  folgt  zusammen- 
fassen. 

Bezeichnet  Ilx  irgend  eins  von  den  betrachteten  Integralen,  also 
ein  Integra!,  welches  die  Quadratwurzel  eines  Polynoms  der  vierten 
Ordnung  als  einzige  Irrationalität  enthält,  und  besteht  i^wischenj",  y,  a 
eine  gewisse  algebraische  Beziehung: 

a  -  i>{x,  y), 
so  ist: 

Ilx  i  ny  =  IIa  +  ip{x,  y,  a), 

wo  <f{x,  y,  a)  eine  algebraische  Funktion^)  von  x,  y,  a  bezeichnet;  in 
den  einfachsten  Fällen  ist  diese  Funktion  identisch  Null,  so  daß: 

nx±  IJy  =  na 

ist.  Mit  anderen  Worten:  Die  Summe  oder  die  Ditferenz  zweier 
gleichartigen  Integrale  TIx  mit  verschiedenen  oberen  Grenzen  ist,  von 
einer  algebraischen  Funktion  dieser  Grenzen  eventuell  abgesehen,  ein 
Integral  von  eben  derselben  Form,  dessen  obere  Grenze  von  den- 
jenigen der  vorgegebenen  Integrale  algebraisch  abhängt. 

Diese  Eigenschaft  der  elliptischen  Integrale  bat  mau  sich  ge- 
wöhnt als  Ädditionatheor  em  zu  bezeichnen;  und  Euler  bemerkte  auch, 
wie  schon  (S.  805)  gesagt,  daß  dieselbe  den  hyperelliptischen  Integralen 


')  Erst  gegen  daa  Ende  unserer  Periode  stellte  sich,  wie  wir  unten  aelieu 
werden,  der  Fall  von  den  Integralen  dritter  Gattung  ein,  wo  qi  eine  algebraiscli- 
lügarithmiaclie  Fuaktioa  iat. 


y  Google 


Trajiazendenteu.     Elliptische  Integrale.  835 

niclit  zukommt,  was  spater  den  Ausgangspunkt  des  Umkehrproblems 
der  Äbelechen  Integrale  bildete. 

Diö  Analogie  mit  den  Kreisfunktionen  entfiel  weder  Euler  noch 
Laj^range;  beide  gingen  um  eine  Integrationsmethode  für  die  ellip- 
tieche  {»leichung  aufzufinden,  vnn  der  einfacheren  Gleichung: 

aus,  deren  Integral  sich  unter  den  beiden  gleichbedeutenden  Formen: 

xYl  —  j/^  ±  y "|/l  —  a^  =  ([, 

aresin  x  ±  arcsin  y  =  jucein  a 

schreiben  läßt.     Setzt  man: 

3:  =  sin  (,     j/  =  sin  u, 

so  erhält  man  hieraus,  nach  einer  viel  üblicheren  Schreibweise: 

sin  i  ]/ 1  —  sin  M^  ±  sin  M  )^  1  —  sin  t^  =  sin  (t  ±  ?'), 

eine  Formel,  welche  aussagt,  daß  zwischen  sin  t,  sin  u  und  sin  (t  ±  m) 
eine  algebraische  Beziehung  stattfindet.  Es  sollte  ganz  natürlich  er- 
seheinen, eine  analoge  Umformung  in  die  elliptische  Differential- 
gleichung einzuführen;  man  hatte  nur: 

ITx  -=  ((,     Ily  =  V,     IIa  --^  c 

zu  setzen,  und  x,  y,  a  als  Funktionen  yon  u,  v  bzw.  c: 


auKusehen,  um  schreiben  zu  können: 

A(m  +  v)=^  ^(Am,  Xv). 

Man  sieht  hieraus,  wie  nahe  die  beiden  großen  Mathematiker 
dem  Begriffe  der  Umkehrung  der  elUptischen  Integrale  kamen.  Und 
es  mußten  dennoch  manche  Jahrzehnte  verfileßen,  ehe  dieser  Begriff 
ans  Licht  kommen  möchte! 


B.  Beziehungen  zwischen  Bogen  verschiedener 
Kegelschnitte. 

Zu  jedem  beliebigen  Bogen  eines  Kegelschnittes  laßt  sich,  wie 
schon  gesehen,  ein  anderer  Bogen  desselben  Kegelschnittes  derart  an- 
geben,  daß    die  Differenz   beider  Bögen    algebraiseh   ausdruckbar   is,t- 

CAinoB,  GcschichlB  der  Maihomailk  IT.  .'il 
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Es  erhebt  sich  aber  die  F]'age,  ob  es  möglich  ist,  jeden  beliebigen 
Kegelschnittbogen  durch  Bögen  eines  Kegelschnittes  von  bestimmter 
Art  auszudrücken.  Analytisch  lautet  die  Frage,  ob  und  wie  man  ge- 
wisse Integrale  auf  eine  bestimmte  Form  bringen  kann.  Diese  Frage 
enthält  den  Kern  zweier  Begriffe,  die  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  eine  Hauptrolle  spielen,  der  Transformation  und  der 
Reduktion  auf  Norraalformen. 

Eigentliche  Transfomiationen  und  Reduktionen  sind  die  folgenden 
Probleme,  die  Euler  gleich  zu  Änfai^  unserer  Periode  unter- 
suchte ■■) : 

1.  Das  Differential: 

dJn  _   dx 

V~c  +  ß^  +  7x'-  +  öx' + IX*  ^  yx 

durch  Kegelschnittbögen  zu  integrieren; 

2.  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  welchen: 
f44~)  riP  +  'iy  +  ry^)dy 

^  '  _  J        yy 

auf  die  Form: 


zuriickführbar  ist; 

3.  das  Differential: 


n 


1»  +  !«  + "■)■!« 


y. +  ,.•  +  , 


durch  Kegeis ehnittbögen  zu  integrieren,  wenn  das  unter  dem  Wurzel- 
zeichen stehende  Polynom  nicht  in  zwei  reelle  rein  quadratische  Fak- 
toren f'-\-gx*,  h  -\-  kx^  auflösbar  ist; 

4.  die  Bedingungen  anzugeben,  unier  welchen  (44)  sich  auf  die 
Form: 

bringen  läÖt. 

Eine  mehr  systematische  Behandlung  erfährt  das  allgemeine 
Reduktionsproblem  in  einer  späteren  Schrift  Eulers.^)  Hier  taucht 
ein  nener  und  fruchtbarer  Gedanke  auf;  ein  Gedanke,  der  auch  ge- 
eignet   war,    zur   Umkehrung   der   elliptischen   Integrale    zu    führen - 


')  Conaideratio  formularum,  quarnm  integratio  per  arcns  sectio- 
iium  conicarum  absolvi  poteet,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  VIII,  1760  und 
1761   (pnbl.  1763),  p.  129—149.  *)  De  reductione  formularum  inte- 

gralium  ad  rectificationem  tüipsia  et  hyperbolae,  Kovi  Corom.  Acad. 
Petrop.  X,  1764  (publ.  1766),  p.  3—50. 
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Euler  will  die  Kegel  Schnittbogen  ale  neue  Transzendenten  mit  dem- 
selben Rechte  in  der  Analysis  einbürgern,  mit  welchem  schon  lauge 
her  die  Logarithmen  und  die  Kreisbögen  in  derselben  auftreten.  Und 
Bo  wie  mau  in  der  Trigonometrie  den  Radius  =  1  aunimrat,  so  nimmt 
er  den  Halbparameter  =  1  an,  so  daß  die  tileiehung  des  auf  einen 
Scheitel  als  KoordJnatennrsprung  bezogenen  Kegelschnittes  lautet: 


wo  2a  die  Länge  der  durch  den  betrachteten  Scheitel  gehenden  Achse 
beKeichnet.     Hier  ist: 


o>0 

für  die 

Ellipse; 

n-  1 

für  Jen 

Kreis-, 

o_eo 

für  die 

Parabel; 

<,<0 

flip  die 

Hyperbel. 

)gewii 

iiige  77^,3:^) 

ist: 

77, 

--fv- 

>_  2a(l  -Tajx+Il  -^'ajx' 

Euler  bringt  dieses  Integral  auf  die  Form: 


JV: 


7:+ffi;, 


und  unterscheidet  zwölf  für  dieses  letzte  Integral  mögliche  Fälle, 
je  nach  dem  Vorzeichen  und  der  relativen  Größe  der  Koeflizjenten, 
wie  aus  folgender  Tabelle  erhellt,  welche  auch  angibt,  auf  welche 
Weise  das  Integral  in  jedem  besonderen  Falle  durch  Kegelschnittbögen 
darstellbar  ist: 

f      S      h      i 


1 

+ 

+ 

+ 

4- 

/■;,  >  ,iJi 

alg.  F.,  Ellipse  und  Hyperbel 

2 

+ 

+ 

+ 

+ 

fk  <  sh 

Hyperbel 

3 

+ 

+ 

+ 

- 

Ellipse 

4 

+ 

+ 

- 

+ 

alg.  F.,  Ellipse  und  Hyperbel 

5 

+ 

- 

+ 

+ 

alg.  F.,  Ellipse  und  Hyperbel 

6 

+ 

- 

+ 

- 

ß  >  Sil 

Ellipse 

7 

+ 

- 

+ 

- 

fk  <  gi 

alg.  F.  und  Hyperbel 

')  Euler  echreiM  nji[a] 
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H 

+     - 

-     + 

/■;,  >  1)1, 

alg.  i'.,  Ellipse  und  Hyperbel 

9 

-     + 

+     + 

alg.  F,  und  EUipie 

10 

-     + 

+     - 

ß<:ß 

alg.  F.  und  Hyperbel 

11 

-     + 

-     + 

ß  >  Sil 

dg.  F.  und  Ellipse 

12 

-     + 

-     + 

ß<<lh 

Hyperbel') 

Das  Problem  der  Zurückfühning  von  Integralen  auf  Kegel- 
sclmittbögeB  hatte  schon  früher  (diese  Vorl.,  IIP,  S.  871)  Maclauriii 
und  d'Alembert  besclüiftigt.  Der  letztere  kommt  auf  den  Gegen- 
atand  noch  oftera  wieder  zurück.  In  seinen  Opuscules  matheraa- 
tiques^)  beweist  er,  mit  Hilfe  früher  erhaltener  Resultate,  daß: 


/, 


y''!<j 


und  andere  ähnliche  Integrale  auf  Kegelschnitt  bögen  redu^ierbar  sind 
Die  Berichtigung  und  Vervollständigung  einiger  Punkte  dieser  Arbeit 
bildet  den  Zweck  einer  kurz  dai'auf  erschienenen  Schrift.^)  Auch  in 
seinen  schon  oben  (8.  72S)  besprochenen  Recherches  sur  le  calcul 
integral  gibt  er  einige  anf  Kegelschnittbögen  zurückführbare  Inte- 
grale, wie: 

a)  fTJdv[Ä  +  Bsmia  +  v)  +  €co&{c  +  v)  +  ])^m(ff  +  v) 

-r-Fcosil  +  v) +  ■■■]-'', 

wo  M  eine  ganze  Zahl,  U  eine  ganze  rationale  Funktion  von  Sinussen 
und  Kosinussen  von  um  konstante  Größen  vermehrten  Vielfachen  von 
V  bezeichnet; 

b)  Jvdv(A  +  Jidnv)-'  (6'+  Dsmv+  Esitii)=)S 

wo  )»,  »  ganze  Zahlen  sind  und  U  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
sin^pv  oder  von  cosgu  bezeichnet; 

')  Eine  analoge  Untersuchung  bildet  den  Inhalt  von  /.wei  Kapiteln  (T.  II, 
L.  1,  C.  12.  13)  der  mehrmals  angeführten  Institutioncs  analyticae  von 
Riccati  und  Saladini,  wo  die  Frage  auf  Grund  einer  früheren  Arbeit  von 
Biccsti  (Opusculorum  ad  res  physicaB  et  mathematicas  pertjnen- 
tiam,  2  Bde.,  Bononiae  1757— 1762,  T.  11,  Op.  2,  p.  3S— 176)  behandelt  wird. 
Einige  auf  Kegels chnittbögen  reduiierbare  Integrale  wurden,  auch  von  Lorgna 
(Opuscula  tnathematica  et  phjsica,  Veronas  1770)  angegeben. 
')  T.  IV,  Paria  1768,  p.  226—263:  Recherches  de  calcul  integ/ai,  p.  254  bis 
382;  Supplt%ent  aa  memoire  pröcedent,  ")  Eecbercbes  mathematiiiuea 

8ur  divers  sujets,  Miec,  Taur.  iV,  176[;~1769,  P.  II,  p.  127— 16t. 
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c)  ,/  Udv(a  +  bs'mv^)  -  {g  +  k  smv^)  % 

wo  ni  und  w   ganzzahlig  sind   und   U  eine  ganze   rationale  Funktion 
von  cosqv  oder  von  sin*/«  bezeichnet; 

d)  ,/  fr^n«  +  6sin  v')  Uc  +  d  sin  /;0  ^  ((:■  +  fsiu  v')  \ 

wo  m,  n,  r  ganzzahlig  Kind  und  {^  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
Ein  q^v  ist; 

e)  j  JJdK{a  +  h  sin  v  +  ij  sin  v^)", 

wo  3w  oder  4«  eine  ganze  positive  Zahl  ist  und  Ü  eine  ganze  ratio- 
nale Funktion  von  sm2pv  oder  von  cos^o  bezeichnet; 


.L 


!  ganz  und  positiv  sind,  ^  ganzzaliäig  ist,  und; 


ganz  lind  nicht  negativ  ist; 

g)  /■   -  ,  ""'•',  —  -?■ 

wo  s,  5,  j)  positive  ungerade  Zailen  sind,  m  ganzzahlig  ist,  und; 

ganz  und  nicht  negativ  ist. 

d'Alembert  ergi'eift  die  Gelegenheit,  um  seine  Priorität  hinsicht- 
lich der  Integration  von  1/--^-^-^^  durch  Kegelschnittbögen  Riccati') 
gegenßber  zn  behaupten. 

In  einer  späteren  Schrift^)  zeigt  d'Alembert,  wie  sich  die  oben 
angeführte  Eulersehe  Klassifikation  auf  Grund  seiner  eigenen  älteren 
Methoden  aufstellen  läßt.  Er  bemerkt,  daß  seine  Resultate  einige 
Verschiedenheiten  gegenüber  denEulerschen  aufzeigen,  insofern  als  ge- 
wisse nach  .Enler  auf  Bögen   und    algebraische  Funktionen  reduzier- 

')  Eiccati  (Inst  an.,  T.  II,  P.  II,  C.  12)  sagte,  niemand  vor  ihm  hätte 
dieses  geleistet.  ')  Opuecules  mathematiques,  T,  VIT,  Paris  1780,  p.  61  bis 
101;  Sur  des  difförenfielles  reductibks  aus  arcs  de  aections  coniques,  p.  890: 
Remaique  pour  la  page  U6. 
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bare  Integrale  von  ihm  selbst  durch  lauter  Bögen  ausgedrückt  werden; 
daß  dieses  aber  keinen  Widerspruch  bildet,  da  die  Fagniuio-Euier- 
schen  Satze  in  bestimmteii  Fallen  das  Mittel  liefern,  die  Summe  eines 
Bogens  und  einer  algebraischen  Funktion  durch  einen  Bogen  zu  er- 
setzen. 

Wiederum  auf  elliptische  Integrale  bezieht  sich  ein  Schreiben 
von  d'Alembert  an  Lagrange  vom  Jahre  1781.')  Hier  berichtigt 
er  eine  Stelle  seiner  Schrift  vom  Jahre  1746  dadurch,  daß  er  bemerkt, 
daß  das  dort  als  auf  zwei  Hyperbelbögen  und  einen  Elüpsenbogen 
reduzierbar  angegebene  Integral: 

J/s^  +  A-fö' 

^'+  fs  +  h^{e  +  a)  {z  +  c\         w  >  0,     c>  0, 

durch  einen  einzigen  Elüpsenbogen  und  eine  algebraische  Funktion 
darstellbar  ist,  da  die  beiden  Hyper beibögen  sich  gegenseitig  aufheben. 
Ist  dagegen: 

s^  +  /'s  +  5  =  (j  —  a)  (s  —  c), 

oder  sind  die  b'aktoren  des  Trinoms  imaginär,  so  findet  diese  Auf- 
hebung nicht  mehr  statt. 

Lexoll*)  gibt  fär  die  Eulersche  Klassifikation  eigene  Beweise, 
und  leitet  einige  neue  Sätze  aus  der  Vergieichung  der  Ergebnisse 
verschiedener  Reduktionen  eines  und  desselben  Intograles  ab.  Ist  z.  B, 
das  Integral: 

vorhanden,  und  setzt  man: 


=yju 


')  Eitrait  d'une  lettre  de  M.  D'Alembert  ä  M.  de  la  Orange  du 
11  diScembce  1781,  Nouv.  Mem.  Berlin  1780  (publ.  1782),  p.  370—373. 
*]  De  reduetione  formularum  integralium  ad  rectificatioaem 
elUpaeoB  et  hyperbolae,  Acta  Acad.  Petrop.  1778,  P.  I  (publ.  1780),  p.  5S 
bis  101.  —  Ad  diasertatioaem  de  leductione  fotmularum  integraüum 
ad  rectificationem  ellipseos  et  hj-perbolae  additamentum.  Acta  Acad. 
Petrop.  1778,  P.  11  (publ,  1781),  p.  55—84, 
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ist,  SO  erhält  man : 

K*  =  1  +  2(;  cos  qs  +  e',     S^  =  1  +  2e  cos  li:  +  e-. 
Es  gelten  aber  die  Beziehungen: 

...,         /'         Rdif  ^  Jfaiuip  _     /'     aipy'rfT) 

V*-'^     ,/   (l  +  e  cos  q,)'        (1  +  e  ooa  -p)  (e  +  coa  :p)       J  yc  -+  co,  '^■fll 

_      e'     8in9(e  +  co3^)  _       I         /*(!  +  ■' cos  tpi'dq) 
^  (i  +  «  co*i  q>)  (e  -(-"  C03  ^,  "^  «'  J      fc  +  cüa  9)=  Ä 

_  1  r   Jirfip 

(1  +  «  .03  ^)(e.  +  .-or,)  +  J   "I{       J  {e  +  cos  y)' 

e-Bia<p(l  +  e<^oa<p)[,e-\-cos't)  '^  e^  J  ainip' 

_  !     /'      R<l<r 

8mip(e-4-C03qj)  _         -Bainip 

"  (1-|-B003,,)if    ^f=(l-|:ecosq.)(e  +  co3,p) 

Vermittels  der  zweiten  dieser  Gleichungen  hat  man  dann: 

fie+coiil^yd^        ,  ,         .    f  _Sdjp _{e-\-co5M,)S 

J         Bitte'S  ^^         ^V   (l  +  ecost)'        (1  + « COS ,/,)  ain «, ' 

folglich : 

r        Edrp  |/m^„,"-";ö|7,a        ,-,    /'         Sd^ 
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/__Jldf>  C       Sdv>         _  (c+co9j>)S 

..1  +  «"cos  <ty  '^  J   (1  + «'™^"*)'        ('■*  -  11  (1  +  e  cös>)  sin  ^ 

eine  Forme!,  welche  eine  seibstverstiindlieLe  geometrische  Interpreta- 
tion gestattet,  da  die  beiden  Integrale  lints,  von  einem  konstanten 
Faktor  abgeeeLen,  die  Bögen  eines  auf  den  Brennpunkt  bezogenen 
Kegelschnittes  darstellen. 

In  anderen  Fällen  muß  man  sich  der  übrigen  Formeln  (45)  be- 
dienen. 

Weitere  auf  I  zurückfiihrbare  Integrale  sind: 

durch  die  Substitiition     e  =      ; 


J  -[/r+JW3;={l-f  «.r'j^  /i  +  na: 

Dagegen  läßt  sich: 


auf  die  Summe  von  zwei  Integralen  von  der  betrachteten  Form  zurüi;k- 
filhren. 

Die  logische  Folge  hat  uiia  von  der  thronologiachen  etwas  abge 
wandt.  Wir  müssen  jetzt  um  ein  Jahrzehnt  /uruckgehen,  um  einigir 
jenseits  der  See  erschienenen,  auf  dem  Festlande  lange  unbekannt  ^e 
bliebenen  denkwürdigen  Schriften  Erwahuimg  zu  tun  Ihi  Ver 
fasser  ist  der  schon  genannte  John  Landen,  Mitglied  der  Royal 
Society  of  London.')     Selbstverständlich  bedient  er  sich  durchgängig 

')  A  disquisition  concerning  certain  fluonts,  which  are  aesif,'- 
nable  by  the  arca  of  the  conic  aectiona;  whcre  are  investigatetl 
Bome  new  and  ueeful  theoreme  for  Computing  the  fluents,  Pbil.  Trans. 
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der  Fluxionenmethode;  wir  werden  aber  seine  Untersucbuiigen  in  die 
iibliclie  Schreibweise  überführen. 

Landen  will  zunächst  den  Grenzwert  A  der  negativ  genommenen 


Differenz   zwischen  (fem  Hjperbelbogen  und  der  entsprechenden  Tan- 
gente   bestimmen.     Ist  (Fig.  93): 


die  Gleichung  der  Hyperbel,  bezeichnen  C,  A,  D,  F  den  Mittelpunkt, 

LXI,  1771,  p.  298—309,  —  An  investigation  of  a  general  tlieorem  for 
(inding  the  length  of  any  arc  of  any  eonic  hyperbola,  by  means  of 
two  elliptic  arcs,  with  aorne  other  new  and  useful  theorems  dedu- 
ced  therefrom,  Pbii,  Trans  LXV,  1775,  p.  283—289,  —  Math.  Memoiis  I, 
London  1780,  p.  23—36:  Of  the  eilipsis  and  hjpetbola.  —  Math.  Memoire  I, 
Appendis. 
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einen  Seheitel,   einen   beliebigen  Kurvenpunkt  und  den  Fußpunkt  der 
aus  C  auf  die  Tangente  in  D  gefällten  Normale,  und  setzt  man; 


80  et^ibt  sich: 

(46)  BT- 


J    2  yi^a-,){b^  +  <iz) 


Nennt  man  andererseits  (7,,  Ä^,  D^,  P,   die   analogen   Elemente 
einer  Ellipse,    deren   Halbachsen  0  =  ]/«*+?*^,   h   sind  (Fig.  94),    wo- 


bei i>i  derjenige  Ellipaeopunkt  seiu  möge,  dessen  Ordinate: 


ist,  so  ergibt  sich: 


D,F,^ay'\ 


b'  +  a. 


Ist  nun  F  der  Punkt  der  Hyperbel,  dem  der  Wert; 

von  s  zukommt,  R  der  zu  P  annloge  FuBpunkt,  so  folgt: 

J    >  )/{o- «)(»■  + o«)       J    ■'    y^iy^ai 
also: 
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radzV  vi  ,        b'l/«"— ~z    1 

n-AD  +  FB-AF-j-,-\-  ^,;_-V,TT^  +  yfl,.  l^^ß 

+  const. 
Die  unter  dem  Integrakeiclien  ateheade  Größe  ist  aber  (i  •  Dj  P, ; 

also  ist: 

DT- AD  +  FR-  AF  -  D,  1\  +  const. 

Setzt  man  3  =  0,  so  folgt : 

DP-AD-l,    «~a,    FR-AF-a,    D.F.-O; 
es  iat  also  aligemein; 

DP--AH+  FR  -  AF-D,Pt  +  L 
Ist  insbesondere  o  -  s,  so  fallen  Z>  nnd  f  mit  einem  und  dem- 
selben Pnntte  K  znsammen,   P,  R  gehen  in  fj  Illjer,   nnd   man   hat; 

oder; 

3  —  — n'"  ' 
ferner,  wenn  E„  «,  die  zn  E,  Q  entsprechenden,  auf  die  Ellipse  he- 
züglichen  Punkte  sind; 

nnd  schließlich ; 

J_  2(EQ-AE)-ic-b). 


Aus  (46)  folgt; 


^j.      .V-. 


imd: 


r.      .i'yi      .  r'i   -fvL.-^  _  D.p„ 


womit   die  Differena   zweier  Hjperbelbögen   durch   eine   Strecke   dar- 
gestellt wird. 

Diese  Resultate   stimmen  wesentlich  mit   den  8.  FagnanOBChen 
Oberein.     Am  Ende  seiner  Abhandlung  Tom  Jahre  1771  kündigt  aber 
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Landen  an,   er  habe  einen  allgemeinen  Satz    entdeckt,  den   er  näcii- 
stenB  mitteilen  werde.     Die  Mitteilung  geschah  jedoch  erst  1775, 
Setzt  man: 


so  erhalt  ni 

,n  am  (46); 

(47) 

DF- 

^ät, 

femer: 

(48, 


vK-^f^V'^::::/^-fVif^äi 


Betrachten   wir   nunmehr    eine   zweite  Ellipse  (Fig.  95)   mit  den 
Halbachsen; 


und  bezeichnen  mit  A^,  1\,  ... 
die  zu  Äy,  -ßj,  . .  .  analogen,  auf 
dieselbe  bezüglichen  Punkte.  Der 
Punkt  /'a  wöi^de  auf  dieser  Ellipse 
derartig  gewählt,  daß; 


sei;  setzt  man; 
so  ist; 

^^-;iV^ 

■f.i 

i>,i;-t-"]^y ;:_ 

Wir  wollen  t   als    neue  IntegrationsyerÜnderliche  in  das  Integral 
ILD.  einführen.^")     Es  ist: 


')  Spiltere  UntersiJchuDKen  haben  der  Substitution: 

,._.  .■il/y'-j- 

-/y/-"'s'' 

die  man  üblich  als  „Landensche  Tranalbriiiatioii"  bezeiciinet,  eine  große  Wicij- 
tigkeit  erteilt.     Setzt  man; 

*-"'""■     '-••>"■..    y-i^f    '-V  ,^K' 
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V ^'fz!'^'  -  °'j- .    ''i'-  "'r''«'  +  i')i'  +r'i'~  0, 

also: 

Differentiiert  man,  so  ergibt  sich: 
folglich: 

oder,  wegen  (47),  (48): 

iB^])^  =  äZtgPg  +  J\  !>,  ^  ]JF  ~  AI), 
oder  auch; 

AD  ^ByD,-  4:B,D,  +  21>, P^+  DP. 

Ist  also  ein  Hjpertelbogen  vorgegeben,  so  kann,  man  zwei  zwei 
verschiedenen  Ellipsen  angehörige  Bögen  auffinden,  deren  Differenz 
sieh  von  diesem  Bogen  nnr  um  eine  gerade  Strecke  unterscheidet. 
Oder  kürzer:  Ein  Hyperbelbogen  ist  durch  zwei  EUipsenbögen  rekti- 
fizierbar. 

Der  Wert  der  Landenschen  Entdeckung  wurde  zuerst  von 
Legendre  in  zwei  Abhandlungen  aus  dem  Jahre  1786  ans  Licht 
gesetzt.  Bevor  wir  aber  auf  die  Besprechung  dieser  wichtigen  Ab- 
handlungen kommen,  müssen  wir  einige  inzwischen  erschienene 
Schriften  erwähnen. 

Dem  Probleme,  algebraische  Kurven  anzugeben,  welche  durch 
Kegelschnitte  rektifizierbar  sind,  widmet  Euler  eine  Reihe  von 
Abhandlungen^),    welche   uns   insofern   interessieren,   als    sie   die  Bil- 

80  nimmt  die  Transformation  die  Form: 


ilgebraicis,    quanim  longitudinem 
et  (1776),    Nova  Acta  Äcad.  Petrop.  V,  1 
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duQg   von   auf   elliptische    Integrale    zurückfährbaren    Integralen   be- 
treffen.    Von  dem  vorgestellten  Problem  gibt  Euler,   unter  der  Vor- 
anssetziing,   daß    der   betrachtete   Kegelschnitt   eine  Ellipse   mit   den 
Halbachsen  1,  n  ist,  drei  Lösungen. 
1.  Es  muß  sein: 


y'dz'+äf-^  \/—l^^--''-dv, 


wo  X,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  gesuchten  Kurve  be- 
zeichnen, während  v  die  Abszisse  des  entsprechenden  Punktes  der 
Ellipse  ist.     Man  setze  nun: 

,(»  _  -£±i,^rf„,     ds  -  -,^^-^  d, ; 
dann  ist: 

Vax' +ä,'-  yt+i^Jv  dv. 

Nimmt  man  also  für  p,  q  zwei  solche  ganze  rationale  Funktionen 
von  V,  daß: 

j,a  _j_  ^  _  2pqv  =  1  —  (1  —  n^)v^ 

ist,  so  sind  die  Differentialausdrücke  äx,  dy  algebraisch  integrier  bar'), 


(publ.   1789),   p,  59— 70,    —    De    iünumeris    curvia    ftlgebraicis,    quarun 
longitudinem    per    arcus   ellipticos    metiri    licet    (1776),    ebenda,  p.  71 
bis    8ö.     —    De    infinitis    curvis    aigebraicis,    quarum    longitudo    in 
definita  arcui  elliptico  aequatui  (1781),  Möm.  Acad.  St.  Pöt.  XI,  1830,  p.  9f 
bis  99.  —    De  infinitis   curvis    algebraicia,  quarum  loDgitudo   arcu 
parabolico  aequatur  (1781),  ebenda,  p.  100— 101.  —  De  curvis  algebraicis 
qnaruin  omnea  arcus  per  arcus  circularen  metiri  liceat  (1781),  ebenda, 
p.  114 — 124.  —  Mit    dieaei!  Schriften    hängt    die  von   Fuß    zusammen:    De    ii 
nameria  eurvia  algebraicis,  quarum  longitudinem  per  arcus  hjpßJ 
boUcOB  metiri  licet  (1798),  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  SIV.  1797—1798  (publ. 
1805),  p.  111—188, 
')  Ißt  nämlich: 

und  setzt  man: 

VI  +  <-  =  (, 

80    folgt t 

P  +  S  =  ^-(T,,  +  h)  ü'  -  1)',        ^''    ^  =  2dt, 

woraus  Hieb  durch  Integration  ein  Poljnom  in  i,  also  eine  algebraische  Funktion 
von  V  ergibt.    Dasselbe  findet  für  y  statt. 
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und   ihre   Integrale   liefern   die  Parameter  gl  ei  chungen    der    geaucbteD 
Linie. 

Einige  einfachere  Fälle  sind  folgende: 

Es  ergibt  sich  cc  —  \  -\-  n,  also : 

«-iy2(l+,)ll~  2« +  {!+•)»], 

y  -  3-l/2(T^'V)[-  1  +  2»  +  (1  +  n)4 

(5)  Ji  -  1  +  fv\     q  -  ««. 

Eb  muß  sein; 

|3"~2a^-0,     <t'+2|5-2o 1+»", 

also: 

«-1I-1,     (i-2(»-l), 
und: 

a;  =  y  ^2(1"+  ».)[2«  +  3  -  (■«  -  1).  +  2(»-  1).^], 
j/  =  \  V2(l  -  p)  [-  2k  -  3  +  (tt  -  l)u  -  2(k  -  \)v% 

Es  folgt  hieraus: 

«  =  «  +  3,    ^  =  -2(«4  1),     j-  =  -4(«+l). 

Es  muß  Bein: 

K^+2/?-2c  =  »^-  1,     (5*+2Ä  +  2«y-2ß,3-2y  =  0, 

2^0 +  /-2«iä- 2/^3' =  0,     6'ä-2yi)=0; 

eine  Lösung  dieser  Gleichungen  ist: 

ß  =  «_3,     ^=.40i-2),     i'  =  -4(m-1),     iS  =  -8(n-lX 

2.  Setzt  man: 

!.-  =  sin  9?, 


(?s  =  ^^008^5^+  «^  sin  y*  d^f, 
so  kann  man  annehmen: 

rfa:  =  (cos 9  cosM  —  w  sing?  sino))(iqr, 
d\j  =  {cos  y  sin  oj  -|-  «  sin  ip  cos  ü})d(p, 
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wo  ta  eiue  auf  passende  Weise  zu  wäUende  Funktion  von  y  be- 
zeichnet. Nimmt  man  ot  =  k<p,  wo  i  eine  ganze  von  d:  1  verschie- 
dene Zahl  ist,  so  erhält  man: 

X  =  -j,  _,     3in(A  +  V)<fi  —     _    sin  (a  —  l)q[)   , 

y  =  \[- 1 -J-J  cos  (^  +  i)y  -I-  ^'  -  J  cos  {X  - 1)9] ; 

diese  Gleichungen  stellen  eine  algebraische  Kurve  dai'. 

3.  Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  m  >  1.  Wir  kÖniieu  setzen: 
dx  =  (cos  Aqn  —  msinfp  sm  X<p)d(p,  dy  =  {s\nX(p  -jr  fn  sin  9)  cosAgo)»/?), 

wo  l  die  obige  Bedeutung  beibehält,  und  m*=tt*— 1  ist;  hieraus 
folgt: 

x^\^Bml^~  ^^^_ ^j sin ,;.  ~  1)9,  +  ,^/^--j sin  {i.  +  l)y, 

j,  =  _  ^-  cos;.qp  +  2(i'!Li)<^"s(^  "  1)9'  — a^iVi)''''^'-'''  "^  "'"■'^' 
Ist  dagegen  w  <^1,  so  setzen   wir: 

(ia:  =  («  sin  A9)  4-  *»  cos  y  cos  Jl^))^^, 
dy  =  (m  cos  J-qn  —  ni  cos  9  sin  lip)dip, 
wo  !»*=  1  —  «^;  RS  folgt  dann: 

X  =  — J-C0S/I9)  +  -^^--sin(i  — ■  l)(p  +  1  4rT**ii^  (J.  -H  l)?), 
i/=       |- sin  ig)  +^-™-cüs(A  —  l)(p  -f  .--T-jCOs(X  +  l)ip. 

Eine  längere  Abhandlung  widmet  der  schon  oben  genannte 
Maifatti*)  den  elliptischen  Integralen.  Nachdem  er  die  Ellipse  und 
die  Hyperbel  durch  Reihenintegration  rektifiziert  hat,  bemerkt  er,  daß 
zwar  das  Bogenelement  dieser  Linien  die  Form: 


V  p  +  qx' 


dx 

hat,  daß  aber  nicht  umgekehrt  jedes  Differential  von  dieser  Form 
einen  einzigen  Kegels chnittbogen  darstellt.  Um  die  Differentiale  von 
dieser  Beschaffenheit  zu  untersuchen,  schickt  er  einige  Hilfesätze  vor- 

')  Delie  formole  differetizia,li  U  cui  integrüiione  dipende  dalia 
rettifieazione  delle  ses^ioni  coniche,'  Mem.  Soc.  It.  E,  P.  11,  1784,  p.  U^ 
bia  786. 
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aus,    von    denen    die    zwei    ersten,    wie   Halfatti    selbst    anerkennt, 
V.  tticcati  angehören. 

,     -j/w  +  "-i;'^^_         yip-mql:>:'dx  myp  +  qx'-d.r 


b)  Setzt  man: 

y  p-\-iix*      '' 

so  erhält  man  durch  partielle  Integi'ation ; 

j  y  ji  +  a«'  J  r  ß  +  '/.t'    j  y  -;,  +  '/«- 

ci  Setzt  man; 

Bo  folgt; 

J   y    p  +  iix'-  ä    r   w+wa;*        qj  V   — p  +  mv' 

Mit  Hilfe  dieser  Sätze  behandelt  Malfatti  die  verschiedenen 
Fälle  des  Integrales  1/  —_ — j  dx,  woraus  eine  klaasifikation  entsteht, 
die  der  Eulerschen  ganz  ähnlich  ist.  Es  ist  abe  zi  bea  hten,  daH 
die  Eulerschen  Schriften  Malfatti  wohl  unbekmnt  wa  en;  wenig- 
stens tritt  sein  Name  nicht  unter  den  von  Milfatt  i  i^eführten 
(Fagnano,  Maclaurin,  d'Alerabert,  Lexell,  V,  Riccati)  auf. 

Einen  etwas  verschiedenen  Standpunkt  nimmt  Lagrange')  ein. 
Er  geht  von  einer  zu  integrierenden  rationalen  Fuuktioni  von  x  und 
il  aus,  wo: 

U  =  y'är-{-  lx~^  cx^  +  ej-^  +  fx*, 

und  reduziert  dieselbe  zunächst  auf  die  Form: 


')  Sur  une  nouvelle  methode  de  calcul  integral  pour  lea  diffe- 
ntielles  affeotees  d'un  radical  carr^  soub  lequel  la  variable  ne 
iBae  pas  ie  quatrieme  dcgve,  Mcm.  Acad.  Turin  II,  1784  — 178j,  p.  21»- 
ä  290;  Oeuvres  II,  Paria  18158,  p.  2&3— ai2. 
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WO  IN  eine  rationale  Funktion  von  x  ist.  Kommt  in  R  keine  un- 
gerade Potenz  Ton  X  vor,  und  bringt  mnn  JV  auf  die  Form  2'  -f  Vx, 
wo  T,   V  rationale  Funktionen  von  x-  sind,  so  läßt  sich        -    durch 

eletnentare  Funktionen  integrieren,  und  es  bleibt  nur  noch  „  .  Im 
allgemeinen  Falle  setzen  wir: 

R^^  fi^m  +  nx  +  .',-){m  +  u'x  +  x'); 
es  ergibt  sich: 

„  =  ''+>''       »■=^->''' 

wo  h  die  Gleichung: 

p^i^5e^^8cf)k^+  [3c^-  ltic<!Y+  16c°/^+  16fie/'ä-  64«/-*);( 
—  («&/*- 4c<;/+  e*y=0 

erfüllen  muß,  welche  offenbar  stetB  eine  reelle  nicht  negative  Wurzel 
besitzt.     Setzt  man  demnach: 


(49) 

fU: 

»', 

so  ergibt  sich: 

R-(m 

+  »1  + 

'.')», 

und  das  Difterential  nimmt  die  Form: 

*.-; 

«')y 

an.     Es  ist  aber  ^ 

veger 

,  (49): 

oder: 

(m  +  «X  +  ..:')?/        3;r  (/ -  ;,')  +  {nf~„y^) ' 

es  folgt  andererseitB  wiederum  aus  (49): 

2x(f-  y^)  +  (nf^  nf)=ya  +  ßf+yy", 
wo: 

(c^f\n^~4m'),     ß  =  ~  2f(nn'  -  2m  -  2m),     y  =  n"  ■ 

also: 
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Da: 

di, 

v< 

2Nd>j 

i«t, 

so  erhält 

X 

mau: 

_  «!/' 

-/»•_ 

N- 

•p{y') 

+y< 

'+ßll'  +  7'/' 

*(• 

wo  <p(p%  ^(y*)  rationale  Funktionen  von  iß  bezeichnen,   so  daß  du, 
TOn  einem  rationalen  Differential  abgesehen,  in: 

übergeht,  wo  Q  eine  rationale  Funktion  von  y^  ist. 

Um  dieses  Differential  behandeln  zu  können,  muß  man  annehmen, 
i^aß  a  -\-  ßy^+  yy*  in  zwei  reelle  Binome  zerlegbar  ist,  daß  nämlich 
/5^>4«j'.     Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  setze  man: 


man   erhalt    dann,   nach  Vernachlässigung    eines   rationalen    Differen- 
tiales,  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


Yi-2ß^'  +  (ß'-'i»j)^- 


ist,  da  in  dem  betrachteten  Falle  iay  positiv  sein  muß.     Wir  können 
also  in  allen  Fällen  setzen: 

Tdx  Tdx 

Ya  ■fbx^+'cx'  ^  y(m  +  i^») {>"+  qx^j ' 

wobei  2'   eine   rationale  Funktion   von  x^  bezeichnet   und  iii,  »*,  p,  q 
i'eell  sind. 

Ist  M  -=  0  oder  o  =  0  oder  -'^-  =  "  ,  so  ist  das  Integral  auf  ele- 
mentare  Weise  berechenbar;  bestehen  diese  Bedingungen  nur  annähe- 
rungsweise, 90  kann  man  einen  angenäherten  Wert,  des  Integrales 
durch  Reihenentwicklung  erhalten.  Es  ist  aber  immer  möglich,  das 
vorgegebene  Differential  in  ein  anderes  überzuführen,  welches  die  ver- 
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langten  Bedingungen  mit  größerer  Annäherung  erfüllt.     Nehmen  wir 

an,  es  sei  f-   |   >  (    -]  ,  und  setzen  wir: 

wir  erhalten  hieraus: 

und  folglich,  wenn  L,  M  rationale  Funktionen  von  i)^  bezeichnen: 


Das  biquadratische  Polynom  ist,  unter  der  Yoi 


in  zwei  reelle  Faktoren: 

1  +  \'2np  —  inq+  ^Ynplnp  —  wg)]  j/* 

/.erlegbar;  ferner  sind  die  beiden  in  eckigen  Klammern  stehenden 
Ausdrücke  gleichbezeichnet,  so  daß  man  setzen  kann: 

2np  —  »ig  ±  ä  ynp{np  —  mq)  =  ±  r\ 
2np  —  mq  +  2ynp(iip  —  mq)=  +  s^ 

wobei  die  oberen  Vorzeichen  für  ttp  >  0,  die  unteren  für  np  <,U 
gelten,  r  und  s  positiv  sind  und  r  >  s  ist.  Das  zu  behandelnde  Dift'e- 
rential  ist  also  auf: 

reduziert.  Wendet  man  auf  dasselbe  das  obige  Verfahren  an,  so  er- 
hält man  ein  neues  Differential: 

M,dy, 

wo: 

r,=  r+yr^^^'>r,    s^^  r-Yr'-s' <  s 

ist.  Auf  gleiche  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  s  so  klein  gewordeu 
ist,  daß  die  Annäherungaformeln  anwendbar  sind. 

Wie  oben  bemerkt,  yersiichte  Euler  die  Ellipsenbögen  iu  die 
Rechnungen  als  ein  Analogon  zu  den  Kreisbögen  einzuführen.  L"' 
geudre^)  sprach  auch  den  Wunsch  aus,  daß  mau  Tafeln  für  Ellipsön- 

')  Memoire   sur   leB   integrations   par   arCE    d'ellipfle,   Hist.  Acad. 

Hosied  by LjOOQIC 
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bögen  verfertigen  möge;  und  zu  diestm  Zwecke  versucht«  er,  ileiben- 
entwitklungeii  zu  liefern,  welche  dazu  geeignet  wären,  die  Berechnung 
solcher  Bügen  zu  erleichtern. 
Sind  (Fig.  96): 

die  Halbachsen  der  EUipae,  und  istr 
])  ay.  =  fp,    A  CZ  =  -^  _  y  =  ((., 
(.' F  =  a.'  =  sin  ff),     1' M  =  ;/  =  h  cos  ly, 
so  folgt: 

BM=  F.{c,  (f)  =  fdfpVl  -  c^sinq^^ 

-4  M  =  Fic,  il<)  ^  jdiii  yi  —  c"  cos  i'- . 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  leicht  die  Wert*  von  E{c,  9), 
F{(:,  ip)  unter  der  Form  von  konvergenten  Reihen,  wenn  c  nicht  zw 
nahe  an  1  ist;  im  entgegengesetzten  Falle  kann  man  den  Fagnano- 
sfthen  Satz  gebranehen. 

Aus  den  obigen  Formeln  folgt: 

— __  J?(c,  if )  --    /  1/  1  +  — -_-  ,  cos  (p^d<p, 

'   -     F{c,  if)  =    /  1/  1  -J-   ,  '■"   .  sin  n'-ä4: 
Auf  diese  Formen  sind: 

JV~f  +  g  sin>^  ilip,    _  /  ']//■  +  !)  cos  %'"■  H- 
Knrückfiihrliai-;  dasselbe  läßt  sich  aber  nicht  von: 

jYy  cos  7,-  —  /''??!,      }\'f—  9  sin  95^^95 


Paris  nm  (puM.  1788),  p.  «i'i 
BtatioDs  par  aroB  d'ellipB« 
etetiila,  p.  644—683. 
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für  <i  >  f  behaupten.     Übt  man   auf  diese   letzten  Integrale  die  Sub- 
stitution: 

sin  <y  =  sin  k  siu  w 
aus,  wo: 

0-.  --  arc  COM  1/  — ^ 

und  setzt  rann  siua  =  c,  so  folgt: 

f _  -l^ 

fy'gcoatp^  —  fdip  ^JYgiGoaip-^-  cosa-)<l<f 

=  /Vjr(siu  K-  -  sin  (f,^)dq>  ^  c^  ^'^  J yi'--c^sta,' 

,-r    /*'  /    ■      -o  «   ,  ■.  9      /     siam'dw     1 

=  <n'g[IV^  -  c^siu<o-f/w  -  a  -  C^  j^--^=^,.v^-.^^J 


c^)  +  c(l  -  r^. 


Sc     J 


Die  Integrale: 


(sin  (p^'cns<p'^/^(p''"""  '''^, 

wo: 

A(p^=  1  —  C- Hin  tp-, 

sind  ebenfalls  durch  Elüpsenbögen  ausdrüekbar;  sie  lassen  sich  näm- 
lich ani  fA(p^"'+^d^  aurüekführen,  welches  für  jedes  po-jitive  oder 
negative  ganzzahligc  »i  durch  E  und  —  ausdrückbar  ist. 

Die  Rektifikation  der  Hyperbel 
kann  man  von  derjenigen  der  El- 
lipse abhängig  machen.  —  Sind 
(Fig.  PTi: 

CÄ'^  !,    VB^h 

die  Halbachsen    einer  Ellipse,    und: 

CF-^-c=Vi  -Ir,    €B  =  h 

diejenigen  einer  Hyperbel,  wobei 
die  beiden  Kurven  denselben  Mittel- 
jiunkt  und  dieselbe  Fokalachse 
haben;  ist  ferner  CP'  die  Abszisse 
eines  Hyperbelpuuktes  M',  X  der 
C  mit  dem  Kadius  CF'  gezogenen  Kreises 
;e    der    Ilyberbel,    2    der    Schnittpunkt    vt>n 


Schnittpunkt     des 
mit    der    Schi 
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CX  mit  dem  um  C  mit  dem  Radius  CA  gezogenen  Kreiae,  M  der 
Schnittpunkt  der  zu  CA  senkrecbten  Geraden  ZF  mit  der  Ellipse, 
und  setzt  man  A('Z=tp,   so  ergibt  sich  leicht: 


FM'  =  /i'  =  /   --^-,  )/l  -  c-  cos "re 

A  M  =  F  =  f  y  1  —  c^  cos  91^95, 


/v 


i'  ^  tg  y  1/1  -  C^  C09  9)^  -  (.-  F  -  i^t  g^   ■ 

Das  Integral: 

f  ''' 

J  VA+Bz'  +  rz' 

läßt   sich   in   allen  Fällen   auf  i',  F   und   deren  Ahleitungen   nach  c 
zurückführen;  dasselhe  folgt   von: 

P'ls  r  dz 

f  Bs'-I-C^*'     ,./  VA  +  Bz-\^C:^  +  nz'  +  Ez'' 

Erst  nachdem  die  erste  Legendresche  Abhandlung,  deren 
Inhalt  wir  soeben  wiedergegeben  haben,  der  Pariser  Akademie 
vorgelesen  worden  war,  erfuhr  ihr  Verfasser,  daß  Landen  den  dea 
Hypevbelbogen  betreffenden  Satz  aufgestellt  hatte.  Er  setzte  sich 
dann  vor,  zu  beweisen,  daß  sich  der  Lundensehe  Satz  aus  seinen 
eigenen  Resultateo  herleiten  läßt,  und  da6  man  auch  eine  unendliche 
Folge  von  Ellipsen  auffinden  kann,  deren  Rektifikation  von  derjenigen 
von  zwei  derselben  abhängig  ist. 

Es  sei  neben  der  schon  oben  betrachteten  Ellipse  noch  eine 
zweite  vorhanden,  deren  Elemente  c,  V,  F'  usw.  sein  mögen,  vmd 
setze  man: 

,';,'''"'-F°"';'.-(i-6>i"T, 

wo  cp  mit   dem   früheren    „  ~f  übereinstimmt;  das  ist  nichts  anderes 
als  die  Landensche  Transformation.     Es  folgt: 

ainqy'*  =  v,- j  1  -\-  c  sin  <p''  it  cosyAgs  |, 
^•■1  c  =    --r-r--  terner: 

Nimmt  man  aber  in  der  vorletzten  Gleichung  das  untere  Vor- 
zeichen und  differentiiert    so  ergibt  sich: 
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isiaip'  cos  9'«? 91'=  2c  sin  (p  cos  q?rf<f  +  simpAtpdif  + 

es  iet  also: 

2(1  +  e)rf2'-'=  2c  co3q^<lq>  -^  ^.^d^  +  '''' ''"^fi'Ji' 
cos 

und  raaii  erhält  hieraus  durch  Integration: 

(50)  2(1  +  c)7^"=  2c  sin  9)  +  2i-'-  }/  j '^^' 

=  2 c  sin  f  +  2F  —  ¥  ll''  —  c  .^   j 

=  2c  sin 91  4-  (1  +  c^)F-]-  b*cl^- 

Der  Bogen  der  Elhpse  mit  der  Eszeutrizität  c  wird  also  durch 
den  Bogen  der  Ellipse  mit  der  Exzentrizität  c  und  dessen  Ableitung 
nach  c  ausgedrückt,  wobei : 

Es  folgt  au9  (50)  durch  eine  leichte  Rechnung: 
,      2(1  +c')F"=(ß  +  b-)F'-  l  b-(l  +  h')F~  J  //(l~fc>in(p 

wo  F"  den  Bogen  einer  dritten  Ellipse  mit  der  Exzentrizität: 

bezeichnet.  Fährt  man  auf  gleiche  Weise  fort,  so  kann  man  eine 
unbeschränkte  Folge  von  Ellipsen  erhalten,  deren  Rektifikation  von 
derjenigen  von  zwei  derselben  abhängig  ist.  Da  c'>|/c>c,  während 
ip'<  ip,  so  bilden  die  Exzentrizitäten  eine  Kunehmende,  die  Amplituden 
dagegen  eine  abnehmende  Folge. 

Bevor  wir  die  späteren  Untersuchungen  Legendres  besprechen, 
müssen  wir  einige  Worte  einer  hierher  gehörigen  Schrift  des  schon 
erwähnten  Pietro  Ferroni"^)  widmen.     Um  das  Integral: 

auf  einen  Ellipsenbogen  zurückzuführen,  befolgt  er  einen  sehr  langen 


aiculo  integralium  esercitatio  mathematica,  Fiorena  1792. 
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Weg.  Er  bedient  sich  dazu  des  folgenden  Paaciilscben  Satzes^): 
Ist  (Fig.  98)  NA  der  Radius  der  Basie,  XN  die  Höhe  und  XÄ  die 
Erzeugende  eines  schiefen  Zylinders,  beschreibt  man  einen  Kreis  um 
jV  mit  dem  Radius  ^^1  und  einen  zweiten  Kreis  auf  NA  als  Durch- 
messer, und  sind   G,  S  zwei  Punkte  der  beiden  Kreise    deren  Verbin- 


dungslinie durch  ?v^  geht,  so  ist  die  Oherfläcbe  des  von  den  durch  A 
und  G  gehenden  Erzengenden  begrenzten  Zylinderteiles  gleich  dem 
Vierfachen  der  Summe  aller  von  X  nach  den  Punkten  des  Bogens 
.45  gehenden  Strecken  (d.  i.  des  Integrales  des  Produktes  einer  solchen 
Strecke  mit  dem  Elemente  des  Bogens  AS).  Diese  Summe,  oder 
dieses  Integral,  läßt  sich  auf  die  Form  (51)  bringen;  da  andererseits 
die  betrachtete  Zylinderfiäche  von  dem  Produkt  der  Erzeugenden  mit 
einem  Bogen  des  Orthogonalschnittes  gegeben  wird,  und  dieser  Schnitt 
eine  Ellipse  ist,  so  ergibt  sich  von  selbst  das  verlangte  Resultat. 
Ferroni  zeigt  auch,  daß  man  ein  Integral  von  der  Form: 


erhält,  wenn  man  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  s 
bezieht;  daß  man  dagegen: 


jf  die  Fokalachse 


JVl 


erhält,  wenn  man  die  Hyperbel  auf  die  zweite  Achse  benieht. 
Er  behandelt  ferner  das  allgemeine  Integral: 

J,|/±.-=  +  A  +  i«' 

wo  z  positiv  ist  und  die  Wurzeln  des  Trinoms  als  reell  vorausgesetzt 
werden,  und  stellt  die  folgende  Tafel  der  mögliehen  Falle  auf: 

')    Paacai,    Oeuvres  V,    La  Ha  je   1771',    p.  407.     Der   Pasualsche   Satz 
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Hyperbel 
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Hyperbel 

5 

- 

+ 
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Hyperbel  unil  Gerade 

6 

- 

- 

+ 

Hyperbel  und  Gerade 

7 

+ 

- 

+ 

Hyperbel,  Ellipse  und  Gerade 

8 

+ 

4- 

+ 

Elbpse  und  Gerade. 

Die  Schrift  von  Legendre'),  mit  welcher  wir  uum  nunmehr  zu 
beschäftigea  haben,  verdient  wohl  als  die  G-rmidlage  der  systema- 
tischen Behandlung  der  elliptischen  Integrale  bezeichnet  zu  werdeu; 
und  vielleicht  hätte  die  Theorie  dieser  Punktionen  am  Ende  des 
18.  Jahrhunderts  einen  rascheren  Fortschritt  aufgezeigt,  wenn  nicht 
die  Legendreschen  Untersuchungen  aus  äußeren  Umständen  so  gut 
wie  unbekannt  geblieben  wären,  bis  sie  zwanzig  Jahre  später  durch 
die  Exercices  de  calcul  integral  verbreitet  wurden. 

Manche  analytische  Fragen,  sagt  Legendre,  die  sieh  nicht  durch 
EUipHenbÖgen   anf lösen   lassen,   führen   zu  Integralen  von   der  Form 

/  „  ,  wo  P  eine  rationale  Funktion  von  ,)■,  11  die  Quadratwurzel 
eines  Polynoms  vierten  Grades  bezeicloiet.  Man  kann  aber  nach- 
weisen, daß  solche  Integrale  auf  drei  Typen  rednzierbar  sind,  deren 
zwei  ersten  sich  durch  Ellipsenbögen  ausdrücken  lassen,  während  der 
dritte  von  verwickelter  er  Art  ist;  daß  aber  die  zwei  ersten  Typen 
voneinander  zu  unterscheiden  sind,  hängt  davon  ab,  daß  der  erste 
auf  den  zweiten  zurückführbar  ist,  während  das  Umgekehrte  nicht 
stattfindet. 


des  methodes  faciles  pour  comparer  et  livaluer  cea  tranaconrtaiiteä 
qui  coinprennent  lea  arc»  d'ellipae,  et  qui  se  rencoutrent  fröquem- 
meut  dana  le«  applications  du  caleul  integral.  Paris,  an  II  (17ii;().  — 
Diese  Abhandlung,  welche  der  Pariser  Akademie  im  April  1792  vorgelesen 
wnrde,  erachieu  im  darauffolgenden  Jahre  als-  selbständige  Schi'ift  wegea  der 
inzwischen  geaebekenen  Abschaffung  der  Akade.mie,  Sie  ist  selbst  in  Ftank- 
reith  sehr  «elten,  und  wir  verdanken  es  der  Freundlichkeit  von  Prof.  Ä.  Uou- 
langer  zu  Lille,  der  die  Gefälligkeit  hatte,  eiuen  aasführlichen  AasKug  nai;!i 
einem  in  der  Bibliothek  de  la  Sorbonne  existierenden  Exemplar  für  uns  zu 
liefern,  daß  es  uns  möglich  ist,  über  diese  wiclittge  Sciirift  tm  berichten.  Das 
Wesentlichste  des  Inhaltes  des  Mömoire  wurde  von  Legendre  in  seine  Exer- 
ricps  de  calpul  integral  (T,  I,  Paria  ISll)  einverleibt. 
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Die  Reduktion  des  allgemeiaeo  Integrales  auf  die  erw-ähnten  drei 
Typen  geschieht  folgendermaßen. 

Man  kann  vor  allem  R"  in  ein  anderes  nur  gerade  Poteuzen  der 
Veränderlichen  enthaltendes  Polynom  Ton  gleicher  Ordnung  durch 
eine  lineare  Substitution  umwandeln;  wir  können  also  setzen: 

Man  kann  femer  voraussetzen,  P  sei  eine  rationale  Funktion  von 
x^\  zerlegt  man  nämlich  P  in  die  Summe  einer  geraden  und  einer 
uogeradeu  Funktion: 

P  =  P^  +  P„, 

--"  —    bekanntlich    ein    elementares    Integral.       Es     existiert 

dann   stets   eine  Substitution,   die   das  Integral   in     /    .-—    überführt, 

'  '^  J    Afc  ' 

wo  Aqs  ^yi  —  c^  singp^,    Q   eine   rationale  Funktion   von   ^'mtp'-    be- 
zeicbnet,  und  die  Zahl  c  zwischen  0  und  1  liegt. 

Ist  mm  Q  zunächst  eine  ganze  Funktion  von  siuy^: 


und  setzt  man: 


'  folgt: 


es  ist  aber  identisch: 


£,tp- cos <p  ■  siuq)^''--'=  (:?/(  — 3)Z,,_3—(I  +c-){2h  -  ^)X^_i 

wonach  sämtliche  2^  durch  X^  und  Z^  ausdrückbar  sind.  —  I,st  zwei- 
tens Q  gebrochen,  so  kommen  auch  Teilintegrale  von  der  Form: 

/*  -        ''"^  =  // 

vor;  setzt  man  aber  augenblicklich  sin<p  =  x,  so  folgt: 


"-/.. 


ein  Integral,  für  welches  die  folgende  Rekursionsformel  gilt: 


y  Google 


862  Abschnitt  XXVI, 

-  (2 1  -  3) (l  +  2'  +  ''  +  :■. ;;;) /;._,  +  (2(-  -  4) {^\''  +  '°!) n,_, 

wonach  sämtliche  77,  durch  77j,  77,,  imd  II_,,  oder,  wüs  dasselbe  iet, 
durch  77(,  Zg,  Z^  auadriickbar  sind.  —  Die  erhaltenen  Grundtypcii 
subsumieren  sich  unter  die  Form: 


Legendre  mitersclieidet  aber  drei  Oattungen  vou   elliptischen 
Transzendenten,  nämlich: 


2.  (;=j(^  +  JJ.m.f>)^: 

besondere  Fälle  dieser  Gattung  sind  der  Ellipsenbogen : 

V!.' =--=   l  A(pd(f- 
und  der  Hyperbelbogen: 

Zwischen  F  und  /'  besteht  die  Beziehung; 


3.  jj_    )J  +  JJ.m,-d5. 

,  f  1  -|-  i(  sm  <f-    Lfi 

Für  die  Integrale  erster  Gattung  hat  man: 

(52)  FW)  ±  F{i!>)  =  F(p), 

cos  ^  cos  ifi  ^  sin  q)  sin  ijjAft  =  cos  ft 
ist;  hieraus  ergeben  sich  die  Additionsformeln: 


COSfl  — 


tt  +  sin  (p  Bini/iÄcijAiJi 
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.       ^  AtpAip^+c'iin9siiii(.cos(pco8Ji. 

und  als  besonderer  Fall  die  Multiplikationsfoi-mein,  aus  welcheu 
sich  die  Teilungaformeln  ableiten  lassen.  Das  »-Teilungsproblem 
hängt  von  einer  algebraischen  Gleichung  der  w^-teu  Ordnung  ab,  die 
sich  auf  due  der  -  — -ten  Ordnung  reduziert,  wenn  n  ungerade 
und  <p  =  „    i^t. 

Besteht  zwischen  tp,  (d  und  /i  die  Beziehuug: 

F(<f)  +  F(*)  -  F(rt, 
SO  folgt: 

(53)  Jl  {(p)  +  E  (f)  —  li  iß)  =-  c^  sin  <p  sin  i-  sin  ft, 

(54)  //  f  <p)  +  n  (</.)  -  n  (ft)  =  ^.  arc  tg  ^  ^  i'^|f .^/^"j;;;'';,,  ^  , 
wo: 

ist.^ 1 

In  seiuer  zweiten  Abhandlung  von  1786  wurde  Legendre  dazu 
geführt,  zwei  ElUpsenbögen  untereinander  zu  yergleiehen,  deren  Ek- 
zentrizi täten  c,  (f  iind  deren  Argumente  ly,  <p'  in  den  Beziehungen: 

2  yc  c  '  Hin  Ol'  cos  oj'  /         ,  /<      —  rs\    ■ 

zueinander  stehen.  Diese  letzte  Gleichung  läßt  sich  einfacher 
schreiben: 

sm{'2(p'  —  tp)  ^  c  sinif). 

Hier  dehnt  Legendre  diese  Vergleichung  auf  Integrale  aller 
drei  Gattungen  aus.     Es  ergibt  sich  zunächst: 

wendet  man  diese  Transformation  wiederholt  an,  so  folgt: 
i-f-e  '  1  -|-  c 


')  Die  Formeln   (52),  (58),  (54)   gehören   eigentJich   der  Abteilung  A   die^pa 
;    wir   haben    dieselben    aber    hier    des  Zusanimenhanga    wegen   an- 
gefiihrt. 
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Wie  schon  bemerkt,  bilden  c,  c,  c",  .  .  .  eine  zu-,  tp,  <p',  tp",  .  .  . 
eiue  abnehmende  Folge.  Man  kann  aber  auch  die  Folge  nach  der 
umgekehrten  Seite  hin  fortsetzen.     Ist  nämlich; 

s\n{2<p  —  9^1)  =  Cj  sin 9,,       sin  (2qpj—  >Ps)  "^  <^2  sin^^^,  •  ■  ■ 
(woraus  sich  ergibt: 

*^"^g(yi"~  9')  =1^1  ~  c^tangif,  tang(yj  —  y^)  —Yl—  (^j^tang^p,,---), 
so  hat  man: 

F(c,  v)-'  +  '•  F{e,,  r,),    F(c„  f,)  -  -p-  *'(«.,  r.),  ■■■; 

c,  c,,  Cg,  ...  ißt  eine  ab-,  qo,  cp^,  fp^,  .  . .  eine  zunehmende  Folge.  Ist 
dann  f^  so  klein,  daß  es  Temaehläsaigt  werden  darf,  so  ist  annähe- 
Tungsweiae: 

bezeichnet  also  $  den  Grenzwert,  weicbem  sich  die  Folge  (p,  -^,  -^,  •■■ 
imbesehränkt  nähert,  so  ist: 

I  (c,  y)  =  4p(1  +  cO  (1  +  c,)  ■  ■  -  =  *  --'^*'  ^^''■' .  ■  ■  =  K^. 

Ist  insbesondere   (p  —      ,  so  folgt: 


Setzt  man  femer: 

e,  -  J'iJ,  +  B,  sin  ,p,>)  ^f^^ ,  a,  ,p.  _  /f -  vli^^' , 

SO  hat  man: 

G  =  ^-±-^'(G,--^sin9J,),     A^^A+^B,     h\=  l  Bc,. 
Es  ergibt  sich  analog: 

ö,-'4-''"(<'.-t»''"l'.).    -^.--<.+  2-B,,    iSj-ij;.«,; 
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Es  ist  zu  benierkeii,  daß  die  Folge  ]i,  B^,  B^,  . . .  rascher  als 
die  Folge  c,  c, ,  r,,  ...  abnimmt.  Können  B^,  i\  veraachläseigt  wer- 
den, so  ist: 

bezeiebnet  also  L  den   Grenzwert  von  j4,,j  so  folgt: 

G  =  KL  —  ^  (^  ^'^'  ain  y  1  -^  ^^'/'  sin  (p^  +      gs--'  sin  f 3  +  ■  ■  -j  ■ 

Für  fp  =  .,-  hat  man  <i  =  KL  —  ■ 

Setzt  man  .4  =  1,  ß  =  —  (^,  so  stellt  G  den  Ellipsenbogen  E 
dar;  es  ist  also: 

E(c,  (p)  =  KL0+  '■"^'■■„in^j+  '^'gt'^'sinyj+..-, 

Die  Integrale   dritter  Gattung  H  lassen   sich   analog   behandeln; 

man  kann  aber  auch  auf  dieselben  eine  oder  die  andere  der  beiden 
Substitutionen : 

f  1  4-  e"i  sin  rp  .        „        1  —  cos  \ii 

smcp  =  ■    ,       -.       ,,  sin  m'  *=    ,    ,    .  , 

anwenden. 

Die  Integrale: 

fpdx(a-}-  ßx  +  yx^+öx'')''  , 
{• P^x 

r  _      _  Fdx  __ 

Jyß+'yx'  +  ÖS^^x'+'ß'x'' 

WO  P  eine  rationale  Funktion  von  x  bezeichnet,  lassen  sich  auf  ellip- 
tische Transzendenten  zurückführen;  dasselbe  gilt  von  dem  Euler- 
schen  Integral  erster  Art: 
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0.   Vermischte  Fr; 


Uiitei'  diesem  Titel  wollea  wir  einige  wenige  Schriften  kura  be- 
sprechen, die  sich  keinem  der  beiden  oben  als  Leitfaden  angenom- 
menen Hauptprobleme  anschließen. 

Vor  allem  erwähnen  wir  zwei  Abhandlungen  Lagranges  mecha- 
nischen Inhalts^),  wo  besondere  elliptische  Integrale  berechnet  werden, 
welche  in  elementare  Litegrale  dadurch  übergehen,  daß  entweder  das 
Polynom  vierter  Ordnung  einen  zweifachen  Faktor  besitzt,  oder  eine 
unter   dem  Integration« zeichen   auftretende  Konstaute   aehr   klein   ist. 

Hierher  gehört  auch  eine  Schrift  Eulers^),  welche  den  Zweck 
hat,  eine  stark  konvergierende  Ueihe  für  den  Umfang  der  Kllipae  auf- 
zustellen (s.  0,  S.  466)      Ist : 

die  Gleichung  der  ElUpse,  so  setzt  Euler: 

ferner: 

^  '     «=  +  ''" 

Es  ist  dann,  wenn  s  die  Ellipsenquadrante  bezeichnet: 

>■-  'fv"r"J<"-  v/z"  ,(i-l'--H«"^"----) 

c     r  1'    dz  1        r   3<is  1  -1    „  /■  z-ds  -| 


')  Eecherches  Bur  le  mouvement  d '  u  n  corps  qui  est 
attire  vers  d  c  u  s  centrfis  fixes,  Miac.  Taur.  iV,  176(i— ITOti ; 
Oeuvres  !I,  Pariö  1868,  p.  67— 121.  —  öur  la  force  des  ressortB 
pliea,  Möm.  Acad.  Berlin  XXV,  1771;  OeuyreH  lU,  Paris  1069,  p.  77—110. 

exprimens,  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  XVIII,  ITTS  (publ.  1774),  p.  11—84.  — 
Weitere  Reihenentwicklungen  für  elliptische  Integrale  flnden  sich  u.  a.  in: 
Lambert,  Beyträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und  deren  An- 
wendung m,  Berlin  1772,  p.  36—65;  Ivorj,  A  new  series  for  the  recti- 
fieation  of  the  elHpsis;  together  with  Observation»  on  tbe  evolution 
of  the  formula  («'-}- 6'—  aaöcoarp)"  i.l7Ua),  Trans.  R.  Soc.  Edinburgh  IV, 
17'J8,  p.  177—190;  Tremblev,  Observationa  enr  l'attraction  et  l'öqui- 
libre  des  spheroides,  Hist.  Acad.  Berlin  1799—1800  (publ.  1803),  p-  «8 
bis  109. 
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eine  Reihe,  welche  sehr  stark  konvergiert. 

Wichtiger  ist  die  Abhandlung  Eulers  über  die  elastische  Kurve^) 
(s.o.  S.  505 f.): 


eine   Linie,    welche    schon    früher   von   Jakob   BernouHi    und   von 
Maclaurin*)  betrachtet  worden  war.     Ist  (Fig.  99): 

CF  =  x,    PM=CQ  =  y, 

^  CB=\   ent- 


80    ist    die    der 
sprechende  Ordinate: 


-p-jr- 


Die  KuiTe  ist  symmetrisch  in  be- 
zug  auf  die  durch  I)  zur  a:- Achse 
parallel   gezogene    Gerade   DA.      Man 

findet  ferner,    wenn    ilf^  die  Normale  in  M,  N  ihren  Schnittpunkt 
mit  der  !/-Achse,  0  den  .Krümmungsmittelpunkt  bezeioh&et: 


CM 


-=./: 


Vi- 


_  r  jx 


')  De  miris  proprietatit 


contentae,  Acta  Acad.  Petrop.  1782,  P.  H  {publ.  1786),  p.  34—61. 
diese  Vorl.,  III',  S.  2S1;  Bnneper,  a.  a.  0.,  p.  5-2.^. 

Cabtob,  Geachiehte  der  Matliemalik  IV  56 
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Setzt  man  F  =  ys,  so  folgt: 

P=ßds  +j'sdy,     ac  =  [fyds  +  fsdy^V,: 

-^        2  .  4  -  .  .  3r       ■*     "■'  ^  ^^    ""  2  --4  -  ■  ■  ar        irTl ' 
Jyi-x*        2'    J  )/l-^'       ir-\-2j   |/i_^. 

folglich: 

^  's  ^  (2r-j-"l)(4r+a)' 

/,     f '  '         ■Vl-3---{2''-  ')        1  fx*''  +  ''^dx 

^T2j(2r+lj{4r  +  l)' 
untJ  hieraus: 

«^■=   3   2-2.-  +  1  Ur+T  +  4.  +  :*)  =^  ^  2{ir+l,<ir  +  ä) 

Man  kann  selbstverständlich  für  die  elastische  Kurve  alle  Rekti- 
fikationsprob lerne  auflösen,  deren  Behandlung  für  die  Kegelschnitte 
schon  oben  besprochen  wurde.  Bezeichnen  a;^,  a;^  die  Abszissen  von 
zwei  Kurvenpunkten  i¥j,  M^,  so  ist: 


1  +  ^1 -.'■," 
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die  Abszisse  eines  dritten  Punktes  Mg,  der  zu  den  oberen  in  der  Be- 
ziebung : 

CMs=CM,+  CM^ 
steht.     Sind   ferner    P,  ^,  1{    drei   Kurvenpunkte,    so   läßt   sich    ein 
vierter  Punkt  S  derart  angeben,  daß  HS -^  FQ  ist. 

Unter  den  zahlreichen  Schriften  geometrischen  Inhalts,  welche 
elliptische  Funktionen  berücksichtigen,  erwähnen  wir  hier  eine  Ab- 
handlung von  Euler  über  die  Oberfläche  des  schiefen  Kegels  (s.  o. 
S.  520}^),  und  eine  von  Schubert  über  die  Abwicklung  der  ebenen 
Schnitte  eines  Zylinders^  (s.  o.  S.  621). 

Wir  können  diesen  Abschnitt  nicht  beschließen,  ohne  einen 
Namen  auszusprechen,  der  in  der  künftigen  Periode  eine  Hauptrolle 
spielen  wird.  Der  princepe  mathematicorum,  Karl  Friedrich 
Gauß  (1777 — 1855),  beschäftigte  sich  seit  seiner  ersten  Jugend  mit 
elliptischen  Integralen,  und  es  ist  wohlbekannt,  daß  manche  von  den 
wichtigsten  Entdeckungen  Jacobis  und  Abels  ihm  seit  lange  ange- 
hörten. Leider  hinterließ  er  von  seinen  jugendlichen  Studien  über 
diesen  Gegenstand  nur  einige  handschriftliche  Fragmente,  welche  erst 
nach  seinem  Tode  gedruckt  wurden*),  und  aus  welchen  es  nicht  leicht 
zu  ersehen  ist,  wie  tief  er  während  unseres  Zeitabschnittes  in  die  neue 
Theorie  eingedrungen  war.  Wichtige  Aiifschlüsse  hat  jedoch  das 
Ti^ebuch  von  Gauß  gegeben.'*) 

')  De  Buperfioie  coni  Bcaleni,  ubi  imiirimis  ingenten  diificul- 
täte»,  quae  in  hac  inveBtigatione  occurrunt,  perpenduntur  (1776), 
Nova  Acta  Äcatb  Petrop.  III,  1786  (pubi,  1188),  p.  tj9— 89.  Siete  auch  die  obeu 
besprochenen  Schriften  von  Legendre  von  1786  und  1793.  ')  De  evolu- 

tione  eectionnm  cylindri  (1798),  Nova  Acta  Acad,  Petrop.  Xin,  1795—179« 
(pnbi.  1802),  p.  190—204.  »)  Gauß,  Werke  HI,  Göttingen  1866,  S.  404—406 

(1797),  433—435  (1799);  VIII,  (Jöttingen  1901,  8.  98—117.  ')  Über  das  von 

P.  Htäckel  entdeckte   Tagebuch  vgl.  F.  Klein,  Mathem.    Acnal.    LVH,    1903, 
p,  14—32. 
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TOTALK  UND  PAKTIELLE  BIFfEEENTIALttLEICHÜNöEN 

DIFFERENZEN-  UND  SÜMMEMECHNUNÖ 

VARIATIONSRECHNUNG 


C.  R.  WAI,I,NEB 
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Um  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  sehea  wir  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  bereits  als  eine  selbständige  mathematische 
Disziplin  vor  uns.  Während  die  Untersuchung  von  Differential- 
gleichungeii  anfänglich  nur  Mittel  zum  Zweck  war,  wahrend  ihre 
Lösung  ursprünglich  sozusagen  nur  als  Nebenrechnung  bewerkstelligt 
wurde,  war  ihre  Integration  mittlerweile  Selbstzweck  geworden. 
Auch  die  Problerastellung  hat  sich  geändert.  In  deu  ersten  Zeiten 
werden  Integrationen  in  geschlossener  Form  dnrch  elementare  Trans- 
zendenten verlangt,  bald  beschränkt  man  sich  auf  bloße  Quadraturen; 
^ber  auch  diese  Forderung  wird  fallen  gelassen;  man  ist  zufrieden, 
überhaupt  die  durch  die  gegebene  Differentialgleichung  definierte  Ab- 
hängigkeit diskutieren  und  womöglich  durch  unendliche  Reihen  oder 
bestimmte  Integi-ale  ausdrücken  zu  kÜnnöli.  Trotz  dieses  freiwilligen 
AufgebenB  zu  hoch  geschraubter  Forderungen  ist  natürlich  die  Frage 
nach  Integrationen  in  endlicher,  geschlossener  Form  nicht  erloschen; 
aber  während  man  früher  schlechthin  für  jede  Differentialgleichung 
ein  derartiges  Integral  verlangte,  fragt  man  jetzt  umgekehrt  nacli 
Gleichungen,  welche  eine  Integration  durch  eine  endliche  Zahl  ele- 
mentarer Funktionen  erlauben.  Derartige  Nachforschungen  haben  die 
Entdeckung  größerer  Gruppen  integrabler  Typen  zur  Folge.  Solehe 
enthält  z.  E.  eine  Arbeit  von  d'Alembsrt  in  den  Memoiren  der 
französischen  Akademie  von  17()7.^)  D'Alemberfc  sucht  zuerst  Aus- 
drücke, die  sich  mit  Hilfe  der  Exponentialfunktion,  des  Integral- 
logarithmus, von  Logarithmen  und  elliptischen  Integralen  integrieren 
lassen.  Im  folgenden  gibt  er  eine  Reihe  von  eigentlichen  Diffe- 
rentialgleichungen, meistens  2.  Ordnung,  die  aber  viel  zu  speziell 
sind,  als  daß  wir  hier  darauf  eingehen  könnten,  und  Bedingungen 
für  ihre  Integrabilität.  Wie  er  diese  Gleichungen  erhalten  hat,  legt 
ei"   in   einem    späteren  Aufsatze   dar^):    Seine  Methode   besteht  darin, 

')  Histoire  de  TAcftdömie  Rojale  des  Scieaces  (avec  les  Memoires  de 
Mathömatique  et  de  Phyaique)  1767  (1770),  p,  673  £F,  (b.  o.  S,  738,  838),  Die 
Seitenzahl  bezieht  sich  hier,  wiebeidenPetersbarger  Akademieechriften,  nnrwena 
besondera  bemerkt  auf  die  Histoire  selber.        »)  Ebenda  1769  (1772),  p.  73  ff. 
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aus  einer  integrablen  Gleichung  durch  verschiedene  Kunstgriffe  wieder 
neue  abzuleiten.  Ähnlich  leitet  Euler')  aua  der  Gleichung  ddy=  Ydx^, 
wo  Y  eine  Funktion  von  y  allein  ist,  und  die  mit  Hilfe  des  Multi- 
plikatore  2  ■^-  integriert  werden  kann,  neue  Typen  ab,  indem  er 
z.  B.  X  als  abhängige  Variable  auffeßt.     So  ergibt  sich 

difd^x  =  —  Ydx\ 
d.  i.  in  unserer  Schreibweise 

dy'  '-  Vyl  ■ 

Eine  neue  Gleichung  liefert  die  Einführung  von 

ds  =  ydx^  +  ~df 
usw.     Aus 

SSddz  +  SdSdz  -  aazdx"  =  0 

leitet  er^  durch  Substitutionen  wie  s  = -7,  und  S=  ,  wo  P  und 
ü  Funktionen  von  x  sind,  neue  Gleichungen  und  im  Falle  der  Inte- 
grabilität  neue  FäUe  integrabler  Gleichungen  ab.  Ähnlich  erkennt 
er,  daß  die  Gleichung 

I   iildz\  _(ddz\       i(i-{-v, 
a«UtV  ~\dx'}  x~x      ^ 

ein  endliches  Integral  besitzt,")  Ein  von  Euler  oft  geübtes  Ver- 
fahren, in  endlicher  Form  integrable  Differentialgleichungen  zu  finden, 
besteht  darin,  daß  er  die  Bedingungen  aufsucht,  unter  welchen  die 
das  Integral  darstellende  unendliche  Reihe  abbricht  (vgl.  S.  913,  989 
und  992).     So  integriert*)  er  die  Gleichung 

allgemein  in  der  Form 

«  =  Ä3~^  (1  —  B3;ä"'  +  Dx*'" )sin('--'^-    +  0\ 

\mx"'         ) 

—  Itx  '    {Ax'"-  —  Cx^'"  +  ■  ■  ■)  cos  f       m  +  "  ^ 

')  Institutionea  calculi  integralia,  vol.  11,  1768,  p.  25.  *)  Etienda,  p.  l-*2, 
*)  Sliacellanea  TaurinenHia  t.  III,  (der  Index  2  deutet  die  B.  Paginierung  aiil 
1782/86  (1766),  p.  70.  Die  Klammern  deuten,  wie  überall  im  folgenden,  paitielle 
Differentialquotienten  an.  ')  Novi  Coiuinentarii  Aeademiae  Petropolitanae, 

t.  IX,  17fi2/63  (1764),  p,  298. 
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WO  k  und  0  die  Integratioiiskon stauten  sind-,  er  untersucht,  für  welche 
Werte  von  m  die  Reihen  abbrechen.  Denselben  Gedankengang  wendet 
Laplaee  auf  die  partielle  Ditferentialgleichnng  2.  Ordnung  an  (vgl. 
S.  1001). 

Naturgemäß  mußte  sich  bei  eingehender  Beschäftigung  mit  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  rasch  eine  Einteilung  derselben 
herausbilden:  man  schied  in  die  zwei  Hauptgruppea  der  totalen  und 
partiellen  Gleichimgen.  Des  weiteren  wurden  die  Begriffe  Ordnung^) 
und  Grad  einer  Differentialgleichung  zur  Abgrenzung  einzelner  Typen 
herangezogen  und  zwar  in  der  Weise,  daß  man  bald  Gleichungen 
gegebener  (meist  1.  oder  2.)  Ordnung  aber  beliebigen  Grades,  bald  Glei- 
chungen gegebenen  (besonders  1,)  Grades  und  beliebiger  Ordnung 
ins  Auge  faßte.  Einen  anderen  Gesichtspunkt  bildete  die  Zahl  der 
Variabein,  nnd  hier  ist  es  wieder  die  Gleichung  mit  2  bzw.  3  Ver- 
änderlichen, die  am  meisten  untersucht  werde.  Diese  Art  der  Ein- 
teilung ergibt  sich  als  die  natürliche,  wenn  man  die  Integration  der 
Differentialgleichungen  als  rein  mathematisches  Problem  auffaßt,  und 
demgemäß  werden  auch  die  einfachsten  Falle,  die  sich  bei  dieser 
Unterscheidung  ergeben,  wegen  ihrer  theoretischen  Bedeutung  eifrig 
behandelt.  Diu  Praxis  freilich  führt  sehr  häufig  gerade  auf  viel 
schwierigere  und  kompliziertere  Fälle;  Simultansysteme  und  große 
Zahl  von  Variabein  sind  in  Astronomie  nnd  Mechanik  Hegel,  und  es 
ist  nichts  Seltenes,  daß  alle  die  schönen  Integrationstheorien  der 
reinen  Mathematik  vollständig  versagen  und  man  zu  Kunstgriffen 
seine  Zuflucht  nehmen  muß.  Trotzdem  haben  hierher  gehörige  Pro- 
bleme wegen  ihrer  eminenten  Bedeutung  die  hervorragendsten  Geister 
dauernd  beschäftigt,  und  wir  begreifen,  daß  die  Weiterentwicklung 
der  Theorie  der  Differentialgleichungen  der  Verfolgung  you  zweierlei 
Absichten  zuzuschreiben  ist:  erstlich  war  es  das  Streben  nach  —  so- 
weit möglieh  —  vollständigen  und  erschöpfenden  Theorien  für  die 
theoretisch  interessanten  Fälle;  andererseits  war  es  das  Verlangen, 
die  aus  der  Anwendung  hervorgegangenen  Methoden  und  Kenntnisse 
so  allgemein  und  einheitlich  als  möglich  zu  gestalten.  Diese  An- 
regung aus  der  Praxis,  dies  Verlangen  nach  Ausbau  wichtiger  theo- 
retischer Fragen  lösen  sich  fortwährend  ab  und  fördern,  sieh  gegen- 
seitig beständig  ergänzend,  in  gleicher  Weise  die  schon  gewonnenen 
Resultate. 

Indessen  ist  doch  wenigstens  zu  Beginn  des  hier  geschilderten 
Zeitabschnittes  ein  deutlicher  Unterschied  hinsichtlich  des  Objektes 
dieser  treibenden  Momente  zu  konstatieren.     Der  Gesichtspimkt  prak- 

')  Im  LateiBischen  „graduB". 
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tischer  Verwertbarkeit  kommt  vorzilglich  für  partielle  DifFerential- 
gleichangen  in  Frage,  während  von  den  totalen  Gleichungen  hauptsäch- 
lich solche  behandelt  werden,  die  formal,  also  vermöge  Grad,  Ordnung, 
Variabeinzahl  eine  ausgezeichnete  Rolle  spielen.  Doch  bietet  auch  bei 
totalen  Gleichungen  die  Anwendung  noch  oft  genug  den  Ausgangspunkt, 
die  Veranlassung  zur  Untersuchung;  es  sei  hier  nur  auf  das  Vorkommen 
der  natörlichen  Gleichungen  bei  Nils  Landerbeck  (1735—1810,  Pro- 
fessor zu  Upsala)  hingewiesen.  In  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1783 
wird  zunächst  ein  index  variationis  eurvaturae  T  =  -j- })  wo  iJ  den 
Kiömmungsradiiis,  ds  das  Bogeneleraent  einer  ebenen  Kurve  bedeutet, 
sowie  eine  HilfsgrÖße  p,  die  mit  unserem  identisch   ist,    de- 

üniert.  Es  werden  nun  Kurven  gesucht,  die  durch  eine  Relation 
zwischen  T  und  p  oder  verwandten  Gebilden  definiert  sind.  Interesse 
für  uns  besitzt  nur  ein  Scbolion^),  das  die  Aufgabe  enthält,  aus  einer 
Gleichung  zwischen  T  und  7f,  also  einer  speziellen  Gattung  natür- 
licher Gleichungen  die  betreffende  Kurve  zu  ermitteln.  Landerbeck 
benutzt  zur  Integi'ation  einen  Hilfssatz 


KT       yr-"7»'-' 

der  sich  leicht  verifizieren  läßt.  Die  Integrationen  selbst  bieten, 
weil  an  ganz  speziellen  Beispielen  vorgenommen,  keinerlei  mathe- 
matisches Interesse.  In  einer  Fortsetzung  dieses  Aufsatzes*)  ist  auf 
die  Möglichkeit  hingewiesen,  aus  einer  Relation  zwischen  T  und  s 
oder  zwischen  R  und  ^  die  Gleichung  der  Kurve  in  x  und  p  Koordi- 
naten zu  bestimmen.  An  die  umgebehrte  Aufgabe,  eine  gegebene 
Kurve  durch  eine  Gleichung  zwischen  R  und  0  darzustellen,  ist  in 
keiner  Weise  gedacht;  sind  doch  auch  die  erwähnten  Probleme  für 
Landerbeck  nurAafgabeu  unter  vielen  anderen  und  in  keiner  Weise 
ausgezeichnet. 

Wir  haben  heutzutage  für  die  Einteilung  der  Differentialglei- 
chungen außer  den  oben  genannten  noch  andere  Gesichtspunkte  mehr 
funktionentheoretischer  Natur,  wie  die  Art  der  Unstetigkeiten  des 
Integrals  (z,  B.  ob  fest  oder  verschiebbar),  das  Verhalten  im  Un- 
endlichen u.  a.  m.  Derartige  Untersuchungen  kommen  natürlich  vor 
Ausbildung  der  Funktionentheorie  fast  nicht   vor,   doch  sei  hier  auf 


')  Philosophical  Transactlona,  vol.  73,  1783,  p.  458.  ')  Ebenda,  p.  467 

')  Das  negative  Vorzeichen  rührt  von  geometrischen  Betrachtungen  her. 
')  PhiloBophical  Transactions,  vol.  74,  1784,  p..478,  Sohol.  2. 
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eine  Stelle  hei  Euler^)  hingewiesen,  an  der  gezeigt  ist,  wie  eine 
gewisse  Methode  dev  Integration  durch  Approximation  iafolge  be- 
stimmter Unstetigkeiten  des  Integrals  hinfällig  werden  kann.  Es  ist 
speziell  von  der  Differentialgleichung 

die  Rede,  deren  YuÜBtiindiges  Integral 

ist.  Hier  geht,  sagt  Euler,  wahrend  x  von  0  bis  w,  d.  i.  einer  sehr 
kleinen  Größe,  wächst,  der  Winkel  +  a  aus  dem  UneadKcheii  ins 
Bndliche  über,  so  daß  sein  Sinus  inzwischen  alle  Zwischenwerte  von 
+  1  bis  —  1  unendlich  oft  aanimrat. 

Die  Frage  nach  der  Existenz  der  Integrale,  die  nach  unserer 
Ansicht  den  speziellen  Untersuchungen  voranzugehen  hat,  existiert 
vor  Cauchy  überhaupt  nicht.  Einerseits  war  die  Zeit  für  derartig 
kritische  Prageateilungen  noch  nicht  reif,  andererseita  mochte  die 
geometrisch  oder  physikalisch  evidente  Existenz  der  Lösung  von 
Problemen,  die  aus  der  Praxis  genommen  waren,  die  Überzeugung 
erwecken,  daß  auch  der  entsprechenden  mathematischen  Formulierung 
der  Aufgabe  eine  Bedeutung  zukommen  muß.  Indessen  findet  sich 
doch,  wiederum  bei  Euler,  eine  Überlegung,  die,  wenngleich,  mit  der 
Frage  nach  der  Existenz  der  Integrale  in  keinerlei  Zusammenhang 
stehend,  doch  Cauchy  nachmals  bei  seinen  Untersuchungen  genüt>;t 
haben  kann.  Euler  stellt  nämlich  an  die  Spitze  eines  Kapitels 
seiner  Integralrechnung,  das  speziell  von  der  Integration  durch  Ap- 
proximation handelt^),  folgende  Auslegung  der  Differentialgleichung 
^  =  F,  wo  V  eine  gegebene  Punktion  von  x  imd  y  ist  (s.  o.  S.  734): 
Nimmt  x  der  Reihe  nach  die  Werte  a,  a,  a",  a",  ...  an,  so  nehmen, 
wenn  die  Differenzen  a  —  a,  a"  —  d,  ...  sehr  kleine  Zahlen  sind, 
y  und  V  die  Werte  b,  b',  b",  V", .  .  .  bzw.  Ä,  Ä',  Ä",  Ä'", ...  an,  wo 
die  a,  b,  A  durch  die  Gleichungen 

b'  =  b+Ä(d  -  a);  V  ^h'  +  A'  (a"  ~  d); 

b"'  =  h"  +  Ä"{a"'-a");  ... 
verbunden  .sind.     Euler  hat  also  hier  ähnlich  wie  Cauchy  ein  Inte- 
')  InstitutioQPs  calculi  integralia,  vol.  11,  p.  355.         *)  Elbenila,  vol.  I,  1760, 
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grationsiiitervall  a  :v  in  Teiliatervalle  «  a,  a  a",  .  . .  zerlegt  und  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  näherungs weise  als  Differenzen  glei- 
chung  angesehen. 

Unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  also,  daß  eine  Inte- 
gration immer  möglich  sei,  war  man  7.u  verschiedenen  Erkenntnissen 
üher  die  Natur  der  Integrale  gelangt.  Die  Tatsache,  daß  in  das 
Integral  der  totalen  Diflferentialgleichung  n""  Ordnung  mit  2  Variabein 
immer  n  Konstante  eintreten,  ist  längst  beirannt');  über  die  Zahl  der 
willkürlichen  Funktionen  im  Falle  partieller  Differentialgleichungen 
finden  sich  Untersuchungen  in  den  Memoiren  der  Pariaer  Akademie^). 
Umgekehrt  wird  die  Frage  nach  der  Ordnung  der  Differentialglei- 
chung, die  durch  Elimination  von  n  Konstanten  entsteht,  behandelt. 
So  zeigt  Lagrange*),  daß  aus  einer  Gleichung  mit  3  Variabein  und 
5  Konstanten  immer  eine  partielle  Differentialgleichung  mit  3  Variabein 
und  5  Differentiaiquotienten  hervorgeht,  so  daß  also  die  gegebene 
Gleichung  einer  partiellen  Gleichung  2.  Ordnung  gleichwertig  ist. 

Einen  größeren  Reiz  übte  auf  viele  Mathematiker  das  Problem, 
von  vornherein,  a  priori,  ganz  allgeniein  <len  Bau,  die  analytische 
Form  der  Integrale  und  die  Natur  der  darin  auftretenden  Transzen- 
denten zu  bestimmen.  Die  betreffenden  Mathematiker  waren  sich 
natürlich  der  Schwierigkeit  und  Unbestimmtheit  dieser  Fragestellung 
gar  nicht  bewußt;  man  denke  nur,  welche  Hilfsmittel  allein  die 
Theorie  der  Integrale  von  Funktionen  mit  ausschließlich  algebraischen 
Irrationalitäten  erfordert,  wie  sie  das  abgelaufene  Jahrhundert  ge- 
schaffen hat,  und  man  wird  die  Zwecklos igkeit  jener  Versuche  ein- 
sehen. Insbesondere  hat  sich  der  Marquis  de  Condoreet  mit 
diesem  Problem  beschäftigt^),  ohne  allgemein  giltige  Resultate  zu  er- 
halten; auch  Laplace  ist  in  dieser  Hinsiebt  tätig,  steckt  sich  aber 
von  Anfang  an  engere  Grenzen.  Er  versucht  von  vornherein,  ohne 
wirklich  Integrationen  durchzuführen,  lediglieh  auf  Grund  funktionen- 
theoretischer, sehr  interessanter,  allerdings  nicht  ganz  korrekter 
Schlüsse  die  Form  des  Integrals  der  partiellen  Differentialgleichungen 
1.  und  2,  Ordnung  festzustellen"),  d.  h.  die  Art  der  Verknüpfung  der 
darin  auftretenden  willkürliehen  Punktionen  zu  bestimmen.  Die  Er- 
gebnisse seiner  Untersuchung  bilden  die  wesentliche  Grundlage  seiner 
Theorie  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  2.  Ordnung. 


')  Siete  z.  B.  Institutionea  calculi  iiitegralia,  vol.  II,  p.  367.  *)  Histoire 

de  l'Acadetnie  des  Sciences  1772,  part.  1  (1775),  p.  1  ff.  *)  Oeuvrea  de  La- 

grauge  publ.  pac  Serret,  t  IV,  p.  89.  *)  Histoire  de  l'Acadömie  des  Sciencps 
1772,  pari.  1  (1775),  Histoire,  p.  66.  Viele  spezielle  brauchbare  Erkenn tnisae : 
Ebenda,  Memoires,  p,  Iff,        ")  Ebenda  )77rt  (1777),  p  a47ff. 
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Ein  wichtiges  sich  zwar  nicht  auf  den  äußeren  Bau,  so  doch 
ebeni'alls  auf  die  Natur  der  Integrale  beziehendes  Problem  wirft  man 
mit  der  Frage  auf,  welcherlei  Un Stetigkeiten  in  den  willkürlichen 
Funktionen  einer  Integralgleichung  auftreten  dürfen.  Wir  wissen 
aus  dem  vorigen  Band^),  daß  dieses  Problem  durch  die  Integration 
der  Differentialgleichung  der  Saiten  Schwingungen  veranlaßt  wurde  und 
ein  Gegenstand  lebhaften  Streites  unter  den  einzelnen  Mathematikern 
war.  Der  vorsichtige  d'Älembert,  welcher  von  seinen  Zeitgenossen 
am  meisten  Sian  für  Präzision  und  Exaktheit,  für  Strenge  in  der  Rech- 
nimg  zeigte,  wollte,  wie  wir  uns  erinnern,  nur  solche  Punktionen  zu- 
lassen, die  nach  Taylors  Reihe  entwiekelbar  sind.  Euler  glaubt  diesen 
Funktionen  keinerlei  Beschränkung  auferlegen  zu  dürfen.  Beide  Forscher 
bleiben  bis  zu  Ende  ihres  Lebens  hartnäckig  auf  ihrer  Meinung  bestehen 
und  geben  ihrer  Ansicht  wiederholt  bestimmtesten  Ausdruck,  d'Älem- 
bert besonders  in  seinem  Briefwechsel  und  in  seinen  Opuscules 
mathematiques,  Euler  u.  a.  in  seiner  Integralrechnung V-  Die  will- 
kürliche Funktion  f,  sagt  dieser,  kann  so  gewählt  werden,  daß  die 
durch  I  =  fijj)  dargestellte  Kurve  mit  freier  Hand  gezogen  und  aus 
Teilen  verschiedener  Kurven  zusammengesetzt  ist.  Derartige  Funk- 
tionen nennt  Euler  „discoutiuuas  seu  nexu  continuitatis  destitutas"; 
die  Fähigkeit,  auch  diskontinuierlich  sein  zu  dürfen,  bezeichnet  er  als 
eine  „vis  praecipua"  der  willkürlichen  Funktionen.  Zur  Begründung 
für  seine  Behauptungen  benutzt  er  gleich  darauf  das  Beispiel  der 
schwingenden  Saite:  Die  willkürlichen  Funktionen  des  Integrals,  heißt 
es,  stellen  die  Anfangsbedingungen  dar  im  Fall,  daß  sie  (analytisch) 
bestimmt  werden  können;  da  diese  Lösung  allgemein  sein  muß,  jedem 
Anfangs  zustand  genügen  muß,  ist  sie  notwendig  auch  für  jene  Falle 
tauglich,  in  welchen  man  der  Saite  zu  Beginn  der  Schwingungen  eine 
ganz  unregelmäßige,  diskontinuierliche  Form  gibt,  und  die  Integrations- 
fanktion  muß  sich  auch  diesen  Fällen  anpassen  lassen. 

Während  nun  Euler  und  d'Älembert,  neben  Daniel  Ber- 
noulli  die  Häupter  der  beiden  Parteien,  ihrer  ursprünglichen  Ansieht 
unerschütterlich  treu  blieben,  hat  Lagrange,  der  den  fast  beruhigten, 
weil  aussichtslosen  Streit  durch  seine  beiden  großen  Aufsätze  über 
Natur  und  Fortpflanzung  des  Schalles  neu  entfachte  und  darin  sieh 
auf  die  Seite  Eulers  stellte,  sich  von  d'Älembert  zwar  nicht  völlig 
Überzeugen,  aber  doch  wenigstens  zu  dem  Zugeständnis  drängen 
lassen,  seine  Lösung  sei  nicht  von  jeglicher  Beschränkung  frei,  sondern 
setze     die     Endlichkeit     sämtlicher    Differentialquotienten     in     allen 

')   Vgl.  diese  Vorlesuagen,  III',  8,  900  ff.  ^  In  atitut  ion  es  calculi  int«- 

Bcalis,  vol.  III,   1770,  p.  .S9, 
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Punkten  der  gegebenen  Anfangsfigur  implizite  voraus').  Nach  und 
nach  flaute  die  Debatte  &b,  da  eine  Einigung  nicht  zu  erzielen  war; 
die  späteren  Forscher  begnügten  sich  damit,  gelegentlich  zu  der 
Sache  Stellung  zu  nehmen.  Anf  diese  Weise  wird  ersichtlich,  daß 
(londorcet^)  uiidLaplace  mehr  auf  der  Seite  d'Alemberta  staniJen, 
insofern  als  auch  sie  die  willkürlichen  Funktionen  gewissen  Beschrän- 
kungen unterworfen  wissen  wollten.  So  fordert  Laplace  für  das 
Integral  einer  Gleichung  «"'  Ordnung  die  Stetigkeit  der  Ableitungen 
aber  nur  bis  zur  («  —  l)""  Ordnung  ein  schließ  lieb.')  Für  seine  Auf- 
fassung ist  folgende  Überlegung  maligebend;  Man  kann  jede  Diffe- 
rential gleichung  als  Spezialfall  einer  Differenzengleichung  auffassen, 
es  sind  lediglich  die  Differenzen  unendlich  klein  geworden.  Für  die 
Differenzengleichungen  brauchen  aber  (wie  durch  geometrische  Kon- 
struktion der  Integrale  solcher  Gleichungen  gezeigt  wird)  die  will- 
körliehen  Funktionen  durchaus  nicht  stetig  zu  sein.  Die  übrigen 
Geometer  nehmen  fast  alle  Eulers  Standpunkt  ein.  Der  Streit  hat 
übrigens  eine  wichtige  Unterscheidung  der  bei  Kurven  möglichen 
Unstetigkeiten  geschaffen;  nach  einer  von  der  Petersburger  Akademie 
preisgekrönten  Arbeit*)  ist  „discontiguite",  d.  i.  Unatetigkeit  in  unserm 
Sinne  (etwa  durch  Sprung),  von  „discontinuite"  zu  trennen.  Letztere 
Art  von  Unatetigkeit  besteht  darin,  daß  die  Funktion  in  verschiedenen 
Intervallen  verschiedenen  Gesetzen  gehorcht.  Der  Verfasser,  L.  F.  A. 
Arbogast  (S.  6()7,  Note!),  iat  der  Ansicht,  daß  beiderlei  Gattungen 
von  Unstetigkeiten  in  den  Integralgleichungen  zuzulassen  sind;  die 
Differentialgleichung  verlange  ja  nur,  daß  ein  Sprung  des  einen  Diffe- 
rentialquotienteii  durch  einen  analogen  Sprung  des  übrigen  kompen- 
siert werde.  Die  Unstetigkeiten  im  zweiten  Sinne  werden  überhaupt 
von  den  meisten  Mathematikern  zugelassen;  erwähnt  sei  z.  B. 
der   Abbe   T.  Valperga    di   Caluso')    (1737—1825).     Einen   wirk- 

'i  Nach  Burkhardt,  Eat« icklunijen  nach  osdihrendeii  FmJrtioneD, 
Heft  1,  S  40  Dieser  Aufsatz,  im  tolgenden  einfach  aia  Burkhardt  zitiert, 
findet  aieh  in  den  Jahreaberichteii  der  deutachen  Mathematikerveicinigung-;  da- 
selbst i'^t  der  ganze  Streit  hezugUch  des  Problema  der  schwingenden  Saiten  aus- 
fQhrhi~h  daigestellt  Der  Briefwecheel  BwiBchen  d  Alembert  und  Lagrange 
in  Oeuvrea  de  Lagrange,  t  Xlil  Man  vgl  auch  d'Aleiubert,  Opusculea  math^- 
matiques,  t  I,  1761,  p  hifl  °)  Histoire  de  TAcademie  des  Sciences  1771  (177*1, 
p  49ft  und  p  69  Seme  Schlüsse  sind  nicht  streng,  die  Darstellnng  ist  schwer- 
verständlich ',  Ebfnda  177'J  a7H2),  ji  2a9ff  ';  Vgl  Nova  Acta  Aca- 
deniiae  Petropolitanae,  t.  Y,  1787  (178a),  Histoire,  p.  Ö.  Die  Arbeit  heißt  Me- 
moire 8ur  la  »ature  des  fonctjons  arbitiaires,  qni  entient  dans  les  integrales 
des  equations  aux  differentieUes  partielies,  St.  Petersbonrg  17Ü1.  Vgl.  aue^i 
Burkhardt  a,  a.  0.  ^  Nach  Burkhardt,  Heft  1,  S.  44  Mem,  Tor.  1786/87 
(1788),  p.  571. 
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liehen  und  zwar  hocliwi  cht  igen  Fortschritt  hedeutet  eine  Arbeit  von 
Jacques  Charles  (1746  — 1823,  erst  Beamter  im  französischen 
Finanzministerium,  später  Professor  der  Phvsilt  am  Coneervatoire 
des  arts  et  metiers  und  Mitglied  der  Academie  des  sciences). 
Dieser  unterscheidet  zunächst  zwischen  Kurven,  die  voltkoiumen  will- 
kürlich, etwa  aus  freier  Hand  gezogen  sind,  die  also,  wie  er  sagt, 
nicht  durch  analytische  Formeln  ausgedrückt  werden  können,  und 
Kurven,  die  in  verschiedenen  Abschnitten  ihres  Verlaufes  verschiedenen 
Gesetzen  gehorchen.  Von  letzteren  behauptet  er,  daß  sie  immer  durch 
einen  einzigen  analytischen  Ausdruck  dargestellt  werden  können  und 
behandelt  auch  die  Äufgiibe,  ein  gegebenes  „Gemisch"  von  Flächen, 
Linien  und  Punkten  durch  eine  einzige  Formel  auszudrücken.  Als 
Vorbereitung  zu  dieser  Aufgabe  gibt  er  umgekehrt  analytische  Aus- 
drücke an,  welche  derartige  Un Stetigkeiten  aufweisen.  Ich  bringe 
hiervon  nur  folgendes  BeispieP).     Sei 

wo  a  <.h.     Charles  untersucht  diese  Gleichung  für  den  Fall 

Für  a<.x  <h  sind  1  —  und  —  1  beide  negativ  und  die  Glei- 
chung  reduziert    sich  auf  ^  =  ^  -(-  Icir.     Liegt   hingegen  x  außerhalb 

dieses  Intervalls,  so  ist  eine  von  den  Differenzen  1 und  -,-  —  1 

'  a  b 

positiv,  die  andere  negativ,  die  Gleichung  reduziert  sich  auf 

^  =  3  +  ^3:  -j-  y(x  —  a)  (6~—  x); 

dieser  Ausdruck  ist  aber  dann  iniagii^r.    Die  Schnittlinie  der  Ebene 

-Fl  ^  I  =  0  mit  der  gegebenen  Fläche  ist   demnach  ein  Geradenstück 

mit  der  Gleichung  s  =  g  -\-  kx,   wenn  x  von  a  bis  b  läuft.     Analog 

läßt  sich  eine  Fläche  angeben,   die  mit  F(--\^0  ein  Geradenstück 

^  =  ^^  +  ^^'x  gemeinsam  hat,  wenn  x  von  6  bis  c  ^uft.     Das  Produkt 

all  der  erwähnten  Gleichungen  stellt  schließlich  eine  Fläche  dar,  von 

der  F(—)^0  einen  gebrochenen   Linienzng  ausschneidet.    Einzelne 

Punkte    stellt    Charles    analytisch    dar,    indem    er  sie    als   isolierte 

Punkte  von  Kurven  auffaßt. 

')  M^moires  de  math^matique  et  de  pliysique  preaentes  par  diverä  Saraiis, 
t.  X,  1786,  p,  580. 
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Ais  ganz  entschiedener  AnliUiiger  Eulera  ist  endlich  Monge  zu 
nennen,  der  von  geometrischen  Überlegungen  geleitet  wird.  In  einem 
Aufsatz  über  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Funktionen 
einiger  partieller  Differentialgleichungen*)  zeigt  er,  daß  dies  Problem 
bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  auch  auf  rein  geomctrisehem  Wege 
durch  Konstruktion  der  Integrale  behandelt  werden  kann.  Da  ergibt 
sich  denn,  daß  unter  Umständen  diese  Konstruktion,  m.  a.  W,  die  geo- 
metrische Lösung  des  Problems  noch  einen  Sinn  behält,  wenn  jene 
willkürlichen  Funktionen  wegen  auftretender  Unstetigkeiten  in  den 
Anfangsbedingungen  nicht  mehr  angebbar  (ioassignable)  *)  geworden 
sind  (vgl.  auch  oben  S,  561),  So  ist  ihm  z.  B.  die  Aufgabe,  die  will- 
kürliche Punktion^  in  der  Gleichung  Z=  ip  {V{x,y)]  zu  bestimmen, 
wenn  für  ein  gegebenes  y  ^  A(x)  gleichzeitig  ^  =  ^(ic)  sein  soll, 
identisch  mit  der  Forderung,  diejenige  Fläche  einer  gewissen  Flächen- 
familie ZH  finden,  welche  durch  eine  gewisse  Raumkurve,  nämlich 
y  —  A(x)  und  B  —  %l>(x\  hindurchgeht.  Die  betreffende  Konstruktion 
wird  sehr  anschaulich  und  einfach  durch  Einführung  der  Schar  von 
Zylinderflächeii 

Y{x,y)  =  l:>, 

welche  auf  der  gesuchten  Fläche  eine  Schar  von  ebenen  Kurven  aus- 
schneidet, Monge  geht  im  folgenden  zu  Integralgleichungen  mit 
mehreren  willkürlichen  Funktionen  über,  immer  an  einzelnen  speziellen 
Aufgaben  rechnerisches  und  konstruktives  Verfahren  erprobend.  Dies 
ist  übrigens  nicht  der  erste  Aufsatz  von  Monge  über  diesen  tiegen- 
stand^),  und  auch  später  ist  er  wiederholt  darauf  zurückgekommen.*) 
Er  bringt  indessen  nichts  wesentlich  Neues  mehr;  zu  den  schwierigeren 
späteren  Aufgaben  gehört  z.  B.  folgende'):  Sei  s  =  <f>(U)  +  ^(y),  wo  U 
und  V  gegebene  Funktionen  von  x  und  y  sind;  es  sollen  tp  und  t/f 
so  bestimmt  werden,  daß  für  y  =  Fx  von  selbst  s  =  fx  und  für 
y  =  F'x  analog  g  —  fx  wird.  Die  Schwierigkeiten  der  Konstruktion 
von  s  ^  M  -i-  N<p(V)  +  Pi;(W)  +  •  ■  ■  kann  er  nicht  allgemein  über- 
winden^); die  Konstruktion  gelingt  ihm  nur,  wenn  die  willkürlichea 
Funktionen  alle  das  rm,mliche  Argument  besitzen.  Im  ersten  Fall 
wird  Monge  zu  Differenzengleichungen  geführt  (vgl.  S.  1051).  Im 
Supplement  zur  Applikation  kommt  er  endlich  noch  einmal  auf  diese 
Aufgaben  zu  sprechen. 

Die  Bestimmung   der   willkürlichen  Funktionen   unter  gegebenen 

')  MiBcellaiiea  Taurinensia  V,  1770—1773,  p.  16  £F.        *)  Ebenda,  p.  ai, 
■)  Vgl,  ebenda,  p.  18:  dans  un  memoire  pr^cödent.  ')  Mömoiies  präsentes 

par  divera  Savans,  t.  VIl',  1773  (1776),  p.  367  ff.  Vgl.  auch  p.  XHI  der  Vorrede, 
°)  Ebenda,  p.  30G,  «)  Ebenda,  t,  IS  (1780),  p.  345  ff.  Der  Aufsatz  wurde  1TI4 
der  Akademie  vorgelegt. 
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Anfangsbedingungen  tritt  noch  viel  hantiger  in  der  mathematischen 
Physik  auf,  und  hier  hat  Euler  für  eine  Reihe  spezieller  Probleme 
die  Aufgabe  rechnerisch  gelöst.  Die  Erfüllbarkeit  der  gegebenen  An- 
fangsbedingungen schien,  auch  wenn  sie  in  analytiaeher  Form  vor- 
igen, gemäß  ihrer  geometrisch  physikalischen  Bedeutung  hei  allen 
derartigen  Problemen  schon  von  vornherein  gesichert  und  wurde  des- 
halb nie  Gegenstand  besonderer  Untersuchungen. 

Im  Anschluß  daran  behandeln  wir  einen  interessanten  Fall  einer 
Randwertaufgabe  bei  d'Alembert/)  Vom  Problem  der  schwingenden 
ungleichförmigen  Saite  ausgehend,  kommt  er  zu  der  Gleichung 


dH 


^A'  ■  t, 


wo  X  eine  gegebene  positive  Funktion  von  x  bedeutet.  Er  fragt 
nun,  ob  man  den  Parameter  X  so  bestimmen  kann,  daß  diese  Glei- 
chung eine  Lösung  zuläßt,  welche  in  a  und  b  verschwindet,  ohne 
identisch  zu  verschwinden.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  führt 
er  die  obige  Gleichung  in  eine  Riecatisehe  Gleichung  über  durch 
Einführung  der  neuen  abhängigen  Veränderlichen  z  =  — .  Durch 
Untersuchung  dieser  Gleichung  kommt  er  zu  dem  Resultat,  daß  die 
gewünschte  Parameterbestimmung  stets  möglich  ist,  und  zwar  so,  daß 
die  betr.  Lösung  zwischen  a  und  h  nicht  verschwindet.  Daß  es  aber 
nur  einen  solchen  Parameterwert  gibt,  wird  nicht  erwähnt,  ebenso- 
wenig ist  von  den  unendlich  vielen  Parameter  werten  die  Rede,  welche 
man  bekommt,  wenn  man  NulisteUen  zwischen  a  und  6  zuläßt. 

Man  hat  ziemlich  von  allem  Anfang  an  die  Integrale  in  voll- 
ständige (bzw  allgemenie)  und  partikuläre  unterschieden.  Dazu  kam 
dann  später  unber  smgulares  Integral  hinzu, ^)  Endlich  unterschied 
Lagrange  be7Uglich  dei  Integrale  partieller  Differentialgleichungen 
zwischen  vollständigem  und  d,llgemeinem  Integral  (vgl.  indessen  S.  90!» 
uud  S.  97^   Knm  2)^|  —  Bezuglich  des  Integrals,  das  aus 

(-(,,  „. .- « 4)  _  (I,  b- ,,«.),  %  + ;;;  ?.•(«) .-  o'i 

'i  Hiatoire  de  1  Ai,ademie  de  Berlin  t  SIS  1713  i.li70  p  244  Nach  dem 
Artikel  „RAndwertantgatieii  bei  totalen  Differentialgleiciningen  in  der  Enzyklo- 
pädie der  matliPmati'i&hen  Wissenac haften  H  A  7  a  8  43a  ")  t  me  Definition 
de^  partiknlAren  Integrals  bei  Euler  Institutiones  calcuh  integralis,  vol.  I, 
aect  2,  cap  4  Ferner  bei  Laplace  Miscellanea  Taunoensia  t  I\ ',  1766/fiy, 
p  174  (verdruckt  statt  374)  Definition  des  singulareu  Integrala  bei  L  undoreet, 
ebenda,  t,  IV,  1766/6'J,  p.  0  (aolution  partituliörej  siehe  aui-h  Oenvrea  de  La- 
grange,  t.  IV",  p.  7.  ")  Die  Denennunj;  der  verschiedenen  Arten  vm  Integralen 
war  jedoch  beatilndigein  Weihael  unterworfin  '1  Wit  haben  bei  den  partiellen 
CisioB,  Geiohiehte  der  MalbemBÜk  iV.  6i 
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darch  Eliminntion  von  a  und  b  hervorgeht,  sagt  LagraHge^),  es  sei 
beaucoup  plus  generale  als  das  vollBtäiidige  Integral  und  nennt  es 
daher  integrale  generale.  Bald  darauf^)  sagt  er,  das  allgemeine  Inte- 
gral schließe  die  vollständigen  Integrale  ein  comme  des  cas  parti- 
euliers.  Lagrauge  beschäftigt  sich  auch  mit  dem  Zusammenhang 
zwischen  Tonständigem  und  allgemeinem  Integral  und  sucht  letzteres 
im  Falle  der  Differentialgleichung  2.  Ordnung  sowohl  aus  dem  end- 
lichen vollständigen  Integral  als  ans  ersten  Integralen  herzuleiten. 
Er  zeigt  dabei 'i  daß  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  viel 
leichter  aus  den  beiden  vollständigen  ersten  Integralen  als  aus  dem 
vollständigen  endliihen  Integral  entwickelt  werden  kann  vind  sucht 
deshalb  aus  dem  letzteien  auf  das  erste  Integral  zu  schließen.  Durch 
Einführung  dei  partiellen  Differentialquotienten  1.  Ordnung  geht  aber 
aus  der  vollständigen  Integralgleichung  mit  5  willkürlichen  Kon- 
stanten im  allgemeinen  eine  Gleichung  mit  3  Konstanten  hervor,  die 
nicht  als  erstes  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  angesehen 
werden  kann,  da  ein  solches  nur  zwei  Konstanten  besitzen  darf.*) 
Doch  kann  man  durch  geschickte  Kombination  der  einzelnen  Glei- 
chungen in  speziellen  Fällen  eine  Gleichung  mit  bloß  zwei  Konstauten 
erhalten,  wie  Lagrange  an  einigen  Beispielen  zeigt. 

Auch  Monge  beschäftigte  eich^)  mit  der  Aufsuchung  erster  In- 
tegrale besonders  für  Differentialgleichungen,  von  denen  zu  seiner 
Zeit  wohl  das  endliche,  aber  nicht  das  erste  Integral  bekannt  war; 
von  den  Zwischenintegralen  einer  partiellen  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  verlangt  er*):  sie  dürfen  keine  Differentiationen  2.  Ord- 
nung aufweisen,  müssen  aber  dafür  eine  wiRkürliche  Funktion  ent- 
halten und  sich  durch  einmalige  totale  Differentiation  der  Integral- 
gleichung und  nachfolgender  Elimination  einer  der  zwei  willkarlicheii 
Funktionen  samt  ihrer  Derivierten  ergeben.  J.  Trembley(1749 — 1811} 
kommt  gelegentlich")  auf  die  Ergebnisse  von  Monge  zw  reden  und 
npncht   dessen  'ilfichungen  den  Ohirikter   von   ersten  Integralen  ab. 


DiffeieutialKleichungen  dip  Schreibw  eiai,  des  UriginaU  durchweg  beibehalten, 
well  die  sehr  verachieden artigen  Manieren  in  der  Bezeichnung  das  Suchen  nach 
einer  vorteilhaften  Schreibweise  am  besten  erliennen  lassen.  Lagrange  deutet 
wie  dies  /uni  leil  noch  heute  üblich  Ht,    die  partielle  Dift'erentiatioo  nicht  be- 

')    Opmrps  de  Laffrange    t   I\     p   74      Dieser    Aufsatz    stammt   au»    den 
Memoiren  der  Berliner  Akademie  für  1774  *"   Oeuvres  de  Lagrange,  t.  IV, 

p  88  '    Ebenda  p   101  ')  Fbeiida   p  104  ")  In  seinem  großen  Auf- 

satE  übet  Differentialgleiiliungen  m  derHistoire  de  lAcademie  des  Sciences  178* 
(_i787     der  unten  eingehend  besprochen  wird  ")  Ebenda,  p.  135. 

'>  Ni>\a  Acta  Academiae  Petropolitanae    t   \I    IT  H  (ITDSi,  p,  79, 
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Eine  gemischte  Form  des  Jntegraia,  die  neben  willkürliclien  Funk- 
tionen auch  eine  Integra tions konstante  a  enthält,  will  Monge  ku- 
lassen.^t     Dif  Gleichung 

i  =  (p\t,  :>:->/+  U'[bx-t/)\ 
ist  Integral  von 

dy  dx^        i.dx  dyj  dxdi/  dx  dy*  '' 

SehlieBlieh  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  daß  Laplace  auf  die 
Existenz  trivialer  Lösungen  einer  Differentialgleichung  hingewiesen 
hat,  die  nicht  ab  Integrale  zu  betrachten  eind.^     80  wird 

durch  (i  —  0  erfüllt;  aber  die  „eigentliche"  Lösung  muß  die  Gleichung 
'  !f  =  p8x  erfüllen,  wo  p  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.  Eine  ge- 
naue Definition,  was  als  Integral  zu  gelten  hat  und  was  nicht,  läßt 
sich  bekannt  ermaßen  bei  Verwendung  Monge-Liescher  Vorstellungen 
ia  besonders  anschaulicher  Weise  geben. 

Von  größter  Wichtigkeit  sind  die  Untersuchungen,  die  sich  auf 
die  Theorie  der  singularen  Integrale  beziehen.  Clairaut*)  und 
Eni  er  fanden  auf  diesem  Gebiet  zunächst  keine  Nachfolger;  dieser 
leitet  1768  für  Gleiehungeo  1.  Ordnung  ein  allerdings  wenig  allge- 
meines Kriterium  ab,  durch  das  ein  partikuläres  Integral  von  einem 
singulärcTi  unterschieden  werden  kann,  ohne  daß  das  vollständige  In- 
tegral der  Gleichung  bekannt  ist.  D'Alembert  fügt  in  einer  Ab- 
handlung aus  dem  Jahre  1769^)  wenig  Neues  hinzu;  höchstens  kann 
man  sagen,  daß  er  Enlers  Überlegung  strenger  und  scharfer  macht 
Erst  Laplace  faßt  1772  das  Problem  bedeutend  weiter.  Er  verlangt 
ein  für  Gleichungen  beliebiger  Ordnung  mit  beliebiger  Variaheinzahl 
geltendes,  dem  Eulerschen  ähnliches  Kriterium;  außerdem  stellt  er 
die  Forderung,  es  sollen  aämtliche  singulare  Integrale  einer  gegebenen 
Differentialgleichung  angegeben  werden.  Durch  Laplaces  Arbeit 
angeregt,  nimmt  endlich  Lagrange  1774  das  Problem  von  neuem 
vor;  er  erkennt  als  erster  die  wahre  Natur  des  singularen  Integrals 
und  seinen  Zusammenhang  mit  dem  vollständigen  Integral.    Die  dar- 

'}  M6moire3  prtHenteB  par  divere  Sasans  1773  imBi,  p.  332  Auf  eine 
H.hiiliche  Form  des  Integrals  bei  Monge  (M^moireö  de  Turin,  t.  V,  p,  53)  kommt 
Trembley  eingehend  zu  Bprechen  in  Nova  Acta  Academiae  Petropolitanae, 
t.  XIII,  1796/96  (1802),  p.  134.  'i  Wegen  der  Schreibweiae  vgl.  S.  1012  n.  lOlit 
°)  Histoire  de  l'Äcadömie  des  Sciencee  1772,  part.  1  1.1775),  p.  344.  ';  Vgl. 

diese  Vorl.,  IIP,  S.  889.  ')  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences  1769  (1772.. 
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auf  gegriiudete  Method«  zur  Bestiiiimnng  der  siiigulitren  Integrale 
durch  Elimination  der  Konstanten  der  Integralgleichung  ist  der 
Laplaceschen  Herleifcung  an  Eleganz,  Sicherheit  und  Leichtigkeit 
der  Handhabung  bedeutend  überlegen  und  hat  deshalb  das  ältere 
Verfahren  vollständig  verdrängt.  Die  zweite,  schon  von  Glairaut 
und  Euler  geübte  Methode  wiederholter  Differentiation,  die  nicht 
vom  Integral,  sondern  von  der  Differentialgleichung  ausgeht,  besitzt 
Lagrange  ebenfalls,  auch  gibt  er  erweiterte  Kriterien.  Endlich  be- 
handelt er  die  geometrische  Deutung  des  siugulären  Integrals  als 
Enveloppe  einer  Kurvenschar ^),  und  ist  der  Ansieht,  daß  im  allge- 
meinen ein  jsinguläresj  Integral  vorhanden  ist.  Daß  ein  Ort  der 
Spitzen  oder  anderer  Singularitäten  auftreten  kann,  ist  ihm  dabei 
entgangen;  ebensowenig  weiß  er,  daß  es  Integrale  gibt,  die  zugleich 
partikulär  und  singulär  sind,  d,  h.  geometrisch  gesprochen,  daß  ein 
Zweig  der  Enveloppe  zu  den  Kurven  der  Schar  gehören  kann.  1774 
dehnt  Lagrange  seine  Untersuchungen  auf  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  und  partielle  Differentialgleichungen  aus;  endlich 
sind  noch  die^  Arbeiten  von  Tremblev*)  und  Lege'ndre  zu  er- 
wähnen. 

Wir  können  uns  nicht  versagen,  näher  auf  die  Aufsätze  von 
Elller,  Laplace,  Lagrange  und  Legendre  einzugehen.  Euler 
sucht^),  wie  schon  erwähnt,  ein  Kriterium,  das  gestattet,  ein  singu- 
läres  oder  partiku^res  gegebenes  Integral  als  solches  zu  erkennen. 
In  gewohnter  Weise  geht  er  allmählich  von  einfachen  Fällen  zu 
schwierigeren  über.  So  kommt  er  unter  der  Voraussetzung,  das  voll- 
stündige  Integral  laute  1/  =  C  +  P,  zu  dem  Schlüsse,  daß  /.  ftir  x=^a 
nicht  unendlich  werden  darf,  wenn  .r  =  a  partikuläres  und  nicht  sin- 
gitläres  Integral  von  dy  ■^  .  sein  soU.  Es  ist  dabei  natürlich  an- 
genommen, <laB  .^  -=  a  die  letztgenannte  Differentialgleichung  befrie- 
digt.    Er  untersucht  noch  weitere  Fälle,  wie 

dij  -=  und     du  =  „ 

und  bildet  an  ihnen  folgende  Untersuch ungsmethode  heraus^):  Sei 

<iy-   ,  , 

')  OeuiTCB  de  Lagrange,  t.  IV,  p,  38,  Die  Oeutung  des  singuläreu  late- 
gralB  partieller  Ditferentialgleichungea:  ebenda,  p.  67.  *)  M^moirea  de  l'acB- 

dönie  rojale  des  aoiences  de  Turin  1790/91.  Ferner  Nouteaux  Memoires  de 
i'Acadömie  de  Berlin  17S2/93  (1798),  p.  311—416.     Vgl,  unten  S.  11O8.  ')  f"' 

Btitationea  calonli  integralis,  vol.  I,  p,  .^93.  *)  Ebenda,  p.  i02. 
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WO  Q  für  X  =  a  verschwindet,  P  aber  nicht  Man  setze  a;  =  a  ±  w, 
und  „betrachte  w  als  uaendlieh  klein",  so  wird  Q  die  Form'_i(oj'-  an- 
nehmen; X  =  a  wird  dann  immer  partikuläres  Integral  sein,  außer 
wenn  A  <  1.     Als  Beispiel  gibt  er: 

au  = 

wo    sich    der  Nenner    für  x  ^  a  —  uy    bei    sehr    kleinem   &    auf   —   - 

reduziert,  wie  durch  Reihenentwicklung  unmittelbar  zu  sehen  ist. 
Hier  ist  X-^1;  hätte  man  aber  statt  der  Quadratwurzel  eine  dritte 
Wurzel  im  Nenuer,  so  wäre  offenbar  Ä  <  1.  Im  folgenden  gil)t 
Euler  die  naturgemäße  Erweiterung  dieser  Regel  für  Differential- 
gleichungen der  Form  v-  °^  v  '  ^^  ^  ^'^'^  -^'  Funktionen  von  £ 
bzw.  if  allein  sind,  und  geht  endlich ')  zu  dem  fall  J-'dx  =-  Qdy  über, 
wo  P  rmd  Q  irgendwelche  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Dieser 
(JLeichung  genüge  die  endliche  Auflösung  ?/  =  X,  wo  X  eine  Funk- 
tion von  X  allein.  Euler  sagt,  man  ersetze  in  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung y  durch  X  +  ra  und  bestimme  ^-  für  unendlich 
kleine  w.     Es    wird    -j-  =  Sdx   werden,   und  y  =  X.   ist   ein  Integral 

oder  nicht,  je  nachdem  A  ^  1  oder  A  <  1 .  Nach  dieser  Ausdruckw- 
weise  sieht  es  fast  so  aus,  als  ob  Euler  die  singulären  Integrale 
nicht  als  Integrale  gelten  lassen  wollte;  Namen  hat  er  kßinen  dafür. 
Die  oben  beschriebene  Methode  führt  z.  B.  bei 

üdy  —  adx  =  äxy(t/y  —  xx), 
wo  X  =  X,  auf 

n''''.^dxyJx.     d.i.      X=l- 

Hieran  knüpft  Euler  die  weitere  Bemerkung^ I:  das  Integral  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  ist: 

■2«Y«  -  C  + -l  xV^^r , 

WO  03  nach  Voraussetzung  unendlich  klein  ist.  Es  wird  aber,  heißt 
e.s  weiter,  wie  man  auch  die  Konstante  C  bestimmen  mag,  ro  einen 
endliehen  Wert  erhalten,  woraus  notwendig  folgt,  daß  die  Gleichung 
.'/  =  X  kein  Integral  sein  kann. 

Auf  diese  Abhandlung  Eulers  weist  Laplace  hin  und   sagt,  sie 

')  IcstitutioneB  cakuli  iiitegralia,  vol.  I,  p.  lOM.         ')  Ebenda,  [i,  411, 
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habe  deu  Anstoß  zu  seinen  eigenen  Untersuchungen  gegeben^J.  Zu- 
nächst schafft  er  das,  was  Eni  er  fehlt,  nämlich  eine  besondere  Benennung 
für  die  singulären  Integrale,  Er  definiert  allgemein  als  „Solution"*) 
jede  ftleichnng,  die  eine  gegebene  Differentialgleichung  befriedigt,  be- 
hält aber  dann  diesen  Ausdruck  mit  dem  Beiwort  „particuliere'' 
speziell  für  unser  aingulärea  Integral  und  spricht  im  Gegensatz  dazu 
von  einem  „integrale  particuliere"  bzw.  „generale"  (auch  „resolution 
complete").  Sodann  stellt  sich  Laplace  die  Aufgabe:  Eine  Lösung 
von  oy  =-  pcx  ist  bekannt;  man  soll  feststellen,  ob  sie  im  allgemeineo 
Integral  enthalten  ist  oder  nicht,  ohne  dieses  zu  kennen.  Laplace 
geht  von  der  geometrischen  Versinnlichung  der  Integralgleichung 
aus.  ft  =  0  sei  die  gegebene  Lösung, 
(jj  =  0  das  uobekannte  vollständige 
Integral.  Man  konstruiere  die  Kurve 
HCM  mit  der  Gleichung  )i*  =  0  und 
diejenige  Kurve  qo  —  0,  welche 
durch  einen  gegebenen  Pimkt  C  von 
HCM  geht.  Heißt  sie  LCN,  so 
ist  also  LCT:^  Repräsentantin  einea 
partikulären  Integrals.  Ist  nun 
fi  =  0  im  allgemeinen  Integral  ent- 
j,jt',(|„  "*  halten,     so     muß,     behauptet     La- 

place, HCM  Punkt  für  Punkt 
mit  LÜN  zusammenfallen.  Indem  er  jetzt  die  Ordinaten  von  LCN 
mit  Y,  die  zugehörigen  Differentiale  mit  d,  die  Ordinaten  von  HCM 
mit  y,  die  Differentiale  mit  d  bezeichnet  und  Y  und  y  für  die  Um- 
gebung des  Punktes  C  nach  der  Taylorschen  Reihe  entwickelt,  er- 
halt er  als  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  beider  Kurven,  d,  i, 
als  Bedingung  dafür,  daß  HCM,  also  ;t  ==  0,  ein  partikuläres  Integral 
ist,  folgendes  System  von  Gleichungen: 

Sy  _  dy       S'j  _  3^       ^'' "  ^  ^'v 

äx       dx>     Sx^       dx"     Sa-'-       Sx" 
usw.  Diese  Relationen  sind  zunächst  nur  für  den  Punkt  C,  d.  i.  für  ein  be- 
stimmtes Wertepaar  .r,  y  abgeleitet;   nimmt   man  aber  einen  anderen 
Punkt  U  der  Kurve   HCM,  deren  Zugehörigkeit  zu  den  partikulären 

'^  Hietoire  de.  rAcademie  des  Sciences  1773,  part.  l  (1775),  p.  äi'^.  Vgi- 
auch  die  ZusStze  p.  641  und  die  Histoire  desBeiben  Jabtes,  p.  S7tt\  Ferner  eine 
bereits  früher  veröffentlichte  Notiz  am  Schlaaae  eines  Aufsatzes  über  Wahrechein- 
liehi;  eitere chniing  in  deu  Memoires  pr^sentÖB  par  divers  Savans,  t.  VI  (1^74), 
p.  654.  Daselbst  ist  noch  auf  einen  Aufsatz  in  den  Actes  de  Leipsio  für  IT" 
hingewiesen,  dei  indessen  nach  Laplaces  eigenem  Zugeatandnia  Fehlerhaftes 
enthaJt.  *}    Histoire    de    l'Acadeniie   des    Sciences    1773,    jiart.  )   (177^1), 

p.  344. 
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oder  singulären  Kurven  in  Frage  steht,  uud  legt  durch  C  die  ent- 
sprechende partikuläre  Kurve^),  so  erhält  inaii  dieselben  Bedingungen: 
demnach  müssen  letztere,  wenn  HCM  ein  partikuläres  Integral  dar- 
stellen aoll,  für  jedes  3:  giltig  sein. 

Nim  lassen  sich  aber  die  3  -  Derivierteu  aus  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung leicht  bilden;   man  erhält   nämlich   der  Reihe   nach 


'i^+m-'^-m-^o-'' 


p  ist  hierbei  eine  gegebene  Funktion  von  x  und  y.  Andererseits 
können  auch  die  d -DeriTierten  aus  der  bekannten  Gleichui^^  der  Kurve 
HCM  erhalten  werden. 

Laplace  bemerkt  sodann,  daß  uatitrlieh  die  Gleichung 


von  selbst  schon  erfüllt  ist;  hierauf  geht  er  zu  subtileren  Unter- 
suchungen über,  deren  Gang  und  Ergebnisse  hier  nur  kurz  angedeutet 
werden  können.  Er  fürmt  zunächst  die  ursprüngliche  Differential- 
gleichung so  um,  daß  der  Buchstabe  (i  der  gegebenen  Integralgleichung 
(i  —  0  darin  auftritt,  und  erhält  schließlich  die  Gleichungen: 


oder  unter  gewissen   Vora 


.dy) 


\i>y 

wo  h  immer  endlich,  solange  /t  =-  Ü.  Diese  Gleichung  gibt  er  als 
Kriterium  für  den  Charakter  von  u  =  0:  im  Falle  «  ^  1  handelt  es 
sich  um  ein  partikuläres,  im  Falle  «  <  1  um  ein  singulare^  Integral. 
80  liefert  die  Gleichung 

dy  ^  —X 

mit  dem  Integral 

ji  =  XX  +  ijy  —  aa  =  0 
unschwer 

„  X  X  l       \  X  ~'. 

II-  q  ^ — --  =  u"-  ,  -  -_ 

y-yix.rJryy-aa)         V         '^       iy y  -  vVi^^  +  yy -  <'■«)] 

')  Man  beachte,  daß  Laplaoe  nur  immer  einsieliie  hitegralkurven  JX'jV 
nii<i  nie  die  ganze  Schar  ins  Auge  faüt,  was  'hn  wahrscheinlich  zu  tiel'erer  Eiu- 
aicht  in  das  Wesen  der  aingiilären  Lösungen  geführt  hätte.  *)  Die  Klammern 
bedeuten,  wie  immer,  partielle  Differentiation. 
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Da  M  =  -:-  <  1,  SO  ist  <ias  Integral  eiu  singuliires.  Die  ganze  Dar- 
stellung hat  vor  der  Kulerschen  den  Vor/.ug,  daß  sie  nicht  mit 
bloßen  Worten  geschildert,  besehriebon,  sondern  mit  den  Symbolen 
p,  ji,  €  USW.  wirklieh  rechnerisch  durchgeführt  ist.  Beide  Gedanken- 
gänge betonen  in  gleicher  Weise  das  Bndlichhleiben  oder  Unendlich- 
werden  gewisser  im  Lauf  der  Untersuchung  auftretender  Ausdriicke. 
Im  folgenden^)  zeigt  Laplace,  daß  ft,  wenn  (t  =  0  ein  singulärca 
Integral  von  ry  ^  prx  sein  soll,  gemeinschaftlicher  Faktor  von 


(  m  \ 


\dv) 


ist.  Dieses  Theorem  verwertet  er  am-  Bestimmung  der  singulären 
Integrale,  wenn  nur  die  Differentialgleichung  gegeben  ist.  Er  behan- 
delt speziell  den  Fall,  daß  jt  eine  Funktion  von  x  oder  */  allein  ist. 
Endlich  geht  Laplace  zu  Differentia^leichungen  2.  Ordnung  und 
zu  solchen  mit  15  Variabein  über,  welche  die  IntegrabÜitatsbedingungen 
erfüllen.  Als  Kriterium  für  die  Natur  eines  Integrals  ft  =~  Ü  der 
Gleichung  dz  =^ pdx  ^  qdy  gibt  er  die  Regel:  man  bilde 


■^■©^ 


''^■{Z)'y' 


je  nachdem  der  kleinere  der  beiden  Exponenten  n  und  «'  ^  1  oder 
<t  ist,  hat  man  ein  partikuläres  oder  singulares  Integral  vor  sich.^l 
Lagrange  gibt  zu  Beginn  seiner  Arbeit")  einen  kurzen  ge- 
schichtlichen Überblick  über  die  Theorie  der  singulären  Lösungen. 
Er  verweist  auf  Eulers  Mechanik*)  und  Integralrechnung,  auf  d'Alem- 
bert,  Condorcet  und  besonders  Laplace.  Er  definiert  sodann  inte- 
grale particuliere  als  unser  singuläres  Integral  und  verlangt  ausdrück- 
lich, daß  es  nicht  durch  Spezialisierung  aus  dem  vollständigen  Inte- 
gral erhalten  werde.'')  Dann  betrachtet  er,  in  welcher  Weise  eim- 
Integralgleichung  V{x,  y,  a)  =  0,  wo  a  die  Integrationskonstante  be- 
deutet, einer  Differentialgleichung 

^  (-..».?.)  =  " 

(ienUge   leisten   kann,   m,  a.  W.  wie  die  Differentialgleichung  aus  iler 

')  Histoire  de  TAcademie  des  Sciences  1772,  part  1   (1776},  p.  355. 
-)  Ebenda,  p.  367.  »)  Oeuvres,  t-  IV,  p.  5tf,  (Nonveaui;  Memoires  de  l'Aca- 

d^mie  de  Berlin   1774,)  ')   Lagrange   selbst  zitiert  t,  11,  Articles  2tif'- 

303,  .^3fi.         "j  Dies  erkennt  eehoii  Euler,  v«l.   S.  887. 
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Integralgleichung  entstehen  könne.  Die  Gleichung  V  ~  0  gibt  (iuri^h 
Differentiation,  sagt  Lagrange,  eine  Gleichung 

<lif  —  p(x.  !i,  f')dx, 

und  die  Gleichung  Z  '^  0  folgt  hieraus  und  aus  K  =  0  durch  Elimi- 
nation von  a.  Hierbei  ist  der  Wert  von  a  vollkommen  gleicbgiltig. 
Das  Re-äultat  der  Elimination  wird  immer  dasselbe,  nämlicli  Z  =  0, 
bleiben,  ob  a  konstant  oder  variabel  ist,  so  lange  nur  die  beiden  Eli- 
minationsgleiehvmgen  V=0  und  dy  =  pdx  heißen.  Faßt  man  aber 
den  Fall  eines  variubeln  a  ins  Auge^),  so  erhält  man  aus  F=0  die 
Gleichung  dy  '^pdx  -j-  qda,  wo  p  und  q  Funktionen  von  x,  y  und  a 
.sind.  Letztere  Gleichung  kann  sich  aber  bei  variablem  a  nur  dann 
auf  äy  =-  pdx  reduzieren,  wenn  3=0  ist.     Der  Wert  von  a  aus 


berechnet  und  in  V  —  0  substituiert,  wird  ein  singuläres  Integral 
geben.  Desgleichen  wird  .  =0  ein  aingnläres  Integral  liefern. 
Lagraiig^  betrachtet  auch  den  Fall,  daß  die  Bestimmun gsgleichungen 
für  a  dieses  a  entweder  nur  in  Verbindung  mit  Konstanten  oder 
(iberhaupt  nicht  enthalten;  im  ersten  Fall,  sagt  er,  haben  wir  kein 
eigentlich  singuläres  Integral,  im  zweiten  wird  eine  besondere  Prü- 
fung notwendig  sein.  Den  Fall  a  =  -  weist  er  als  unbrauchbar 
zurück. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  fragt  er  nach  einer  Methode,  welche 
die  singnlären  Integrale  ohne  Kenntnis  des  vollständigen  Integrals  »u 
finden  gestattet.  Er  weist  zunächst  dai-nnf  hin,  daß  die  singnlären 
Integrale  einer  Differentialgleichung  Integrale  der  aus  diesen  abge- 
leiteten Differentialgleichungen  nur  unter  besonderen  Bedingungen 
sind,  was  für  die  Integrale  einer  auf  niedrigere  Ordnung  reduzierbaren 
Differentialgleichung  höherer  Ordnung  von  großer  Wichtigkeit  ist. 
So  hat  z.B.  die  Gleichung  xdx -{- ydy  ~  dy^x^  +  y^  —  h^ -=  0  ein 
singuläres  Integral  x^+  y^—b^=  0;  letzteres  ist  aber  kein  Integral  der 
Differentialgleichung  2  Ordnung  xd^y  —  dydx  =  0  von  der  jene  Glei- 
thung  \  Ordnung  erste«  Integnl  ist  ')  Ligiau^e  zeigt  dann,  daß, 
wenn  die  erwihntwi  Bedmgungsglei  hniigen 

')  Lagrange  micht  m  der  Bezeithnuag  totaler  uti  l  pattiellev  Ditfereutial- 
quotienten  keinen  tnterschied  "   Schon  F  ulet  lißt    len  Parameter  einer  In- 

tegralgleichung nachträglich  idruiren  vgl  S  ^"b)  ^  Diese  etwas  ungewöhn- 
liche Fonn  erbitlt  man  aus  dem  erstei  Integral  wi  es  bi  h  zunilehst  ergibt, 
bfi  Benutzung  des  lollstlndigen  Integral« 
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'-0;    /!-";    .,f'   -0; 


(und  anaiog,  wenn  .t  mit  //  vertauscht  wird)  alle  bis  ins  Unendliche 
erfüllt  sind,  d.  h.  wenn  das  in  Frage  kommende  Integral  sämtliche 
aus  if  =  0  durch  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  befriedigt 
dieses  Integral  kein  siuguläres,  sondern  nur  ein  partikuläres  Integral 
ist.  Für  den  Fall  eines  singutüren  Integrals  dürfen  also  diese  Glei- 
chungen nur  bis  zu  einer  bestimmten  erfüllt  sein;  wie  bei  Laplace 
ist  der  Charakter  eines  partikulären  Integrals  von  unendlich  vielen 
Bedingungsgleichungen  abhängig  gemacht. 

Diese  Bemerkung  dient  nun  als  Grundlage  zu  der  folgenden 
Untersuchung,  welche  die  Bestimmung  der  singulären  Integrale  un- 
mittelbar aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  bezweckt.  Lagrange 

sagt:  da  Z  die  Größe  a  nicht  enthält,  eo  ist  zunächst    ,     =  0.     Nun 

^^  '  da 

kann  aber  das  in  Z  auftretende  tf  gemäß  der  Gleichung  F  =  0  als 
Funktion  von  a-  und  //  angesehen  werden;  es  ist  demnach 


i  Integral,  so  ist,  fernerhin 


.  B  unter  der  Voraussetzung,  daß  Z  eine  g.inze  rationale  Funktion 
II  X  und  .^  ist,  nicht  unendlich  werden  kann.  Für  den  Fall,  daß 
-^    =  0   ist,   betrachtet   Lagrange   die   höheren   Ableitungen.      Er 


3a  aber  das  Nullsein  aämthcher  derivierten   v^ ,    ,    ?  ,  ■  ■  ■ 
da'   axda' 

nach  dem  Obigen  den  Charakter  eines  partikulären  Integrals  anzeigen 

würde,   so  folgert  Lagrange,    daß  für  ein  singuläres  Integral  J    -  U 

sein  muß.     Da  aber 

dZ-^A-ä  ^1  +  Bdfi  +  Cdx  ^  0, 

80    folgt 

Hd;i  +  CWa-  =  U; 

d.  h.  im  Falle  des  singulären  Integrals  muß  der  aus  Z~0  abgeleitete 
Wert 


dX 

rf'y    , 

.7^  "" 

rf.tda  "• 

Har 

idelt 

es  sich  jetx 

t  um 

em 

singuläi 

'1  - ' 

und 

es 

ergibt  sieb 
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dx^  A     ~  Q 

werden,  und  diese  Gleichung  wird  umgekehrt  als  Bedingung  für  das 
Auftreten  eines  singulären  Integrale  hingestellt.  Sie  liefert  zwei  Glei- 
chungen, die  mit  Z  =  0  simultan  bestehen  müssen. 

Nach  der  geometrischen  Deutung  des  singulären  Integrals  als 
Enveloppe  wendet  sich  Lagrange  zu  den  totalen  Differentialglei- 
chungen 2.  Ordnung.  Lautet  die  Integralgleichung  wieder  F  =  0,  wo 
V  eine  Funktion  von  x,  y  uud  den  Integration  skonstanfcen  a  und  h 
ist,  so  faßt  Lagrange  die  Größe  b  zunächst  als  willkürliche  Funktion 
von  a  auf.  Die  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  eines  singulären 
Integrals  ^^  =  0  und  ^^   J    ^  0  verwandeln  sich  dann  in 

^  dy_       dy     db  d--y  d^a    _dh  _ 

^-  du^db     da       "     ''"'^     d:cdci   ^  dxdh    da"^'- 

Durch  Elimination  von  -.-    ergibt  sich 

da  dxdb        db  dxda 
Es  ist  ferner 

(///  =  pdx  +  '  ■''  i/a  -\-  -jy-  dh. 

folglicli 

3.  dif  —  pdx  =  0. 
Dazii  kommt  noch  die  Integralgleichung 

4.  r=o. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  sind  a,  h  und  y-  zu  eliminieren.  Durch 
Vertauschung  von  .r  und  y  ergibt  sieh  eine  Reihe  analoger  Glei- 
chungen. 

Später^)  gibt  dann  Lagrange  eine  Methode  an,  aus  einem  ersten 
Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  2.  Ordnung,  also  aus 
einer  Differentialgleichung  1.  Ordnung  das  singulare  Integral  der  ur- 
Bprünglichen  Gleichung  zu  ermitteln,  die  dem  Verfahren,  das  singulare 
Integral  einer  Differentialgleichung  1.  Ordnung  aus  deren  endlichem 
Integral  herzuleiten,  völlig  analog  ist.  Die  Methode  läßt  sich  auf 
Differentialgleichungen  beliebig  hoher  Ordnung  übertragen.^) 

Wichtiger  sind  die  Untersuchungen  über  die  singulären  Integrale 
partieller  Differentialgleichungen.     Die  zu  einer  Integralgleiebimg 

's  Opuvrfs  de  Lagraiifjfii  t.  IV,  ]>.  53.         '')  Ebenda,  p.  5*J. 
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gehörige  partielle  Diäerentialgleichung  Z=0  entsteht  nilnilich  dtin'h 
Elimination  von  a  und  h  aus  den  Gleichungen 

V^O:      ''J-  -  «  =  0;      '^-,,^{). 

wo  i)  lind  q  Funktionen  von  x,  tj,  s,  a  und  &  sind.  Uae  Resultat 
dieser  Elimination  wird  dasselbe  sein,  ob  n  und  h  konstant  sind  oder 
nicht,  wenn  nur  die  drei  Gleichungen,  aus  denen  a  und  h  eliminiert 
werden  sollen,  dieselben  sind.  Dazu  ist  aber  im  Fall  variabler  a 
und  h  das  Beatehen  der  Gleichung  rda  +  sab  =  0  notwendig,  wie 
sich  aus  ds  =pi}w  +  qdy  +  rdn  +  sab  erjifibt.  Die  einfachste  Manier, 
dieser  Gleichung  Genüge  zu  leisten,  sagt  Lagrange,  besteht  darin, 
daß  man  getrennt  j- =  0  und  s  =  0  setzt.  Während  Lagrange  so- 
eben >■  und  s  für  sich  gleich  Null  setzte,  leistet  er  der  Gleichung 
rda  -\-  sdh  =  0  im  folgenden  allgemeiner  dadurch  Genüge,  daß  er  die 
Existenz  einer  Relation  zwischen  a  und  h  annimmt  und  demzufolge 
h  —  rp(a)  setzt.  So  wird  er,  von  der  Theorie  der  singulären  Integi'ale 
ausgehend,  wieder  zum  allgemeinen  Integral  geführt.  Um  das  singn- 
liire  Integral  aus  der  Differentialgleichuug  selbst  zu  ermitteln,  gibt 
LagrangeM  folgende  Regel:  Ditt'erentÜert  man  die  Gleichung  J?  =  l', 
so  erhält  man 

Md  f^  +  Xd  Ijj'  +  fdx  +  Ldi,  =  0, 

wo  M,  N,  F,  L  ganze  Funktionen  von  x.  y,  s,  .  -,  ,  sind,  denn 
ils  kann  vermöge  der  Relation 

de  ^  -^dx  +  -r-  du 
■Ix         '    dy     ■' 

immer  eliminiert  werden.    Man  setze  jetzt  M,  N,   P,  L  jedes  für  sich 

gleich  Null,   was   mit  Z  =  0   nach   Elimination   von  -.—  und    ,'    drei 

°  '  dx  dy 

Gleichungen  in  x,  y,  s  gibt,  die  gleichzeitig  statthaben  müssen  Be- 
sitzen sie  einen  gemeinschaftlichen  Faktor,  so  ist  dieser  als  das  ge- 
suchte singulare  Integral  anzusehen.     Reduziert  sich  dZ  auf 

Ad'^^Bd'^'r  =0, 

dx    '  liy  ' 

.so  hat  man  nur  die  drei  Gleichungen  Z  —  0,  /i  =  0,  B  =  l),  dii* 
immer  ein  eingulares  Integral  liefern.  Durch  Besprechung  diesem 
Falles  kommt  er  zu   der  Einsicht,  daß  dann  das  vollständige  Integi'«' 


j  Oeuvres  de  Lai^range,  t.  tV,  p.  71. 
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und  Jie  getrebene  Differentialjrleichuüg 

seiD  muß.  Auf  die  Ähnlichkeit  mit  der  Clairautscheii  totalen  Glei- 
chung ist  bei  Lagrange  nicht  hingewiesen. 

Weiterhin^)  zeigt  Lagrange,  daß  das  singulare  Integral  nicht 
im  allgemeinen  Integral  enthalten  ist,  an  einem  speziellen,  in  alle 
Lehrhücher  übergegangenen  Beispiel  und  geht  dann  auf  die  geome- 
trische Interpretation  der  Integrale  partieller  Differentialgleichungen 
ein.  Die  durch  das  singulare  Int<}gral  dargestellte  Fläche,  sagt  er, 
berührt  alle  im  voUständigen  Integral  enthaltenen  Flächen;  die  durch 
das  allgemeine  Integral  bei  "Wahl  eines  bestimmten  Wertes  der  will-, 
kürlichen  Funktion  tp  dargestellte  Fläche  berührt  nur  jene  Flachen 
des  vollständigen  Integrals,  welche  bei  der  speziellen  Annnhme  ?>  =  y((i) 
herausgegriffen  werden. 

Äueh  über  die  singulären  Integrale  partieller  Gleichungen  2.  Ord- 
imng  macht  Lagrange  einige  Angaben;  um  das  singulare  Integral 
aus  dem  vollständigen  Integral  r=0  zu  finden,  giht  er  folgende 
Regel  an^);  Man  lasse  in  den  Gleichungen 

^-0:  £-j''  %,-'i 

die  fünf  Integi-ationakonstauten  «,  h,  c,  g,  h  variieren  und  halte  wäh- 
K'nddessen  x,  y  und  r  konstant,  setze  d  V,  dp  und  dq  gleich  Null 
und  eliminiere  aus  diesen  drei  Gleichungen  zwei  der  fünf  Differen- 
tiale da,  dh,  de,  dg,  dh.  Endlich  setze  man  in  der  Eliminationa- 
gleichung  die  Koeffizienten  der  übrigen  drei  Differentiale  gleich  Null. 
Bei  Kombination  mit  den   oben   angeführten  drei   Gleichungen 


r  ^  0;      37",  —  /*  =  "     iiii'l 


<h 


erhält  man  dui*ch  Elimination  der  Integrationskonstsmten  a,  h,  e,  ij,  h 
^ine  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung,  die  als  singulares  Inte- 
gi^al  der  gegebeneu  Gleichung  2.  Ordnung  aufzufassen  ist.  Ist  hin- 
gegen die  Differentialgleichung  allein,  nicht  aber  ihr  Integra!  gegeben, 
w  bilde  man  das  vollständige  Differential  der  gegebenen  Gleichung 
in  der  Form 

Md  £t  +  Nd  J-.  -I-  Fd  /J^^  +  Qdx  +  Rdn  =  0 
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und  setze  die  KoeftizUniten  M,  H,  /',  Q,  Ji  für  sich  gleich  Null.  So 
erhält  man  fünf  Gleichungen,  die  mit  der  gegebenen  Diflferentialglei- 
ehung  zusammea  bestehen  müssen.  Durch  Elimination  der  drei  par- 
tiellen Differentialquotienten  2.  Ordnung  erhält  man  simultane  Glei- 
chungen in  X,  !/,  s,  -.  -  und  ,-  ;  ein  gemeinschaftlicher  Faiitor  der- 
selben ist  als  singuläres  Integral  aufzufassen;  der  Spezialfall  ^  =  0, 
7i  =  0  ist  wie  bei  der  Gleichung  1.  Ordnung  von  besonderem  In- 
teresse. 

Lagrauge  charakterisiert  den  Unterschied  zwischen  seinen  und 
den  Arbeiten  seiner  Vorgänger  mit  den  Worten^):  „Ich  habe  zuerst 
die  wahren  Prinzipien  dieser  Theorie  gegeben.  Man  bat  Regeln  mehr 
oder  weniger  allgemeiner  Art  aufgefunden,  ein  gegebenes  Integral  von 
vornherein  als  singuläres  oder  partikuläres  zu  erkennen,  auch  für  die 
'  Auffindung  der  singulären  Integrale  slud  Regeln  entdeckt  worden. 
Aber  niemand  hat  meines  Wissens  den  Ursprung  dieser  Integrale  ent- 
wickelt." Das  berechtigte  Selbstbewußtsein,  den  freudigen  Stola  dieser 
Worte  wird  wohl  jeder  nachfühlen,  der  Gelegenheit  hat,  den  Ent- 
wicklniigsgaiig  der  Theorie  aus  den  Original  arbeiten  selbst  kennen  z« 
lernen. 

Legendre  kommt  zu  seinen  Resultaten  durch  Benutzung  dea 
Prinzips,  daß  das  singulare  Integral  immer  weniger  willkQrliche  Kon- 
stanten enthält  als  das  vollständige;  er  stellt  diese  Eigenschaft  als 
Fund amentala atz  an  die  Spitze  seiner  Abhandlung.  Von  diesem  Theo- 
rem aus  gelangt  er  folgendermaßen  zur  Bestimmung  der  singuBren 
Integrale  aus  der  Differentialgleichung'):  sei  ein  Wert  von  y,  welcher 
der  Gleichung  genügt,  bekannt,  ein  bonachharter  Wert  .(/  +  ^y  g^' 
sucht.  Zu  diesem  Zweck  variiere  man,  sagt  Legendre,  in  der  ge- 
gebenen Gleichung  von  der  Ordnung  m  bei  konstantem  x  die  Größen 
//,  -^ ,  -}■■  1  ,  ■  •  ■  und  man  wird  wegen  der  Relationen 

Ödif  =  döij,     ödi/ji  -=  ddSfi     UBW. 
eine  lineare  Gleichnng  der  Foriri 

j ""';;  +  B'''^^l''i  +  ■■■  +  rdg  -  .j 

erhalten,  die  als  Differentialgleichung  für  Sy  aufgefaßt  werden  kann. 
Nun  läßt  sich  aber  die  Form  dieser  Größe  dy  aus  der  Integralglei- 
chung erschließen;    differentiiert  man  diese  nämlich,    indem   man    die 

'■)  OeuweB  de  Lagrangc,  t.  TV,  p,  585.  ^  Histoire  de  l'AcftdiSmie  'le' 

Soiences  1790  (1797),  p.  2S2, 
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lutegrations konstanten  a,  h,  c,  ...   variieren  läßt,    so  ergibt  sich  eine 
Beziehung : 


d<p  , 


a  + 


•'-i8b+i:dc+-..+. 


""-da" 

Diese  Gleichung  ist  aber  nach  Legendres  Auffassung  das  Integral 
der  vorerwähnten  linearen  Differentialgleichung  für  dif,  die  GröUen 
da,  db,  6c,  .  . .  sind  hierbei  die  IntegrationskoJistanten .  Wenn 
nun  y  ein  Tollständiges  Integral  ist,  wird  die  Zahl  der  Größen  a,b,c,,.. 
gleich  n  sein,  djf  enthält  demnach  ebenfalls  «  Integration skonstanten, 
und  die  Differentialgleichung  für  öy   wird  n"^''  Ordnung.     In   diesem 

Falle  kann  der  Koeffizient  A  von niemals  Null  sein.       Im  Fall 

dz" 
des  singülären  Integrals  hingegen  enthält  p  und  damit  dy  höchstens 
M  —  1  Konstante,  die  Differentialgleichung  für  dy  wird  deshalb  höch- 
stens (n  —  l)**'  Ordnung;  ea  muß  also  jedenfalls  Ä~0  sein,  wobei 
außerdem  auch  die  Relationen  B  =  0,  ("'  =  0,  . , ,  bestehen  können. 
So  liefert  die  Differentialgleichung 


'•■>'d^ 
I  und   ,-  variiert, 


+  *"  -  .f  =  0, 


Setzt  man  den  Koeffizienten  von  d -j^  gleich  Null,  so  kommt  y  —  0 
und  y-^-\-x  =  0.  Letztere  Gleichung  gibt  im  Verein  mit  der  vor- 
gegebenen das  singulare  Integra!  y^  -\-  3^  —  h^  —  0. 

Aus  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung')  erhält 
man  durch  Variation  von  «,  j- ,  j~  nach  Unterdrückung  der  Nenner 
eine  Relation  der  Form 

dz   '  äy    '  ' 

die  als  partielle  Gleichung  lür  de  aufgefaßt  werden  kann.  Soll  sie 
also  ein  singuläres  Integral  liefern,  so  müssen  gleichzeitig  ^  —  0  und 
B  =  0  sein,  da  eine  gegenteilige  Annahme  eine  willkürliche  Funktion 
in  den  Ausdruck  für  8z  einführen  würde.  Bei  partiellen  Gleichungen 
2.  Ordnung  kann  das  singulare  Integral  höchstens  eine  einzige  will- 
kürliehe Funktion  besitzen,  die  partielle  Gleichung  für  dz  daher 
höchstens  1.  Ordnung  sein.  Variiert  man  daher  in  der  gegebenen 
Differentialgleichung  die  Größen 

'^  Histoire  de  VAoademie  des  Sdencea  1790  (1797),  p.  23(1. 

Hosted  by 


Google 


AljBchnitt  XXVJL 

<l^:         dfU         'Uh        ^5       d£       _ 
rf.r-  '     dxdn'     dy^  '     i/,r'     dy'       ' 
im  Falle   eines   singulären  Integrals   außer   der  gegebenen 
Gleichung  noch  drei  Relationen  bestehen,  die  man  durch  Nullaetzen  der 
Koeffizienten  von 

„rfrfi       ,  ddi        ^ddz 
dx~  '         dxdy '         dy^ 
erhält. 

Wir  sahen  im  vorhergehenden  -  bei  der  Konstruktion  willkür- 
licher Funktionen  unter  gegebenen  Anfangsbedingungen  durch  Monge 
sowie  bei  der  Theorie  der  singulären  Integrale  —  wiederholt  geo- 
metrische Vorstellungen  zur  Aufhellung  der  Theorie  herangeBOgen. 
Man  muß  sich  aber  hüten,  den  Einfluß  solcher  Hilfsmittel  auf  die 
Entwicklung  dieser  Theorie  zu  ilbei-schätzen,  zumal  es  sich  um  eine 
vorwiegend  analytische  Epoche  der  Mathematikgesehichte  handelt, 
Monge  kommt  rückwärts  von  geometrischen  Problemen  aus  zu  seinen 
Differentialgleichungen  und  gewinnt  durch  Übersetzung  erprobter  Ver- 
fahren und  Überlegungen  geometrischer  Natur  in  die  Sprache  der 
Analysis  viele  seiner  rechnerischen  Methoden;  aber  es  ist  ihm  nicht 
umgekehrt  darum  zu  tun,  eine  eigentliche  geometrische  Theorie  der 
Differentialgleichungen  und  ihrer  Integrale  zu  entwickeln,  d.  h.  eine 
Theorie,  welche  in  konsequenter  Weise  analytische  Operationen  durch 
geometrische  Konstruktionen  ersetzt.  Und  wenn  es  auch  manchmal 
den  Anschein  hat,  daß  er  Differentialgleichungen  durch  geoTnetriscbe 
Überlegungen  löst,  so  darf  man  doch  sicher  sein,  daß  er  in  allen 
diesen  Fällen  das  Resultat  schon  vorher  besessen  und  die  betreffende 
Differentialgleichung  erst  nachträghch  aufgestellt  hat.  Es  finden  sich 
demgemäß  bei  Monge  Stellen  genug,  welche  die  geometrische  Be- 
deutung gewisser  Gleichungen  anschaulich  und  klar  machen,  und  die, 
zusammengetragen,  eine  geometrische  Theorie  der  Differentialglei- 
chungen liefern  würden,  aber  Monge  scheint  selbst  nicht  an  eine 
solche  Zusammenstellung  zu  denken.  Die  bedeutendsten  Überlegungen 
dieser  Art  vor  dem  Erscheinen  der  „Application  de  l'analyse  ä  la 
g-iometrie"  sind  auf  S.  561tf.  und  S.  1037ff.  dargestellt.  Schwierigere 
Probleme  dieser  Art,  wie  wir  sie  heutzutage  behandeln,  so  die  Frage 
nach  der  Gestalt  der  durch  eine  Differentialgleichung  definierten 
Kurven,  oder  die  Untersuchung  einzelner  Punkte  und  ihrer  Umgebung 
werden  iiaturgemäß  übei-haupt  giir  nicht  aufgeworfen. 

Wir  wenden  uns  im  folgenden  zu  den  allgemeinen  Methoden, 
welche  dem  Charakter  des  jeweiligen  Problems  angepaßt  in  veränderter 
Form  auf  die  verschiedensten  Gattungen  von  Differentialgleichungen 
Anwendung  finden.  Dabei  ist  auch  einiger  Versuche  zu  gedenken, 
einen   unbedingt  gangbaren  Weg  zu  finden,   auf  dem  sich  alle  Difte- 
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rentiaigleicbungen,  gleichviel  welcher  Beschaffenheit,  integrierea  lassen. 
Man  möchte  meinen,  daß  die  Existenz  von  bo  vielen  und  dabei  so 
verschiedenen  Lösungsmethoden,  die  Leichtigkeit  der  Integration  in 
den  einen,  die  migebeure  Schwierigkeit  in  den  anderen  Fällen,  es 
hätte  wahrscheinlich  machen  müssen,  daß  eine  einheitliche,  unter  allen 
Umständen  zum  Ziele  führende  Integrationsmethode  nicht  existiert ; 
nnd  dieser  Vorwurf  trifft  den  Marquis  de  Condoreet,  der  mit  seinen 
zahlreichen  Arbeiten  sich  das  Lob  der  Zeitgenoasen,  wie  Lagranges 
und  d'Alemberts^)  erwarb,  aber  doch  gerade  auf  diesem  seinem 
Lieblingsgebiete  keine  wirklich  lebensfähige  Integrationaraethode  in  Um- 
lauf zu  setzen  wußte,  in  viel  höherem  Grade  als  den  bedeutend  früheren 
Fontaine  (1705^1771),  zu  dessen  Zeiten  ein  derartiger  Versuch  noch 
nicht  so  auasichts-  und  zwecklos  erseheinen  mußte  als  spater.  Fon- 
tainesÄbbandlnugvon  1738  erschien  erst  1764  im  Druck^);  sie  enthält 
eine  eigenartige,  von  der  herkömmlichen  abweichende  Bezeiehnungs- 
weise,  die  mir,  da  ich  das  Original  nicht  zur  Verfügung  hatte,  nicht 
recht  verständlich  wurde. ^)  Condarcet  sucht  das  Integrationsgeschäft 
auf  eine  kanonische  Reihe  von  Fundaraentaloperationen,  wie  Diffe- 
rentiation, Elimination,  Substitution  usw.  zurückzuführen  ^)  und  er- 
läutert seine  Methode  an  einigen  einfachen  Beispielen;  es  ist  aber 
nicht  recht  einzusehen,  was  er  mit  seinen  Spekulationen  eigentlich 
will,  bis  wieweit  er  seine  Behauptungen  für  richtig  hält,  und  in 
welchem  Umfang  er  seine  Regeln  für  die  Integration  auch  praktisch 
anwendbar  und  ausführbar  ansieht;  auf  die  Arbeiten  der  anderen  Mathe- 
matiker sind  gerade  diese  Untersuchungen  Condorcets  ohne  allen 
Einfluß  geblieben. 

Sehen  wir  von  unmittelbar  integrablen  Gleichungen,  wie  dem 
Fall  separierter  Wurzeln,  oder  anderen,  durch  Kunstgriffe  zu  behan- 
deindeu  Gleichungen  spezieller  Form  ab,  so  ist  als  eine  der  ältesten 
Integration ameth öden  allgemeinerer  Art  die  Reduktion  auf  integrable 
oder  wenigstens  diskutable  Gleichungen  durch  Einführung  neuer 
Variabein  zu  nennen.  In  der  ersten  Zeit  war  überhaupt  mehr  oder 
minder  bewußt  die  Ansicht  herrschend,  daß  in  der  Separation  durch 
Anwendung  von  Substitutionen  „die  Integrationsmethode"  zu  erblicken 
sei.  Bald  dachte  man  kühler.  Euler  zeigt,  daß  alle  Fälle,  in  denen 
Differentialgleichungen  durch  Trennung  der  Veränderlichen  integriert 
werden  können,  auch  mittels  Multiplikator  iutegrabel  sind,  aber  nicht 
umgekehrt,  und  sieht  deshalb  im  integrierenden  Faktor  die  unifassen- 

')  Vgl.  Nouvelle  Biographie  generale  über  Condoreet.  *)  Vgl.  dieae  Vorl., 
IIP,  S.  aS3.  ')  Einiges  bei  Montucia,  Histoire  des  Mathiämatiques,  t.  III, 

p.  137,  *)  Du  calcöl  integral  1765,  Sect.  11.     Ferner  Miacellanea  Taurinensia, 

t.  rV',  1766/69,  p-  Iff. 
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dere.  allgemeinere  Methode.  Erweist  ferner^)  aut  die  Unmöglichkeit 
hin,  bestimmte  Prinzipien  für  die  Auffindung  von  Substitutionen,  die 
auf  integrabie  Gleichungen  führen,  anzugeben,  sowie  auf  das  Versagen 
der  Separafcionsmethode  bei  Differentialgleichimgen  höherer  Ordnung. 
Die  Auffindung  von  Substitutionen,  welche  Trennung  der  Variabein 
ermöglichen,  erfordert,  wie  er  sagt^),  nicht  weniger  Scharfsinn  als  die 
Integration  selbst. 

Wenn  auch  im  allgemeinen  bei  einer  beliebig  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung jene  Transformationen,  welche  eine  Integration,  sei 
es  durch  vorgeschriebene  Transzendenten,  ermöglichen,  nicht  angegeben 
werden  können,  weil  die  Angabe  dieser  Transformationen  mit  der  In- 
tegration der  (Jleiehung  selbst  identisch  wäre,  so  sind  es  doch  Trans- 
formations verfahren,  welche,  selbst  wenn  sie  nicht  auf  integrabie 
Typen  führten,  immer  noch  die  theoretisch  bedeutendsten  Resultate 
zeitigten.  Viele  Methoden  der  Ordnungsem iedrigung,  die  Eulersehe 
und  die  Laplacesche  Theorie  der  partiellen  Diiferentialgleichungen 
2.  Ordnung,  die  Theorie  der  Eulerschen  homogenen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, in  gewissem  Sinne  auch  die  Methode  der  Variation  der 
Konstanten  beruhen  auf  aolchen  Verfahren.  Schließlich  dürfen  Trans- 
formationen höherer  Ordnung  nicht  unerwähnt  bleiben,  welche  auch 
Differentialquotienten  enthalten;  es  sei  nur  an  die  d'Alemberfcsche 
Gleichung*)  erinnert. 

Die  eben  erwähnte  Methode  der  Ordnungserniedrigung  ist 
im  Gründe  genommen  die  vorbildliche  klassische  Integrations- 
methode für  alle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  und  be- 
liebigen Grades.  Man  hat  entweder  mit  Hilfe  von  passenden  Sub- 
stitutionen oder  mit  Benutzung  eines  Multiplikators  ein  erstes  Integral 
zu  finden,  das  dann  ebenso  weiter  behandelt  wird.  Dieser  allgemeine 
Gedankengang  liegt  den  meisten  speziellen  Integration smeth öden  zu- 
grunde, und  besonders  Euler  hat  versucht  ihn  brauchbar  zu  machen; 
freilich  ist  seine  Durchführung  in  der  Praxis  im  allgemeinen  nicht 
möglich.  Aber  man  hat  in  Verfolgung  dieser  Idee  wenigstens  eine 
Reihe  von  allgemeinen  Gleichungstypen  gefunden,  auf  die  sie  mit 
Erfolg  angewendet  werden  kann.  Auf  Ordnungserniedrigung  durch 
Substitution  beruhen  die  Theorie  gewisser  zuerst  von  Monge  be- 
handelter partieller  Gleichungen  beliebiger  Ordnung  (vgl.  S.  1019),  die 
Theorie  des  Zusammenhangs  zwischen  homogener  linearer  Gleichung 
2.  Ordnung  und  Eiccatischer  Gleichung,  die  Reduktion  der  totalen 
Differentialgleicbimg    2.  Ordnung,  welche    die   unabhängige    Variable 


')  Inetitntiones  caknli  iBtegtaliB,  vol.  I,  p,  290.     ')  Ebenda,  vol.  III,  p.  t 
')  Vgl,  die.^e  Vorl..  !TP,  S,  M97. 
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nicht  explizite  enthält*),  die  Verwandlung  von  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnimg  in  ein  Simultan  System  von  Gleichungen  1,.  Ord- 
nung.    So  fahrt  z.  B.  Euler')  die  Gleichung  beliebiger  Ordnung 

durch  die  SubBfcitutionen 

dy  =pdx\     dp  =  qdx-^  .  . . 

in  ein  System  linearer  Gleichungen  1,  Ordnung  über,  ohne  gerade  be- 
sonderen Nachdruck  auf  die  Bedeutung  dieses  Schrittes  zu  legen. 

Hier   sei   noch   folgende  originelle   Methode   von  Lagrange  für 
eine  spezieile  Gleichung  erwähnt^):  Ist 

0  =  fonct  ■  \     ,  p,  qx,  rx^,  .  .  .) , 


so  ergibt  sich  mittels  der  Substitutionen 
—  =  M     und      ~  = 


der  Reihe  nach: 


-  u  4- 1,     qx  = 


■■d(uft)  . 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein,  so 
ist  die  Ordnung  um  1   Grad  erniedrigt. 

Im  Anschluß  an  die  Verwertung  der  Transformationen  überhaupt 
sei  noch  auf  das  Auftreten  von  Berührungstransformationen  bei 
Monge  hingewiesen  (vgl.  S.  980 ff.). 

Wie  schön  erwähnt  hat  Enler  die  Anwendung  von  Multipli- 
katoren zwecks  Ordnungserniedrigung  der  Integration  durch  Sub- 
stitution vorgezogen  und  sich  deshalb  eingehend  mit  der  Theorie 
der  Multiplikatoren  als  der  „wahren  und  natürlichen  Quelle  aller 
Integrationen"*)    beschäftigt.     Er   geht   dabei   auf  zwei   gänzlich  ver- 

')  Die  Reduktion  gclma;!  »enn  man  den  1.  Differentialqnotienten  der  ab- 
hängigen \ eräaderl  (.hon  als  neue  Variable  einfühlt;  x  nnd  y  ergehen  sich 
dann  als  Funktionen  dieser  \ariaHen  in  ParameterdarBtellung.  Siehe  Inatitu- 
tiones  caiculi  integralia    \ol  11   p  40.  ')  Ebenda,  vol,  II,  p.  S73,    Diese  Re- 

duktion, nach  einer  gntigen  Mitteilung  yon  Herrn  Prof.  v.  Braunmühl  echon 
bei  d'Alembert,  Hiat-oire  de  l'Acadönie  de  Berlin,  t.  IV,  1748  (1760),  p.  389. 
")  MiBCellanea  Tanrinenaia,  t.  IV*,  p.  34a.  ')  Institutionea  caiculi  integralis, 

™l.  I,  p.  314, 
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schiedeuen  Wegen  vor;  einmal  sucht  er  Gleichungen,  weiche  einen 
Multiplikator  von  gegebener  Form  besitzen,  das  andere  Mal  sucht  er 
zu  gegebenen  DifferentialgleichungeD  einen  integrierenden  Kaktor  zu 
finden.  Das  eiste,  leichtere  Problem  ist  in  der  Integralrechnung 
ausführhch  behandelt.^).  Euler  nimmt  dabei  die  Form  der  üifl'e- 
rentialgleichungen  bis  auf  gewisse  unbestimmte  Funktionen  schon  von 
vornherein  an,  wozu  natürlich  viel  Geschick  und  mathematischer  Blick 
gehören,  damit  die  Aufgabe  lösbar  wird.  Die  Bestimmung  der  un- 
bestimmt gelassenen  Funktionen  erfolgt  natürlich  mit  Zuhilfenahme 
der  Integrabilitätsbedingungen;  die  Resultate  sind  aber  viel  zu  speziell, 
zu  wenig  interessant  und  übersichtlich,  als  daß  wir  darauf  eingehen 
könnten. 

Auch  Trembley  sucht  Differentialgleichungen 
Rdx  +  Sdy  =  0, 
die  durch  einen  gegebenen  Multiplikator  M  iutegrahel  werden.     Aus 
der  Bedingung 

folgt  vermöge  R  =  —  S-j^  die  Gleichung 


d.  h. 


,i(^)-ei)h. 


dM  ^ 
M 


Auf  diese  Gleichung  gründet  Trembley  seine  Rechnung;  ihre 
Einzelheiten  müssen  hier  ühergangen  werden ;  sie  bietet ,  sagt 
Trembley^),  keinerlei  Schwierigkeiten  als  ihre  Länge.  Und  daran 
ist  ihm,  wie  wir  noch  sehen  werden,  gar  nichts  gelegen.  Schwie- 
riger ist  die  Aufgabe,  zu  einer  gegebenen  Differentialgleichung 
einen  integrierenden  Faktor  zu  finden:  so  verlangt  Eul er*),  die  Glei- 
chung — ^  -|-  --"  =  0,    die    zunächst    das    Integral    in   transzendenter 

Form  liefert,  mit  Hilfe  eines  geeigneten  Multiplikators  unmittelbar 
in  algebraischer  Form  zu  integrieren.  Für  Gleichungen  w'"'  Ordnung 
verwendet  Euler  einen  Multiplikator,  welcher  die  Differentialquotienten 
bis  zum  (w  —  1)*™  einschließlich  enthält.  So  versucht*)  er  z.  B.  für 
die  I 


')  IuBtitutioneH  calculi  integralis,  vol.  I,  p.  351  tf.         ')  Nouveaus  Memoirea 
de  ricad^mie  de  Berlin  1790/91  (1796),  p.  328.  ')  Institutiones  calculi  iate- 

gralia,  vol.  III,  p.  603fF.        *)  Kbenda,  vol.  II,  p.  163. 
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einen  Multiplikator  der  Form 

2Fdy  +  2qydx, 

wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  sein  sollen,  und  zwar  verlangt  er 
das  Integral  in  der  Form 

Pdy^  +  2  Qydxdy  +  Vdx  =  Const.  dx^, 

wo  V  eine  Punktion  von  x  und  y  sein  aoll.  Durch  Anwendnng  der 
Integrabilitätsbe dingungen  erhält  er  schließlich  den  Multiplikator 

2dy(C-i-2Dx  +  Exx)  ~  2ydx{D  +  Ex). 

Besondere  Eleganz  und  Übersichtlichkeit  ist  bei  dieser  Rechnung 
allerdii^s  nicht  zu  finden;  Euler  benutzt  die  Formel,  um  aus  ihr 
Spezialfälle  abzuleiten.     Für  die  Gleichung 

yyddy  -\-  ydy^  +  Axdx^  =  0 

wird,  wie  Euler  aagt^),  vergeblich  der  Versuch  mit  einem  Multipli- 
kator der  Form 

Ldy  +  Mdx 

gemacht;  möge  also,  fährt  er  fort,  der  Versuch  mit  der  Form 

ZLdy^  +  2Mdxdy  +  Ndx^ 
und  dem  Integral 

Lyydy^  +  Myydxdy^  +  Nyydx^dy  +  Vdx^  =  C'dx' 

gemacht  werden.     Es  ergibt  sich 

L  =  y,     M^O,     N^SAx 
mit 

r=  —  Ay^  +  AAx" 

als  eine  brauchbare  Lösung,  Die  folgende  Behandlung  dieses  Bei- 
spiels, wobei  von  der  Substitution  —^  =  b  Gfebrauch  gemacht  wird, 
ist  nicht  uninteressant.  ÜbrigenB  sind  wir  auf  diese  Beispiele  nur 
eingegangen,  weil  sie  zeigen,  welcher  Art  die  Differentialgleichungen 
sind,  an  die  sich  Euler  wagt.  Daß  er  schon  früher  einfachere  Bei- 
spiele behandelt  hat^),  wird  niemand  wundem. 

Für  die  Theorie   der  Multiplikatoren  von  Differentialgleichungen 

')  Institntiones  oalculi  integralis,  vol.  ü,  p.  162,  ")  Novi  Commentatü 

Aeademiae  Petropolitanae,  t.  VH,  1758/59  (1761),  p.  163  ff. 
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höherer  Ordnung  wird  ein  Integrabilitätskriterium  von  höchster 
Wichtigkeit,  das  Euler  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Variations- 
rechnung nebenbei  gefunden  hat.  Er  fragt  nach  der  Bedingung  dafür, 
daß  I  Zdx  ein  Maximum  oder  Minimum  werde  und  findet,  wie  schon 
früher'),  dafür  die  Gleichung 


"'«-'1  +  ":  +  ---- 

W,lx  +  Nds  +  Pdp  +  Qdq  + 

dy                dp 

Am  Schluß  der  betreffenden  Abhandlung  endlich  erwähnt  er^)  gajiz 
kurz  und  ohne  Beweis,  daß  die  identische  Erfüllung  jeuer  Maxi- 
malbedingung die  Integrabilität  von  Zdx  zur  Folge  habe.  Diese 
Bemerkung  blieb  anscheinend  unbeachtet;  wenigstens  knüpft  Lexell, 
der  sich  eingehend  mit  diesem  Kriterium  beschäftigt  hat  (vgl.  unten), 
erst  an  Eulers  Integralrechnung  an,  deren  3.  Band  in  einem  Anhang 
über  Variationsrechnung  den  genannten  Satz  wieder  enthält.  Man 
beachte,  daß  Euler  nicht  von  vornherein  nach  einem  Integrabilitäts- 
kriterium für  Zdx,  wo  Z  Differentialquotienten  beliebig  hoher  Ord- 
nung enthält,  gesucht  bat;  vielmehr  ist  er  von  ganz  anderen  Pro- 
blemen aus  zu  jener  Gleichung  gelangt,  nach  deren  tieferer  Bedeutung 
er  sieh  nachträglich  gefragt  hat.  Euler  verwendet  seinen  Satz  zur 
Auffindung  integrahler  Zdx.    So  geht  er  einmal")  von  dem  Ausdruck 

[led'fi  +  ^d'j)  i'öyddx  —  dj:do!i! 

{Sx'  +  Sj/*)^ 
aus,  der  ein  Integral 

yd^  —  xdy 

besitzt  und  fragt  nach  ähnlichen  integrablen  Fällen.  Er  gibt  dabei 
dem  zn  integrierenden  Ausdruck  von  vornherein  schon  eine  bestimmte 
Form  und  sucht  die  darin  unbestimmt  gelassenen  Funktionen  so  zu 
bestimmen,  daß  sie  die  Integrabilitätsbedingung  erfüllen,  ganz  ähnlich 
wie  er  früher  Differentialgleichungen  suchte,  die  einen  Multiplikator 
von  gegebener  Form  zulassen. 

Unabhängig    von   Euler    beschäftigte    sich   Oondorcet  mit  der 

')  Vgl.  diese  Vorl.,  III',  S.  863,  ^  Novi  Commeatarii  Acadeniiae  Petro- 

politanae,  t.  X,  176i  (1766),  p.  134.  ')  Nova  Acta  Academiae  Petropoiitanae, 
t.  XI,  1798  ',1798),  p.  3.  Zu  dicBem  Anfsatz  steht  ein  anderer  Artikel  tou  Euler 
aus  dem  -Tahre  1777  in  Bedehung:  Ebenda,  t  IX,  1791  (1795),  p.  81  tf. 
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Fr^e  nach  der  Integrabilität  von  Ausdrücken  mit  2  Variabein;  er 
kommt  auf  ziemlich  mühsamen  Wegen  zu  derselben  Gleichimg'}, 
Am  eingehendeten  hat  sichLexell  mit  dieser  Frage  beschäftigt.  Zu- 
nächst verlangt  er*)  einen  von  den  Prinzipien  der  Variationsrechnung 
freien,  rein  analytischen  Beweia  des  Eulerschen  Kriteriums.  Sei  also 
V  eine  Funktion  von  x,  y,  p,q,r,..,  und 

dy  =  pdx]     dp  =  qdx;     dq  =  t-dx;  .  .  .;  dt  =^  udx, 
und  sei  weiterhin 

dr=  Mdx  -\-  Ndy  +  Pd}}  +  Qdq  H +  U'</u. 

Nun  kann  man,  sagt  Lexell,  jedenfalls  setKen: 

Vd:v  =  jidx  +  vdij  +  zdp  +  ■  ■  ■  +  rdf 
und  demzufolge 

V  ^  a  +  vp  +  xq  -\ \-tu; 

hieraus  gewinnt  man 

dV=dii  +pdv  +  qdst  + h  udv 


Vergleicht   man   diese  Form   mit  der  urspn 

üngüeht 

aich  die  Gleichungen: 

*=©+*o+«©+- 

■-. 

^= ©+.©+.© +■ 

■■. 

^=©+-(S)+'(S)+' 

■■  +  !', 

«  =  ©+HS  +  »(r:)+' 

■  +  'f. 

Bei  allen  Differentiationen  sind  dabei  ■>,  if  p,  u,  wie  vollständig 
voneinander  unabhängige  Variable  zu  behandeln,  so  daß  also  z  B. 
( j  -  j  und  ähnliche  Ausdrucke  Null  zu  ^etzen  sind  SoU  jetzt  Vd  i  em 
exaktes  Differential  sem,  so  mil=<Bin  Gfleichungen  bestehen    wie 

')  Condorcet,  Du  calcul  integral  Pans  17i  ö  An  Stelle  dieses  Werkes, 
das  mir  leider  nicht  zur  Verfügung  atand  benutzte  ich  die  eingehende  zeit- 
genössiache  Besprechung  durch  Pietro  Ferroni  m  den  Memone  ii  Mat  e  Fis. 
8or.  It.,  tomo  V,  179U    p   130  ft  1  Novi  Commentam   ieodemiae  Pctropoli- 

tanae,  t.  XV,  1770  117711    p   12S 
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Uyl         \dx)'      \dp)        \dx)'      \dp)        Uyl' 
USW.     Daiiii  wird  aber 

''-©H-i'O+^O +  ■■-+«. 

Multipliziert  mao   diese  Gleichungen    mit  dx  durch  und  berück- 
sichtigt die  Gleichungen 

pdx  —  dy;     <jdx  =  dp, 
uew,,  so  erhält  man 

li^JMdx:     v^JNdx;      % -- j\p  -  v)dx;    x=J{Q-%)dx-,  ... 

Daraus  ergeben  sich  aber  die  /i,  r,  3t, .  .  .  durch  die  M,  P,  Q,  .  . . 
ausgedrückt  und  zwar  in  Form  von  Summen  mehrfacher  Integrale. 
Diese  Werte  in 

V  =  n  +  vp  +  :tq^ f-TM 

eingeführt,    ergeben   in   leicht   Terstäudlicher   Bezeichnungs weise    die 
Gleichung 

Y-jMdx  +pfNdx  -^qifPdx-fNdx) 

^  riJQdx  ~  fPdx  +  j'Ndx)  +  ■  ■  ■ 

im-i)  (ml 

+  u{j'Pdx  4-  ■•■±fPdx+fKdx) 

-^j'Mdx  +  [pjNdx  -  qJNdx  +  -  -  .  +  «  fNdx~\ 

+  [qJPdx  -  >•  J'pdx  +  -  ■  ■  +  ufPdx] 
+  ■■-. 
Nun  ist  identisch 
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('«1 

JVrfy  =F  dujNdx  =-  (pNdx  +  dpJNd^ 

—  [dpj  Ndx  -f  dq  I Kdx)  -\ 

[.«-1)  tm) 

=F  (dt f Ndx  +  duJWdx) 

=  d-pjNdx  -  d  -  qJNdx  -\- ■  ■  •  T  d  ■  ujNdx. 
Ebenso  ist 

('"-l)  (3)  (m-l) 

Pf/^  +  duj  Pdx  =  rf  ■  qjPäx  -  rf  ■  rJFdx  +  .  .  .  j-  d  .  «  (p^^a; 
(s)  (w-u 

=  rf[(j'JP(?3:  —  »■  /Pf^a;  +  . .  .  +  M  /"Pt^a;] 
usw. 

Durch  Benutzung  dieser  Gleichungen  folgt  unmittelbar 

rf  K  =  Mdx  +  iV'f/y  +  P(/p  -Jr---  +  Tdt 

+  du(fNdx  -J'pdx  +j'Qdx+--'+J'Tdx). 

Da  aber  nach  Voraussetzung 

<?  r  =  Jf^«  +  Ndy  +  P(^p  4..  ...  4-  Udu, 
so  folgt 

U=+fNdx  ±j'Pdx^----^j'Tdx. 

Hieraus  endlich  gewinnt  man  durch  wiederholte  Differentiation 
und  Umstellung  als  notwendige  Bedingung  für  die  Integrabilität  von 
ydx  die  Gleichung 

W-f +"« 0.); 

dx    '     <lx*  '' 

Im  folgenden  sucht  Lexell  ähnliche  Kriterien  für  den  Fall  dreier 
Variabein  x,if,js^);  in  einer  späteren  Abhandlung  kommt  er  nochmals 
auf  das  Problem  zurück  und  rechnet^)  auch  ein  praktisches  Beispiel 
durch,  des  weiteren  kommt  er  auf  die  wichtige  Frage  eines  Multi- 
plikators fiir  nichtintegrable  Vdx  zu  sprechen.  Wegen  einer  An- 
wendung dieser  Untersuchungen  vgl.  S.  1032. 

')  Wir  Bind  gegen  Schluß  unweeentüch  von  der  etwas  unüberBiehtlichen 
Darstellung  des  Originals  abgewichen,  *)  Novi  Commentatii  Academiae 

Petropolitanae,  t,  XV,  1770  (1771),  p.  Iü3.  ')  Kbenda,  t.  XVI,  1771  (1772), 
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Wir  haben  diese  Fragen  im  Anschluß  an  die  Theorie  des  inte- 
grierenden Faktors  gebracht;  in  dieser  Hinsicht  ist  noch  einiges  za 
sagen.  Schon  Condoreet  beschäftigt  sich  mit  dem  Zusarnmenhang 
zwisehen  Integral  und  Multiplikator^),  Euler  zeigt^),  diiß  jeder 
Multiplikator  M  von  Fäx-j-  Qdy  =  0  ein  partikuläres  Integral  iI/  =  0 
liefert,  sofern  nicht  einer  der  Koeffizienten  P  oder  Q  dadurch  unend- 
lich wird;  analoges  gilt  von  einem  integrierenden  Divisor.  An  anderer 
Stelle  hat  er  den  leicht  beweisbaren  Satz^):  Ist  L  ein  Multiplikator 
von  I'dx -j-  Qdy,  so  ist  auch  L-  3>(if)  ein  solcher,  wo  ^  eine  will- 
kürliche Funktion  bedeutet,  und  Z  sich  aus  dZ  -=  LiVdx  -\-  Qdy) 
bestimmt.  Dieser  Satz  ist  nur  eine  andere  Form  des  bekannteren, 
daß  der  Quotient  zweier  Multiplikatoren,  einer  Konstanten  gleichgesetzt, 
das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  gibt.  Der  Zusammen- 
hang zwischen  Partikulärintegral  und  Multiplikator  hat  für  Trembley 
großen  Beiz;  seine  Absicht  ist,  aus  einem  bekannten  partikulären  oder 
singulären  Integral  einen  Multiplikator  herzuleiten  und  mit  diesem 
das  vollständige  Integral  zu  ermitteln.  Er  braucht  also  vor  allem 
ein  Integral,  das  er  sich  mit  Hilfe  unbestimmter  Koeffizienten  fol- 
gendermaßen zu  verschaffen  sucht.*)  Ist  die  gegebene  Differential- 
gleichung 1+  (7=0,  so  bildet  er  zunächst  den  Ausdruck 
dV  _(d V\  (d ü\  dy  _  (d  U\  jj (d V\  5, 
dx  "  Ux)  "•"  \dyl  dx  ~  Uxj  ^  \dy)-  > 
In  diesem  Ausdruck,  der  eine  Summe  von  Fimktionen  von  x  und  y 
sein  wird,  ersetzt  er  die  Koeffizienten  der  eiuKelnen  Summanden  durch 
Buchstaben,  die  er  so  zu  bestimmen  sucht,  daß  der  ganze  Ausdruck, 
gleich   Null    gesetzt,    die    gegebene    Differentialgleichung   erfüllt.     Ist 

0 


- 

ly        ay'         hy'    __ 

\\x^  "     c         cy^  ~ 

gegeben,  so  ist 

U^-"^'-    K 

^          cVx 

dann  findet  man 

o-^m 

bis  auf  die  Koeffizienten 

gleich 

')  Misoellanea  TanrinenBia,  t.  IV',  1766/69,  p.  7ff.     Nach  Lagrange  auch 
Du  Calcul  integral,  p.  67.  •)  Institutionea  calcuti  integralia,  vol.  I,  p.  41* 

bzw.  416.  »)  Ebenda,  vol.  I,  p.  329.  Vgl.  diese  Vorl.,  lU',  S.  883.  Eine  Veratl- 
gemeinerung  dea  im.  Text  erwähüteo  Satzes  bei  Condoreet:  Misoellanea  Tauri- 
nensia,  t.  !V',  1766/69,  p,  14.  ')  Nouveaux  Mömoiree  de  l'Acadämie  de  Berlin 
1793/93  (1798),  p,  341—416.  Diese»  Awfaatz  geht  ein  Artikel  ähnlichen  Inhalts 
in  den  Tariner  Memoiren  für  1790  voran.  ')  Man  vergleiche  die  BedJngungB- 
gleichungen  von  Lagtange  für  daa  Auftreten  eines  singulären  Integrals  S.  393  oben. 
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Mit  Unterdrückung  des  Faktors  7/'*)  setzt  Trembley: 

Substitution  in 

—  so  kann  aämlieh  die  ursprüngliche  Dift'erentialgieichung  ge- 
'^ohiiebeu  wenlen,  wenn  sie  das  Integral  $  =  0  besitzt  —  gibt  die 
Gleichung 

':"!''+(':''+ T)-$+(--f +'")-'' 

Daraus  lassen  sich  mit  Hilfe  von 


die  Glieder  mit  i/^  uud  j/*  eliminieren;  der  Ausdruck  wird  dadurch 
noch  umfänglicher;  es  resultiert  eine  Gleichung,  die  sieh  von  ^  =  0 
nur  dadurch  unterscheidet,  daß  an  die  Stelle  der  ce,  ß, .  .  .  komplizierte 
b'uüktionen  dieser  Größen  getreten  sind.  Da  aber  die  Schlußgleictung 
bis  auf  einen  Faktor  mit  ^  ^^  0  identisch  sein  muß,  ist  Ko Offizien ten- 
vergleichung  statthaft,  und  es  ergibt  sich  schließlich 


^y' 


=  0. 


Die  Methode  erfordert  umfangreiche  Rechnungen;  weit  einfacher  hätte' 
Trembley  gleich  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Differential- 
gleichung 

WO  w^  und  K'2  die  Wurzeln  der  Gleichung 

:  »■+'«■+{-0, 

und  a,  ß,  y  leicht  zu  bestimmende  Konstante  sind,  abgeleitet;  das  von 
Trembley  gefundene  Integral  läßt  sich  unschwer  in  der  Form  sehreiben: 

')  NouveauK  Me'moires  de  rAoademie  de  Berlin  1792/93  (1798),  p.  343. 

Hosled  by 
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Trumbley  gibt  noch  zahlreiche  andere  Beispiele,  die  indes  zum 
großen  Teil  auf  ganz  ungeheuerliche  Rechnungen  führen;  dann  nimmt 
er  als  Integralgleichung  statt  des  einfachen  ®  =  0  das  kompliziertere 
e."3»  ~  C,  wo  }i  und  ^  Funktionen  von  x  und  y  sein  sollen^);  ja  er 
dehnt  seine  Methode  auf  totale  Differentialgleichungen  mit  3  Variabeln*) 
und  auf  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  aus^).  Auf  das  letzt- 
genannte Problem  kommt  er  in  einem  späteren  Aufsatz^)  zurück;  er 
rechnet  hauptsächlich  Beispiele,  die  Euler  und  andere  schon  behan- 
delt haben,  und  sucht  auch  Multiplikatoi'en  zu  bestimmen.  Endlich 
geht  er  auf  ein  interessantes  Paradoxon  ein;  man  findet,  sagt  er*), 
in  den  Beispielen  hei  Euler  und  Waring  algebraische  integrierende 
Faktoren,  die  gleich  Null  gesetzt,  kein  partikuläres  Integral  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  liefern,  was  der  Theorie  zu  wider- 
sprechen scheint.  Aber  diese  Gleichungen  werden  in  Wahrheit  durch 
Exponentialfunktionen  integriert,  und  die  von  den  genannten  Autoren 
gefundenen  Faktoren  sind  das  Resultat  dei'  Kombination  zweier  erster 
Integrale,  wobei  sich  die  Exponentialfunktionen  gegenseitig  aufheben, 
Den  Satz,  daß  ein  Multiplikator  M  gleich  Null  gesetzt  ein  partikulärea 
Integral   gibt,   Überträgt  Trembley  auf  Gleichungen   n""  Ordnung,^) 

Wirklichen  Erfolg  und  praktische  Bedeutung  hat  die  Methode 
des  integrierenden  Faktors  nur  in  wenigen  Fällen  errungen;  hier  ist 
in  erster  Linie  ihre  Anwendung  bei  der  totalen  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  »'"  Ordnung  zwecks  Ordnungsemiedrigung  zu 
nennen'');  man  wird  hier  zu  der  sogenannten  Lagrangesehen  Ad- 
jungierten  geführt,  von  der  an  einschlägiger  SteUe  die  Rede  sein  wird 
(vgl.  S.  928).  Dann  ist  auf  die  Benutzung  von  Multiplikatorensystemen 
bei  Simultan  Systemen  von  Differentialgleichungen  hinzuweisen;  so  sei 
z  B  an  lie  elegante  Behmdlung  dei  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung mit  Nebenbeduigungen  mittels  unbef.timmter  Multiplikatoren 
erinnert 

Im  begm-i-itz  zur  M<  thode  de^  mtegnerenden  Faktors  war  die 
Integration  der  Differentidlgleichuugen  durch  unendliche  Reihen 
stets  von  höchster  praktischer  Bedeutung  )    sei  es  nun,  daß  man  die 


Ntmeaas  MömDms  de  lAcademie  de  Berlin  1798/93  (1798),  p.  380. 
«    EbLnla    p   391  '    Ebenda   p    ■1*1'-  ')  Ebenli    1794/95  (1799),  p,  3— 6S. 

"l  Fbenda    p   69  ')  Ebenda    p   90  )  Auch  Culer  bebandelt  die  voll- 

ständige linpare  Diflerential^leicbung  n  '  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten 
mittels  emea  integrierenden  Faktors  luetitutifies  lalculi  integralis,  vol.  H, 
\    402        )  Laplace  z  B   stellt  sich  m  der  Histoire  de  VAcad^mie  des  Sciences 
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I  Reihen  direkt  oder  erst  durch  sukzessive  Annäherung  be- 
stimmte. Entwicklung  nach  Potenzreihen  mittels  der  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  treffen  wir  in  Enlere  Integralrechnung; 
besonders  die  Differentialgleichung  2.  Ordnung  ist  dort  eingehend  be- 
handelt.^) Wie  gewöhnlich  ist  von  einfacheren  Beispielen  zu  solchen 
schwierigerer  Art  übergegangen.  So  behandelt  Enler^^  z.  B.  die  Glei- 
chung 

ddy  -\-  ax''yäx^  =  0. 
Er  setzt  eine  Reihenentwicklung  mit  steigenden  Exponenten  an: 

y  =  Ax'--\-  ifa:''  +  "  +  ä+  Car*  +  ^''+*H 

und  erhält  durch  Einsetzen  in  die  geget)etie  Diiferentialgleicliung  zu- 
nächst die  Bedingung 

i{i-l)  =  0. 
Daraus  folgt  A=0  oder  Ä  =  1,   weshalb  Euler   die   neue  Reihe   an- 
setzt: 

y^A    4- 7?^"  +  ^-|- 6V''-i*H 

Die  B,  G,  ...  und  33,  6  drücken  sieh  dann  leicht  durch  die 
beiden  Integrationskonstanten  A  und  21  aus.  Ein  Ansatz  mit  abneh- 
menden Exponenten  führt,  wie  er  sagt,  zu  keinem  Ergebnis.  Im 
folgenden  integriert  er  durch  Reihen  die  Gleichung 

xx{a  -f  bz")ddy  -\-  x(c  +  ex''')didy  +  (/+  gx'')ydx^=  0, 
und  Spezialfälle  davon,  weil  gerade  bei  ihr  die  Kekuraionsformeln 
für  die  Koeffizienten  der  Reihenentwicklung  ganz  besonders  einfiich 
werden;  es  drückt  sich  nämlich  jeder  Koeffizient  durch  den  unmittel- 
bar vorhergehenden  aus.  Diese  Bemerkung  veranlaßt  Enler  zur  Be- 
handlung des  Problems*),  alle  linearen  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung von  der  Eigenschaft  aufzusuchen,  daß  in  den  zugehörigen 
Reihenentwicklungen  jeder  Koeffizient  sich  durch  die  zwei  unmittel- 
bar vorhergehenden  Koeffizienten  ausdiniekt.  Hier  sei  auch  noch  auf 
das  Auftreten  der  Zylinderfunktionen  bei  Euler  hingewiesen;  das 
Problem  der  Schwingungen  einer  Membran  führt  ihn  nämlich*)  auf 
die  Differentialgleichung 

1782  (1786),  p.  ü  bzw.  p.  31  ff.  die  Aufgatie,  Reihenentwicklungen  für  gewisse 
Integrale  zu  finden,  die  durch,  starke  Konvergenz  für  die  Praxifi  brauchbar  sind. 
Vgl.  o.  S.  735. 

')  Institution 68  calculj  integralis,  vol.  II.  p.  183  ff.  *)  Reihen  mit  un- 

bcBtimmten  Koeffizienten  auch  in  Kovi  Commentarii  Academiac  Petropoljtanae, 
t.  XVII,  1772  {1173),  p.  12Ö,  und  Institutionea  calcnli  integralis,  vol.  II,  Sect.  I, 
cap.  VII,  VIII,  IX.        ')  Ebenda  (Inst.  calc.  int.),  p.  252.  ')  Novi  Commentarii 

Academiae  Petropolitanae,  t.  X,  1764  (176f>),  p.  24.S. 
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die  mit  der  bekanaten  BesselBchen  DifEerentialgleichung  identisch 
ist.  Euler  entwickelt  in  eine  imendliehe  Reihe.  Eine  andere  nicht 
uninteressante  Reihenentwicklung  für  die  Gleichung 

d'M       m  dM       ,  , 
äx"-         X    dx  "^ 
findet  sich  bei  Lagrange. ^)     Für  m~0  hat  man  das  Integral 

M  =  A  a'mxY—lc, 


für  m  =  2  aber 


Biua^y- 


xV~ 


daraus  läßt  sieh,  sagt  Lagrange,  für  m  =  4,  6,  . .  .  auf  die  Form 
M  =  ÄBinx  y—  k  +  Bx        ^j/         +  Cx^  -      ,  -;        -\ 

schließen,  wri  A,  B,  V,  .  .  .  Funktionen  von  x  sind.  Durch  Substitu- 
tion in  die  gegebene  Differentialgleichung  ergibt  sich  eine  Folge  von 
Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  von  /],  B,C, . . ..  Lagrange 
findet 

A^f-\-  hx"'^';     B=  ~fx-'hx"'^''; 

^-/  2(M-  if  ^^^acm  +  ri)*        • 

wo  f  und  h  Integration s konstanten  sind,  und  bemerkt  hierzu:  ist  m 
eine  positive  gerade  Zahl  ^  2,  so  bricht  die  Reihe  der  mit  f  multi- 
plizierten Terme  ab,  ist  m  negativ  und  gerade  ^  —  4,  so  ist  die  An- 
zahl der  in  h  multiplizierten  Terme  eine  endliche;  mau  erhält  dann 
Integrale  in  endlicher  Form,  indem  man  h  bzw.  /'  gleich  Null  setzt; 
für  m  =  Ü  und  w»  =  —  2  wird  die  Formel  unbrauchbar;  Lagrange 
macht  dann  hinsichtlich  der  Brauchbarkeit  dieser  Entwicklung  eine 
Reihe  von  Bemerkungen:  insbesondere  spricht  er  von  einer  Unan- 
nehmlichkeit, die  allen  allgemeinen  Integrationsformeln  anhafte,  daß 
sie  nämlich  in  gewissen  Fällen,  die  dann  eine  Sonderunters uchung 
erfordern,  ungiltig  werden.  Auch  auf  dem  Gebiet  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen hat  die  Entwicklung  nach  unendlichen  Reihen  oft 
Dienste  geleistet;  Angaben  über  die  Zahl  der  dabei  auftretenden  will- 


')  MiBcellanea  TaurinenRia,  t.  ll'\  1700,61,  p.  81  ff.     Vgl,  auoli  S,  930  dieess 
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kürlichen  Funktionen,  die  ja  kleiner  als  die  Ordnung  der  Diiferential- 
gleichung  sein  kann,  haben  wir  nicht  gefanden.  So  behandelt  Enler^) 
die  Gleichung 

('  +  yy  (kI)  +  •»(«  +  » it)  +  "■(-  + »)  d)  + ».  -  0. 

er  setzt  das  Integral  in  der  Form 

S''A(x  +  yYflx)  -h  B(x  +  yy^H'(x)  +  C{x  +  yV  +  Tix)  +  ■  ■  ■ 

an  und  drückt  die  Koeffizienten  B,  C,  £>,...  durch  A  aus.  Die 
Rekursion sformeln  hierfür,  die  quadratische  Gleichung 

n  +  2ml  +  XX  -  A  =  0 

mit  eingeschlossen,  nennt  er  determinationes.  Bei  Vertauschung 
von  X  mit  j/  muß  man  wieder  ein  Integral  haben;  daraus  ergibt  sich 

0^A(x  +  yfifix)  +  F(y))  4  B{x  +  yf  +  Hflx)  +  F'fj,))  4-  ■  ■  ■ . 

In  die  Gleichung  für  l  setzt  Euler 

X  -\-  m  =  —  ; 
und  erhält  so 

n  =  ()«+*)(»»  —  »—  1); 

durch   passende  Wahl   von  i   bricht   dann   die  Reihe   von   seibat   ab. 
Im  Anschluß  daran  behandelt  Euler   die  Frage,    wann  sich  die 
Gleidrang 

ßJO-«(£')  +  «©  +  ^©-^^'-» 

auf  die  eben  integrierte  Gleichung  zurückführen  läßt,  und  gewinnt  so 
viele  Fälle  integrabler  Gleichungen. 

Hier  sei  eine  Aufgabe  vonOondorcet  angefügt,  der  zur  Lösung 
der  Gleichung 

dy       d3il-\-y 
die  unendliche  Keihe 

.-«.+,)  +  p .  "^yi  +  Q  ■  "]it  '■"+■■■ 

ansetzt^,  wo  P,  l^,  . .  .  Funktionen  von  x  und  if  sind.  Durch  Sub- 
stitution in  die  gegebene  Gleichung  und  NuUsetzen  der  Kneffiaienten 


')  Institutionen^  oaleuli  integralia,  vol.  III,  p.  '26a  ff.  *)  Hiatoire  de  l'Aca- 

d^mie  des  Sciences  1772  (1775),  p.  *0. 
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bzw.  der  1.,  2.,  ...  Ableitung  von  F  erhalt   er   eine  Eeihe 
tiellen  Gleiehungen.     So  liefert  der  Koeffizient  von 


die  Gleichung 

mit   dem   partikularen    Integral    P  =  xy.      Die   2.  Ableitung   von   F 
ergibt 

(p  +  |f)(i+«-(p+S)(i+')  =  »^ 

wegen  P  —  xy  ist  aber 
Diese  Gleichung  wird  durch 

Q-'T 

befriedigt.  So  kann  nsaii  fortfahren;  aber,  wie  leicht  ersichtlich,  die 
unmittelbare  Aufstellung  dea  allgemeinen  Integrale  in  endlicher  Form 
kostet  weniges  Zeit  und  Mühe  als  die  Berechnung  der  von  Condorcet 
angpgpbenen  Kfih''n  Wir  sind  dabei  der  größeren  Deutlichkeit 
halber  \on  der  t>chreibweise  des  Originals  abgewichen,  indem  wir 
Klammern  gesetzt  habfn,  wo  auch  schon  zu  Condorcets  Zeit  solche 
geschrieben  wurden,  und  verschiedene  Druckfehler  verbessert  haben. 
Lagrange  versucht  1788^)  bei  der  Integration  von 


d'q)        <1^<P  _ 


'+^+:7.-o 


(p  =  tp'  -\-  sip"+  s'(p"'  +  ■  -  -, 

wu  die  cp',  (p",  <p"',  .  .  .  Funktionen  von  x,  y,  t,  aber  nicht  von  0  be- 
deuten; er  erhält  durch  Einführung  der  Reihe  in  die  vorgegebene 
Differentialgleichung  die  Beziehungen 

rrr  d'lc'  rf'ffi'  „.  d'oi"  d*  w" 

Cp'  und  ip"  bleiben  hierbei  unbestimmt  und  stellen  die  beiden  will- 
kürlichen Funktionen  dar.  Vielfach  wird  das  Integrationsgeschäft 
durch  die  Annahme  komplizierterer  Beihenformen  sehr  erleichtert; 
hierbei  können  schon  bekannte  partikuläre  Integrale  mit  Vorteil  ver- 

')  Meeanique  analytique,  3.  ödit.  par  Bertrand,  t.  11,  p.  380.     Nach  ein« 
liebenswürdigen  Mitteilung  v 
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wendet  werden;  so  beruht  die  eben  angeführte  Reihenentwicklung 
Ton  Euler  auf  der  Kenntnis  eines  partikulären  Integrals 

die  Integration  der  Gleichung  der  Saitenechwingungen  durch  trigono- 
metrische Reihen  ebenso  auf  der  Einsicht,  daß  trigonometrische  Punk- 
tionen partikuläre  Lösungen  sind.  In  interessanter  Weise  verwendet 
Oondorcet  die  unendhchen  Reihen^)  für  Differentialgleichungen  wie 

er  integriert  zunächst,  wobei  die  Koeffizienten  willkürlich  bleiben, 
und  sucht  sodann  aus  der  Reihen  da  rstellung  das  Integral,  welches 
willkürliche  Funktionen  enthält,  in  endlicher  Form  zu  ermitteln. 
Dieser  Gedanke  iat  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  man  mit  seiner 
Hilfe  hätte  sehließen  können,  daß,  wie  schon  D.  Bernoulli  behauptet 
hatte,  eine  derartige  Entwicklung  mit  unendlich  vielen  Integrations- 
konstanten unter  Umständen  gerade  so  allgemein  sein  kann  wie  das 
Integral  mit  willkürlichen  Funktionen;  man  erinnere  sich,  daß  Euler 
z.  B,  die  Integration  der  Gleichung  der  Saitenschwingungen  durch 
trigonometrische  Funktionen,  die  nach  Vielfachen  des  Arguments  fort- 
schreiten, für  weniger  allgemein  als  das  sog.  allgemeine  Integral  hielt  ^) 
(vgl.  S.  995).  Condorcets  Methode  besteht  nun  einfach  darin,  daß 
er  das  Integral  z.  B.  von 

dz  _  mdi 

dx        dy 
zunächst  in  der  Form 

s  =  a  +  fca;  +  h'y  -f  cx"  +  c'  xy  -\-  c"y^  +  ■  ■  • 

ansetzt,  und  aus 

WO  a,  h,  c,  .  . ,  Integration skonstante  sind,  dann  auf 

schließt  (vgl  S.998),  Schließlich  sind  noch  die  Methoden  von  Cousin 
zu   erwähnen  (vgl.  S.  952ff.). 

Auf  Reihenentwicklungen  nach  bestimmten  Funktionen,   wie  tri- 
gonometrischen Funktionen,   Kngelfunktionen,   kann  hier  nicht  einge- 

')  Histoire  de  TAcad^mie  des  Sciences  1769  (1772),  p.  193ff,  ^  Vgl. 

diese  Vorl.,  III',  S.  906.  Wegen  der  Entwietel barkeit  einer  Funktion  nach  Viel- 
fachen des  Argumenta  des  Sinus  vgl.  man  u.  a.  besonders  Lagrange;  Miscel- 
lanea  Tautinensia,  t.  IIP,  176-2/65  (1766),  p,  221, 


y  Google 


916  ÄbBchnitt  XXVn. 

gangen    werden;    wir   verweisen    deshalb    auf    den    XXVI.  Abschnitt 
dieses  Bandes. 

Unter  den  Näherungsverfahren,  welche  nicht  von  vornherein 
gleich  die  ganze  Reihe  bis  auf  gewisse  erat  zu  bestimmende  Koeffi- 
zienten in  Form  der  Taylorsehen  Reihe  event,  mit  veränderlichen 
Koeffizienten  ansetzen,  können  wir  zwei  Gruppen  unterscheiden,  solche, 
welche  die  gegebene  Differentialgleichung  ohne  weiteres  in  der  ge- 
gebenen Form  benutzen  und  lediglieh  durch  beständige  Korrektion 
das  Integral  zu  finden  suchen,  und  solche,  welche  von  vornherein 
sich  nicht  der  vollständigen  Differentialgleichung,  sondern  nur  einer 
genäherten  Form  derselben  bedienen,  wobei  natürlich  die  Schätzung 
der  erreichten  Genauigkeit  viel  schwieriger  wird.  Das  letztgenannte 
Verfahren  wird  besonders  häufig  in  der  Astronomie  geübt;  unter  den 
ersten  steht  die  Integration  durch  Kettenbrüche  wegen  ihrer  Eleganz 
und  Allgemeinheit  obenan.  Hierzu  bemerkt  Lagrange^)  in  den 
Berliner  Memoiren  für  1776,  die  Methode  der  Integration  durch  un- 
endliche Reihen  habe  den  Nachteil,  daß  rationale  endliche  Ausdrücke 
als  solche  nicht  erkannt  werden;  die  Kette nbruchentwicklung  habe 
dagegen  alle  Vorteile  der  Reihenentwicklung  und  sei  von  dem  letzt- 
erwähnten Übelstand  frei,  da  ein  endlicher  und  rationaler  Wert  des 
betr.  Ausdrucks  als  Kettenhruch  von  selbst  abbrechen  wird.  Sein 
Verfahi'en  ist  etwa  folgendes:  ein  erster  Näherungswert  von  y  für 
sehr  kleine  x  sei  |;  setzt  man  jetzt 


y  — , 


+  !/ 


in  die  gegebene  Differentialgleichung  ein,  so  erhält  man  eine  neue 
Gleichung  derselben  Ordnung  und  desselben  Grades  zwischen  x  und  y'. 
Tn  derselben  Weise  sucht  man  jetzt  für  sehr  kleine  x  einen  Nähe- 
rungswert I'  von  y,  und  setzt 

Die  Größen  |,  ^',  ^", . .  .  müssen  von  der  Form  ax"  sein,  und  zwar  muß 
a  (außer  fiir  die  Größe  ^  selbst)  immer  positiv  sein.  Die  fortgesetzte  An- 
wendung dieses  Verfahrens  liefert  den  gewünschten  Kettenbruch;  die 
Bestimmung  von  a  und  a  bietet  hierbei  die  einzige  Schwierigkeit. 
Mittels  dieser  Methode  erhält  Lagrange  bei  Differentialgleichungen, 
die  durch  bekannte  Transzendenten  integrabel  sind,  die  Kettenbrueh- 
entwicklung  von  Funktionen  wie  log,  tg,  arctg,  die  übrigens  schon 
Enler  gegeben  hatte  (vgl,  S.  270). 


')  Üeuvree  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  301. 
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Auf  die  Entwicklung  der  übrigen  Näherungs  verfahren  war  die 
theoretische  Astronomie  YOn  großem  Einfluß.  Da  die  Exzentrizitiiten 
der  Planetenbahnen  »owie  ihre  Neigungen  meistens  ziemlich  klein 
sind  nahm  man  seit  dAlembert  die  Kreisbahn  als  genäherte  Lösung 
anM  und  suchte  diese  durch  Korrektionen  in  der  Weise  zu  verbessern, 
daß  man  schließlich  Reihen  erhielt,  welche  nach  Potenzen  dieser 
kleinen  bloßen  foitt  hiitten.  Die  verschiedenen  Methoden,  deren 
man  sich  hieizu  bediente,  charakterisiert  Condorcet^),  der  sieh  selbst 
sehr  viel  mit  der  Integration  durch  Reihen  beschäftigt  hat'):  ent- 
weder setzt  man,  sagt  er,  die  Unbekannte  gleich  einem  angenäherten 
Wert  vermehrt  um  ein  Korrektionsglied,  dessen  2.,  3.,  .  .  .  Potenz  man 
vemachiaasigt.  Diesen  Ausdruck  substituiert  mau  in  die  ursprüng- 
liche Gleichung,  integriert  und  bestimmt  das  Korrektionsglied  ange- 
nähert. Mit  dem  so  verbesserten  Wert  der  Unbekannten  wiederholt 
mau  das  Verfahren.  Diese  Methode  ist  vereinfacht  von  d'Alembert 
in  den  Turiner  Memoiren  und  in  seinen  Opusculee,  auch  von  Euler 
in  seiner  preisgekrönten  Abhandlung  über  die  Mondbewegung  von 
mO  benutzt.  Bei  der  zweiten  Methode  vernachlässigt  man  nicht 
alie  höheren  Potenzen  des  Korrektionsgliedes.*)  Endlich  geht  Con- 
dorcet  auf  die  Methoden  von  Lagrange  und  d'Alembert  des 
näheren  ein.  Von  welcher  Wichtigkeit  diese  Verfahren  für  die  Prasif^ 
sind,  kann  aus  der  großen  Zahl  von  diesbezüglichen  Abhandlungen 
entnommen  werden. 

Unter  den  spezielleu  Naher ungs verfahren,  die  wir  hier  genauer 
darlegen  wollen,  sei  zuerst  eine  Methode  von  Euler  zur  Integration 
totaler  Differentialgleichungen  genannt.  Die  Gleichung  1.  Ordnung 
denkt  sich  Enler^)  auf  die  Form 

gebracht,   wo   T  eine  Funktion   von  x   und  y   ist.     Für   die   höhereu 
Differentialquotienten  ergibt  sich  leicht 

dx''        \dx)  '^       \dy)' 

2-m + oc) + ^»-os) +'-©"+  '-''(?:■)  — 

')  Nach  einer  Arbeit,  die  mir  Herr  Professor  von  Braunmühl  in  liebens- 
würdigster Weise  im.  Manuskript  zur  Verfügung  stellte.  ^)  Histoire  de  l'Academie 
des  Sciences  1771  (1774),  p.  asi.  ')  Vgl.  aucli  den  bereits  erwähnten  AufHatai 
Ebenda  1769  (1772),  p,  193;  femer  1770  (1773),  p.  191.  *)  Hieran  zitiert  er 

tagrange,  Miscellanea  Taurinensia,  t.  III.    Vgl.  die  drittnächste  Anmotkuufc 
und  d'Alembert,  Opuscnles  mathömatiques,  t.  V.  ')  Institutiones  calculi 

int^ralis,  toI.  I,  p.  498.     Vgl.  auch  o    R.  734. 
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Anwendung  der  Taylorsehen  Reihe  liefert  die  gowünsclite  Reihen- 
entwicklung.     So  führt  die  Gleiehuag 

dy  =  dx(x"+  cy) 
auf 

y  =  &  +  ca{a"  +  cb)  -\-      m^(ecl  +  ca"  -\-  na"''-) 

+  l  a>\c^b  +  cca''+nca"-'  +  n{n-l}a"-^)  +  ---, 

wo  b  der  zu  9;  =  (i,  J/  der  zu  x  =  a  -j-  a  gehörige  Wert  von  1/  ist. 
Bei  der  Gleichung  2.  Ordnung 

wo  dy=pdx,  und  F  eine  Funktion  von  x,  y,  p  lat,  seien  die  An- 
iaugswerte  x  =  a,  y  =  b,  p  ^  c.     Für  das  Intervall 

X  =  «■     bis     a;  =  a  4-  G> 
ist 

p  =  c  +  F(a;  -  «)  -fix  -  a)d  V. 

Die  Größe  dV  ergibt  sieh  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  zu 

<;  F  =  Fdx  +  i?<i)/  +  7;<^i>  ^(P+Qp  +  R  V)dx. 

Die  Annahme,  daß  P  +  Qp  +  EV  m  dem  Intervall  «•  bis  x  konstant 
ist,  führt  auf 

p^c  +  F(x-a)-l(F+Qc  +  RF)  {x  ~  af, 

wo  F  den  Anfangswert  von  V  bedeutet.  Integration  dieser  Gleichung 
liefert  endheh 

y  =  h^c{x-a)  +  \  F(x  -ay-^{P+gc  +  RF)  {x  -  af. 

Aus  diesem  Näherungswert  von  y  läßt  sich  sodann  derjenige  eines 
benachbarten  y  finden;  auf  diese  Weise  läßt  sich  allmählich  das 
Intervall  zwischen  dem  gegebenen  a  und  einem  beliebig  großen  x 
zurücklegen;  auf  das  eventuelle  Auftreten  von  Unstetigkeiten  macht 
Euler  aufmerksam. 

Ein  sehr  eigentümliches  Verfahren  wendet  Lagrange  an^):  Dit 
partielle  Differentialgleichung 

')  Institut! ones  calculi  integralia,  vol.  11,  p.  352.  ')  Miscellaaea  Tauri- 

nensia,  t.  E»,  1760/61,  p.  118.  Im  Original  ist  aus  Veraehen  in  der  eratcn 
Gleichung  die  Grüße  e  weggelaasei). 
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,+<:, 


dt'  dT{dx  +  dz)  ~^     dxix-\~e)  x{x  +  s) 

führt  er  mit  Hilfe  von  Reiken  zurück  auf 

„  <  /.)+■■■■ 

Indem  er  auf  der  rechten  Seite  nur  die  ersten  zwei  Klammer- 
ausdrücke beriickeichtigt,  alle  folgenden  Glieder  aber  vernachlässigt, 
ohne  natürlich  den  Einfluß  dieser  Unterdrückung  auf  die  Integral- 
gleichung festzustellen,  gewinnt  er  eine  Gleichung,  die  er  auf  Gfrund 
der  Besonderheit,  daß 

ein  totales  Differential  ist,  weiter  behandeln  kann. 

Im  folgenden  geben  wir  auf  die  Integration  einer  Gleichung  ein, 
die  für  die  Erfindung  der  Methode  der  Variation  der  Konstanten 
von  Wichtigkeit  geworden  ist.  Lagrange  behandelt^)  die  für  die 
Astronomie  wichtige  Gleichung 

g  +  K'„  +  L  +  iMf  +  iwy  +  - . .  _  0 

mit  konstanten  Koeffizienten  K,  L,  M,  . .  .,  wo  i  eine  sehr  kleine 
Größe  ist.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  die  einzelnen  Näberungsglei- 
chungen  immer  die  Form 

annehmen.     Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  aber 

y  =  f  Q.09. Kt -V  ^  sin Kf  +  ^ (coa Kt  —  1)  +  -g/^ ^.{cosKt - goskI) 


K'  — 


.(cos Kt- cos ßt)i-- 


für  den  Fall  —  und  der  tritt  gerade  in  unserm  speziellen  Problem 
ein  — ,  daß  eine  der  Zahlen  k,  ß,  ■■•  =  K  wird,  findet  Lagrange 
den  Wert   des   dadurch   unbestimmt   werdenden   Terms   durch  Grenz- 

')  Miscellanea  Tautinensia,  t.  III',  1762/Ö6  (1766),  p.  262ff. 
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Übergang  in  bekannter  Weise.  Als  erste  Näherungsgleiehuu^  nimmt 
Lagrange 

Dag  Integral  hiervon  kann  aus  der  oben  angegebenen  allgemeinen 
Formel  entnommen  werden,  indem  man  d  =  6  ==-.-  =  Ü  setzt.  So 
ei^ibt  sieh  als  erste  Näherung 

?/ = /■  cos  Ä*  +  I- sin  ä:^  +  ^  (cos  r*  -  1 ) ; 

Lagrange  setzt  „der  Einfachheit  halber"  ff  =  0.  Führt  man  diesen 
Wert  Ton  i/  in  das  Schlußglied  der  zweiten  Näherungsgieichung 


dt'  ' 


i  +  K^y  +  L  +  iM^^^O 
)  ergibt  sich  als  integrable  Form  der  zweiten  Naherungsgleiehnug 


WO  zur  Abkürzung 

gesetzt  wurde.  Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  kann  wieder 
aus  der  allgemeinen  Formel  entnommen  werden,  und  man  erhält  nach 

Auswertung  des  dabei  auftretenden  Terms  ^  einen  zweiten  Nähe- 
rungswert. Indessen  geht  bei  Ausführung  des  Grenzübergangs  ein 
Summand  von  der  Form  At  sin  Kt  in  das  Integral  ein,  und  bei  Fort- 
setzung der  Methode  würden  auch  Glieder  auftreten,  die  in  f,  ("  usw. 
multipliziert  sind.  Dieser  Umstand  macht  die  gefundene  Reihenent- 
wicklung für  die  Praxis  unbrauchbar.  Lagraage  sucht  deshalb  die 
Iteihe  so  umzuformen,  daß  sie  derartige  Terme  nicht  mehr  enthält. 
Sein  Verfahren  ist  jedoch  ziemlich  mühevoll'):  verständlicher  ist  eine 
Abhandlung  von  Laplace  über  denselben  Gegenstand.^)  Laplace 
bezeichnet  sein  Verfahren  als  eine  nouveile  m^thode  d'approximation. 
Sie  besteht  darin,  sagt  er,  daß  man  die  willkürlichen  Konstanten  in 
den  angenäherten  Integralen  variieren  läßt  und  so  womöglich  die 
Kreisbogen  (er  meint  damit  die  Potenzen  von  t)  zum  Verschwinden 
bringt.      Diese    Methode    ist,    fährt    er   fort,    wenn    ich   mich    nicht 

')  Das  achlußreaultat  Miscellanea  Ta"rineii«ia,  t,  Ili',  1763/66  (1766),  p-  2T3- 
>)  Hiatoire  <ie  l'Acad^mie  des  Sciences  1773,  pLirt,  1  (177.^),  p,  651  ff. 
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täusche,  vollstäikdig  neu  und  von  großer  Fruchtbarkeit  für  die  Rech- 
nung. Diese  Worte  beweisen,  daß  sich  Laplace  der  Neuheit,  Eigen- 
art und  Wichtigkeit  seiner  Methode  vollkommen  bewußt  ist.  Zur 
Integration  von 

wo  K  sehr  klein  und  konstant  ist,  setzt  Laplace  ganz  ähnlich  wie 
Lagrange  zuerst 

«"t'  +  i-'- 

woraus 

y  =  l  +p3int  -\-  qcoat, 

wo  p  und  q  zwei  willkürliche  Konstante  sind.     Set^t  man  jetzt 

^  =  1  +  p  sin  t+qcost-\-uz 

in  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  ein,  wobei  l,  p,  q,  «  kon- 
stant sind  und  s  eine  Funktion  von  t  ist,  vernachlässigt  hierbei  c} 
und  u^  und  dividiert  mit  ct.  weg,  so  ergibt  sieh 

^77  +  s  -\-l^  -\- p^  sin^  +  2^  cosi^  -\-^lp  sin^  -\-  2lq  cos( 
+  2pg  sinf  cos(=  0. 
Diese  Gleiehong  liefert  ein  Integral 

Bis  hierher  unterscheidet  eich  das  Verfahren  von  dem  Lagranges 
nicht  wesentlich;  um  die  mit  t  behafteten  Glieder  unschädlich  zu 
machen,  wird  folgender  Gedankengang  benutzt:  Substituiert  man  in 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  T -\- ty  au  Stelle  von  t,  so 
wird  sie  in  ihrer  Form  nicht  geändert  Man  kann  also  das  oben 
abgeleitete  Integial  durch  ein  anderes  eiaetzen,  in  weichem  statt  p 
und  q  die  Konstanten  'p  und  'q,  statt  /  die  Variable  T  -\-  t^  auftreten. 
Nun  ist  der  Umstand  von  Bedeutung,  daß  für  T  ■=■  0  und  «  =  0  die 
Gleichungen  'p^p  und  'q  ^  q  statthaben,  woraus  Laplace  schließt, 
daß  'p  und  p  bzw  'q  uud  q  sich  um  Großen  von  derselben  Ordnung 
wie  a  untLtscheiden      Er  setzt  demzufolge 

'p  =  p  -\-  dp     und      §==(/  +  äc/. 

Die  beiden  Intpgrd,lgleichungen  fui  y  liefern  dann  bei  VernachMssigung 
aller  Großen,   die   mit  «*,  k*.  gleiche  Rangordnung   haben,   durch 

Subtraktion 

i)=^[Sp  +  cclTq]  ■  sin  (  +  (Sq  -  cclTp)  ■  cos  t. 


yGoogle 


922  Abschnitt  XXVII, 

Diese  Gleichung  zerfällt  aber,  da  t  variabel  und  T  konstant,  in  die 
beiden  folgenden 

dp^'-alT-q     und     Sq  =  cclT  ■  p. 
Hieraus  folgert  Lapiace 

'p  ^  f .  COB  alT  —  k  ■  sin  all  und  'q  ^  f  ■  s\n  alT  +  h-  eosulT.^) 
Später*)  kommt  Lapiace  noeh  einmiil  auf  das  Problem  der  Ent- 
fernung der  Potenzen  von  (  zurück.  Er  geht  jetzt  von  der  allgemei- 
neren Gleichung 

aus,  wo  Y  eine  ganze  rationale  Funktion  von  «,  ^  und  den  Sinas 
und  Kosinus  tou  t  sein  soU.     Ein  Ansatz  der  Form 

y  =  s  +  a£^  +  ßV"  +  ß'^™  -\ 

liefert,  wenn  man  die  Terme  gleicher  Ordnung  in  a  allenaal  gleich 
Null  setzt,  die  Gleichungeji 

0  -  l]l  +  h^z  +  T;     0  =  ^'^~  +  AV  +  ri; 

0  =  ^  +  äV^  +  T^     usw., 

wo  2'W  eine  Funktion  von  e,  s^,  .  .  .^*~'^\  aovrie  der  Sinus  und  Co- 
sinus von  t  ist.  Treibt  man  die  Annäherung  bis  zur  Ordnung  von  k", 
so  hat  man  damit  »  +  1  Gleichungen,  deren  sukzessive  Integration 
aber  im  allgemeinen  Kreisbogen  in  die  Lösung  eiiifBhrt.  Lapiace 
behandelt  nun  zunächst  das  spezielle  Beispie) 

F=  my  cos2( 

nach  dieser  Methode  und  schließt  aus  der  Form  des  Integrals,  daß 
im  allgemeinen  Fall  die  Lösung  folgende  Form  besitzen  wird: 

y  =  \^  +  At^-B^?-lr^■•'\smM-^[qi-Mt-\-m^i JcosÄ^-l-fi. 

Hierbei  sind  A,  B,  .  . .  M,  N,  ...  ganze  rationale  Funktionen  von  p, 
q  und  «;  R  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  von  p,  q,  a,  t  und  ver- 
schiedenen Sinus  und  Cosinus,  worunter  jedoch  smJit  und  cosht 
sich  nicht  betinden.     Lapiace  formt  diesen  Ausdruck  so  um,  daß  ao 


■)  Macht  man  die  Probe,  ao  wird  äa  an  Stelle  lon  a  auftreten  Eine 
jener  kleinen  Ungenauigkeiten,  wie  aie  in  diesen  für  die  Prasi^  gpschnebenen 
Aufsätzen  häufig  zu  finden  sind.  ')  Histoire  de  TAcademie  des  Sciences  171^ 
(1780),  p.  373  ff.     Vgl.  auch  die  HiBtoire  deaBelben  Bandta,  p   55 
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Stelle  der  Potenzen  von  t  solche  von  t  —  G  auftreten,  wo  Ö  eine  neue 
Konataute  ist.  Trotzdem  kann  der  Ausdruck,  wie  er  sagt,  dadurch 
nicht  allgemeiner  werden,  da  er  bereits  die  zwei  Integrationskon  stauten 
p  und  q  enthält.  Auf  Grund  einer  Überlegung,  welche  der  oben  aus- 
einandergesetzten analog  ist,  findet  Laplace  endlich  folgende  Regel 
zur  Bildung  eines  Integrals,  welches  die  Potenzen  von  i  nicht  enthält: 
Stellt  man  das  Integral  aus  dem  Gleichungssystem  für  z,  ^  usw. 
nach  gewöhnlichen  Methoden  in  der  vorerwähnten  Form  dar  und 
unterdrückt  nachträglich  alle  Glieder,  die  t  und  seine  Potenzen  ex- 
plizite enthalten,  ho  hat  man  das  Integral  in  der  gewünschten  Form, 
sofern  man  nur  für  p  und  q  die  Werte  einsetzt,  welche  sich  durch 
Integration  der  Gleichungen 

et  dt 

ergeben;  das  gesuchte  Integral  wird  wieder  zwei  Integrationskonstanten 
enthalten.  Im  folgenden  zeigt  Laplace'),  wie  sich  seine  Methode 
auf  ein  in  der  Störungstheorie  brauchbares  Simultan  System  ausdehnen 
lä£t.     Dasselbe  lautet: 

0  - 1^  -f  A^«,  +  :/'  +  «  F;    0  =  l'jl'  -I-  h^hf  +  r^  -1- «  yi; . . . , 

die  T,  T^ . . .  sind  hierbei  ganze  rationale  Funktionen  der  Sinus  und 
Kosinus  von  t,  die  Y,  Y'^,  .  .  .  ganze  rationale  Funktionen  derselben 
Größen,  sowie  von  a  und  den  n  Variabein  y,  y^,  ....  Endlich  über- 
trägt Laplace  seinen  Gedankengang  noch  auf  die  Integration  von 


wo  p  eine  Funktion  von  y,  seinen  Ableitungen  nach  t,  Sinus,  Cosinus, 
Exponentialfunktionen  mit  dem  Argument  t,  nicht  aber  den  Potenzen 
von  t  ist. 

Die  Entfernung  der  Kreisbogen  aus  dem  Integral,  die  Lagrange 
und  Laplace  durch  geistreiche  Überlegungen  bewerkstelligt  hatten, 
leistet  Trembley,  dem  die  Methode  der  Variation  der  Konstanten, 
und  nicht  bloß  in  der  Laplaceschen,  sondern  auch  in  der  viel  durch- 
siehtigeren, weniger  anfechtbaren  Lagrangeschen  Form  von  1775 
(vgl.  S.  932),  verdächtig  erscheint,  auf  anderem  Wege  vermöge  seiner 
Geduld  und  Ausdauer  im  Rechnen.^)  Trembley  erkennt  ganz  richtig, 
daß  das  Auftreten  der  Kreisbogen   nur   auf  Täuschung  beruht;    denn 


')  Hiatoire  de  l'AcadÄnie  dea  Sciences  1777  (1780),  p,  384.        ')  N. 
MömoLreB  de  l'Academie  tle  Berlin  1786/87  (1792),  p.  363ff. 
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fuhrt  mau  die  Rechnung  soweit  durch,  da£  d^  Forts chreitungagesetz 
der  einzelnen  Terme  eiltannt  wird,  so  findet  man,  daß  sich  die  Ereia- 
bogen  zu  Potenzreiheii  zu sammenf aasen  lassen,  die  durch  Exponential- 
funktionen summierbar  iiud     Da  aber  die  Gleichung 


(W 


-  ^  +  ff  )/=  =  0 


bzw,  die  Ableitung  des  von  Laplace  gegebenen  von  Kreiabogen 
freien  Integrals  bei  Trembley  allein  zehn  Qufirtseiten  erfordert, 
zeigen  wir  sein  Verfahren  an  einem  einfacheren  Beispiel.  Sei  gleich- 
zeitig 

2-(l  +  2»>     und     f^--(l  +  2!x)y, 

WO  i  eine  sehr  kleine  Größe  bedeutet.  *  —  0  gibt  zwei  Näherungs- 
gleichungen,  aus  denen  durch  Kombination  die  Gleichung 

folgt.  Korrigiert  man  die  daraus  erhältlichen  Näherung 8 werte  von  y 
und  s  durch  die  Zugatzglieder  ii/'  bzw.  i/,  so  ist 

Indem  man  B  einstweilen  gleich  Null  setzt,  ergibt  sich  durch  Sub- 
stitution in  das  ursprüngliche  System  das  genäherte  System 

%  =  2AxV-  1  ■  e'V-  1  -!-  /:     ^'  -  -  2Axe/V-  ^  -  y'. 
dx  '  ^       dx  ■' 

Man  erhält  hieraus  y  und  z  und  hieraus  verbesserte  Werte  von  y 
und  2,  die  man  sogleich  wieder  mit  Zusatzgüedem  i^y"  und  i^s"  ver- 
sieht.    Fortgesetzte  Anwendung   dieses  Verfahrens   ergibt  schließlich; 

y  =  Ae^y^^ (i  +  -]-x^y-i  -  ^''- «*—  ^  '^-x^Y'-^ + ■  ■  ■) 

^=AY~~l-e^y-^(l+  i-:c'y-\-^'l^x^-^'l-x''y- !  +  ■-■) 

d.  h.  y  =  ji^.V-i  +  -^^V~i.^     s  =  Ay-\  ■  ^K-'T^-i.-v-- j  _ 

Ähnlich  hätte  man  von  vornherein   statt  B  die  Integrationskon- 
stante A  gleich  Null  setzen  können;  man  hätte  dann 

erhalten.     Aus   beiden    partikulären   Integralen    läßt    sieh    sofort    das 
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vollständige  Integral  zusammensetzen.  Im  l'olgeuden ')  verbessert 
Trembley  eine  von  d'Alembert  1769  in  den  Pariser  Memoiren  ent- 
wickelte Näherungsm ethode,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  daß 
man  eine  gegebene  Differentialgleichung  wiederholt  differentiiert  und 
die  so  erhaltenen  Gleichungen  derart  zu  kombinieren  sucht,  daß  man 
eine  integrable  Gleichung  höherer  Ordnung  erhält,  welche  die  ur- 
sprüngliche näh  er  ungs  weise  zu  ersetzen  vermag. 

Wir  haben  im  vorauBgehenden  die  Methode  der  Variation  der 
Konstanten  zum  ei-stenmal  bei  Laplace  mit  vollem  Bewußtsein  ihrer 
Eigenart  auftreten  sehen;  die  Idee  selbst,  eme  Größe  zeitweilig  als 
konstant  und  dann  als  variabel  aufzufassen,  ist  indessen  schon  lange 
genug  vorbereitet.  Zunächst  sei  an  die  Bestimmung  des  Integrals 
der  totalen  linearen  Difterentialgleichung  n'^'  Ordnung  mit  konstanten 
Koeffizienten  im  FaE  gleicher  Wurzeln  erinnert  (vgl.  S.  928,  Note  1),  die 
bewerkstelligt  wurde,  indem  man  den  Wurzeln,  d,  i.  in  Wirklichkeit 
konstanten  Größen,  sehr  kleine,  gegen  Nnll  abnehmende  Differenzen 
erteilte,  ohne  sich  mit  der  Frage  nach  der  Berechtigung  eines  solchen 
Schrittes  aufzuhalten.  Euler  behandelt^)  folgende  Aufgabe:  Sei  V 
eine  gegebene  Funktion  von  x  und  tf,  es  soH  das  Differential  von 


Z=fi^'dx, 


wo  die  Integration  bei  konstantem  y  vorgenommen  wurde,  bestimmt 
werden,  wenn  dabei  auch  if  variabel  angenommen  wird.  Euler  erhält 
unschwer 

rf^=  Vdx  +  di/    f<ix[Y)- 

Kui'z  darauf  stellt  er  die  Aufgabe,  aus  einer  gegebenen  Differential- 
gleichung, die  einen  Parameter  enthält,  jene  Gleichung  ahznleiten, 
welche  entsteht,  wenn  man  die  Integralgleichung  so  differentiiert,  daß 
dabei  auch  jener  Parameter  variabel  ist.  Die  Störungsgleichungen 
des  Mondes  worden  von  Enler  und  späteren  mit  Benutzung  des  üm- 
standes  abgeleitet,  daß  gewisse  Bewegungsgleichungen  sowohl  hei 
Konstanz  als  bei  Variabilität  bestimmter  Bahnelemente  bestehen 
müssen.  Nach  ihm  hat  Lagrange  dieselbe  Methode  in  seiner  Ab- 
handlung über  die  Theorie  von  Jupiter  und  Saturn  benutzt'^)  und 
das  Prinzipielle  und  Eigenartige  dieser  Methode  noch  besonders  be- 
tont;   er  ist   es   auch,   der  die  Methode   zuerst  in  weitestem  Umfang 

')  Nouveaux  Memoirea  de  l'Acaileinie  de  Berlin  1786/1787  (1792),  p-  387. 
Siehe  auch  p.  337.  *)  lustitutiones  caleuli  integralie,  vol.  III,  p.  81.  Vgl.  auch 
Kliigels  md,tb ema tische B  Wörterliuch,  I.  Abtlg.,  unter  „Differentialgleichung", 
S.  891.        ')  Miscellanea  Tanrinensia,  t.  IIP,  1762/65  (1766).  p  323. 
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gebraucht  hat.  Von  Variation  der  Konstanten  kann  man  auch  bei 
Lagranges  Herleitung  des  singuläien  Integrals  aus  dem  vollständigen 
Integral  reden;  in  allen  diesen  Fällen  handelt  es  sich  jedoch  rieht 
nm  die  uns  geläufige  Methode  der  Variation  der  Konstanten.  Diese 
besteht  vielmehr  darin,  daß  man  statt  einer  gegebenen  Differential- 
gleichung eine  andere,  die  aus  der  ursprünglichen  entweder  durch 
Vernachliissigung  einzelner  Glieder  oder  dadurch,  daß  man  einzelne 
Variable  konstant  setzt,  hervorgeht,  behandelt,  und  in  dem  Integral 
dieser  Hilfsgleiehung  nachträglich  die  Integration skonstanten  oder 
einstweilen  konstant  gesetzten  Veränderlichen  variieren  läßt.  In 
diesem  Sinne  ist  die  Variation  der  Konstanten  nur  eine  spezielle 
Näherungsniethode,  die  durch  passende  KoiTektion  einen  halbwegs 
brauchbaren  Wert  genau  richtig  macht.  Hierher  konnte  man  z.  B. 
die  Integration  totaler  Difl'erentialgleichungen  mit  mehr  als  2  Varia- 
bein, welche  die  lotegrabilitätsbedingungen  erfüllen,  rechnen,  die  man 
bekanntermaßen  dadurch  vollzieht,  daß  man  in  der  ursprünglichen 
Oieichung  nur  2  Variable  variieren  läßt,  integriert  und  nachträj>lich 
die  Lntegrationskonstante  als  Funktion  der  konstant  gelassenen  Variablen 
ansieht;  diese  Methode  ist  zu  Beginn  des  hier  behandelten  Zeit^ 
abschnitts  bereits  bekannt.  Ganz  analog  geht  man  bei  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen vor,  die  nur  die  Ableitung  nach  einer  Variabein  ent- 
halten, und  wir  werden  sehen,  daß  Lagrange  einen  ähnlichen  Gedanken- 
gang in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  1,  Ordnung  mit 
großem  Erfolg  verwertet  hat  (vgl.  S.  970),  Die  eleganteste  Anwendung 
der  Variation  der  Konstanten  hat  Lagrange  mit  der  Integration  der 
vollständigen  linearen  totalen  Differentialgleichung  und  Differenzen- 
gleichung  n"^'  Ordnung  gegeben  (vgl.  S.  9;^2).  Derselbe  geht  auch 
auf  die  Möglichkeit  der  Integration  von 

'2.  +  P-n, 

WO  P  und  //  Funktionen  von  x,  y,  -f- ,  ■  ■  ■  ,-   sind,  mittels  Va- 

riation  der  Konstanten  ein,  falls  das  vollständige  Integral  von 

'"'  +  1--U 
dx 

bekannt  ist.')  Ferner  erwähnt  er,  daß  die  Methode  der  Variation  der 
Konstanten  mit  Vorteil  auf  die  durch  Vernachlässigung  sehr  kleiner 
Größen  erhaltenen  angenäherten  Integrale  von  Simultansysteraen  an- 
gewendet werden  kann'),   daß   jedoch  für  ein  beliebiges  vollständiges 

')  Nouveau3  Memoires  de  l'Acadtmie  de  Üerlin  1776  (1777),  p.  193. 
*)  Ebenda,  p.  195. 
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Integral  einer  Gleichung  2.  Ordnung  dieselbe  Methode  plus  curieuse 
qu'utile  aei.') 

In  Verbindung  mit  der  Methode  der  unendlichen  Reihen  ist  die 
Integrfttior  durch  bestimmte  Integrale  zu  iienneD.  Besonders 
Euler  hat  sich  mit  dieser  Aufgabe  beschäftigt;  und  wie  er  in  der 
Theorie  des  Multiplikators  die  zu  einem  gegebenen  integrierenden 
Faktor  gehörige  Differentialgleichung  sucht,  geht  er  auch  hier  von 
einem  gegebenen  Integral  aus  und  fragt  nach  der  äquivalenten  Diffe- 
rentialgleichung. Bezüglich  der  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichung 2.  Ordnung  nach  diesem  Verfahren,  per  quadraturas  curva- 
rum,  wie  er  sich  ausdrückt,  bemerkt  er  selbst^),  es  sei  dabei  zu  be- 
achten, daß  die  Wahl  jenes  Integrals  nicht  völlig  von  der  Willkür 
des  Rechners  abhängt,  sondern  von  vornherein  die  Anlage  haben 
muß,  bei  der  Entwicklung  der  zugehörigen  Differentialgleichung  auf 
die  2,  Ordnung  zu  führen;  es  stehe  daher  nicht  zu  hoffen,  auf  diesem 
Wege  jemals  zu  einer  beliebig  vorgegebenen  Differentialgleichung  zu 
gelangen.  Letzterer  Aufgabe,  eine  gegebene  Differentialgleichung 
durch  ein  bestimmtes  Integral  zu  integrieren,  sucht  Euler  dadurch 
beizukommen,  daß  er  das  Integral  zuerst  in  Form  einer  unendlichen 
Reihe  entwickelt  und  diese  nachträglich  in  ein  bestimmtes  Integral 
verwandelt^);  das  Integral  der  auf  Seite  911  erwähnten  Differential- 
gleichung erhält  er  auf  diesem  Weg  in  mehrfach  verschiedener  Form. 
Dieselbe  Methode  wendet,  wie  wir  sehen  werden  (vgl.  S.  1006_|,  La- 
place  auf  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung  an; 
er  stellt  das  Integral  als  unendliche  Reihe  dar,  die  er  in  ein  be- 
stimmtes Integral  umformt. 

Mit  der  Schilderung  dieser  Methoden  haben  wir  die  Gesichts- 
punkte, welche  für  totale  wie  partielle  Differentialgleichungen  in 
gleicher  Weise  in  Betracht  kommen,  ziemlich  erschöpft  und  wir 
wenden  uns  zunächst  ausschließlich  den  totalen  Differentialglei- 
chungen zu.  Hier  ist  es  die  lineare  GEleichung,  d.h.  die  Glei- 
chung, deren  Koeffizienten  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen 
allein  sind,  welche  das  Hauptinteresse  der  Mathematiker  auf  sich 
gezogen  hat,  und  ihrer  Untersuchung  ist  eine  ganze  Reihe  von  Ab- 
handlungen gewidmet.  Auf  diesem  Gebiet  hatten  schon  Euler  und 
d'Alembert  viel  geleistet;  sie  hatten  zunächst  die  unvollständige, 
dann  aber  auch  die  vollständige  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten 

')  Oeuvres  de  Lagran^p    t   IV,  y   IM.     Hier  mag  noch  erwühnt  werden, 
daß    anch    Euler    gelegentlich    aus    partikulären    Integralen    die    vollständigen 
durch  Variation  der  Konstanten  hi'irleitet,  man  vgl.  einen  Aufsa/tz  vom.  Jahre  177S 
in  Kova  Acta  Academia«  Petropolitanae,  t   XIII,  1795/96  (1802),  p.  3  ff . 
*)  Institutiones  caicuh  integraha,  Tol   JI,  p   308.  ')  Ebenda,  vol,  11,  p.  310ff. 
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integriert,  iiuch  den  Fall  gleicher  und  komplexer  Wurzeln  der  dabei 
auftretenden  Hilfsgleichung  behandelt.')  Deu  Fortschritt  zu  nicht- 
konstanten  Koeffizienten  macht  Lagrange^);  er  wird  dabei  au  einer 
Gleichung  geführt,  die  wir  heutzutage  die  Lagrangesche  Adjungierte 
nennen.     Multipliziert  man  die  Gleichung 

wo  L,  M,  N, . .  .  T  Funktionen  von  /  sind,  mit  zäi,  wo  0  eine  noch 
zu  bestimmende  Funktion  von  t  ist,  und  integriert,  so  erhält  man 
durch  partielle  Integration 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  ursprüngliche  Differentialglei- 
chung ein,   BO  kommt 


Tsdt. 


Ist  der  Klammerausdruck  unter  dem  Integralzeichen  gleich  Null  — 
eine  Relation,  die  man  als  Differentialgleichung  für  e  auffassen  kann 
—  so  bleibt  eine  Differentialgleichung  für  t/  stehen,  deren  Ordnung 
im  Vergleich  zu  der  gegebenen  DitferentialgleichuiJg  um  einen  Grad 
niedriger  ist.  Die  Relation  zur  Bestimmung  von  s  behandelt  Lagrange 
auf  dieselbe  Art  weiter;  er  verlangt  eine  Funktion  ;/  von  i  zu  finden, 
deren  Kenntnis,  genau  wie  vorher  die  der  Funktion  s,  Ordnungserniedri- 
gung ermöglicht.  Er  wird  dabei  auf  eine  Differential gleiehnng  für  y 
zurückgeführt,  die  sich  von  der  Anfangs gleichung  in  y  nur  dadurch  unter- 
scheidet, daß  die  rechte  Seite  nicht  T,  sondern  0  ist.  Lagrange 
wird  damit  zum  Entdecker  des  Satzes,  daß  die  Adjungierte  der  Ad- 
juugierten  die  ursprüngliche  unvollständige  Gleichung  ist;  da  er  aber 
für  die  Adjungierte  keinen  besonderen  Namen  hat,  so  hebt  er  diese 
auffällige  Tatsache  nicht  besonders  scharf  hervor.     Euler  kommt  in 

')  Vgl.  diese  Vorl.,  IH»,  S.  892—895  bzw.  S.  898.  Den  Fall  gleicher  Wurzeln 
behandelt  d'Alembert  auch  unter  Tangectea  im Dictionnaire  des  mathematiques 
der  Encyclopedie  methodique.  *)  Miacellanea  Taurinensia,  t.  111',  1763/65 

(1766),  p,  natf. 


yGoogle 


Totale  und  partielle  Ditferentitilgleiehuiigeii.  929 

einer  Abhandlung  von  1778  wieder  auf  die  Frage  der  Ordnuags- 
emiedriguiig,  scheint  aber  die  Resultate  der  Lagrangeschen  Abhand- 
lung, die  er  jedenfalls  gelesen  hatte,  vollständig  vergessen  zu  haben, 
wenigBtena  hält  er  sein  Ergebnis  für  vollkommen  neu;  er  formuliert^) 
folgendes  Gesetz:  Die  Gleichung 

ps  +  qdz  +  rddz  -f  sd^z  +  td^z  +  ■■•==  0^) 

wird  ein  totales  Differential  mittels  eines  Multiplikators  Z,  welcher 
sich  aus  der  „konjugierten  Gleichung" 

PZ+  QdZ+  Rd'Z  +  Sd^Zi-  Td*Z+ 0 

bestimmt,  wo 


F^p 

~  dq^  ddi 

■■  -  d^s  +  dH 

Q  =  ~ 

q  +  2dr- 

ndäs+4.dH 

R  =  r 

~Zds  +  6ddt 

S=- 

■ ..  +  4di  - 

T=t 



Durch  Auflosung  dieser  Gleiehungeu  nach  p,  g,  r,  .  .  .  findet 
Euler,  daß  diese  Größen  durch  die  P,  Q,  It,  ...  genau  in  derselben 
Weise  ausgedrückt  werden,  wie  letztere  durch  jene;  daraus  schließt 
er,  daß  von  den  beiden  Gleichungen  für^  bzw.  Z  eine  die  konjugierte 
der  anderen  ist.  Eulers  Darstellung  bedeutet  insofern  einen  Fort- 
schritt gegenüber  Lagrange,  als  in  ihr  erst  die  vollkommen  gleiche 
Bauart,  die  durchgehende  Dualität  z^veier  adjuugierter  Gleichungen 
erkannt  und  durch  eine  öh ersichtliche  Bezei eh mings weise  (kleine  und 
große  Buchstaben)  angedeutet  ist;  Lagrauge  hatte  nur  beobachtet, 
daß  bei  zweimaliger  Anwendung  seines  Verfahrens  schKeßlich  die  ur- 
sprüngliche, aber  unvollständige  Gleichung  resultiert. 

Lagranges  Hauptverdienst  ist  in  der  Aufstellung  allgemeiner 
Sätze  über  die  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen  zu  sehen, 
m.  a.  W,  in  der  Schaffung  einer  Theorie  dieser  Integrale;  die  Form 
des  vollständigen  Integrals  als  Summe  von  unabhängigen,  mit  will- 
kürliehen Konstanten  multiplizierten  Partikulärintegralen,  der  Zusam- 
menhang zwischen  vollständiger  und  unvollständiger  Gleichung*),  ins- 
besondere aber  die  Einsicht,  daß  die  Kenntnis  von  m  Partikulärinte- 
gralen  (valeur  particuliere)   der  letzteren   eine  Ordnungsemiedrigung 

')  Nova  Acta  Aeademiae  PetiopoUtanae.  t.  XIV,  1797/!i8  (1805),  p.  58. 
''  Die  Potenzen    des  DifferentialB  der  unabhängigen  Veröndetlicben  sind   hier 
i'infach  weggelasaeu.         ')  Ffir  die  Gleichung  2,  Ordnung  eingehend  besprochen. 
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der  erstereii  um  m  Grad  ermö glicht^),  sind  nach  meiner  ÄusJcht  die 
vornehmsten  Resultate  der  erwähnten  Abhandlung.  In  der  Praxis 
muB  natürlich  Lagrange  häufig  zu  Reihenentwicklungen  seine  Zu- 
flucht nehmen;  so  setzt  er*)  z.  B.  für 

auf  welche  Form  er  Ton 

ausgehend  kommt,  die  Reihe 

x  =  An'-+  ÜM'  +  ^-l-  Cu'-+^-i 

an  und  bestimmt  die  uuhestimiuten  Koeffizienten  in  gewohnter  Weiae. 
Die  Lagrangesche  Theorie  der  linearen  Gleichung  beliebiger  Ord- 
nung läßt  sich  sehr  vorteilhaft  auf  die  Gleichung 

Ä,i  +  B{h  +  U)  2  +  C(*  +  i()'  'J-i  + T 

anwenden,  wo  h,  k,  A,  B,  . .  ,  Konstaute  sind.  Lagrange  bildet*) 
die  Adjui^ierte  und  setzt  versuchsweise  deren  Integral  (/<  +  kty. 
Das  gibt  eine  Gleichung  für  r,  nämlich 

A  -  Bk{r  -1-  1)  +  Gk^ir  +!)(»■  +  2) =  0, 

Lagrange  geht  dann  auf  die  Ermittlung  des  vollständigen  Inte- 
grals der  ursprünglichen  Gleichung  ein.  Als  Anwendung  bringt  er*) 
die  Behandlung  einer  Gleichung,  die  eine  unbekannte,  zu  bestimmende 
Funktion  enthält;  das  Problem  führt  mit  Zuhilfenahme  des  Taylor- 
schen  Satzes  auf  eine  Gleichung  der  erwähnten  Art  von  luiendlich 
hoher  Ordnung.  Solche  Gleichungen,  allerdings  nur  mit  konstanten 
Koeffizienten,  hatte  schonEulervor  ihm  behandelt  (vgl.  diese  Vorl.,  IIP, 
S.  89(5);  in  seiner  Integralrechnung  finden  sieh  wieder  eine  Menge, 
teils  schon  früher  gelöster  derartiger  Gleichungen^),  aber  weder  Euler 
noch  Lagrange  erkennen  oder  erwähnen  laß  in  die  Losung  dieser 
Gleichungen,  weil  sie  im  Grunde  genommen  nicht  ^Is  Diffeienzen 
gleichungen  sind,  eine  willkürliche  Punktion  eingeht  Die  uneudlith 
vielen  Integrationskonstanten  ihrer  Lösung  konnten  sie  deshalb  nicht 
zn  dieser  Einsicht  führen,  da  ihnen  die  Daistellbaikeit  einer  behebigen 
Funktion  durch  trigonometrische  Funktuneu  unbekannt  war"]     Glei 

1)  Miacellanea  Taurineneia,  t.  IIP,  1762,95     1  6h     \    183  '    Ebenda 

p.  187.  ')  Ebenda,  p.  190.  *)  Ebenda   p   '>01  '    Inatituhones     al  nl 

integraÜH,  vol.  II,  p,  459,  463,  476,  477,  480,         "    ^  fi-1   diese  Vorl    !II     "^  ''  '' 
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chuDgen    Ton   unendlicli  lioher  Ordnung  mit   nicttkonstanten  Koeffi- 
zienten behandelt  Euler  nicht,  obwohl  er  z.B. 

"    '       dx       '       dx'       ' 
für  beliebige  Ordnungen  untersucht. 

An  die  Möglichkeit  der  Orduungserniedrigung  bei  Kenntnis  von 
Partikularintegralen  knüpft  d'Alembort  in  einem  Sehreihen  an  La- 
grange^}  wieder  an  und  bringt  einen  neuen  Beweis  dafür;  derselbe 
Forscher  gibt  an  anderer  Stelle  den  bekannten  Satz,  daß  das  volhtändige 
Integral  der  vollständigen  Gleichung  aus  zwei  Teilen  sich  additiv  zu- 
sammensetzt, nämlich  aus  einem  Partikulärintegral  der  vollstandigea 
und  dem  vollständigen  Integral  der  unvollständigen  Gleichung. 

Laplace  behandelt  die  lineare  Diiferentialgleiehung'')  nicht  wie 
Lagrange  mit  Hilfe  eines  einzigen  Multiplikators,  sondern  bedient 
sieh  gleich  eines  ganzen  Multiplikatorsystems.     Sei 

X-y  +  R."/  +B"'X  +  --+H-'  ""-»  , 
"  dx  dx^   '  dx"' 

wo  X,  H,  H',  .  .  .  Funktionen  von  x  sind.     Laplace  setzt 

«a  7^  +  tf  =  2', 
dx   '   "         ' 

wo  63    und  T   erst   naher   zu    bestimmende    Funktionen    von  x   sind. 

Durch  Differentiation  ergibt  sich  daraus 

ddy       /^oi        .\dy  _dT 

"  rf.r'  "^  \dr.   "T"   ^}  ,l.r  ~   d r. 


-Il  +  - 


Diese  Gleichungen   multipliziert   Laplace   b/.i 
und  addiert  unter  HinzuKiehung  von 


So   ergibt   sich   eine  Gleichung,   die   durch  Vergleichung  mit  der  ur- 
sprünglichen auf  folgendes  System  führt: 


')  MiHOellanea  Taurineoaia,   t.  liP,   1763/8.5  (1766),  p.  381—396.     Vgl.  auch 
die  Pariser  Memoiren  für  1767  und  1769.  ')  Ebenda  (Miac,  Taar..,  t.  1V>, 

1766/09,  p.  173  ff.  (verdruckt  statt  273). 
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»oi-'i  +  »<-')  +  »rr'  .„i"-i)|?.  _  JJ(— >i 

"+■»■+»'£  +  ■■■--»■ 

Dieae  Gleichungen  gestatten  aber  die  o)',  a",  .  . .  durch  ra  und 
die  H',  S",  .  . .  auszudrücken.  Durch  Substitution  der  so  erhaltenen 
Werte  in 

und 

~     "^    '    '^    dx   ' 

ergeben  sich  endlich  xwei  Differentialgleichungen  für  m  und  T\  dabei 
ist  Ordnungsemiedriguug  erzielt  worden.  Hat  man  aus  den  let/t- 
erwähuten  beiden  Gleichungen  eine  Reihe  Partikulärlösungen  ß,ß',... 
von  m  und  die  zugehörigen  T,  T',  ...  gefunden,  so  erhält  man  mit 
Hilfe  von 

das  Integral 

Auf  die  weitere  Theorie  der  bei  Anwendung  dieser  Methode  auf- 
tretenden Ausdrücke,  insbesondere  für  den  Fall  konstanter  i/,  ff, ...  ^) 
kann  hier  nicht  näher  eingegangen  werden,  da  die  Resultate  nicht 
neu  und  die  auftretenden  Formeln  alle  ziemlich  kompliziert  sind, 
Laplace  behandelt  speziell  auch  die  Gleichung  2,  Ordnung,  welche 
auf  die  allgemeine  lliccatische  Differentialgleichung  führt.^) 

Der  nächste  bedeutende  Fortschritt  ist  die  Heranziehung  der 
Methode  der  Variation  der  Konstanten  zur  Nutzbarmachung  des  Zu- 
sammenhalts zwischen  vollständiger  und  an  voll  ständiger  Diiferential- 
gleichungeu  durch  Lagrange.*)  Sei  die  lineare  Gleichung  b*^""  Ord- 
nung gegeben: 

wo  X,  P,  Q,  M,  ...  Funktionen  von  x  sind.     Im  Fall  X  =-  0  sei  das 


')  MiBcellacea  Taurinenaia,  t.  IV',  1766/60,  p.  295.         *)  Ebenda,  p.  29T. 
')  Nouveaux  Mt-moires  de  i'Academie  de  Berlin  1775  (1777),  p.  190. 
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voHständige  Integral  der  Gleiclumg  bekannt;  dieses  besitzt  notwendig 
die  Form 

ij  =  ap  -\-  hq  +'cr  +  -  ■  ■ , 

wo  a,  b,  c,  . . .  n  Integrationskonstanten,  p,  q,  r,  .  . .  ebensoviele  par- 
tikuläre Werte  von  y  darstellen.  Betrachtet  man,  fahrt  Lagrange 
fort,  die  willkürlichen  Größen  a,  t,  c,  .  . ,  als  unbestimmte  Variable 
und  setzt  in  den  Ausdrücken  dy,  d^y,  .  . .  d"~'-y  den  Teil,  der  Ton 
der  Variabilität  von  a,  h,  c,  .  .  .  herrührt,  imujer  gleich  Null,  so  er- 
gibt sich 


und  endlich 


dy  ^  adp 

+  hdq          +cdr          -i 

0=^pda 

+  qdb          +rdc          +■■■ 

ä^y  =  ad^p 

+  })d'q         +cd'r         +■■■ 

0  =  dpda 

+  dqdb        +  drdc        -j 

d"-^y=  ad"-^p 

+  bd''-'q    +  cd"''r    -\ 

0=  d"-^pda  +  d"-'qdh  +  d"-^rdc  -\ 

d"y  =  ad"p  ■+  bd''g  -\-  cd"r  +  ■  ■  - 

-j-  d''~^pda  -f-  d"~'^qdb  +  d"~^rdc  -\-  ■ 


Auf  diese  Weise  erhalten  also  die  Ausdrücke  für  dy,  d^y, . .  .  e^~  '■y 
genau  dieselbe  Form,  wie  wenn  a,  b,  c, . . .  konstant  wären,  und  auch 
d^y  unterscheidet  sich  von  dem  d^y  im  Fall  konstanter  Koeffizienten 
nur  durch  das  Zusatzglied  d^~'-pda  +  d''~^qdb  +  d"~^rdc  +  ■  ■  ■.  Da 
aber  bei  konstanten  Koeffizienten  die  Ausdrücke  für  y,  dy,  .  . .  ^y 
nach  den  Voraussetzungen  über  die  Größen  a,  b,  c,  .  . .  p,  q,  r,  . .  . 
der  unvollständigen  Differential gleichung  Genüge  leisten,  so  müssen 
auch  jetzt,  im  Fall  der  vollständigen  Gleichung,  bei  Substitution 
obiger  Ausdrücke  für  y,  dy,  ...  d''y  alle  Terrae  sich  gegenseitig  fort- 
heben, und  nur  das  zu  d"y  gehörige  Zusatzglied  und  der  Term  X 
werden  davon  eine  Ausnahme  machen.    Es  resultiert  also  die  Gleichung 

d"'-^pda  +  d''~'^qdl  -|-  d"'Wdc  +  ■  ■  ■  =  y  dx", 
welche  mit  den  i*  —  1  Eedingungsgleichungen 
0  ^  pda  +  qdb  +  rdc.  +  -  ■  ■ 


0  =  d''-^jtda  -\-  d^-^qdb  -[-  d"    ^rdc  +  •  •  ■ 

i^usammen   n  Gleichungen   zur   Bestimmung   der   Differentiale  da,  db, 
<-^c,  . . .  liefert. 
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Von  späterön  Arbeiten*)  über  die  lineare  Gleichung  sei  nur  uoch 
eine  Abhandlung  von  Lorgna  besprochen.*)  Lorgna  geht  /.iiniichat 
auf  die  Tollständige  Gieichimg  mit  konstanten  Koeffizienten  ein;  er 
substituiert  für  die  abhängige  Variable  y  den  Ausdruck 


J-i(,,..,-S"), 


wo  M  und  z  neue  Variable  sind,  während  ji  konstant  ist,  und  drückt 
äy,  ddy,  . . .  durch  s,  u,  y,  du  und  das  Differential  dx  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  aus.  Nach  Einführung  dieser  Werte  in 
die  ursprüngliche  Differentialgleichung  setzt  er  den  Teil,  welcher  den 
Faktor  y  besitzt,  für  sich  gleich  Null  und  erhält  so  zwei  Gleichungen, 
deren  eine  nur  s  und  seine  Ableitungen  nach  u  enthält,  also  als  Be- 
stimm ungsg!  eich  ung  für  s  benutzt  werden  kann.  Zugleich  ist  Ord- 
nungseriiiedrigung  erreicht.  Interessanter  sind  die  Untersuchungen 
über  die  Gleichung  2.  Ordnung'*) 

Mdx'  -  if^{a  -f  hx")ddy  +  x{e  +  fx^')dxdy  -f  (>  -|-  hx^'jydx-, 
Ton   der    uns    der   Fall  M  =  0   schon   wiederholt   begegnet    ist  (vgl, 
S.  yil  und  !i2T),     Durch  die  Substitution  y= ergibt  sich 

xlldx^  =  x\a  +  ba:'')dds  +  x(—  2a  +  e  +  {-  2b  +  f)x'-)dxds 
+  {2a  -  e  +  g  +  (2b  —  f  +  h)x'')zdx^, 

und  diese  Gleichang  ist  genau  toh  derselben  Form  wie  die  ursprüng- 
liche.    Die  wiederholte  Anwendung  analoger  Substitutionen 


wird  daher  wieder  eine  Gleichui^  der  alten  Form  hervorbringen, 
nämlich 

äTMdx^  ^  x''(a+bx")ddd"'~^'i  +  x(e-'2ma  +  (f-2mb)x")dxds''"-''^ 

+  ((m  +  m^ia  —  me  +  <i  +  ({m  +  m^b  —  m(f+  h}x'-)^^"'-^^dxK 

Ist  nun  das  letzte  Glied  gleich  Null,  so  wird  die  Differentialgleichung 
bedeutend  vereinfacht,  und  man  kann  ihr  Integral  leicht  angeben. 
Ein  derartiges  Verschwinden  wird  eintreten,  wenn  die  Gleichungen 

m^a  +  m{a  --  e)  -j-  ^  =  0     und     m^b  +  m{b  —  /^  -|-  //  =  0 

')  Siehe  auch  Metviorie  di  Mat.  e  Fis.  Soc.  It.,  t.  Vni,  1799,  parte  I,  p-  Si»'*^' 
')  Ebenda,  t.  II,  17^4,  parte  I,  p.  177  tf.         ')  Ebenda,  p.  197. 
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bei  gegebenen  Koeffizienten  a,  b,  c,  . , .  beide  durch  das  nämlicbe 
gaazzahlige  m  gelöst  werden;  dieses  Kriterium  hat  die  besondere 
Eigentümlichkeit  von  n  unabhängig  zu  sein.  Die  Methode  erinnert 
an  die  Laplaeesche  Kaskadenmethode  für  partielle  Differentialglei- 
chungen 2.  Ordnung  (vgl.  S.  1001  ff.).  Auf  dem  nämlichen  Wege  leitet 
Lorgna  ein  ähnliches  Kriterium  für  die  Gleichung  beliebiger  Ordnung 

Mäx"  =  x"'  +  ^{a  +  hX)ydaf  +  x'"+^(c  +  eX)di/äx"-^ 
+  x'"  +  ^(f-i-  gX)ddydx''-^  +  ■  •■ 
ab;  i3ie  Substitution    die  liier  zum  Ziel  führt    ist 


Von  den  niehtlinearen  Differentialgleichungen  ist  wegen 
ihres  Zusammenhangs  mit  der  linearen  Gleichung  2.  Ordnung,  sowie  wegen 
ihrer  Bedeutung  für  die  Fläch entbeorie,  Physik  usw.,  die  Riccatische 
Differentialgleichung  wohl  die  interessantes te.  Man  versteht  darunter 
heutzutage  die  Gleichung 

^^  =  ao(x)  +  a^{x)  ■  y  -\-<hi^)-y'', 

und  es  scheint,  daß  d'Alembert  als  einer  der  ersten  den  Namen  in 
weiterem  Umfang  als  früher  üblich  gebraucht  hat,   wenn   er   die   aus 

ddl  _  —  i'^jt'E 
<Jx*        "2aLe 
vermöge 

fpdx 

hervorgehende  Gleichung  als  Riccatische  bezeichnet.*)  SpezieEe 
Formen  der  allgemeinen  Gleichung  treten  natürlich  viel  früher  auf 
(vgl.  Cantor  IIP,  S.  880)^),  aber  Lagrange^)  und  Euler  bezeichnen 
gewöhnlich  nur  die  Gleichung,  die  das  GKed  mit  y^  nicht  enthält, 
als  Riccatische;  allerdings  sagt  Lagrange*)  von  der  Gleichung 

(vgl.  S.  912),    sie  falle  unter  „le  cas  general  de  Riccati",    sagt  aber 


')  Histoiic  de  l'Academio  de  Berlin,  t.  XIX,  1763  (1770),  p,  242.  ')  Nach 
einer  gütigen  Mitteilung  von  Herrn  Professor  voa  Braunmühl  schon  1738  hei 
Kuler;  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  (1747),  p,  46.  ')  Z.  B,  Mis- 

oellanea  taurinecaia,  t.  IIP,  1762/05  (1766),  p.  189.         ')  Ebenda,  t.  IP,  1760/61, 
p.  81. 
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nicht,  was  darunter  zu  versteheE  sei;  die  angegebene  Gleichung  führt 
mittels 

auf 

doch  igt  die  Substitution  selbst  an  der  betr.  Steile  nicht  angegeben. 
Der  Zusammenhang  mit  der  linearen  Gleichung 

ddy  +  Fdxä'j  +  Qydx^=  0, 

wo  also  P  und  Q  Funktionen  von  x  aRein  sind,  sei  hier  im  Anschluß 
an  Eulers  Integralrechnung^)  dargestellt.  Euler  verlangt  zunächst 
Ordnungsemiedrigung,  schreibt  in  üblicher  Weise 

3  +  Pi«  +  ^i/  -  0 

und  erhält  mittels  der  Substitutionen  p  =  uy  und  q  =  vy  die  Gleichung 

V  =  -  Pw.  -  <l 

Es  ist  aber 

dy  =  uydx     und     udy  -h  ydn  =  vydx. 
Also 

'^y  _    j   _  ""^^  —  ^" . 

!/    "  ""  «  ■ 

daraus  folgt  mit  Hilfe  von 

v  =  -  Fu-Q 
endlich 

du  +  nudx  +  Pudx  +  Qdx  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  bei  Anwendung  der  Transformation 

_  A'4-  M^ 

eine  Gleichung  von  der  Form 

dz  +  l^^dx  +  B.ssdx  +  Qdx  =  0, 

die  sich  von  der  vorhergehenden  nur  durch  das  Auftreten  der  Funk- 
tion B.  unterscheidet;  der  am  meisten  ausgezeichnete  PaU  ist,  s^t 
Euler,  die  Riccatische  Gleichung 

dz  +  zsdx  =  a^'dx. 
EndHeh  ist  zu  erwähnen,    daß  Euler   imstande   ist,   die  Riccatische 
Gleichung  bei  Kenntnis  eines  partikuEren  Integrals  v  durch  die  Sub- 


')  Inatitutiones  calculi  integraliö,  vol,  II,  p,  88ft', 
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stittttion  2  =  «  4-M~^  in  «ine  lineare  Gleichung  überzufüliren^)  und  bei 
Kenntnis  zweier  Partikulärlöaungen  durch  Quadraturen  zu  erfüUen;  der 
Satz  von  der  Konstanz  des  Doppel  Verhältnisses  von  vier  partikulären 
Integralen  scheint  erst  in  jüngerer  Zeit  gefunden  worden  zu  sein.^) 
Von  anderen  apeziellen  Gleichungen,  wie  sie  meist  bei  praktischen 
Aufgaben  auftreten,  sei  beispielshalber  die  von  Euler  behandelte 
Gleichung 


angeführt^);  Nikolaus  Fuß  schreibt^)  über  die  Gleichung 

((1  +  4()  ''/J  ~  L(4»  ~  (i)(  +  «]  I?  +  (,,  -  «)s  _  ü, 

welche  einen  Spezialfall  der  Gaußischen  Differentialgleichung  dar- 
stellt, entwickelt  s  in  eine  Keihe  nach  Potenzen  von  t  und  leitet  aus 
der  ursprtiiiglichen  Differentialgleichung  durch  Transformation  ver- 
schiedene neue  ab.  Eine  Gleichung,  die  sich  von  der  Riecatischen 
dadurch  ujiterscheidet,  daß  die  abhängige  Variable  auch  in  der  3.  Po- 
tenz auftritt,  findet  Euler  gelegentlich  eines  mechanischen  Problems.*) 
Auf  eine  Menge  interessanter,  spezieller  Gleichungen  2.  Ordnung  kommt 
Legendre  in  einem  Aufsatz  über  die  Figur  der  Planeten  zu  sprechen.^) 
Ungleich  mehr  Interesse  beansprucht  die  Theorie  der  Differential- 
gleichung 

yx  ^  VY ' 
wo  X  und   y  Polynome  in  x  bzw.  y  sind,  die  allerdings  im   Zusam- 
menhang  mit    der   Theorie    der   eUip tischen   Integrale   zu   betrachten 
ist  {vgL  S.  795tf.),    Hier  sei  nur  eine  Untersuchung  angeführt,  welche 


ie  sie  für  Differentialgleichungen 
iner  Arbeit  aus  dem  Jahre  1768, 
ialgleiehungen,  welche   ein  Ad- 


aus schließlich  auf  Methoden  beruht, 

in  Anwendung  gebracht  werden.    In 

die  sieh  die  Auffindung  von  Differenti 

ditionstheorem  zulassen,  zur  Aufgabe  macht,  behandelt  Lagrange  in 

direktem  Anschlüsse  an  Eulers  einschlagende  Arbeiten  (s.o.  S.  807) 

zunächst')  die  Gleichung 

')    Novi    Commentaiii    Academiae   Petropolitanae,   t.  VIII,  1760/61  (1763), 
p.  32ff.     Ebenda,  t.  IX,  1762/63  (1764),  p.  162.  ^)  Hier  aei  noch  ein  Aufsatz 

von  Lorgna  über  die  Gleichnng  Qdx-\-  Py'dx -\- dy^^O  in  Memorie  di  Mat. 
e  PIb.  Soc.  It.,  t.  III,  1786  erwähnt.  ^)  Acta  Academiae  Petropolitanae  1780 

(1784),  patB  II,  p.  8.  ')  Ebenda  1782  (1786),  pars  I,  p.  107.  ")  Ebenda, 

1T78,  pars  n,  p.  162.  Auf  diese  Glsichnng  gebt  Stephan  Rumo^ski  (1734 
bis  1815)  ebenda  1781  ^1784),  pars  I,  p.  147ff.  wieder  ein.  Eine  andere  Hpeiielle 
Gleichung  1,  Ordnung  behandelt  derselbe  Nova  Acta  Acad.  Petrop.,  t.  SU,  1794 
(1801),  p.  192—195  (der  Aufsatz  etaimut  aus  dem  Jahre  1797).  *)  Hiatoire 

de  rAcad^mie  des  Scienceg  1789  (17'J3),  p,  372  tf,  'i  Miacellanea  Taurinensia, 
t.  IV',  1766/69,  p.  104. 
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da:  dy 

Aus 

'':^  =  t(  +  ßx -^  yx"^     und     ,;f,  =  k  +  |5^  ■+- y/ 

erhält   er   durch  Differentiation    und   darauffolgender  Divisir 

bzw.  -^   die  Gleichungen 

Die  Substitution  x  ->r  y  ^  p  liefert 
9  '^ 


also 


-£—Vi'+^fP  +  rp'; 


hierbei  bedeutet  Ä  die  lutegrationskons taute.    Mit  Berücksichtigung  von 

,  ,     dp      dx-\-dii 

/>  =  a;  4-  M     und    tt  "=  ■  -  ■  ii 

'  '    ^  dt  dt 

folgt  sofort  die  Grleichung 

y(a^-ßx  +  rx^)  +Y{i^Jy~+Vy^)  =  yW+  2ß(x  +  y)  +y{^yf] , 

welche  den  Zusammenhang  zwischen  x  und  y  algebraisch  ausdrückt. 
Analog  führt  die  Substitution  x  —  y  =  q  zu 

und  damit  zu 

Yia+Jx+V'f)  -  Vi«  +  ß>  +  rf)  -  yW+Wi-nn  ■ 

Lagrange   wendet   seine  Methode   auch   auf  elliptische  Integrale   au 
und  behandelt  dann')  allgemein  die  Gleichung 
dx        dy 

yx  "  Y'y' 

wo  X  und  Y  dieselbe  ganze  rationale  Funktion  beliebigen  Grades 
von  X  bzw.  y  darstellen;  er  probiert  verschiedene  mögliche  Formen 
der  Integralgleichung*},  führt  aber  die  Untersuchung  wegen  ihrer 
Schwierigkeit  nicht  zu  Ende;  nach  seiner  Ansicht  ist  die  Entdeckung 
weiterer  Differentialgleichungen,  die  zunächst  auf  Transzendenten 
führen,  aber  auch  durch  eine  algebraische  Gleichung  integrabel  sind, 
nicht  ausgeschlossen. 

'}  MiBoellanea  Tauriiiensia.  t  IV',  17(10/69,  p.  111.     *)  Ebenda,  p.  114,  l^J. 
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Totale  Differentialgleichungeri  höheren  Grades  finiäen  sich  in 
Eulers  Integralrechnung  viel  behandelt;  der  wichtigste  Fall  ist  der- 
jenige, in  welchem  die  eine  Variable  nicht  explizite  in  die  Diiferential- 
gleichung  eingeht.  Man  erhalt  dann  das  Integral  zunächst  in  Para- 
meterdarstellung.     So  liefert^) 

x^  +  p^  =  apx, 

wo  i»  =  . -,  hei  Anwendung  der  Substitution  p  -^nx  die  Gleichungen 

nho  vennÖge  dy  —  pdx  auch 

Die  Schlußgleichung  zwischen  x  und  y,  welche  gerade  bei  diesem 
Beispiel  leicht  aufzustellen  ist,  gibt  Euler  nicht  an.  Dagegen  be- 
merkt er,  daß  jede  Gleichung  zwischen  x,  y  und  p,  die  in  x  und  y 
homogen  ist,  eine  derartige  Integration  in  ParameterdarsteEung  ge- 
stattet. Durch  die  Substitution  y  -^ux  wird  nämlich  die  Gleichung 
auf  eine  solche  zwischen  u  und  p   reduziert;   die  beiden  Gleichungen 

dy  —  udx -'r  xdu     und     dy  =  pdx 
ergeben 

pdx  —  udx  —  xdu, 


r  du 

X  =    I  - 

J  p—u 


l. 

folgt.  Da  sich  aber  p  durch  m  ausdrückt,  so  ist  damit  x  als  Funk- 
tion von  M  und  wegen  y  -^  ux  auch  y  als  Funktion  von  m  gefunden. 
Hier  sei  auch  noch  eine  Gleichung  behandelt,  aufweiche  Lagrange*)  bei 
(Gelegenheit  der  Untersuchung  der  Evolvente  einer  ebenen  Kurve  stößt: 


'+{sy 


aj,\s 


d\y 


Er  ersetzt  das  Argument  von  rp  durch  p  und  erbält  mittels  der  Sub- 
stitution j^  =  'S  ^iö  Gleichungen 

^~        dz         =-^      "°^     y+        dT~    =9'W- 

')  luetitutiones  calculi  integratie,  vol.  I,  p.  514.     ')  Oeuvres  de  Lagrange, 
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Daraus  folgt  zunächst 

und    durch   Differentiatiou    und   Elimination   von   ds   (mit  Hilfe    der 
ersten  dt'r  heideu  Gleichungen) 


=  ip'  (p)dp. 


Hier  hat  man  entweder  dp  ~  0,  A.  li,  p  ist  konstant,   was  in  Verbin- 
dung mit 

J/  +  ''—'= 'p(p') 
die  Gleichung 

{x  -  pf  +  [y  ~  <flji)f  ^  r- 

gibt.     Im  anderen  Fall  hat  man  die  Gleichung 

die  sich  auf  die  Fonn  p  =  Z  bringen  läßt;    Z  ist  hierbei  eine  Funk- 


_  i^  +  ^^edx  ^ 
I  der  Form 


schreiben,  was 

«1/1 +.'___  /•  ü* 

gibt;  berechnet  man  endlich  z  aus 

,    «  — Z  ,, 

//  +       j  --     ^  V  ^ 

und  setzt  diesen  Wert  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein^  so  ist  das 
Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  gefunden. 

Tiefer  in  das  Wesen  der  Gleichungen  höheren  Grades  und  ihrer 
Integrale  dringt  Monge  ein.^J    Er  nimmt  an,  die  algebraische  Gleichung 

+  J.' )/""""'  -f-  B'xy'"-*-\-  ■  ■  ■ 

+^"r"'  +■■■ 

')  Hiatüire   de  l'AcadiSmie   des   Sciences  I7H3  (ITSfi)  (Monge  selbst  zitiert 
1782),  p.  719—724.     Ausftlhrliühet:  ebenda  1784  (1787),  p.  164  £f. 
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5  „allgemeine"  Integral  einer  Differentialgleichung,  diese  selbst 
!  gesucht.  Monge  zeigt,  daß  die  auf  normalem  Weg,  also  durch 
wiederholte  Differentiation  und  Eliminatiori  der  Integration skonstanten 
A,B,...  entstehende  Differentialgleichung  in  hezug  auf  den  höchsten 
darin  auftretenden  Differentialquotienten  immer  vom  ersten  firad  ist 
und  erläutert  diese  Äusföhrungeu  au  dem  Beispiel 

Ast'^-  Bxy  -f  Cyä_  1^ 
das  nacheinander  die  Gleichungen 

2Axdx  +  Bixdy  +  ydx)  +  2Cydy  =  0; 

2Adx^  +  B(xd^y  +  2dxdy)  +  2C(di/+ yd^ij)  =  0;     usw. 

liefert.^)  Aus  dem  Umstand,  daß  derartige  Elimination  der  Integra- 
tion skonstanten  stets  auf  Gleichungen  1.  Grades  führt,  folgert  Monge, 
daß  Differentialgleichungen  nur  dann  in  hezug  auf  die  höchste  darin 
vorkommende  Derivierte  von  höherem  Gntde  sein  können,  wenn  die 
zugehörige  Integralgleichung  nicht  alle  ihre  willkürlichen  Konstanten 
in  der  l.  Potenz  enthält,  und  man  wird  auch,  wenn  man  <iieA,B,.., 
als  Funktionen  von  neuen  Konstanten  a,  b,  . . .  ansieht,  bei  Klimina- 
tion  der  «,  6,  .  . .  auf  Gleichungen  höheren  Grades  stoßen;  das  Gleiche 
findet  statt,  wenn  zwischen  den  A,  B,  ...  irgendwelelie  Relationen 
bestehen;  darauf  gründet  er  nun  seine  Integrationsmethode  fär  Glei- 
chungen höheren  Grades:  mau  ersetze  letztere  durch  die  zugehörige 
Differentialgleichung  ersten  Grades  und  höherer  Ordnung,  integriere 
und  entferne  die  dabei  auftretenden  überzähligen  Konstanten  diirch 
Substitution  des  Integrals  in  die  ursprüngliche  Differentialgleichung. 
Ais  Beispiet  gibt  Monge  die  Gleichung*) 

jp  («'  -  ^')  +  ^xy  -dl  +  ''  -  f  =  ^■ 

Durch  Differentiation  folgt  unmittelbar 

(«s  _  3-3)  ll  ,;^,,  _^  xyddij  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  in  hezug  auf  den  2.  Differentialquotienten  vom 
1.  Grad;  ddy  —  0  gibt  ,  -  =  A.  Setzt  man  diesen  Wert  in  die  ur- 
sprüngliche Gleichung  ein,  so  erhält  man  ohne  weiteres 

')  Dasselbe  Verfahren  auf  die  weitaus  einfachere  Gleichung 
Ax-\-By-^Cxy  =  1 
angewandt  hiltte  ütlonge  auf  die  Schwarzsehe  Abgeleitete  geführt, 
*)  Hiatoire  de  l'Äcadi'mie  des  Sciences  1783  (1786),  p,  726. 
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Ä  (a-—  7^)  +  2  4yy  +  «^  —  i/^  =  0 ; 

überzählige  Kon'<tante  tiitt  biei  natiirhch  keine  auf.  Monge  sagt 
7war  nicht,  daß  sich  die  getutidene  Gleichung  in  zwei  Linearfaktoren 
spalten  laßt  gibt  »bei  dafür  die  geometrische  Bedeutung  der  Integral- 
gleithnng  an  Dtr  Vollst  imiigktit  h  ilber  sei  erwähnt,  daß  der  andere 
Fakte  1 

(„■-.')f?  +  ,!,_0 

in    Verbindung   mit    der    ursprünglichen   Differentialgleichung    deren 
singuläres  Integral  (integrale  particnliere) 
x^  -\-  y^  =  a^ 
liefert.     Eine  andere  Methode,  die  Monge  in  Vorschlag  bringt,  wird 
in  Zusammenhang  mit  seiner  Theorie  der  Berührungstransform ationen 
erörtert  werden  (vgl.  S.  983). 

Totale  Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variahein  und  Simultan- 
systerae  von  totalen  Gleichungen  behandeln  wir  aus  praktischen  Gründen 
erat  nach  den  partiellen  Gleichungen,  zu  deren  Besprechung 
wir  hiermit  übergehen.  Wie  schon  erwähnt  geht  die  Veranlassung 
zur  Untersuchung  bestimmter  partieller  Gleichungen  zu  Beginn  un- 
seres Abschnitts,  abgesehen  von  Fragen  der  Differentialgeometrie 
(vgl.  Abschnitt  XXIV,  bes.  S.  550ff.),  noch  hauptsächlich  auf  die 
Probleme  der  Praxis  zurück;  das  rein  theoretische  Interesse  er- 
wacht erst  viel  später.  Es  sind  hauptsUchlich  die  Probleme  der 
Störungstheorie,  der  Potentialtheorie  und  der  Hydrodynamik, 
speziell  der  Saitenachwingungen,  welche  in  diesem  Sinne  an- 
regend gewirkt  haben.  Das  Potential  wurde  schon  lange  vor  Green 
und  Gauß  benutzt,  wenn  auch  anseheinend  vor  diesen  beiden  ein 
Name  dafür  fehit^);  von  der  unter  gewissen  Umständen  bestehenden 
Möglichkeit,  die  Komponenten  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kraft 
als  Differentialquotienten  ein  nnd  derselben  Funktion  darzustellen, 
wurde  mit  mehr  oder  minder  deutlichem  Bewußtsein  von  der  Wichtig- 
keit dieses  ümstandea  Gehrauch  gemacht.  Schon  bei  D.  BernouUi^) 
nnd  Lagrange^)  tritt  die  Kräftefunktion  anf,  bei  letzterem  sogar  für 
kontinuierliche  Massen;  Niveauflächen  finden  wir  bei  Maclaurin  in 
seinem  Treatise  of  fiuxions  1742  und  in  der  Figure  de  la  terre  1743  von 
Clairaut.     Die   berühmte   Differentialgleichung  2.  Ordnung,   welcher 

')  Nach  einer  gütigen  Mitteilung  von  Herrn  Prof.  Stäckel  findet  aich  der 
Name  schon  in  D.  BernouUis  Hydrodynamik.  ")  Histoire  de  I'Acadeniie  de 

Berlin,  t.  IV,  1748  (1750),  p.  361.  Im  folgenden  wurden  teils  der  vorerwühnte 
Aufsatz  von  Burkhard t  teils  verächiedene  Aufsätze  der  Enzyklopädie  der 
mathematiBchen  Wissenechaften  benutzt.  ")  Oeuvres  de  Lagracge,  t.  I^. 

p.  402  (aus  dem  Jahr  1777)  und  t,  VI,  p.  349. 
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das  Potential  V  eines  beliebigen  Körpers  auf  einen  außerhalb  ge- 
legenen Punkt  mit  den  Polarkoordinaten  r,  &  und  w  gehorcht,  ist 
von  Laplace  1782^)  angegeben;  dieser  setzt  für  V  in  der  Gleichung 

wo  C09  d-  ^  fi,  eine  Reihenentwicklung  mit  fallenden  Potenzen  von  )■ 
und  bestimmt  die  Entwicklungskoeffizienten  dieser  Reihe.  1787  end- 
lich gibt  er  auch  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

die  nach  ihm  benannt  ist.^)  Letztere  Gleichung  tritt  zwar  schon 
früher  in  der  Dynamik  inkompressibler  Flüssigkeiten  bei  Lagrange*) 
auf,  aber  nur  nebenbei,  zufällig,  weil  sie  eben  der  Natur  des  behan- 
delten Problems  nach  notwendig  auftreten  muß;  bei  Laplace  hin- 
gegen bildet  die  Bestimmung  der  Eigenschaften  der  Punktion  V  den 
Kernpunkt  der  Uulersnchung,  die  Differeutialgloichung  ist  bei  ihm 
mit  voller  Einsicht  ihrer  Bedeutung  in  den  Vordergrund  gerückt. 
Den  direkten  Anlaß  zu  Lapiaces  Arbeit  gab  das  Problem  der  Attrak- 
tion di^r  Spharoide  und  das  Problem  der  Erdfigur,  mit  dem  sich  auch 
Legendre  beschäftigt  hat*).  Die  Untersuchungen  auf  diesem  für  die 
Astronomie  bedeutungsvollen  Gebiet  führten  zur  Benutzung  wichtiger 
Reihenentwicklungen  und  zur  Verwendung  der  Kugelfunktionen  ^) 
(s.  0.  S.  792);  insbesondere  die  Gleichgewichtsfigur  einer  rotierenden 
Plüssigkeitsmaase,  deren  Teilchen  sich  nach  dem  Newtonschen  Gesetz 
anziehen,  war  schon  früher  besonders  von  Clairaut  in  seiner  Figure 
de  la  terre  behandelt.  Es  waren  also  Mechanik,  Hydrodynamik  und 
Astronomie  in  gleicher  Weise,  welche  auf  die  Einführung  des  Poten- 
tialbegriffes hinwiesen.  Auf  die  Untersuchungen  über  den  Fall,  daß 
der  Punkt  ft,  &,  w  innerhalb  der  anziehenden  Masse  liegt,  auf  das 
Auftreten  des  logarithmischen  Potentials  und  ähnliche  Fragen  kann 
hier  nicht  eingegangen  werden. 

Die  allgemeinen  hydrodynamischen  Gleichungen  versucht  La- 
grange zu  integrieren  (vgl.  S.  1024);  es  sind  indessen  begreiflicher- 
weise nur  speziellere  Probleme,  die  zu  brauchbaren  interessanten  Er- 

')  Histoire  de  rAcad^mie  des  Sciences  1782  (1785),  p.  135.  Dieser  Aufsatz 
handelt  von  der  Anziehung  der  Spbäioide  und  der  Figur  der  Planeten.  Man 
vgl.  hierzu  auch:  ebenda,  1783  (1786),  p.  25.  =)  Ebenda  1787  (1789),  p.  262 

in  ejn.er  Abhandlung  über  die  Saturaringe,  ^  Miacellanea  TaurinenBia,  t.  U', 

1760/61,  p.  273.     Vgl.  auch  oben  S.  914.  ')  Vgl.  Histoire  de  l'Acadeniie  des 

ScienceH  17B4  (1787),  p.  370  ff.  Ebenda  1780  (1793),  p.  372  ff.  '■)  Ebenda  17S5 
(178S),  p.  64  ff. 
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gebniesen  gsföhrt  haben.  Um  von  der  Art  der  untersuchten  Probleme 
eine  Vorstellung /.u  gewinnen,  seien  einige  Beispiele  aufgeführt.  Euler 
behandelt  das  Problem  der  Foripflnnzung  von  Wellen,  die  von  einem 
Störungszentrum  ausgehen,  sowohl  für  die  Ebene,  wie  für  den  Raum; 
diese  Aufgabe  führt  auf  die  Gleichung 

2gh  \dt'- )  ~  V  \Jv)  +  \d  VV  ' 

wo  V  den  Radius  einer  Welle  bedeutet,  und  zwar  ist  n  beim  ebenen 
Problem  gleich  3,  beim  entsprechenden  räumlichen  Problem  gleich  4 
zu  setzen.  Die  Fortpflanzung  von  Wellen  an  der  Oberfläche  eines 
Kanals  von  konstanter  Tiefe  behandelt  Laplace  1778')  unter  der 
Voraussetzung,  daß  die  Breite  des  Kanals  nicht  in  Betracht  kommt. 
Seien  X,  Z  die  Koordinaten  eines  Flüssigkeitsteilchens  zur  Zeit  /=0, 
X  +  KX,  Z  +  RH  die  Koordinaten  desselben  Teilchens  zur  Zeit  t 
(a  eine  sehr  kleine  Größe),  d  die  Dichtigkeitj  p  der  Druck,  g  das 
Gewicht  des  Teilchens,  so  findet  Laplace: 

d  bedeutet  dabei  eine  Difterentiatlon,  bei  der  t  als  konstant  behandelt 
wird.  Die  letztere  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  auch  ihr 
2.  und  3.  Glied  zusammen  ein  vollständiges  Differential  in  bezug  auf 
X  und  Z  bilden.  Ans  der  Bedingung  hierfür  erhält  man  durch 
zweimalige  Integration  nach  t  die  Gleichung 


und  durch  Kombination  mit 

©  +  (&)  =  » 

die  beiden  folgenden: 

^  =  fp{X+  ZVi-  X)]+4,[X-  2-[/{=nöj 
und 

x  =  -V(.~i)-{'p[x  +  zYPT)\  +  i>[x~  zyi-i)]}, 

dabei  muß  ^(X)  =  -  Ji>{X)  sein,  da  für  Z  =  0,  d.  h.  am  Boden  des 
Kanals,  s  überall  und  beständig  Null  ist.  Mit  Hilfe  dieser  beiden 
Gleichungen  lassen  sieh  0  und  x  für  alle  Punkte  der  Flüssigkeit  be- 

'j  Histoire  de  rAoadömie  des  Scifinees  1776  (1779),  p.  644  fF.    Daa  Folgende 
nach  Burkhardt  a.  a.  0. 
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stimmeE,  sohaH  mau  ihre  Werte  an  der  Oberfläche  kennt.  Sei  für 
diese  Z=l  +  «m,  wo  m  eine  beliebige  Funktion  von  X  ist,  so  erhält 
man  unter  Vernachläseigang  höherer  Potenzen  von  a: 


<*-om)+9 


Laplace  begnügt  sich  mit  der  Angabe  eines  partiknlären  Integrals 
dieser  Gleichung.  Lagrange  beschäftigt  sieh  nach  sorgfältigen  Lite- 
raturstudien mit  der  Untereuchung  der  Wellenbewegung  an  der  Ober- 
fläche eines  beinahe  horizontalen  Gewässers  von  sehr  geringer  Tiefe^) 
und  kommt  zu  dem  Resultat,  daß  sie  den  Gesetzen  der  Schallfort- 
pflanzung in  einer  ebenen  Luftschicht  gehorcht.  Das  wichtigste  hier- 
her gehörige  Problem  ist  aber  das  der  schwingenden  Saiten  und  über- 
haupt der  musikalischen  Instrnraente.  Abgesehen  von  der  physikali- 
schen Bedeutung  dieses  Problems  hat  seine  Behandlung  nach  den 
verschiedensten  Richtungen  hin  fördernd  und  fruchtbringend  auf  die 
Mathematik  eingewirkt.  Der  ganze  Streit  über  die  Art  der  in  den 
willkürlichen  Funktionen  einer  Integralgleichung  zulässigen  ünstetig- 
keiten,  die  intensive  Beschäftigung  mit  den  partiellen  Differential- 
gleichungen 2.  Ordnung,  die  schließlich  notwendig  zu  einer  Theorie 
dieser  Gleichungen  führen  mußte,  wurde  durch  die  genannte  Aufgabe 
veranlaßt.  Eben  dieselbe  führte  —  und  das  war,  wenn  man  auch 
das  Geleistete  nicht  zu  erkennen  vermochte,  immerhin  ein  bedeutender 
Schritt  ■ —  unbewußt  zur  Darstellung  einer  Funktion  nach  Vielfachen 
von  sinus  und  cosinus^);  die  Physik  verdankt  diesem  Problem  die 
Erfindung  des  Prinzips  der  Superposition  der  Wellen  durch  D.  Ber- 
noulli*}  und  des  Begriffs  der  Freiheitsgrade  eines  Systems,  von  dem 
Euler  bei  Untersuchung  einer  nicht  in  einer  Ebene,  sondern  räum- 
lich schwingenden  Saite  Gebrauch  macht.^)  Um  die  in  Frage  kom- 
menden, für  die  Probleme  der  bezeichneten  Art  charakteristischen  Dif- 
ferentialgleichungen der  Bewegung  bzw.  deren  Integral  zu  finden, 
stehen  zwei  Wege  ofien;  der  eine  geht  von  den  ßewegungagleichungen 
einer  kompressiblen  Flüssigkeit  aus,  der  andere  bildet  zunächst  das 
ijstem,  das  die  Schwingungen  einer  endlichen  Anzahl  von 
1  darstellt,  integriert  sie  und  sucht  dann  durch  Grenz- 
mg   das   für   einen  kontinuierlichen  Komplex  von  Punkten  gel- 

')  Oeuvrea  de  Lagrange,  t,  IV,  p.  748  (Berliner  Memoiren  für  1781). 
')  Vgl.  diese  Vorl.,  IIP,  S,  906  if.  ')  Hiatoire  du  rAcademie  de  Berlin  176S 

11765),  p.  187,  189.    Vgl.  Journal  des  B9avanB  1768,  p.  158.  *)  Novi  Com- 

mentaiii  Academiae  Petropolitanae,  t.  XIX,  1774  (1775),  p.  340ff.  Daa  Problem 
der  Schwingungen  einer  Saite  mit  Berücksichtigung  ihres  Gewichts:  Acta  .\ca- 
rtemiae  Petropolitanae  1781  (1781),  pars  1,  p.  173  ff. 
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tende  Integral  daraus  abzuleiten;  den  letztgenannten  Weg  sehlügt  als 
besonders  sicher  und  unanfechtbar  Lagrange  in  seiner  großen  Ab- 
handlung über  die  Fortpflanzung  des  Schalles  ein,  da  er  den  An- 
schauungen seiner  Zeit  gemäß  die  dem  Grenzübergang  innewohnenden 
prinzipiellen  Schwierigkeiten  nicht  erkennt.  Euler  behandelt  Saiten 
von  ungleichmäßiger  Dicke,  und  zwar  will  er  von  einer  Saite,  die 
ans  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken  Terschiedener  Dicke  zu- 
sammengesetzt ist,  zu  der  Saite  mit  kontinuierlich  veränderlicher 
Dicke  übergehen.^)  Buler  legte  auf  diese  Untersuchungen  viel  Wert, 
da  er  glaubte,  mit  dem  Nachweis,  daß  bei  derartigen  Saiten  im  all- 
gemeinen disharmonische  Obertöne  auftreten,  die  (gerade  von  der  mo- 
dernen Musiktheorie  wieder  aufgenommenen)  Versuche  widerlegen  zu 
können,  welche  Konsonanz  und  Dissonanz,  überhaupt  die  Harmonie- 
lehre mit  der  Anordnung  der  Obertöne  in  Zusammenhang  bringen,^) 
Die  Theorie  der  Pfeifen  wurde  von  D.  ßernoulli  sehr  gefordert*), 
der  aus  den  Ergebnissen  seiner  Studien  über  die  Verhältnisse  an 
offenen  und  geschlossenen  Enden  auf  den  Grundton  offener  und  ge- 
deckter Pfeifen  schließt,  auch  den  Satz  findet,  daß  bei  der  gedeckten 
Pfeife  die  Seh wingunga zahlen  der  Obertöne  ungerade  Viellache  der 
Schwingungszahl  des  Gmndtons  sind;  er  behandelt  auch  das  tier  Saite 
von  verschiedener  Dicke  analoge  Problem  einer  Pfeife  von  veränder- 
lichem Durchmesser  Pfeifen  von  nicht  zylindrischer  Form  wurden 
von  verschiedenen  Forschern  untersucht*);  eine  Theorie  der  Blaa- 
instrumente  für  beliebige  Gestalt  der  Begrenzungsfläche  sucht  La- 
grange abzuleiten  und  die  allgemeine  Lösung  durch  Superposition 
einfacher  Schwingungen  zusammenzusetzen.*)  Endlich  ist  noch  der 
Theorie  der  Schwmgungen  \on  Lamellen,  Membranen  und  Glocken 
zu  gedenken,  die  diesbezüglichen  Differentialgleichungen  werden  an 
Ort  und  Stelle  angegeben  werden. 

Anfalle  hierher  gehoi  igen  Abhandlungen  konnte  hier  nur  dann  einge- 
gangen werden,  wenn  darin  die  eigentlich  physikalische  Seite  desProblems, 
obwohl  ursprünglich  Veranlasserin  und  Urheberin  der  ganzen  Unter- 
suchung, doch  hinter  den  zur  Lösung  erforderlichen  neuen  Methoden 
und  Theorien  in  solchem  Maße  zurücktritt,  daß  ihr  Inhalt  mehr  den 
Mathematiker  als  den  Physiker  interessiert.    So  konnte  z.  B.  die  große 

')  Novi  Commentarii  Aoademifte  Petcopolitanae,  t.  IX,  17ü2/ü3  (1764),  p.  371 
und  ebenda,  t.  XVII,  1773  (1773),  p.  482tf.  Bndlich  Miacellanea  Taurinensia, 
t.  m',  1762/65  (1766),  p.  37—59.  «)  Vgl,  auch  D.  BerDoulli  in  Nori  Com- 

mentarii  Äcademjae  Pettopolitanae,  t.  XVI,  1771  (1772),  p.  368.  ')  Histoire 

de  i'Academie  de  Berlin  1753  (1755),  p.  150.  Histoire  de  l'Academie  des  Sciences 
1763  (1764),  p.  431  tf.  *)  Ebenda,  p.  470.  ")  Wegen  dieaea  Priaeips  beruft 

er  sich  iti  den  Miacellaiiea  Taurinensia,  t.  IP,  1760/ai,  p.  171  auf  D.  Bernoulli. 
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Abhandlung  von  Lagrange  über  Natur  und  Fortpflanzung  des  ScWI^ 
Berücksichtigung  finden;  des  gleichen  Verfassers  Aufsatz  über  Hydru- 
dynamik  in  den  Berliner  Memoiren  von  1781  mußte  d^egen  über- 
gangen werden,  da  er  inhaltlich  wie  auch  äußerlich  den  aus  gesprochenen 
Charakter  einer  Untersuchung  auf  dem  Gebiet  der  theoretischen  Physik 
besitzt;  die  darin  auftretenden  Gleichungen  sind  meistens  zu  apeziell 
und  die  zu  ihrer  Lösung  benutzten  Kunstgriffe  bei  allem  Scharfsinn 
zu  wenig  allgemein,  als  daß  sie  die  Aufstellung  rein  mathematischer 
Theorien  hätten  zur  Folge  haben  können. 

Was  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  betrifft, 
so  erkannte  man  bald,  daß  das  Vorkommen  gerade  der  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten in  einer  Gleichung  auf  die  Integralgleichung  keinen 
anderen  Einfluß  ausübt,  als  daß  in  diese  willkürliche  Funktionen  ein- 
gehen, so  daß  also  das  eigentliche  Integrationsgeschäft  keinerlei  Ope- 
rationen erfordert,  die  von  den  bei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
notwendigen  prinzipiell  verschieden  wären.  Das  Problem  der  Inte- 
gration partieller  Differentialgleichungen  läßt  sich  demnach  in  zwei 
voneinander  unabhängige  Aufgaben  trennen,  einmal  in  die  Aufdeckung 
■der  Art  und  Weise,  wie  die  willkürlichen  Funktionen  in  das  Integral 
eintreten,  sodann  aber  in  die  Forderung,  alle  durch  die  ursprüngliche 
Gleichung  definierten  eigentlichen  Integrationen  für  sich  allein,  d.  i. 
'durch  Gleichungen  darzustellen,  deren  Lösung  keine  willkUrlicht'u 
Funktionen  mehr  in  sich  bii^t;  das  sind  eben  totale  Gleichungen. 

Deshalb  begnügen  sich  auch  die  Mathematiker,  sofern  es  sich 
üicht  um  spezielle  Gleichungen  handelt,  meistens  damit,  die  partiellen 
Difi'erentialgleichungen  auf  totale  zurückzuführen  und  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Integralgleichungen  der  partiellen  und  totalen 
Gleichungen  anzugeben.  Diese  Reduktion  wird  wiederholt  als  das 
Grundprinzip  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  an- 
gesprochen; Laplace  sagt^)  klar  und  deutlich:  je  regarde  une  equa- 
tion  aux  differences  partielles  comme  integree,  lorsqu'elle  est  ramenee 
ä  l'integration  d'une  equation  aux  differences  ordinaires.  Wegen  einer 
ähnlichen  Stelle  bei  Lagrange  vergleiche  man  S.  972. 

Diese  Keduktion  auf  totale  Gleichungen  hat  am  konsequen- 
testen Monge  in  einer  großen  Abhandlung  in  den  Pariser  Memoiren  von 
1784  durchgeführt.*)  Er  findet  für  die  verschiedensten  partiellen 
Gleichungen  die  entsprechenden  totalen  dadurch,  daß  er  die  partiellen 
Differential  quo  tienten  mit  Hilfe  der  Gleichungen,  welche  diese  mit 
den  totalen  Differentialen  verbinden,    so   weit   als    möglich   eliminiert 

')  Hiatoire  de  rAcademie  dea  Sciences  1773  (1777),  p.  344.  Vgl.  auch  die 
Hiatoire  desselben  Jahres,  p.  44.        *)  Ebenda  1784  (1787),  p.  118—192. 
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und  die  so  erhaltenen  Schlußgleichimgen  derart  zerfälltj  daß  sie  un- 
abhiingig  von  darin  noch  auftretenden  partiellen  Derivierten  Geltung 
haben.     Sei  z.  B.  die  lineare  Gleichung  1,  Ordnung 

Mp  +  Nq  +  L  =  0 
zu  integrieren,  wo  M,  iV,  L  gegebene  Funktionen  von  x,  y  und  s, 
p  und  q  die  partieUen  Ditferentialquotienten  von  g  nach  x  bzw.  J/ 
sind.*)  Diese  Gleichung  stellt,  wie  Monge  sagt,  lediglich  eine  Be- 
ziehung zwischen  p  und  q  dar,  aus  welcher  allein,  d.  h.  ohne  das 
Hinzukommen  einer  weiteren  Gleichung,  p  und  q  nicht  jedes  für  sich 
berechnet  werden  können.  Eliminiert  man  also  p  bzw.  q  mit  Hilfe 
der  immer  bestehenden  Gleichung 

ds  -=  pdx  -)-  qdy, 
so  ergibt  sich 

Md^  -\-  Ldx  =  q  {Mdy  —  I^dx) 
und 

JVrfs  +  Ldy  =  p  {Mdy  —  Ndx); 

damit  das  aber  nicht  zwei  BestimmungagleichuDger)  für  g  und  p  sind, 
müssen  nach  Monge  die  drei  Gleichungen 

Mdz  +  Ldx  =  0:  Mdi/  -  Ndx  =  0;  Nds  +  Ldy  =  0 
gleichzeitig  bestehen,  die  indes  nur  zwei  voneinander  unabhängige 
Gleichungen  darstellen.  Genau  denselben  Gedankengang  verwendet 
Monge  zur  Behandlung  aller  anderen  partiellen  Gleichungen,  wie  wir 
in  den  einzelnen  Fällen  an  Ort  und  Stelle  sehen  werden;  hier  sei  nur 
mitgeteilt,  wie  Monge  den  Zusammenhang  zwischen  den  Integralen 
der  partiellen  und  der  totalen  Gleichungen  herstellt.  Er  betrachtet 
es  nämlich  als  wesentlich,  daß,  wenn  wir  das  eben  envähnte  Beispiel 
beibehalten,  von  den  beiden  totalen  Schlußgteichungen  nicht  jede  ein- 
zelne für  sich,  sondern  beide  zusammen  statthaben,  und  kommt  so- 
dann durch  eigentümliche  Deutung  des  Wortes  simultan  zum  Integral 
(integrale  complete)  der  gegebenen  partiellen  Gleichung.  Er  erklfirt  den 
Begriff  simultan  folgendermaßen;  Sind  F=»  und  J'=h  die  vollständigen 
Integrale  des  der  partiellen  Gleichung  äquivalenten  Systems,  so  müssen, 
wenn  beide  gleichzeitig  bestehen  sollen,  nicht  V  und  JJ  jedes  einzeln 
konstant  sein,  sondern  es  muß  U  konstant  sein,  solange  V  es  ist  und  um- 
gekehrt; ist  hingegen  das  eine  variabel,  so  ist  es  das  andere  auch,  ou  autre- 
ment . . .  elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  sans  rien  statuer  d'ailleurs  sur 
la  forme  de  cette  fonction.  (Vgl.  o,  S.  536  und  561.)  Man  kann 
dieser  glückliehen  Dialektik,  durch  welche  Monge  die  Gleichung 
V=  (p({X)  plausibel  macht,  nicht  die  Bewunderung  versagen,  wobei  zu 


')  Histoire  de  I'Academie  des  Scieaces  1784  (1787), 
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bedenken  ist,  daß  das  Resultat,  weil  längst  bekannt,  niemanden  in  Er- 
staunen  setzte  und  deshalb  auch  einige  Nachsicht  bezüglich  seiner  Her- 
leitung erwarten  konnte.  Verständlicher  wird  dieser  ganze  Gedanken- 
gang, wenn  man  berückaiehtigt,  daß  Monge  die  Bildung  dps  Integrals 
der  partiellen  Gleicliung  aus  den  Integralen  der  totalen  Gleichungen 
als  die  „Operation  inverse^'  zur  Elimination  der  willkürliehen  Funktion 
aus  einer  gegebenen  Integralgleichung  angesehen  haben  will.  Um 
diese  Elimination  möglichst  einfach  zu  gestalten,  verwandelt  er  z.  B. 
die  Gleichung  F=  (p{U)  mittels  der  Substitution  U  =  a  in  die  beiden 
Gleichungen 

U=a-     F=<p(a)  =  ft, 

die  zu  gleicher  Zeit  statthaben  müssen  und  zwar  in  der  Art,  daß  die 
eine  die  notwendige  Folge  der  andern  ist.  Aus  dU  =  0  und  df'=0 
erhält  er 

und 

woraus  durch  Elimination  „der  unbestimmten  Größe"  die  partielle 
Gleichung  folgt: 

Statt  -' 


Schlußgleichung  durch  Elimination  einer  Unbestimmten  ra  aus  zwei 
anderen  öleichujigen  hervorgehen;  letztere  stellen  dann  ebenfalls  ein 
der  Schlußgleichung  äquivalentes  System  dar.  Den  hier  entwickelten 
Prozeß  faßt  dann  Monge  in  folgende  Regel  zusammen:  Man  setze  das 
totale  Differential  des  Arguments  der  in  der  Integralgleichung  auf- 
tretenden wiUkürlicheu  Funktion  gleich  Null,  differentiiere  sodann  die 
Integralgleichung  selbst  derart  total,  daß  dabei  die  willkürliche 
Funktion  als  Konstante  behandelt  wird  und  eliminiere  endlich  aus 
den  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen,  sowie  der  Integralgleichung 
die  willkürliche  Funktion  -j'  ,  so  erhält  man  die  zur  gegebenen  Integral- 
gleichung gehörige  Differentialgleichung  für  den  Fall,  daß  auch  noch 
die  Differentialquotienten  der  willkürlichen  Funktion  in  der  Integral- 
gleichung auftreten,  ist  wenigstens  hingewiesen.  Nun  ist  diese 
Methode,  aus  dem  Integral  auf  die  Differentialgleichung  zu  achließen, 
in  einem  anderen  Aufsatz^)  desselben  Bandes  der  Pariser  Memoiren 
bereits   ausführlich    auseinandergesetzt   und    an    Beispielen    erläutert; 

')  Hiatoire  de  l'Acadtmie  des  Sciences   1784  (1787),  p.  85ff. 
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sie  bildet  uach  Monges  eigener  Aussage  die  Grimdlage  für  dea  In- 
halt der  eben  bespro ebenen  größeren  Abhandlung^),  woraus  zwar  nicht 
auf  die  zeitliche  Abfassung  der  beiden  Artikel,  wohl  aber  auf  die 
Vorgeschichte  des  Gedankenganges,  der  Methode,  die  in  den  erwähnten 
Aufsätzen  bereits  vollständig  durchgebildet,  sicher,  abgerundet  und  klar 
dargestellt  und  gehandhabt  wird,  ein  Schluß  gezogen  werden  kann. 
In  dieser  ersten  Abhandlung  stellt  sich  nun  Monge  die  Aufgabe, 
ii^end welche  geometrisch  oder  mechanisch  erzeugten  Flächentypen 
analytisch,  zunächst  mit  Zuhilfenahme  willkürlicher  Funktionen  und 
dann  mit  Hilfe  partieller  Differentialgleichungen,  darzustellen;  er  ge- 
winnt so,  wie  jedenfalls  schon  früher,  rückwärts  Terschiedene  kom- 
plizierte uud  dennoch  integrable  Differentialgleichungen.  Sehen  wir 
also  in  diesen  Untersuchungen  die  Grundlage,  den  Ausgangspunkt  für 
die  eigentlichen  Forschungen  Monges  auf  dem  Gebiete  der  Diffe- 
rentialgleichungen selbst,  so  können  wir  eine  erste  Entwicklungs reihe 
für  diese  aufstellen:  Beschäftigung  mit  Problemen  der  Fläohen- 
theorie^),  Aufstellung  der  Gleichungen  von  Flächen familien,  Über- 
gang zu  den  gleichwertigen  Differentialgleichungen  durch  Elimination 
der  willkürlichen  Funktionen  jener  Gleichungen,  Vereinfachung 
des  Eliminationsprozesses,  Umkehrung  dieser  Methode.  Daneben  ist 
aber  auch  eine  Anmerkung  zu  berileksichtigen,  welche  Monge  dem 
erwähnten  Aufsatz  über  partielle  Differentialgleichungen  vor  angeschickt 
hat:  Dieses  Memoire  sei  durch  einen  Lehrsatz  veranlaßt  (a  ete  fait  ä 
l'occasion  d'une  propoäition),  den  er  der  Akademie  mitgeteilt  habe; 
nach  seiner  Vollendung  habe  man  ihn  darauf  aufmerksam  gemacht, 
daß  der  Grundgedanke,  allerdings  nur  in  Anwendung  auf  Gleichungen 
1.  Ordnung,  bereits  in  einem  Memoire  von  Lagrange  in  den  Berliner 
Memoiren  für  1779  veröffentlicht  sei.  Monge  weist  sodann  auf  einen 
früheren,  verwandten  Gedanken  hin,  den  er  1771  der  Akademie  vor- 
gelegt und  hernach  in  den  Savans  Etrangera  für  1773  veröffentlicht 
hatte,  nämlich  auf  die  Tatsache,  daß  sieb  für  die  partielle  Gleichung 
Mp  -f  JV"^  =  0,  wo  M  uud  N  Funktionen  von  x,  y  und  .s  sind,  die- 
selbe Integralgleichung  ergibt,  ob  man  jetzt  s  als  Konstante  oder  als 
Variable  behandelt.  On  y  verra,  fäbii  er  fort,  que  cette  pi-oposition, 
dont  j'etois  des-lors  fortement  ORCupe,  est  le  germe  de  ce  qni  fait 
i'objet  du  Memoire  actuei,  et  qu'elle  a  du  me  conduire  aux  resuttats 
que  je   preseute.     In   der   zitierten  Abhandlung   sind   aber   wiederum 

')  Tout  ce  que  je  me  propose  de  dire  aur  cet  objet,  ötaut  foadö  sut  la 
procödö  que  j'ai  erpoaö  dans  !e  Memoire  precedent.  Histotre  de  rAcademie 
des  Sciences  1784  (1787),  p.  118.  *)  Hierbei  empfing  Monge  u.  a.  manclierlei 
Anregangen  durch  die  dieshoaüglichen  Arbeiten  von  Euler  und  Meuanier, 
die  er  auf  p.  92  bzw.  p,  106  zitiert. 
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geometrische  Überlegimg  und  Behandluugsweise  in  den  Vordergrund 
gerückt,  ist  geometrische  Versinnlichung  das  Ziel  der  Untereuehung; 
Monge  konstruiert  nämlich  genau  wie  früher  nichts  als  Flächen,  die 
durch  eine  gegebene  ßaumkurve  hindurchgehen  und  eine  gegebene 
Integra^leichung  erfüllen;  bei  Besprechung  von  einzelnen  Beispielen 
wird  er  dann  zu  dem  erwähnten  Satz  geführt-,  er  schreibt')  die 
Differentialgleichung  in  der  Form 

deutet  hierbei  durch  die  Symbole  d,  c;  d  die  verschiedenen  Differen- 
tiationen an  (vgl.  S,  81^5)  und  erwähnt,  daß  sich  statt  des  Integrals 
z  =-  'p\Y)  auch  g  =  9?  (F  4-  ^2)  achreiben  laßt.  Nachdem  er  den  Satz 
auch  analytisch  bewiesen  hat,  weist  er  zum  besseren  Verständnis  noch 
auf  die  Gleichungen 

dySz  —  adxdz  =  0;     dybz  —  dxcs  =  0;     dyöz  —  ZdX(z  =  0 

hin,  wo  Z  eine  Funktion  von  z  ist;  diese  Gleichungen  haben  bzw. 
die  Integrale 

z^  qi{ax  +  y);     z  ^  ffi{zx  ^  y);    z^g>(Zx  +  y), 

so  daß  also  die  Variabein  z  und  Z  auf  dieselbe  Weise  in  das  Integral 
eintreten  wie  die  Konstaute  a. 

Das  allgemeine  Prinzip  der  Behandlung  partieEer  Differential- 
gleichungen, wie  Laplaee,  Lagrange  und  Monge  es  üben,  d  i.  ein- 
fach die  Reduktion  auf  totale  Gleichungen,  unbekümmert  darum,  ob 
diese  integrabel  sind  oder  nicht,  hat  Trembley  mißverstanden;  er 
betont  nämlich  - —  was  nichts  Neues  ist  — ,  daß  die  zwei  totalen 
Gleichungen,  auf  welche  Lagrange  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  zurückgeführt  hat,  ebenso  schwierig  au  inte- 
grieren sind  als  die  ursprüngliche  Gleichung,  und  geht  deshalb  un- 
mittelbar auf  die  partielle  Gleichung  selbst  ein.  An  diese  Unter- 
suchung knüpft  sich  eine  ganze  Eeihe  anderer  Aufsätze,  die  alle 
dieselbe  Methode  in  ungeheuren  Rechnungen  durchführen;  wir  werden 
bei  Gelegenheit  der  Gleichung  2.  Ordnung  darauf  zurückkommen. 

Auch  Cousin  zieht  die  direkte  Behandlung  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung der  Diskussion  der  gleichwertigen  totalen  Gleichungen  vor; 
ja  während  die  zeitgenössischen  Mathematiker  froh  sind,  die  partiellen 
Gleichungen  auf  totale  reduzieren  zu  können,  verwandelt  er  gerade 
umgekehrt  gewöhnliche  Differentialgleichmigen  in  partielle;  er  und 
nach  ihm  Trembley  suchen  integrable  Fälle,  die  sich  in  vorgegebener 

')  Memoires    prasentes   par   divera  Savans  1773   (1776),  p.  283  corollaire  Tl. 
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Weise  integrieren  lassen,  und  gehen  deshalb  im  allgemeinen  von  einer 
gegebenen  Integralgleichung  aus.  Die  totale  Differentialgleichung 
2.  Ordnung 

wo  ,a  eine  Funktion  von  x,  y  und  .-  darstellt,  verwandelt  Cousin^) 
durch  die  Substitution  j  =  ^  vermöge  dz  =-  dx  -\-  -,--dy  in  die 
Gleichung 


wobei  die  partielle  Differentiation  in  der  Schreibweise  nicht  besonders 
angedeutet  wird;  er  ersetzt  also  mit  anderen  Worten  das  Simultan- 
Bystem 

durch  eine  partielle  Gleichung,  während  man  gewöhnlich  an  Stelle 
letzterer  das  erwähnte  Simultansystera  betrachtet.     Ist  jetzt  z,  B. 


wo  K,  (3,  Y  Funktionen  von  x  und  y  allein  aind, 
Integral  die  Gleichung  an: 


.  =  /•'— '1„  _/,-/-— 


\ydx^-iß  +  0)dyXi■ 


Damit  die  hier  angedeuteten  Integrationen  ausgeführt  werden  können, 
niiiaaen  aber  die  Bedingungsgleichnngen 

da    ,    da        _  ,      J(ß-fel  /o    ,      \         <*]'    , 

:j-  +  j-  =  0     und     -  ^V ö  (3  +  e)  =  -,---  +  «y 

dy    '    dx  dx  vr    i      ^       ^y    i       / 

bestehen;  aus  ihnen  folgert  Cousin  die  Gleichung 


dx-       dxdy  ~^  dy'  "^     dy 


y  J  dii'  ^ 


und  bespricht  auch  den  Fall,  daß  ihr  Nenner  Null  ist.  Interessanter 
werden  die  Untersuchungen,  die  sich  an  die  Annahme  knüpfen,  das 
Int^^al  von 

')   Histoire    de    rAc.ademie   des    Soienees    1778   (I7ril),    p.  442.    Vgl.  aucli 
Hiatoire,  p.  43 
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^  +  2  f  +  ,«  -  0 
dx    '      äy       ' 
lasse  sich  iti  der  Form 

B  +  F(K)  =  0 

darstellen,  ivo  S  und  K  FunktionsTi  von  x,  y  und  z  sind.  Cousin 
leitet  aus  dem  Integral  durch  partielle  Differentiation  nach  x  bzw.  j/, 
wobei  s  als  Funktion  von  x  und  y  zu  gelten  hat,  und  Elimination 
von  F'  eine  Gfleichung  her,  von  der  er  verlangt,  daß  sie  bis  auf  einen 
Faktor  ij  mit  der  gegebenen  Differentialgleichung  iibereinatimme. 
Auf  diese  Weiae  ergibt  sich 


dKdB       dBdK               dB  dK       dKdB 
dz   dy        'dzdy~^'      de    dx        dz~d^~ 

*e; 

dKdB 

dx   dy 

dKdB 

■^{i. 

Durch  Elimination  von  «^  folge 

n  endlich 

die  G-leichung 

;e«: 

(r) 

dKldB    .       dB\ 

dB  rdK 
di  \dx 

H-'§f)  =  «; 

(z/) 

dK/dB          dB\ 
dy{da:        ^d^j' 

dB  /dK 
-  dy  [d^ 

-"3  =  0^ 

Cousin 

nimmt    nun    spezielle 

Formen   für  B  und  K 

an,   um 

inte- 

grable  Fälle  aufzufinden;  so  setzt  er 

B  =  m^^n 

und     if  = 

.  1/8  +  N, 

wo  m,  n, 

.  M,  N  Punktionen  von 

X  und  y 

allein  eiad. 

Ist  wieder 

fi  =  «; 

^'  +  ßz  + 

y, 

80   folge: 

u    bei    Substitution    dieser    speziellen    Werte 

in   (r) 

dureh 

l^uUsetze 

in  der  Koeffizienten  von  z  und  z' 

'  Rehlionen   i 

iwischen 

m,  w, 

M  und  N,  aus  deren  einer  die  Gleichung 

gefolgert  werden  kann.    Interessant  ist  nun,  daß  Cousin  eine  eigene 
Bezeichnung    für    die   Funktionaldeterminante    einführt,    indem    er') 

mM  statt    ,     -j—  —   ,-     i—  und  analoge  Symbole  an  Stelle  ähnlicher 
dy   dx         dx   dy 

Ausdrücke  schreibt.     Damit  gebt  die  Gleichung  (^)   mit  Berücksich- 
tigung von  ni'^  M ■  ipiix)  in 

-  (i][Pq>',{x)  -  mils^  +  {p\N  +nM)z  +  nN 

'■)  HiBtoire  de  l'Academie  des  Sciences  177B  (1781),  p.  449. 
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üfcer;  es  soll  aber 

(L^a^'  +  ß^  +  Y 

sein.  Durch  geschickte  Kombination  der  verschiedenen  allmähliob 
aufgestellten  Relationen  und  Integration  erhält  CouBin  die  Größen 
m,  n,  M,  N  in  ziemlich  verwickelter  Form  ausgedrückt  durch  «,  ß,  y, 
sowie  durch  vier  willkürliche  Funktionen  (piix)-^  tpulx)-^  fii^)i  fii(^)'j 
da  aber  diese  Größen  teilweise  unter  Integralzeichen  auftreten,  müssen 
noch  gewisse  Integrabilit^tsbedingungeu  ejfüllt  sein,  welche  die  prak- 
tische Anwendung  der  ohnehin  komplizierten  Cousinschen  Formeln 
erschweren.  Im  folgenden')  geht  Cousin  zu  Gleichungen  höherer 
Ordnung  über;  für  die  Gleichung 

^dZ+aZ'  +  ßZ  +  y^O, 

wo  Z  einen  Differentiulquotienten  beliebiger  Ordnimg  von  y  nach  x 
bedeutet,  und  die  k,  ß,  y  Funktionen  von  x,  y,  z  und  sämtlichen  Ab- 
leitungen von  z  bis  Z  sind,  versucht  er  ein  erstes  Integral  von  der  Form 

{mZ-\-  n)  +  F(MZ  +  A")  ^  0. 
Endlich*)  nimmt  er 

B^mz  -\-n;     K^  Mz"  -\- Nb"-'-  A , 

was  auf  ganz  ungeheure  Ausdrücke  führt.  In  einer  späteren  Abhand- 
lung^), die  vor  der  früheren  größere  Übersichtlichkeit  voraus  hat^ 
kommt  er  auf  diese  Untersuchungen  zurück;  er  erwähnt,  daß  man 
die  beiden  vollständigen  ersten  Integrale  einer  totalen  Differential- 
gleichung 2.  Ordnung  erhält,  indem  naan  in  dem  Integral  der  zu- 
gehörigen partiellen  Gleichung  einmal  die  willkürliche  Funktion  selbst,, 
das  andere  Mal  ihr  Argument  gleich  einer  Konstanten  setzt.  Ist 
wieder  B  +  F{K)  =  0  das  Integral  von 

dz    ^       dz    .  ,. 

HO  ergeben  sich  genau  vrie  früher  die  Gleichungen  (F)  und  (J)- 
Cousin  nimmt  jetzt  allgemeiner 

B  =  m-  z  +  m^-\-^-  +  ^-^  -\ 

und 

K  =  Mz^-M^^^^'  +^^'  +  •■■ 

')  Hiatoire   de  i'Acad6mie   des  Sciences   1778  (1781),  p.  452     Die  im  Text 
angeführte  Gleichung  p.  468.  ')  Ebenda,  p.  469.  ')  Ebenda  1788  (1786), 

p.  649  ff. 
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und  führt  der  Kürze  halber  Größen  n,  »,,  %,  .  .  .  ein,  wo 


dM        Ttfdm       dM^ 

dx 
dM. 


dx  '  dx  dx 


Es   möge   hier   gestattet    sein,   die   vielen   einzelnen  Gleichungen,  die 
Cousin   angibt,   um   das  Bildungsgesetz   erkennen  zu   lassen,   mittels 
eines  allgemeinen  Index  i  in  eine  zusammenzufassen: 
dM,  dm,  dM,,  dm._, 

»"^  -  ^dx  "  »»^-rff --  +  ^^^^ 


Diese  Gleichung  gilt  in  sinngemäßer  Anwendung  schon  für  *=Ound  *  =  l. 
Setzt  man  jetzt  die  unendlichen  Reihen  für  B  und  K  in  die  Gleichung 
{r)  ein,  wobei  Ji  und  K  wie  Funktionen  von  drei  voneinander  unab- 
hängigen Variabein  x,  y,  z  zu  behandeln  sind,  so  ergibt  sich  durch 
Nullsetzen  aller  Koeffizienten  der  einzelnen  Potenzen  von  s  eine  2.  Gruppe 
von  Ausdrücken  für  die  Größen  n,  die  wir  wieder  mit  Hilfe  des  Buch- 
staben /  in  eine  Gleichung  sammeln: 


dy 

dM, 

-{i-l)M,-^  +  (i-l)« 

dM 

unter  w_^,  das  sich  für  ^  =  0  ergibt,  ist  hierbei  die  Zahl  0  zu  verstehen. 
Mit  Hilfe  der  eben  gefundenen  Relationen  folgt  aber 


dB  dK 
dy  ~d~z 

dBdK 
~  de  dy 

n  + 

"'  +  5  4 

Führt 

man  für  die  Funktionaldeterminante 

dm  dM 

dn. 

!  dM 

dy   dx 

dx 

:   dy 

wieder  das  Symbol  mM  ein  (Cousin  läßt  jetzt  die  Punkte  weg),  so 
kann  man  schreiben 
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dB  dK 

dy   dx         fix   dy 

+  {m^M  +  m^M^  +  m^M^  +  mlfj)  ^"^  H ; 

und  setzt  man  endlicli  die  zwei  zuletzt  erhaltenen  Gfleichvmgen  in  (^) 
ein,  so  ergibt  sich  unter  der  Annahme,  daß  (i  von  der  Form 

aa^  +  ßz  ■\-  y  +  ~  +  -~  +  ■  ■  ■ 
ist,  nachstehende  Folge  von  Gleichungen: 
mM  =  an; 

tiitlf  +  mM^  =  ß»i  +  ßn; 
m^M+m^M^  +  mM^  -  «w^  +  ßn^  +  ym 
m^M -^  m^M^  +  niiM^  +  mM^  =  ßMg  +  ßn^  -f  7%  +  dn 

nsw.  Mittels  dieser  Gleichungen  berechnet  nun  Cousin  sukzessive 
die  Größen  m,  »»„  M^,  %,  M^  usw.     Die  Gleichung 

„<fm  dM      , 

-1  ((y  dy  ' 

die  in  der  2.  Gruppe  von  Ausdrücken  für  die  «;  enthalten  ist,  liefert 
nämlich  m  =  M  ■  Xi,  wo  iKj  eine  zunächst  willkürliche  Funktion  von 
X  allein  bedeutet.  Mit  Hilfe  von  m_j  =  0  ergibt  sich  aus  mJlf  =  «» 
bei  Berücksichtigung   der  Bedeutung   von   mM  und  »   die  Gleichung 

dy  ' 

d.  h. 

wo  X^  eine  neue  willkürliche  Funktion  von  x  allein  bedeutet.  So 
kann  man  fortfahren,  indem  man  immer  zuerst  ein  m,-  und  dann  das 
zugehörige  M^  berechnet;  es  hat  aber  keinen  Zweck,  die  sehr  kom- 
plizierten Formeln  hier  mitzuteilen.  Die  dabei  auftretenden  witlküf- 
liehen  Funktionen  x^,  X^,  %,  X^,  ■ . .  müssen  dem  jeweils  vorgelegten 
speziellen  Problem  entsprechend  gewählt  werden;  ihre  Bestimmung 
erläutert  Cousin  an  einem  konkreten  Fall,  um  sodann  zur  totalen 
Gleichung  3.  Ordnung,  die  auf  eine  partielle  2.  Ordnung  führt,  Über- 
zugehen, 

Wir  wenden  uns  im  folgenden  zur  partiellen  Gleichung  I.Ord- 
nung und  beliebigen  Grades  mit  drei  oder  mehr  Veränder- 
lichen. Da  die  Gleichung  2.  Ordnung  wegen  ihrer  physikalischen 
Bedeutung   anfänglich   im  Vordergrund  des  Interesses  stand,   so  kam 
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es  erst  sehr  spät  zu  einer  eigentlichen  Theorie  der  Gleichungen  1.  Ord- 
üung,  und  alles,  was  auf  dieaem  &ebiet  vor  Lagrange  geleistet 
wurde,  verdankt  weniger  planmäßiger  Überlegung  als  Kunstgriffen 
und  geistreichen  Versuchen  sein  Entstehen.  So  wird  begreiflich,  was 
im  ersten  Augenblick  wundernehmen  muß,  daß  lange  Zeit  die 
Gleichung  1.  Ordnung  nicht  mehr  Fortschritte  miichte  als  die  Glei- 
chungen höheren  Grades:  man  integrierte  eben,  was  man  integrieren 
konnte,  und  da  lagen  einfache  Gleichungen  höheren  Grades  oft  viel 
näher  als  komplizierte  1.  Ordnung;  allerdings  sind  die  derart  ge- 
fundenen integrablen  Typen  meist  wenig  allgemein.  Als  erste  Ab- 
handlung haben  wir  einen  Aufsatz  von  Euler  zu  nennen');  die  Frage- 
stellung ist  etwas  kompliziert  und  die  partielle  Gleichung  tritt  nur 
nebenbei  verschleiert  auf.     So  stellt  Euler  die  Aufgabe 

Pdx  -\-  Qdy 

zu  einem  totalen  Differential  dV  zw  machen,  wenn  gleichzeitig  die 
Relation 

besteht;  zur  Lösung  der  Aufgabe  schreibt  er 

d  F  =  Fdx  +  Qdy  =  Py  ■  ^   ^    — -  und  erkennt  daraus,  daß  V  und 

Fy  Funktionen  von  8  =  —  sein  müssen.^)  Ziemlich  nebenbei,  im 
CoroUar  P)  tritt  der  eigentliche  Charakter  der  Aufgabe  deutlicher 
hervor;  es  ist  nämlich  darauf  1 


^=0  «-  «=Q 


ist.     In   einer  Menge   von   Einzelbeispielen    behandelt    Euler  sodann 
die  allgemeinere  Aufgabe,   V  aus 

dV'^Pdx+  Qdy 

zu  bestimmen,  wenn  P  und  Q  durch  eine  beliebige  Nebenbedingung, 
wie  z.  B, 

verbunden  sind.    Der  wichtigste  Fall  ist  aber  der,  daß  Q  eine  Funktion 
von  P  allein  ist.^)     Ist 


')    Novi    Commentarii    Aoademiae    Petropolitauae,    t.   IS,     1762/63    (1764), 
]'-  170  ff.  *)  Diese  Sehlußwei^e  ist  durchaua  nicht  neu-,  vgl.  Cantor  III*, 

S^.  901.         ')  Novi  Commentarii  Academiae  Petropolitauae,  t  IX,  1762/63  (1764), 
P.  176.         ')  Ebenda,  p.  198.         ')  Elienda,  p.  192. 
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dQ  =  BdP, 
HO  muß,  wie  Euler  findet, 

x  +  Mp^  n 

sein,  wo  n  irgend  eine  Funktion  von  P  bedeutet,  und  es  wird 

V=-l'3:+Qy~flIdP. 

Auct  Relatiouen  zwischen   F,  P  und  Q  nimmt  Euler  an,  so 

p=wF;     V ^  mPx  +  nQi/] 

endlich  verlangt  er,  daß  V  eine  beliebige  Funktion  von  P  und  Q 
allein  sei>)  Es  ist  leicht,  die  zugehörigen  Differentialgleichungen, 
auf  die  diese  Aufgaben  im  Grunde  genommen  hinauslaufen,  anzugeben, 
wenn  man  nur  bedenkt,  daß  P  und  Q  eigentlich  partielle  Differential- 
quotieuten  siud;  nur  die  Fassung  der  Aufgaben  ist  für  uns  ein  wenig 
fremdartig:  Euler  faßt,  wenn  wir  den  Unterschied  noch  einmal  aus- 
einandersetzen sollen, 

dV-^Pda:+  Qdy 

als  Ausgangsgleichung  und  die  partielle  Gleichung  als  Nebenbedingung, 
während  wir  gerade  umgekehrt  letztere  als  Hauptproblem,  eratere 
als  HiKsgleichung  ansehen. 

Wenig  systematischer  und  übersichtlicher  sind  die  Bemerkungen 
d'Alemberts  über  die  lineare  partielle  Differentialgleichung;  wie 
Euler  benutzt  er  zur  eigentlichen  Integration  totale  Gleichungen.  Die 
Gleichung 

wo  A  und  C  Konstante  siud,  verwandelt  er^)  mittels  der  Substitution 
g  =  6™  in 

p^  +  if.",  +  c_o, 

dx         di  ' 

d.  i.,  wenn 

de3  —  Kdx  +  ßdz 
gesetzt  wird, 

a  +  Äß  +  C'-O. 
Da  aber 

adx  -j-  ßdz 
mit  anderen  Worten 

ß  dz  —  Cdx  —  Aßdx 

ein  totales  Differential,  nämlich  dco,  sein  soll,  muß 

')  Novi  Commentarii  Academiae  Petropolitanae,  t.  IS,  176a/63  (1764),  bzw- 
p,  199,  203,  309.         *)  Opusculea  math^inatiques,  t.  IV  (1768),  p.  236. 
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(5  =  y  (3  —  Ax)] 
hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  a  und  to.     Die  Gleichung 

in  der  |  und  ra  Funktionen  von  a;  und  s  sind,  geht  vermöge 

dz  =  adx  +  ßd^ 
in 

über,  und  das  Problem  reduziert  sich  auf  die  Aufgabe, 

ßdz  —  Ißdx  ~  cadx 

zu  einem  vollständigen  Differential  zu  machen.  D'Alembert  unter- 
scheidet einzelne  Fälle,  in  welchen  ihm  die  Integration  gelingt,  wenn 
mmlich  ßdz  oder  i,ßdx  oder  endlieh  dz  ~  ^dx  volletJindige  Diffe- 
rentiale sind.     Kurz  darauf  untersucht  er  die  Gleichung 

die  sieh  mittels  q  =  £""  auf  den  vorigen  Fall  reduziert,  sowie  die 
Gleichung,  die  sich  durch  Addition  einer  weiteren  Funktion  ergibt. 
Wie  ungeordnet,  unzusammenhängend  und  unübersichtlich  die 
Kenntnisse  auf  dem  Gebiet  der  Gleichung  1.  Ordnung  waren,  zeigt 
der  diesbezügliche  Abschnitt  in  Eulers  Integralrechnung.  Trotzdem 
ist  daselbst  wenigstens  ein  Versuch  gemacht,  die  verschiedenen  ge- 
sammelten Resultate  in  eine  gewisse  Ordnung  zu  bringen  und  stufen- 
weise vom  Einfachen  zum  Schwierigeren  vorzudringen.  Der  einfachste 
Fall  ist  der,  daß  die  Gleichung  nur  eine  der  beiden  partiellen  Ab- 
leitungen enthält.  Die  Gleichung 

©  =  » 

integriert  Euler  dadurch,  daß  er  das  gleichwertige 

ds  =  adx  +  qdy 
nach  den  für  totale  Gleichungen  mit  3  Variablen  geltenden  Methoden 
behandelt.     Er   nimmt   also  zumchst  y   konstant  an,   woraus   dy  ^  0 
folgt,  und  erhält  aus  dz  =  adx  die  Gleichung 

0  ^  ax  -\-  const. 
Indem  er  jetzt  die  Integrationskonstante  als  Funktion  von  y  auffaßt, 
tat  er  das  gesuchte  Integral  bereits   gewonnen;   durch  Differentiation 
erhält  er  nämlich  rückwärts 
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dZ'^adx-i-  dy-fiy) 
und  daraus  (y),  wie  verlangt.     Euler  weist  auch  auf  die  Tatsache 
hin,  daß  die  Integrabilitätsbedinguag  für 

du  =-  adx  +  qdy 

nur  daiui  erfüllt  ist,    wenn  q  eine  Punktion  von  y  allein  ist.     Nach- 
dem er  weiterhin  die  Gleichung 


o=^ 


wo  X  eine  Funktion    von  x  und  y  bzw.   von  x  und  s   oder  gar  von 
allen  3  Variablen  x,  y,  z^)  ist,  genau  auf  dieselbe  Weise  in  der  Form 

l-j'xdx  +  f(y) 

integriert  hat,   wendet   er  sich  zu  Gleichungen,    die  beide  Abgeleitete 

aber  keine  der  3  Variablen  x,  y,  s  enthalten,  d.  i.  zu  den  Gleichungen 
der  abwickelbaren  Flächen,    p  =  g  z.  B.  führt  auf 

dz  ~  j)(dx  -f  dy^ 

und  bei  Anwendung  der  Substitution  ic  +  »/  =  m  auf 

ds  =  pdu, 

woraus   folgt,   daß  p   eine  Funktion   von   m    allein   sein  muß;   daraus 
ergibt  sich  endlich 

Die  Gleichung 

behandelt  Euler  der  vorigen  analog  durch  Einführung  von 

ßx  —  (iy  =  u. 
Partielle  Integration  zieht  er  in  dem  Beispiel  pg  -=  1  heran^); 

ds  =  pdx  +  qdy 
gibt  nämlich 

3  =px  +  gy  -jixdp  +  ydq) 
(vgl  S.  1013)  und  damit 

')  luBtitotioiiea  calculi  iotegralis,  vol.  HI,  baw.  p.  41,  55,  ö8.         ')  Ebenda, 


p,  74. 
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ds  =px  +  ^^J(xdp  -  j^dp). 
Hier  muß  notwendig 

d.  h.  eine  Funktion  von  p  allein  sein;  das  Integral  —  „solutio  gene- 
ralis", wie  Euler  hier,  oder  „eompleta"  wie  er  bald  darauf  sagt  — 
besteht  dann  aus  den  zwei  Gleichungen 

zwischen  denen  man  eich  p  eliminiert  denken  muß.  Von  den  hierher 
gehörigen  Gleichungen  Bei  uoch 

pp  +  qq—  1 

erwähnt,  sowie  der  Fall,  daß  q  eine  beliebige  Funktion  von  p  ist. 
Enthält  die  gegebene  Differentialgleichung  außer  p  und  q  noch  die 
Variablen  x,  y  und  s,  so  unterscheidet  Euler  wieder  yerachiedene 
Typen,  Für  die  Behandlung  der  Gleichung  F  =•  Q,  wo  P  eine 
Funktion  von  p  und  x,  Q  eine  solche  von  q  und  y  ist,  gibt  er  fol- 
gende Regel'):  Man  setze  P  =  v  und  demzufolge  auch  Q  =  v,  berechne 
p  als  Funktion  von  x  und  v,  q  als  Funktion  von  y  und  v,  bilde 
ferner  bei  konstantem  v  die  Integrale 

jpdx^R     und     I q<lp  ~  S. 

Diese  Integrale  liefern  aber '  rückwärts,  wenn  man  jetzt  auch  v  als 
variabel  ansieht,  die  Gleichungen 

dB  =pdx  -{-  Vdv     und     dS  =  gdy  +  Uäv; 

damit  aber  dann 

dz==dIi+dS  —  dv(V+  U) 

integrabel  werde,  muß 

F+f7  _/"(•), 
welch  letztere  Gleichung  mit 

!-B  +  S-f{v) 

zusammen  das  gewünschte  Integral  darstellt.  Das  Verfahren  beruht 
im  Prinzip  auf  der  Variation  der  Konstanten.  Den  ganz  allgemeinen  Fall 

')  Institutiones  calouli  intfigralia,  vol.  III,  p.  130. 
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einer    beliebigen  Gleieliung  zwischeo  p,  q,  x,  y  und  ^  erwätint  Euler 
zwar'),  weiß  ihn  aber  natürlich  nur  in  speziellen  Fällen  za  behandeln. 
Um   sich    einen  Begriff  zu    machen,  wie    er    aich  in  solchen  Einzel- 
fällen zu  helfen  weiß,  sei  seine  Integration^)  von 
Z-^pP  +  qQ 

kurz  skizziert,  wo  Z  eine  Funktion  von  s  allein  ist,  P  und  Q  Funk- 
tionen TOn  X  und  y  bedeuten.  Bin  Multiplikatorensystem  L,  M,  N 
liefert  hier 

Lds  =  Lpdx  +  Lgdy;     MZdx  =  MpPdx -V  MqQdx; 

NZdy  =  iS-pPdy  +  NqQdy; 

durch  Addition  folgt 

Lds  +  Z{Mdx  +  Ndy)  =  i?  ((i  +  MF)  dx  -|-  NFdy) 

+  q{{L+NQ)dy  +  MQdx). 

Buler  verlangt  jetzt  das  Bestehen  der  Proportion 

L  +  MP:l^P=MQ:L-\-NQ, 
d.  h. 

L MP  -  NQ, 

und  erhält  so  die  Gleichung 

-  dz(MP  +  Nq)  +  Z{Mdx  +  Ndy)  =  {Mq  -  Np){Qdx  -  Pdy). 

Ein  neuer  Multiplikator  B,,  der  Qdx  —  Pdy  integrabel  macht,  habe 
die  Gleichung 

E{qdx--Fdy)^dU 

zur  Folge;  ferner  sei  '''\rp'_rv^"  ebenfalls  integrabel  ^  dV,  was 
durch  geeignete  Wahl  von  M  und  N  immer  erreicht  werden  kann. 
Durch  Einführung  der  Größen  U  und  V  in  die  umgeformte  Diffe- 
rentialgleichung ergibt  sich  endlich 

(MP  +-  NQ)(-  da  +  ZdV)=    Mi-Np  _  ^p. 

woraus  ersichtlich  wird,  daß  vy/Mp,  y•n^  "^^"^^  Funktion  von  U allein 
sein  muß.    Diese  Einsicht  führt  unmittelbar  zu  dem  gesuchten  Integra) 

f%'-r  +  f{u). 

Aus  den  angefahrten  Beispielen  geht  hervor,  wie  Euler  nach  Bedarf 
')  Institutionea  calculi  iiitegralis,  Tol,  HI,  p.  142.         '>  Ebenda,  p.  168, 
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die  vcrschiedeiisteu  Hilfsmittel  als  Substitutionen,  teilweise  lutegrationeu, 
Multiplikatorea  zur  Lösung  heranzieht  und  durch  die  uneinheitliche 
Behandlungs  weise,  die  ihm  selbstFeratändlich  in  keiner  Weise  zum 
Vorwurf  gemacht  werden  kann,  nicht  einmal  den  Gedanken  an  die 
Möglichkeit  einer  allgemeinen  Integrationstheorie  aufkommen  läßt ; 
das  unausgesprochene  Grundprinzip,  das  —  abgesehen  von  deu  ersten 
Beispielen,  die  nach  der  für  totale  Gleichungen  dreier  Variablen 
üblichen  Methode  gelöst  sind  —  bei  allen  seinen  Aufgaben  zur  An- 
wendung konimt,  besteht  darin,  daß  er  die  partielle  Gleichung  zu- 
nächst in  eine  totale  verwandelt,  in  dieser  durch  geschickte,  dem  ge- 
gebenen Fall  angepaßte  üintbrmnng  einen  größstmöglichen  inte- 
giablen  additiven  Teil  absondert,  und  endlich  aus  dem  Umstand,  daß 
ja  auch  der  übrige  Teil  der  Gleichung  ein  exaktes  Differential  sein 
muß,  Nutzen  zu  ziehen  sucht. 

Euler  behandelt  auch  die  Gleichung  1.  Ordnung  mit  4  Variablen, 
Sei  V  die  abhängige,    X,  y,  3  seien    die    unabhängigen  Veränderlichen, 

dv  =pdx  +  qdp  -j-  rds. 

Dann  gellt  k.  B.  die  Gleichung 

ap  +  ßq  +  yr^O') 
über  in 

ydv  '-^ pifdx  —  (xds)  -j-  qijdy  —  (iäz), 

und  daraus  wird  mittele  der  Substitutionen 

■yx  ~  az  =^t     und     yy  ~  ßz  =^  u 
die  Gleichung 

ydr  -^j)'^^-  +  qdn. 
Euler  folgert 

V  ^  r{tku]  =  r(yx  —  azkyy  —  ßz) 
oder  auch 

Im  folgenden  behandelt  er  u.  a.  die  Gleichungen 

px  +  qy  -\-  rg  =  nv  +  S, 

wo  S  eine  Funktion  von  x,  i/,  z  ist,  umi 

pL  +  qM  +rN=0, 

wo  L,  M,  N  Funktionen  von  x  bzw.  y  bzw.  z  allein  sind.  Von  Ulei- 
chungen  höhereu  Grades  seien 

')  Institutiones  calouli  integtaiis,  vol.  Til,  p.  4*23 
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j)qr  =  I      und     pqr  =  -—- 


erwähnt^)  (vgi.  auch  S.  552);  auf  ihre  Integration  kimn  hier  nicht 
eingegangen  weiden.  Euler  macht  sodann  die  besondere  Annahme, 
daß  sich  v,  d.  i.  eine  Funktion  der  3  Variablen  x,  y,  e,  auch  als 
Funktion  zweier  Variablen  von  der  speziellen  Form  t  —  ttx  -\-  ßis  und 
u  —  yy  -\-  ÖB  auffassen  lasse,  und  drückt  die  Ableitungen  von  v  nach 
X,  y,  3  durch  diejenigen  nach  t  und  M  aus.  Unter  der  Vo 
daß  die  homogene  Gleichung  (vgl.  S.  1025) 


^©+«(S)  +  ''(I3=«' 


wo  Ä,  B,  C  Konstante  sind,  in  die  geschilderte  Kategorie  gehöre^ 
kommt  durch  Anwendung  der  bescbriebenen  Transforn]ation  die- 
Gleichung 

welche  vermöge  —  —  und  —  =     „     aui'  Identität  wird. 

Der  Zeit  etwas  vorgreifend  gehen  wir  hier  auf  die  Methode  von 
Laplace  für  die  partielle  Gleichung  1.  Ordnung  ein,  um  dann  die 
Lagrangeschen  Arbeiten  auf  diesem  Gebiet  im  Znsammenhang 
bringen  zu  können.  Zu  Beginn  seiner  berühmten  Abhandlung  über 
die  Gleichung  2.  Ordnung  kommt  Laplace   auch    anf  die  Gleichu]jg 


»  =  ©  +  «©+" 


zu  sprechen^,  wo  a  eine  Funkfcion  von  x  und  y,  V  eine  solche  von 
X,  y  und  s  ist,  und  stellt  sich  ausdrücklich  die  Aufgabe,  sie  anf 
totale  Gleichungen  zurückzuführen.  Durch  Einführung  einer  neuen 
Variablen  u,  die  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x  und  y 
sein  soll,  erhält  er,  indem  er  3  einmal  als  Funktion  von  x  und  y,  das 
andere  Mal  als  Funktion  von  x  nmJ  u  auffaßt: 


')  Institutiones  calouli  integral:»,  vol.  10,  tew.  p.  438,  4-"i2,  435,  440 
'J   Histoire  de  rAcademie  des  SeienceB  1773  (1777),  p.  344. 
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Führt  man   die  dritte  dieser  Gleichungen  iß  die  zweite  ein,   so 
man  durch   Vergleichung  mit  der  ersten 

Q=a'+D'ö  ™^  (a;)=fö-0- 

Demnach  geht  die  vorgelegte  Differentialgleichung  über  in 

''-G:)'+(l3'(D+«a-©  +  '^ 

Da  u  üdch  unhestimmt  ist   SO  kaon  man  trennen  in 


»-K  +« 


,8  9/ 


und     0 


■£)'+" 


Die  letzte  Gleichung  reduziert  sich,  wenn  aus  der  vorletzten  y  als 
Punktion  von  x  und  m  bekannt  ist,  auf  eine  totale  Gleichung  (weil 
man  w  während  der  Integration  als  konstant  ansehen  kann).  Die 
vorletzte  Gleichung  führt,  wie  Laplace  sich  ausdrückt,  durch  Kom- 
bination mit  du  =  /~-)  hx  -^  {..   \  iy  auf  die  Integration  von 

(y  —  ß(ai  ■=  0. 

Um  das  Argument  der  willkürlichen  Funktion  der  Int^gralgleichuu'; 
zu  erhalten,  braucht  man,  wie  Laplace  angibt,  nur  das  Integral  der 
letzten  Gleichung  nach  der  Integrationskonstanten  aufzulösen.  La- 
place hat  also  im  Grunde  genau  dieselben  totalen  Gleichungen  wie 
Lagrauge,  denn  die  zwei  Gleichungen 


"  =  &)'+'' 


und 


sind,  abgesehen  von  dem  für  die  Integration  unschädlichen  Parameter  'i 
nichts  als  die  bekannten  Lagrangesehen  Gleichungen 


in  etwas  anderer  Form  —  und  das  ist  nicht  vev wunderlich,  da  in 
letzter  Linie  alle  Integrationsmethoden  auf  dieses  charakteristische 
System  zurückkommen  werden;  aber  die  klare,  elegante,  die  Bedeutung 
jenes  Vereins  von  Gleichungen  viel  schärfer  betonende  Darstellung 
von  Lagrange  zeigt  deuthch,  daß  sich  Lagrange  seines  Fort- 
schritts, der  die  endgiltige  Erledigung  der  in  Frage  stehenden  Glei- 
chung bedeutet,  vollkommen  bewußt  war;  auch  ist  bei  Lagrange 
von  der  Beschränkung  des  cc  Abstand  genommen.  Was  das  Entstehen 
der  Lapliiceschen  Methode  anlangt,  so  weist  sie  deutlieh  auf  die 
Eulersche   Behandlung    partieller  Differentialgleichungen   durch  Ein- 
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föhrung  neuer  Variabler  hin  (vgl.  S.  994);  für  die  Gleichung  2.  Ord- 
nung, die  Liipiace  in  dem  uämlichen  Aufsatz  behandelt,  gibt  er 
selbst  Eulers  Integrulrechnung  als  Quelle  an, 

Vou  den  Lagrangeschen  Abhandlungen  ist  zuerst  ein  größerer 
Aufsatz  Ju  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  von  1772  zu  nenneu '}, 
welcher  der  partiellen  Gleichung  1.  Ordnnug  beliebigen  Grades  ge- 
widmet ist.  Sei  u  eine  Funktion  von  x  und  y  allein,  p  —  -j—  und 
q  —  ,- ,  wobei  die  partielle  Differentiation  rieht  besondere  angedeutet 
wird.  Die  Integration  einer  Gieicbuug  beliebigen  Grades  zwischen 
M,  X,  y,  p  und  q  bedeutet  dann  nichts  anderes  als  die  Aufsuchung 
einer  Gfleichung  zwischen  m,  x  und  y  allein  Die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung gestattet  nun,  wie  Lagrange  sagt,  etwa  q  durch 
u,x,p,p  auszudrücken;  „die  Größe p  ist  hierbei  noch  unbestimmt,  und 
die  ganze  Frage  reduziert  sich  darauf,  p  derart  zu  bestimmen,  daß  die 
Gleichung  du  =  pdx  +  qdy  oder  vielmehr  du  —  pdx  —  qäy  =  0  in- 
tegrabel  wird."  Lagrange  verlangt  also,  daß  M{du  —  pdx  —  qdy) 
das  totale  Differential  einer  Funktion  N  von  «,  x  und  y  wird.  Das 
ergibt  sofort  die  drei  Gleichungen 

,     =  ilf ;      -,     =  —  Mp:     -j-    =  ~  Mq, 

dv  '      dx  '  ^       dy  ^' 

welche  sich  durch  folgende  drei  ersetzen  lassen 

dM  _  __  d(Mp)  _      dM diMq)  _      _  d{Mp) d(Mq) 

dx  dri      ''       dy  rf«'  dy  d  x 

Die  letzte  Gleichung  laßt  sich  aber  auch  in  der  Form 

T,,/dp       dq\    ,       dM  dM       „ 

\dy       dx)    '  ^  dy        ^  dx 

schreiben,  woraus  durch  Einführung  der  beiden  erstcren  Gleichungen 

\dy        dx/        ^     du        '    ^      du 
kommt.     Daraus  folgt  endlich 

dy        dx       ^'du^^du 
Diese  Gleichung,   von   der   Lagrange    noch    eine    zweite   Herleituög 
gibt,  ist  nichts  anderes  als  die  Integrabilitätsbedingung  für  die  totale 
Gleichung 

du  —pdx  — -  qdy  =  0 

')  Oeuvres  de  Lagrange,  t.  ITI,  p,  519.  Die  Lagrangescheü  Arbeite" 
Bind  übereetzt  in  Ostwalds  KlaafiikerE  der  exakten  WiasenBcbaften. 
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mit  den  drei  Variablen  m,  x  und  y  und  ist  als  solche  lüngst  bekannt, 
wie  Lagrange  selbst  mit  den  Worten  „coiinue  depuie  longtemps" 
zugibt;  vollkommen  neu  i&t  indessen  die  Anwendung,  die  Lagrange 
von  ihr  macht.  Er  denkt  sich  nämlich  mit  Hilfe  der  gegebenen 
Differentialgleichung  q  (oder  'p)  durch  x,  y,  u  und  p  ausgedrückt  und 
in  die  genannte  Intef^rabilitÜtsbedingung  eingesetzt;  diese  definiert 
dann  p  als  Funktion  von  u,  x  und  y.  Scheinbar  ist  damit  wenig 
erreicht,  denn  die  neue  Grleichung  hat  vier  Variable  u,  x,  y  und  p\ 
bedenkt  man  aber,  daß  die  Gleichung  linear  ist,  daß  ferner  eine  parti- 
kuläre Lösung,  wenn  sie  nur  eine  willkürliche  Konstante  enthält,  die 
„Solution  ge'nerale  et  complete"  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
liefert,  so  läßt  sich  schon  ersehen,  welche  Bedeutung  sie  unter  Um- 
ständen erlangen  kann.  Um  letztere  Behauptung  zu  erweisen,  ver- 
wendet Lagrange  einen  auf  der  Variation  der  Konstanten  beruhenden 
Gedankengang.  Sei  c  die  Integration skonetante,  welche,  wie  verlangt, 
in  die  partikuläre  Lösung  für  p  eingeht.     Es  ist  dann 

est.  ^j'M{äu  -pdx  -  fidy)  =  .V 
das  Integral  der  Gleichung 

du  —pdx  —  qdy  =  0; 
',  Funktion  von  m,  x,  y  und  a.    Läßt  man  jetzt  «  variieren. 


A'  ist  < 
so  ist 


.¥  =  JM(du  -  pdx  -  qdy)  +  l^£da; 


da  aber  der  Ausdruck  unter  dem  ersten  Integralzeichen  ein  vollstän- 
diges Differential  ist,  so  muß  auch,  wie  Lagrange  folgert,  -3  ■  da 
ein  solches  sein,  d.h.  es  muß  ,  eine  Funktion  f"{a)  von  a  allein 
sein.     Somit  erhält  Lagrange  die  beiden  Gleichungen 

mit  der  willkürlichen  Funktion  f,  zwischen  denen  man  sich  a  eliminiert 
denken  muß;  N  bedeutet  hierbei  den  durch  Integration  von 

M(dii  —pdx  —  qdy) 

bei  konstantem  k  erhaltenen  Ausdruck  in  u,  x,  y  und  «.  Hier  sei 
bemerkt,   daß   Lagranges    Gedankengang   nicht   völlig  unvorbereitet 

War.  Wie  schon  gezeigt,  führt  Euler  die  Losung  von  f  .-J  =«  und 
einigen   ähnlichen  Problemen   auf  die  Integration  einer  totalen  Diffe- 
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rentialgleichung  mit  drei  Variablen  zurück,  und  es  ist  wohl  nur  die  Ein- 
faohlipit  dieser  Beispiele  daran  schuld,  daß  er  die  Integrabilitäts- 
bedingnng  dieser  Gleichung  nicht  stärker  betont  und  mit  zur  Integration 
heranzieht  (vgl.  S,  960  oben);  in  seinem  Aufsatz  von  1762  formuliert 
er  das  Problem  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
1.  Ordnung  als  die  Aufgabe,  Pdx  ■+■  Qdy  zu  einem  totalen  Differential 
zu  raacheu,  wenn  zwischen  P  und  Q  eine  Nebenbedingnng  besteht 
(vgl.  S.  957),  während  Lagrange  dasselbe  von  du  —pdx  —  qdy 
fordert;  der  Gedanke,  die  Integrationskonstante  einer  gegebenen  Glei- 
chung variieren  zu  lassen,  findet  sieh  endlich  auch  schon  bei  Euler 
(vgl.  S.  959  uEten).  Von  den  Beispielen,  an  denen  Lagriinge  seine 
Methode  erörtert,  sei  nur  eines  mitgeteilt:  Für  q  =  P,  wo  P  eine 
Funktion  von  p  allein,  erhält  man  als  Integrabilitätsbedingung 


dy  dx 


"  +  P  7-  =  0. 


Man  findet  leicht  p  =  a,  A.'h.  q  -=  A  und  demnach 

du  —  adx  —  Ady  ==  0. 
Daraus  ergibt  sich 

N=u~ax-Ay;     'j^  =  -x~A'y=f'{a); 

dai"auB  ist  u  zu  berechnen  und  in 

u  ~  ax  ~  Ay  —  f(<x)  =--  0 

einzusetzen,  lu  dieser  Weise  zählt  Lagrange  noch  eine  ganze  Reihe,  im 
ganzen  neun,  Fälle  auf,  in  welchen  man  mit  der  erwähnten  linearen  Hilfs- 
gleichung zum  Ziele  kommt;  darunter  befindet  sieh  z.  B.  der  Fall, 
daß  die  gegebene  Differentialgleichung  eine  der  beiden  Variablen  x 
oder  y  nicht  enthält.  Die  erwähnte  partielle  Gleichung  mit  vier 
Variablen  benutzt  er  hierbei  lediglich  als  H'Ifsgleichuug,  die  unter 
Umständen,  also  etwa  in  den  erwähnten  neun  Fällen,  mit  Erfolg  be- 
nutzt werden  kann;  daß  durch  sie  allgemein  die  Integration  der 
Gleichung  beliebigen  Grades  auf  den  linearen  Typus  zurückzuführen 
ist,  vermag  er  nicht  einzusehen^),  und  daran  ist  wohl  die  große  All- 
gemeinheit dieser  Idee  schuld.  Dafür  weiß  er  aber  seine  Methode, 
aus  einer  Partikulärlösung  („integrale  particulifere")  das  „integrale 
complete"  herzustellen,  ihrer  vollen  Bedeutung  nach  zu  würdigen,  in- 
dem er  sie  als  ein  besonderes  „Prinzip"  hinstellt.*)     Endlieh  zeigt  er, 

')    In    seiner  Abhandlung    von  1785    (vg!.  uaten)  gesteht   er  eelbat  zu,    'lie 
ftligemeine  Gleichung  höheren  Grades  nicht  lösen  xu  können.  *)  Oeuvres  de 

Lagrftnge,  t,  HI,  p.  571. 
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*Jaß  statt  eines  partikulären  Wertes  von  p  oder  q  ein  solcher  von  u 
mit  zwei  willkürliehen  Konstanten  und  allgemein  für  den  Fall,  {laß 
M  eine  Funktion  der  n  Variabein  x,  y,  s,  ...  ist,  ein  partikuläre:- 
Wert  Yon  u  mit  «  Konstanten  genau  dieselben  Dienste  leistet.^) 
Diese  Bemerkung  ist  sehr  wichtig;  Lagrange  zeigt  damit  den  Zii- 
sammenbang  zwischen  vollständigem  und  allgemeinem  In- 
tegral einer  partiellen  Gleichung;  dabei  ist  beachtenswert,  daß  er  in 
dieser  Abhandlung  den  Wert  von  m  mit  n  Konstanten  noch  nicht 
als  vollständiges  Integral,  sondern  nur  als  paitiku^re  Lösung  ansieht. 
In  seiner  großen  Abhandlung  über  die  singnlären  Integrale  vom 
Jahre  1774  geht  Lagrange,  nachdem  er  den  Zusammenhang  vou 
vollständigem,  siugulärem  und  allgemeinem  Integral  ausführlich  dar- 
getan, wieder  auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
i.  Ordnung  und  beliebigen  Grades  ein  und  zwar  gibt  er  Integrations- 
methoden  für  verschiedene  ausgezeichnete  Gleichungatypen.  Ist  z.  H. 
eine  Gleichung  der  Form 

vorgelegt^),  so  setzt  er^}  genau  wie  Euler,  der  diese  Gleichung  auch 
schon  behandelt  hat  (vgl.  S.  961),  fi  -,  x\  gleich  einer  Konstanten  «, 
berechnet  aus   dieser  Gleichung  als   Punktion    von  x   und   a  und 

integriert  endlich  bei  konstantem  a.     So  ergibt  sich 

s  =  X  +  'p; 

wo  X  eine  Funkfcion  von  x  und  a,  W  eine  solche  von  y  und  a  ist; 
ganz  analog  ffihrt 

«  =  <-.) 

auf  eine  Gleichung 

«-r+s, 

WO  y  eine  Funktion  von  y  und  a,  S  eine  von  x  und  a  bedeutet. 
Da  aber  bis  auf  eine  additive  Eonstante  W  -=  Y  und  S  =  X  seiji 
muß,  so  ergibt  sich 

,^X+Y+h. 

Letztere  Gleichimg  ist,  weil  sie  die  zwei  Konstanten  a  und  b  enthält, 
als  das  vollständige  Integi-al  der  gegebenen  Gleichur^  anzusehen.  Die 
Gleichung 


')  Oeuvrea  de  LagrauRe,  t.  III,  p.  .^72.         *)  SRhon  1772,  ebenda, 
)  Ebenda,  t,  IV,  p,  80, 
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führt  mit  Hilfe  der  Substitutionen  ^=  -,-     und   j"  =  a,Z  auf 

^ +  ».=  /'/  +  !,, 
■wobei  Z  aus 

f{Z,  aZ,  s)  =  0 

als  Funktion  von  r  und  a  berechnet  werden  muß.  Von  größter 
Wicttigkeit  ist  das  folgende  Beispiel^),  nämlich  die  auch  von  Laplace 
behandelte  Gleichung 

WO  V  eine  Funktion  von  x  und  ij,  Z  eine  solclie  von  x,  y  und  z  ist. 
Lagrange  multipliziert  mit  dx,  addiert  beiderseits  —  dy,  erhält  da- 
durch 


und  setzt,  gewissermaßen  verHuchs weise, 

Vdx  ■\-dy^O. 

Integriert  man  diese  Gleichung,  wobei  die  Integration skoiistaiite  a 
auftritt,  und  differentiiert  wieder,  indem  man  jetzt  a  als  variabel  an- 
sieht, so  ergibt  sich  eine  Gleichung 

Vdx  -i-  dy  —  Ada, 

wo  A  eine  bekannte  Funktion  von  x,  y  und  a  ist.  Mit  Benutzung 
dieses  Wertes  ergibt  sich  aber 

ds  ^  A  .    da  -\-  Zdx. 
dy 

Lagrange  verlangt  nun,  daß  man  y  durch  x  und  «  darstelle  und 
den  betreffenden  Ausdruck  in  die  letzterwähnte  Gleichung  einsetze; 
diese  reduziert  sicli  dann  bei  konstantem  «  auf  die  totale  Gleichung 

dz  =  Zdx. 

Die   Integrationskonstante    dieser    Gleichung,    fährt   Lagrange   fort, 

')  Ebenfttljg  schon  1772  behandelt,  doch  Bind  die   der  partiellpn  Gleichnng 
entsprechenden    totalen    noch    nicht    etkennhar.      Vgl,    Oeuvres   de   LagraiigCi 

t.  III,  p.  sea. 


y  Google 


Totale  und  partielle  Differentialgleichungen.  971 

fasse    man    als    willkürliche  Funktion  Fon  a  auf,   nnd   hat  somit,    da 
bereits  «  als  Funktion  von  z  und  y  durch  das  Integral  von 


bestimmt  ist,  ohne  weiteres  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen 
Ditferentialgleichung.     Hier  sind  also  die  beiden   totalen  Gleichungen 

Vdx  +  dif  =-0     und     s  =  Zdx 

wirklich  angeschrieben,  wenn  auch  noch  nicht  in  ihrer  vollen  Bedeu- 
tung erkannt.     Lagrange  sagt  aber  nicht,  die  Gleichung 

ist  jedenfalls  erfüllt,  wenn  gleichzeitig 

Vdx  +  dy^O     und     £  =  Zdx; 

sein  Gedankengang  beruht  vielmehr  eher  auf  der  Idee  der  Variation 
der  Konstanten,  deren  Anwendung  hier,  in  einer  Abhandlung  über 
singulare  Integrale,  wo  fortwährend  DifFereutiationen  nach  Integra- 
tionskonstanten auftreten,  besonders  nahe  lag,  oder,  wenn  man  will, 
auf  der  Einführung  einer  neuen  Variablen  k,  die  durch  die  Gleichung 

Vax  +  dy  =  0 

definiert  wird.  In  ganz  ähnlicher  Weise  behandelt  Lagrange  sotiann 
die  Gleichungen 

X  =  Vij  +  X, 

wo   V   eine  Funktion   von  -j—  und    ,    ,    Z   eine    solche   von  - 


wo   V  cme  Funktion  von  w  und 


dy' 


ist.     Es    ist    noch  darauf  hinzuweisen,   daü  Lagrauge  der 


unter  den  angeführten  Beispielen  keine  ausgezeichnete  Rolle  zuerkennt, 
sondern  sie  einfach  als  einen  integrablen  Fall  unter  anderen  inte- 
grablen  Fällen  ansieht.  Zur  Beschäftigung  mit  diesen  Beispielen 
gaben  wahrscheinlich  folgende  Umstände  die  Veranlassung:  Lagrange 
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suchte  das  singulare  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
aus  der  Integralgleichung  ahzuleiten,  fand,  daß  dies  leichter  ist,  weiia 
nicht  das  allgemeine,  sondern  das  bereits  früher  von  ihm  entdeckte, 
mittlerweile  auch  in  seiner  Bedeutung  erkannte  vollständige  Integral 
gegeben  ist,  und  suchte  demgemäß  das  vollständige  Integral  für  ver- 
schiedene Grletchuiigstypen  zu  bilden;  dem  ist  nicht  entgegen,  daß  er 
in  dem  speKäellen  Beispiel 

'l^r'l'  +  z 

gerade  auf  das  allgemeine  Integral  geführt  wird. 

Mittlerweile  fällt  Lagrange  auf,  daß  er  in  der  eben  besprochenen 
Abhandlung  die  partielle  Differentialgieiehunfr  1.  Ordnung,  in  der  die 
Differentialquotienten  nur  linear  auftreten,  integriert  hat;  er  erkennt 
diis  Pi'inzipielle  der  Methode  und  gibt  1779  eine  Verallgemeinerung 
derselben.  Wie  Laplace  formuliert  er^)  vorher  die  Aufgabe:  „Man 
weiß,  daß  die  Kunst  der  Integration  bei  partiellen  Differentialglei- 
chungen nur  in  der  Zurückfuhrung  dieser  Integi-ation  auf  die  von 
gewohnlichen  Differentialgleichungen  besteht,  und  daß  man  eine 
partielle  Differentialgleichung  dann  als  integriert  betrachtet,  wenn 
ihre  Integration  nui-  mehr  von  derjenigen  einer  oder  mehrerer  totalen 
Differentialgleichungen  abhängt."  Lagrange  gibt  sodann  ohne  weitere 
Begründung  folgende  Regel:  Ist 


wo    P,  Q,...  Z    beli 
sind   und   z   selbst 
bilde  man  die  „equati 


iebige  gegebene  Funktionen  von  x,  y,  t,  . 
ne  unbekannte  Funktion  von  x,  y,  t,  .  .  .  it 
ions  particulierea" 


dy  —  Fax  =  0;     dt-  Qdx  =  0;  .  .  .;  rfg  —  Zdx  ■-=  (I, 

integiiere  und  löse  nach  den  Integrations konstanten  «,  ß,  y,  . 
Das  gesuchte  Integra!  der  ursprünglichen  Gleichung  ist  dann 


wo  <p  eine  willkürliche    und   unbestimmte  Punktion  ist;    das  Integral 
wird  „eomplete"^)   sein,   weil   es   eine   willkürliche  Funktion    enthält. 


')  Oeuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p,  625.  Im  AnschluB  na  diesen  Aufsatz 
steht  eine  Bemerkung  voa  Charles  für  den  Fall,  daß  die  gegebene  Diffei-ential- 
gieiehung  in  den  drei  Variablön  r,  y,  s  homogen  ist:  Histoire  de  rAcadömie  des 
Sciences  1784  (1787),  p.  348.  =)  So  schreibt  Lagrange,  obwohl  er  früher 

zwischen  ailgemeiaem  und  vollständigem  Integral  unterschieden  hat. 
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Einen  Beweis  gibt  Lagrange  nicht  an,  sondern  verweist  einfach 
auf  seine  Integration  der  Gleichung 

dx  dy 

Erst  im  Jahre  1785  kommt  Lagrange  wieder  auf  die  lineare 
Gleichung  zurück,  um  einen  Beweis  für  seine  Methode  zw.  geben,'} 
Für  den   Fall  von  drei  Variablen  n,  x,  y  sei  wie  herkömmlich 

(hl  ,      du 

,1^-1'     imd     ^,^  =  v 

gesetzt;  die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

Xp+Yq^  U, 

wo  X,  Y,  U  beliebige  Funktionen  von  m,  a'  und  //  sind.  Es  ist  dann 
von  selbst 

du  =pdx  +  (iilt). 

Diirch  Multiplikation  beider  Gleichungen  folgt 

(Xp  +  Yq)  (7«  -  U{pdj:  +  qdy) 

p(Xdu  -  Udx)  +  qiYdu  -  Üdy)  -  0. 

Lagrange  nimmt  nun  au,  die  beide»  Gleichungen 

Xdii  -  Udj  =  0     und     Ydu  -  Udy  =  U 

seien  in  der  Form  integriert 

«  =  4    ß^B, 

wo  A  und  B  bekannte  Funktionen  von  m,  x  und  y.  ferner  c,  ß  die 
Integrationskoustanten  sind.  Lagrange  führt  jetzt  statt  x  und  y 
die  eben  bestimmten  Auadi^ücke  A  und  B  als  neue  Variable  «  und  ß 
in  die  ursprüngliche  Diftereiitialgleichung  ein.     Er  erhält  zunächst 

,  dA    ,      ,   d A   -,      ,    dA    , 

da  =    ,    du  +  -r-  dx  +  -r~  dt/ 

du  d'x  dy     ■' 

und  ganz  analog 

,,       rfit  ,      ,    dB  j      ,    dB  , 

^^  -  du  ^"  +  d'x  ^"^  +  d-y  ^y- 

für  die  hierin  auftretenden  Derivierten  von  A  und  B  lassen  sich 
aber  zwei  bemerkenswerte  Relationen  aufstellen.  Betrachtet  m;in 
nämlich  die  Funktionen  A  und  B  als  Integrale  von 
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Xdu  -  Udx  ^  0     und     Ydn  ~  Udy  =  0, 
sind  also  A  und  B  konstant,  bo  ist 

dit         '    dx  '    dy    ^ 

lind  ebenso 

(iß   -,      ,    dB   ,      ,    dB  ,         „ 
,     dn  +   ,     dx  +  -,     du  =  0, 

d.  h.  es  müssen  die  Gleichungen 

■'  '    ^       ■'  '    ^  ,      « ^    ,    ,,  ^   ,v    ,    ,.  X.    j:        ,, 


__       dB  X   ,    ^JB   Y 
d'y   U  ^'^     """      rfM  '^  dx    Ü  ~ 


identisch    bestehen,    also    auch  wenn   man  Ä  und  B   nicht  mehr  als 
Integrale,  A.  i.  als  Konstante,  sondern  als  neue  Variable  auffaßt.    Aus 
den  letatangeführten  Gleichungen  kann   man  aber  sofort    ^     und 
berechnen;    mit  Hilfe   der   so  erhaltenen  Ausdrücke  lassen   sich  dann 
die  Differentiale  der  Variablen  a  und  ß  in  der  Form  schreiben: 


dß. 

1  dB 

-n  ii 

(üäx  - 

Xd. 

.)+?. 

dB  ..,, 

daraus 

ergibt 

sich 

Xiiii 

~  tldx- 

u 

(S^« 

Ydu- 

~  Udy- 

ü 
T 

(^^^ 

~  •'"  da"' 

wo  2»! 

Abkilrzniig 

dAdB_  ^ 

i.ly   dx        dy  dx 
gesetzt  ist. 

Lagrange   führt  jetzt    diese   Ausdrücke    in    die    der  gegebenen 
äquivalente  totale  Differentialgleichung 

l>(Xdu  -  Udx)  +  q(Ydu-  Udy)  ^  0 

ein  uad  erhält  dadurch 

dA_    dA 

■wobei  der  Faktor  T,  der,  gleich  Null  gesetzt,  unter  Umständen  auch 
eine  Lösung  liefert,  stillschweigend  fortgelassen  ist.  Da  diese  Diffe- 
rentialgleichung,  fährt  Lagrange   fort,   nur   die   beiden  Differential'' 
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da  und  dß  enthält,  so  kann  sie  nur  in  der  Art  bestehen,  daß  der 
Koeffizient  von  dß,  wenn  man  für  x  und  y  ihre  Werte  in  k,  ß  und  m 
einsetzt,  wie  sie  sich  aus  jl  =  c,  S=ß  ergeben,  eine  Funktion  von 
«  und  ß  allein  ist,  d.  h.  es  muß  nach  ausgeführter  Substitution  u 
von  selbst  herausfallen.  Setzt  man  also  diesen  Koeffizienten  gleich 
einer  beliebigen  Funktion  f{a,  ß),  so  geht  die  Differentialgleichung 
in  die  neue  über 

dcc  +  f{a,ß)dß  =  0, 

die  sich  iuimor  in  der  Form 

F(u,ß)  =  0 

integrieren  läßt.  Ersetzt  man  endlieh,  sagt  Lagrange,  die  Hilfs- 
variabeln  «  und  ß  wieder  durch  ihre  Werte  in  x,  y  und  it,  so  ergibt 
sich  das  Integral 

und  i*'  wird  eine  beliebige  Funktion  sein,  da  f  eine  solche  ist.  La- 
grange fährt  den  analogen  Beweis  noch  für  den  Fall  von  vier  Veränder- 
lichen und  weist  darauf  hin,  daß  er  für  noch  mehr  Variable  in  ähn- 
licher Weiae  eriedigt  werden  kann.  Lagrange  betrachtet  sodann^) 
I  Fall 


du 


^  ...  =  S+  Tu, 


wo  X,  Y,  Z,  .  .  .  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen  x,  y,  z,  .  . 
allein,  S  und  T  von  allen  Variablen  außer  m  sind.     Das  System 

X.lu  ~(S  +  Tu)  dx  -  0;     Ydu  -  (S  +  Tu)  dy  =  0; 

Zdu-(S^Tu)dz='ii;  ... 
liefert  dann 

Ydx  -  Xdy  =  0;     Zdx  ~  Xdz  =  0;  ... 

d.  h.  Gleichungen,  ia  welchen  «  nicht  mehr  vorkommt.  Hieraus  er- 
hält man  die  y,  z,  .  . .  durch  x  und  die  willkürliehen  Konstanten 
ß,  y,  ,  .  .  ausgedrückt.     Endlich  ist 

'•■'■'   "   -J  X    --  +  '• 

so  daß  man  nach  Substitution  der  eben  berechneten  Ausdrücke  für 
y,  s,  .  . .  auch  M  durch  x  ausgedrückt  erhält. 

An  die  Abhandlungen  von  Lagrange  aus  den  Jahren  1772  und 


')  (Jeuvres  de  Lagri 
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1774  über  die  nichtlineare  Gleichung  1.  Ordnuiig  knüpft  Legendre 
an');  wichtiger  erscheint  hier  der  Hinweis  auf  eine  Arbeit  von 
Charpit  über  denselben  Gegenstand,  in  der  die  zwei  Metboden  von 
Lagrange  in  glücklicher  Weise  vereinigt  sind;  Charpits  Unter- 
suchungen, der  Akademie  im  Jahre  1784  überreicht,  kamen  nicht  in 
den  Druck;  alle  Nachrichten  Über  ihn  und  seine  Methode  verdanken 
vrir  der  Darstellung  bei  Lacroix.')  „La  mort",  beißt  es  da,  „enleva 
ce  jeune  homme  au  moment  oü  ses  talens  donnaient  de  grandes 
eaperancea."  Die  Integrabilitätsbedingung  für  die  totale  Gleichung 
dreier  Variablen 

d2  =pdx  -\-  qdy 
ist    wie  wir  uns  erinneru, 


''P        <'<l    ,    _'';>       ,''l 


^0, 


wo  //  und  q  al^  Funktionen  von  x,  y  und  z  gedacht  sind.  Ist  nun 
eine  Relation  Z  =  0  zwischen  den  fünf  Größen  x,  y,  2,  p  und  q  gegeben, 
so  kann  man  mit  ihrer  Hilfe  p  oder  g  in  die  Integrabilitätsbedingung 
einsetzen  und  hat  damit  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
1  Ordnung  mit  vier  Variablen  gewonnen  (vgl.  S.  966  ff,).  Man  erhält 
namlich  durch  Differentiation 

dZ  =  Adx  +  Bdy  +  Cdz  +  Ddp  +  Edq  =  0 

und  dariius 

B  +  Jjf'  ,  r:  +  F/<1 

'[>•--  „•'•■>      und      '"_-  „'"    . 

(iij  D  dz  I) 

It^ührt  man  diese  Werte  in  die  Integrabilitätsbedingung  ein,  so  er- 
gibt sich 

d.  i.  die  gesuchte  lineare  Gleichung,  wenn  man  noch  p  mitteis  Z  =  0 
eliminiert  denkt.  Auf  diese  Gleichung  wendet  jetzt  Charpit  die 
Lagrangesche  Methode  für  lineare  Gleichungen  an  (vgl.  S.  972)  und 
erhält  dadurch  unmittelbar 

Ddy  -  Edx  =  0;     Ddz  -  {Eg  -f  Dp)dx  =  0; 

Ddq  +  (B+  Cq)dx^O, 

wo  p   durch    seinen  Wert    in   x,  y,  s  und  '/    zu    ersetzen  ist.     Wenn 

')  Histoire  de  i'Acailömie  des  Sciences  1787  (1789),  p.  337.  ')  LacroJN. 
Trftitii  du  calcul  tiißerentiel  et  du  oaleni  iiit«'gra!,  2,  edit,  Paria  1814,  t.  11, 
p,  fi48. 
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T  =  a,  TJ  =h  nnd  F  -=  c  die  Integrale  dieser  drei  Gleichungön  sind,  so 
ist  F=^(r,  XJ)  das  a,llgeineine  Integral  der  linearen  Gleicliung,  d.h. 
eine  zweite  Relation  zwischen  x,  y,  g,  p  und  g,  die  mit  2=0  zu- 
sammen derartige  Werte  von  p  und  q  liefert,  daß  die  Gleichung 

ds  =j)dx  +  qäy 

eventuell  mit  Hilfe  eines  Multiplikators  integrabel  wird.  Mai)  schreibt 
heutzutage  seit  Monge')  etwas  allgemeiner  und  übersichtlicher 

dy)       Aq       S,z  dx  dy 

AYCp  ~  ~B  +  Cq^  ~  T>p  +  liq^  ~   n   ^~  K 

und  wird  so  auf  eine  Rektion  zwischen  x,  j/,  z,  p  und  q  geführt,  die 
neben  Z  —  0  besteht. 

Auf  die  Behandlung  der  linearen  Gleichung  mit  drei  Variablen 
durch  Monge,  die  in  einfachster  Weise  zu  den  Lagrangeschen 
Gleichungen  führt,  sind  wir  bereits  eingegangen  (vgl.  S.  948). 

Die  lineare  Gleichung  mit  beliebig  vielen  Variablen  behandelt 
Monge  nach  derselben  Methode^):  Zurückführung  auf  totale  Glei- 
chungen mit  Hilfe  der  Relationen,  die  partielle  Differentialquotienten 
und  totale  Differentiale  untereinander  verbinden.  Zunächst  ist  auf 
die  Gleichung  mit  drei  unabhängigen  Variablen  »,  x,  y  und  der  ab- 
hängigen Veränderlichen  2  eingegangen;  hier  ist 

dz  =  pdii  +  qdx  -\-  vily. 

Die  DiÖ'erentialgleichung 

Ap  +  Bq  +  Cr  +  n^O 

verwandelt  sich  dann,  je  nachdem  man  eine  der  Größen  p,  q  oder  r 
mit  Hilfe  des  Ausdruckes  für  dz  eliminiert,  in  eine  der  drei  Gleichungen 

Adg  +  Ddu^  q(Adx  —  Bdu)  +  r{Ady—  Gdü), 
Bde  +  Bdx  =  ~p{Adx  -  Bd»)  -\-  r{Bdij  ~  Gdx), 
Üds  -\-  Bdy  =  -p{Ady  -  Cdu)  -q{Bdy  -  Cdx). 

Diese  Gleichungen  dürfen  die  Größen  p,  q,  r  nicht  bestimmen, 
sondern  müssen  unabhängig  von  ihnen  gelten;  durch  Null  setzen  ihrer 
Koeffizienten  erhält  Monge  sechs  Gleichungen,  von  welchen  aber  nur  drei 
wesentlich  verschieden  sind.  Lassen  sich  aus  diesem  System  oder 
>'inem  daraus  hergeleiteten  gleichwertigen  drei   vollständige   Integral- 
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gleiciungeii  V  =  a,  ü  =  h  uuA  W^-c  mit  den  Integratioiiskoostanten 
a,  b,  c  bilden,  „so  drücken  diese  drei  Integrale  zusammen  (simultanees) 
dasselbe  aus  wie  die  vorgelegte  Differentialgleichung:  sie  bedeuten 
nicht,  daß  die  Größen  V,  U,  W  jede  einzeln  konstant  sind,  sondern 
daßj  sobald  eine  davon  konstant  ist,  auch  die  beiden  anderen  es  not- 
wendig sind,  oder  daß  diese  eine  von  ihnen  eine  willkürliche  Funktion 
der  beiden  anderen  ist;  demnach  bedeutet  die  Gleichung 

dasselbe  wie  die  gegebene  Differentialgleichung  und  bildet  ihr  voll- 
ständiges Integral."  Mit  der  Begründung:  „Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß 
die  allgemeiae  lineare  Gleichung  mit  beliebig  vielen  Variablen  sich 
gerade  so  und  mit  Hilfe  einer  ähnlichen  Überlegung  behandeln  läßt^', 
gibt  Monge  sodann  kurz  die  entsprechende  Integrationsthenrie, 

Hier  sei  angeführt,  was  derselbe  Autor  über  die  nichtlineare 
Gleichung  sagt.  Die  diesbezüglichen  Ausführungen  aiud  im  Anschluß 
an  die  analogen  Untersuchungen  über  totale  Gleichungen  höheren 
Grades  gemacht  (vgl.  S.  940);  Monge  findet^),  daß  eine  partielle 
Differentialgleichung  nur  dann  nichtlinear  sein  kann,  wenn  1.  die 
willkürlichen  Funktionen  im  Integral  in  verschiedenen  Potenzen  vor- 
kommen, oder  2.  wenn  die  Argumente  dieser  Funktionen  nicht  un- 
mittelbar, sondern  durch  weitere  Gleichungen  gegeben  sind,  in  denen 
sie  wieder  als  Argumente  willkürlicher  Funktionen  und  zwar  nicht 
alle  linear  auftreten.  Wenn  man  nun,  sagt  Monge  im  folgenden,  in 
der  Integralgleichung  die  verschiedenen  Potenzen  der  nämlichen  Große, 
durch  deren  Elimination  die  nichtlineare  Differentialgleichung  entsteht,  als 
ebensoviele  verschiedene  Großen  auffaßt  und  eliminiert,  so  wird  die 
jetzt  entstehende  Differentialgleichung  linear  sein  Ist  die  Integral 
gleichung  selbst  nicht  gegeben,  so  htindelt  es  sich  einfach  daium, 
aus  der  vorgelegten  Differentialgleichung  höheren  Grades  die  ent 
sprechende  lineare  Differentialgleichung,  die  natürlich  hohecei  Ord 
nung  sein  wird  als  die  ursprüngliche,  herzuleiten 

Sei  nun  die  partielle  Differentialgleichung  1  Ordnung  W  =  0 
gegeben,  wo  W  eine  Funktion  von  x,  y,  r,  /)  und  q  i'^t.  Durch  Diffe- 
rentiation ergibt  sich 

Adp  -t-  Bäq^  +  Gdx  -f  Bdy  =  0, 

wobei  ds  mittels  dz  =  pdx  -^  qßy  eliminiert  gedacht  ist.  Monge 
nimmt  nun  willkürlich  an,  es  sei  etwa 

Cdx  +  Bdy  =  0; 

')  Histoire  de  l'Aeademie  des  Bciencea  1784  (17  87),  p.  167. 
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dium  ist  von  selbst 

Adp  +  Bdq  =  i}. 

und  es  ergibt  aicb,  indem  man 

rfp  =  rdx  +  sdif:     dt/  =  »dx  +  tdfi 


ATJr  +  IBD  -  AC)s-  BÜt  =  0. 
Monge  verlangt  von  dieser  Oleichung,  daß  sie  nicht  alle  Konstanten 
der  Gleichung  W  =  0  enthalte,  und  behandelt  sie  nach  seiner  Methode 
für  die  partielle  Gleichung  2.  Ordnung,  auf  die  wir  noch  zu  sprechen 
kommen  (vgl,  S.  1009);  er  erhält  so  das  Simultansjstem 

ABdy'^  -  (BD  -  AC)  dxdy  ~  BÜdx'^d 
nnd 

ADdpdy  -  BOäqdx  =  0, 

Die  erste  Gleichung  hat  die  beiden  Wurzeln 

Cdx  +  Bdy  =  f>     und     Adp  -  Bdx  =  0, 

deren  erste  nichts  Neues  gibt,  deren  zweite  aber  auf  das  Simultau- 
system 

Ady  -  Bdx  =  0;     Cd^  -  Ddp  =■-  0 

itihrt;  das  sind  aber,  wenn  man  die  Verschiedenheit  der  Schreibweise 
bedenkt,  zwei  der  Charpitachen  Gleichungen.  Lassen  sich  davon  zwei 
Integrale  V=a  und  U ^  ip(a)  angeben,  so  erhält  man  das  „integrale 
complete"  der  ursprünglichen  Gleichung,  indem  man  aus  ihr  und  den 
Gleichungen  V=a  und  JJ -=  ^(a)  die  Größen  p  und  q  eliminiert. 
Verschwindet  der  Parameter  k  dabei  nicht  von  selbst,  so  ist  das  End- 
ergebnis dieser  Elimination  noch  partiell  nach  a  zu  d jfferentiieren ; 
das  Integi-al  bes-teht  dann  ans  zwei  Gleichungen,  zwischen  denen  man 
sieh  K  eliminiert  denken  muß.     So  führt  die  Gleichung 

(a/i  -  q)'^  +  ax{ap  -i-  q)  +  a^z  =-  0 
auf 

adif  —  dx  =  0;     adp  +  dq  =  0; 

aij  —  X  =  a     und     ap  -\-  q  =  <p{«)  =  (p  (ny  -  x) 

ergibt  sich  dann  sofort  das  „integrale  complete"  in  der  Form 

[y  («y  ~  x)f  -]-  X  ■  (fiay-  x)+s  =  0. 

Wichtiger  ist  der  Fall^),  daß  die  gegebene  Gleichung   sich  in  irgend 

')  Hiatoire  de  TAcademie  des  Sciences   1784  (1787),  p.  ITl. 
OAirrnB,  GeuchiohtE  dar  Msthfinalik  IV.  63 
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einer  Weise  aus  den  drei  Grüßen  p,  q  und  M~s  —  px~qy  3 

setzt;    dann    werden   nämlich   die  Größen  C  und  D   beide  notwendig 

0,   das  Differential  der  ursprünglichen  Gleichung  wird  von  der  Form 

Mdp  -h  Ndq  -  0, 

woraus  Monge^  =  93(5)  folgert,  und  das  ist,  wie  er  ausdrücklich  be- 
merkt, die  Gleichung  der  abwickelbaren  Flächen.  Setzt  man  diese 
Gleichung  iu  die  ursprüngliche  ein,  faßt  q  als  Parameter  auf  und  diffe- 
rentiiert  nach  q  partiell,  so  hat  man  zwei  Gleichungen,  die  das  ge- 
suchte Integral  repräsentieren.  Bei  dieser  Gleichung,  die  als  allge- 
meine Clairautsche  Gleichung  aufgefaßt  werden  kann,  ließe  sich  das 
vollstiindige  Integral  noch  leichter  aufstellen. 

Monge  bemerkt  sodann'),  daß  die  Annahme 

(Uix  +  Bdy  =  0 

vollkommen  willkürlich  war,  und  daß  jede  andere  derartige  Annahme, 
die  auf  eine  bekannte  Differentialgleichung  2.  Ordnung  mit  einer 
Konstanten  weniger  führt,  ebenso  berechtigt  sei;  diese  Überlegung 
habe  ihn  zu  den  folgenden  merkwürdigen  Resultaten  geführt:  Ist 

F{L,  M,  N)  =  0 

eine  Differentialgleichung,  wo  L,  M,  N  gegebene  Funktionen  von 
X,  y,  s,  p,  q  sind  mit  der  ganz  speziellen  Eigenschaft,  daß  aus  zweien 
der  Gleichungen 

äL  =  0,    dM  =  0,    (iN^O 

Ton  seihst  mit  Notwendigkeit  die  dritte  folgt,  so  wird  das  Resultat 
der  Elimination  von  p,  q  und  einer  der  willkürlichen  Funktionen  aus 
den  vier  Gleichungen 

i=a;     j"U"=qo«;     I^' =^  ijxs;      F  {a,  <pa,  ipu)  =■  0 
zusammen   mit   der   pai-ti eilen    Derivierten   der   Eliminationsgleichung 
nach  ß   das  „integrale  complete"   der   gegebenen  Differentialgleichung 
bilden.     Nach  dieser  Methode  der  Integration  durch  Berührungstrans- 
formationen*), wie  wir  heutzutage  e^en,  behandelt,  führt  das  Beispiel 

auf  die  drei  Gleichungen 

')  Hiatoire  de  rAcad^iiiie  des  Scieneeö  i784  [17H7),  p.  174.  *)  Auf 

dieacB  Vorkoroiueu  der  KerCihrungBtranst'ormatJoneu  hat  zuerst  E.  v,  Weimer, 
Math.  Enzyklopädie,  Bd.  II,  S.  3ä9,  Anm,  '22^  aufmerkaam  geiaa:;ht. 
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( X  -   uf  +  (^  _  qo  a)S  4-  (2  _  ^f^f  ==  ;,a; 
ac  -\-  b<pa  +  cipa  =  1; 

X  -  a  -\-  {y  —  (pa)^'a  +  (s  —  ^•a)i''ec  =  0; 
da,  wie  verlangt,  von  thn  drei  Gleichungen 

eine  die  Folge  der  beiden  anderen  ist.  lilonge  gibt  wie  gewöhn- 
lich auch  die  geometrische  Deutung  der  Integralgleichungen;  die  erste 
stellt  eine  Kugelfläcbe  mit  unbestimmtem  Mittelpunkt  dar,  die  zweite 
verlangt,  daß  dieser  Mittelpunkt  auf  der  Ebene 

ax  +  by  +  eis  ^  1 

liegt,  die  dritte  fordert,  daß  die  Koordinaten  x,  y,  z  sieh  nicht  ändern, 
wenn  a  variiert;  alle  Gleichungen  zusammen  bedeuten  demnach 
die  Envelcippe  einer  Schar  von  Kugeln  mit  dem  Radius  A,  deren 
Mittelpunkte  auf  einer  beliebigen  Kurve  liegen,  die  man  in  einer  ge- 
gebenen Ebene  gezogen  hat.  Nach  zwei  weiteren  Beispielen  mit  den- 
selben Größen  L,M,  N  bringt  Monge  eine  Verallgemeinerung  seiner 
Methode;  sind  die  Größen  L,  M,  N,  P,  . . .  derart  aus  x,  y,  s,  p,  q  zu- 
sammengesetzt, daß  aus  irgend  zweien  der  Gleichungen 

ilL=0;     (IM^O;     dN  =  0;     rfP  =  U,  .  .  . 

die  anderen   alle   von    selbst  schon  folgen,   so  wird   eine  beliebig  aus 

den    Großen    L,  M,  N,  P,  .  . .   zusammengesetzte   Differentialgleichung 

F(L,  M,  iV,  P,  .  . .)  ==  (.) 

in  der  Weise  integriert,  daß  man  aus  den  Gleichungen 

L  =  a;     i¥=-9)«;     -V  =  i/»«;     P  =  jr«,  .  ,  . 

zunächst  die  Größen  p  und  q  eliminiert.  Indem  man  jetzt  aus  den 
überbleibenden  Gleichungen  und  aus 

F{a,  tpu,  i^a,  %a,  .  .  .)  -  U 

alle  willkürlichen  Funktionen  bis  auf  eine  eliminiert,  erhält  man  eine 
Gleichung  F  =  0,  die  nur  x,  y,  z,  a  und  eine  willkürliche  Funktion 
enthält;  diese  Gleichung  bildet  dann  mit  der  durch  partieUe  Diffe- 
rentiation gebildeten  -r—  =  0  zusammen  das  gesuchte  IntegraL  Eine 
Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  beliebig  viele  Variable  findet  sieh 
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in  dem  niimlichen  Baude  di-r  Pariser Memoirpn.')  Monge  weist  end- 
lich darauf  liin,  daß  hierbei  die  Funktion  F  auch  willkürliche  Funk- 
tionen enthalten  darf,  d.  h.  daß  die  gegebene  Ditferentialgleiehung 
Integral  einer  Gleichung  höherer  Ordnung  sein  kann. 

Im  folgenden*)  steRt  Monge  die  äußerst  wichtige  Behauptung 
auf;  Es  gibt  keine  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung,  welche 
nicht  auf  die  betrachtete  Form  zu riickf uhrbar  und  nicht  nach  der 
angegebenen  Methode  integrierbar  wäre,  wenn  man  nur  einen  Prozeß 
hütte,  die  Größen  X,  M,  N,  P, .  .  .  aufzufinden;  aber  ihre  Aufsuchung, 
fährt  Monge  fort,  bringt  im  allgemeinen  ebenso  große  Schwierigkeiten 
mit  sich  als  die  Integration  der  partiellen  üifPerentialgleichungen 
selbst");  und  der  Inhalt  der  letzten  Ausführungen  kann  nur  in  sehr 
si)eziellen  Fällen  nützlich  werden;  dessenungeachtet  ist  die  Anzahl 
von  soleheii  Systemen  L,  M,  N,  P,  . .  .  unendlich  groß.  Nachdem  er 
noch  zwei  Beispiele  von  Wertetripeln  L,  M,  N  gebracht  hat,  stellt 
er  sich*)  die  Aufgabe,  n  priori  ein  System  von  di-ei  Größen  L,  M,  -V 
KU  finden,  welche,  aus  x,  y,  z,  p  und  q  zusammengesetzt,  die  Eigen- 
schaft haben,  „daß  eine  beliebige  von  ihnen  eine  Funktion  der  beiden 
anderen  ist".  Man  nehme,  heißt  ee,  eine  beliebige  Gleichung  F=0 
zwischen  x,  v.  ^  und  drei  Parametern,  und  berechne  aus  ihr  und  -,     -=  (' 

und  -^—  ~  0  die  Werte  dieser  drei  Parameter,  so  werden  diese  die  ver- 

<(y  ' 

langte  Eigenschaft  besitzen,  d.  b.  werden  die  totalen  Differentiale  von 
zweien  derselben  gleich  Null  gesetzt,  so  wird  auch  dasjenige  des 
dritten  Parameters  gleich  Null.  Monge  gibt  kein  BeispieP)  und 
auch  keinen  Beweis  für  seine  Behauptung;  indessen  folgt,  wenn  wir 
die  erwähnten  Parameter  i,  M  und  N  nennen,  aus  den  drei  Gleichungen 
SV  ,      ,    dV  j      ,    dV  j      ,    dV    .j.    ,     0Fj,,,    öVj,^       „ 

dV       gF,  oV       f.         aV       cV   ,  <,V       ^ 

mit  Berücksichtigung  von 

ds  ^  pdx  +  <)(/>/ 

')  Hiatoire  de  l'Academie  des  Sciences  1794  (1787),  p.  557.  Monge  bringt 
als  Beispiel  die  Verallgemeinerung  eines  achon  von  Lagrange  behajidelten 
Falles.  *)  Ebenda,  p.  193.  ')  Maia  cette  recherche  coroporte  en  gönöral 

des  difficultes  aussi  grandea  que  celiea  du  calcul  integral  des  öquation»  aui 
difförencea  partielles.  ''}  Histoire  de  i'Academie  des  Sdenees  1784  (17H7), 

p.  185.         '"')  In  dem  obigen  Beispiel  war  offenbar 

F_  (rt^-i)'  + (,-«)■+(.- AT -»'-0 
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Man  erkennt  leicht  die  Definition  der  Berülirungstransformationen 
wieder,  wie  aie  Lie  für  den  dreidimensionalen  Raum  Ineim^Bestehen 
einer  einzigen  llelation  zwisclien  ursprünglielien  und  transformierten 
Koordinaten  aufstellt;  nur  hat  Lie  noch  zwei  weitere  Ausdrücke  jj^ 
imd  q^,  die,  weun  L,  M,  N  bzw.  den  Variabein  x,  y,  e  entsprechen, 
in  der  Monf^eschen  Schreibweise  durch  die  Gleichungen 

dehniert  wären.  Doch  fehlt  Monge  die  \or&tellung  daß  ea  sii  h  bei 
seiner  Methode  um  eine  Transformation  handelt,  um  so  mehr  fehlt 
natürlich  die  Kenntnis  der  geometrischen  Eigentümlitbkeit  dioer 
Transformation,  die  den  Namen  B er ührungsti  anaform atiun  Tti  anlaßt 
hat.  Monge  wendet  seine  Theorie  au(,h  auf  totale  (^ileich  mgen  m 
und  integriert  mit  ihr  die  allgemeinen  fileicliungstypen 

Sucht  man  zwei  Funktionen  M  und  iV  von  .t,  y  und  )>  ^  ,  vtm 
der  Art,  daß  aus  der  einen  der  beiden  Gleichungen  dM  =  0  und 
dN=0  auch  die  andere  folgt,  so  hat  man  nach  Monge  tine 
Funktion  V  von  x,  y  und  zwei  Parametern  zu  nehmen  und  aua 
V  —  0  und  rf  I'  =  0  die  zwei  Parameter  zu  berechnen.  Die  allgemeine 
Theorie  ist  in  folgendem  Theorem  enthalten^):  Sind  n  Größen  M,  J^, 
P,  q,...  gegeben,  die  sieh  aus  x,  y,  p  =  |^^ ,  <]  =  /^,  r=  '^ '' .... 
bis  zu  den  Differentialquotienten  («  —  1)'^'  Ordnung  einschließlich  zu- 
sam  mens  et  Ken,  und  folgen  aus  einer  einzigen  der  Gleichungen 

clM  =--  Ü,     dlS'  =  0,     d-F  ==  Ü,     rf^  =  0,  .  . . 

alle  übrigen,  so  wird  eine  totale  Differentialgleichung  («  —  1)'"''  Ord- 
nung F(M,  N,  P,  (J>,  .  . .)  =  0  zum  endlichen  umi  vollständigen  In- 
tegral die  Gleichung  besitzen,  die  sich  durch  Elimination  der  n  —  1 
Größen  p,i,r,...  und  einer  der  willkürliehen  Konstanten  «,  b,  c,  i/, . , . 
aus  den  n  +  1   Gleichungen 

M  -  a;   A'  =  ;<;   P  -  «;;   ^  =  d-  .  .  .,  Fio,  b,  c,  d,  ,..)  =  (> 
')  Tlietoire  de  l'Academie  des  Öcieiices  1784  (1787),  p.  189. 
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ergibt;  das  Resultat  dieser  Elimination  wird  eine  Gleieiiuijg  zwischen 
X,  y  und  m  willkürlichen  Konstanten  aeiii.  Eine  elegante  Methode 
für  partielle  Gleichungen  2.  Ordntmg,  die  auf  Berührungstransfor- 
mationen beruht,  werden  wir  bei  Legeudre  (vgl.  8.  1013)  antreffen. 
Von  den  partiellen  Differentialgleichungen  2.  Ordnung 
mit  drei  Variabein  wurde  zuerst  die  Gleichung  der  Saitensehwin- 
gungen  behandelt.  Im  vorigen  Bande  sind  bereits  die  Bemühungen 
verschiedener  Mathematiker  um,  diese  Gleichung  geschildert;  hier  ist 
Lagrange  zu  nennen,  der  in  den  Abhandlungen  der  Turiner  Aka- 
demie der  Natur  und  Fortpflanzung  des  Schalles  zwei  eingehende 
Untersuchungen  widmet  und  an  das  erwähnte  Problem  von  vornherein 
mit  der  ganz  bestimmten  Absicht  herangeht,  Eulera  Auffassung  von 
der  Natur  der  willkürlichen  Funktionen  einwandfrei  zu  beweisen.  Bei 
dieser  Gelegenheit  hat  Lagrange  Ausdrücke  aufgestellt,  welche  mit  den 
Formeln  für  die  Koeffizienten  einer  Fourierachen  Reihe  überein- 
stimmen, was  zu  der  Behauptung  Veranlassung  gegeben  hat,  La- 
grange habe  bereits  die  Theorie  der  Fourierschen  Reihe  besessen; 
in  Wirklichkeit  ist  die  Lagrangesche  Entwicklung  prinzipiell  davon 
verschieden;  man  könnte  sie  eher  als  eine  Formel  zur  Interpolation 
durch  trigonometrische  Funktionen  auffassen.  Lagrange  geht  aus 
von  einem  Simultansystem  ^),  das  wir  kürzer  in  die  Gleichung 

■"}';!' -<■/'"> -äs" +9''^'') 

zusammenfassen  können,  wenn  i  von  1  bis  m  —  1  lauft  und  t/'"'  und 
y(">)  beide  Null  sind;  diese  Gleichungen  stellen  die  Schwingungen 
einer  endlichen  Zahl  von  Massenpunkten  dar.  Die  Integration  wird 
nach  der  d'Alembertschen  Methode  für  derartige  Simultansysteme 
mit  Hilfe  unbestimmter  Multiplikatoren  bewerkstelligt,  dabei  gehen 
auch  die.  Geschwindigkeiten  in  die  Rechnung  ein.  Nach  ziemlich 
weitläufigen  Rechnungen  ergibt  sich  endlich  für  die  Koordinate  y^^ 
des  ft'*"  Massenpunktes  ein  komplizierter  Ausdruck^},  der  überdies 
von  den  Anfangsbedingungen  abhängig  ist.  Aus  dieser  Formel  erhält 
Lagrange*),  indem  er  die  Zahl  der  schwingenden  Punkte  unendhch 
groß  annimmt. 


-lfd..Y{ 

.     7tX 
^"^  2«" 

X 

^"^  2o 

Xcos"^' 
Xcos  2^ 

-|-  sin 

'^x- 

2xx 
"2^ 

X 

„„ 

2«ä( 
2  7' 

')  Miacellai: 
t  Ebenda,  p.  ÖS, 

lea  Tam 

:i„, 

i9ia,  t,  r 

'  (1769),  p,  26. 

■) 

Kbenda,  i>. 
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wozu   noch    ein   additives    Glied    tritt,    das    er    im    t'otgendeii    gleich 
Null  setzt. 

X  und  Y  sind  hierbei  die  Anfangs koordioaten,  x  und  )/  die  Ko- 
ordinaten zur  Zeit  t,  <'  die  Lunge  der  Saite  und  H  eine  bekannte 
konstante  Größe.  Lagraoge  bemerkt  hierzu,  daß  das  Zeichen  / 
nur  ein  Snmmenzeichen  sei,  sagt  aber  fast  unmittelbar  darauf,  daß 
die  Integrationen  bei  variabeln  X,  Y  und  konstanten  x,  t  anazuführen 
seien.  Wesentlich  ist  nun,  daß  Lagrange  die  Reibe  unter  dem 
Integralzeichen  nicht  etwa  gliedweise  integriert,  sondern  vor  der 
Integration  diese  Reihe  zu  summieren  sucht,  da  er  fiii-  y  nicht  eine 
unendliche  Reihe,  sondern  die  schon  bekannte  Form  mit  zwei  will- 
kürlichen Funktionen  erhalten  will.  Zu  diesem  Zweck  wird  der  Aus- 
druck 2  sin  -  X  cos  —  ;  in  bekannter  Weise  durch  die  Summe 
zweier  Sinus  ersetzt;  es  ergibt  sich: 


/,     ^   .     nX         .     n   /MX        mHt\ 


Da  m  unendlich  groß  ist,  heißt  es  weiter,  wird,  was  auch  x  und 
t  sein  mögen,  ml  i 'r")  '''^™^^'  ^"^^  ganze  Zahl,  der  Sinus  davon 
und  folglich  die  betreffenden  Integrale  Null  sein.  Eine  Ausnahme 
tritt  nur  ein,  wenn  gleichzeitig  der  Nenner  Null  wird;  den  Wert  von 
bestimmt  Lagrange  durch  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner 
und  kommt  schließlich  zum  gesuchten  allgemeinen  Integral.  Die  ganze 
umständliche  Ableitimg  des  bekannten  Resultats  hat  er  hauptaäehiich 
unternommen,  um  zu  zeigen,  daß  es  sich  ohne  alte  Voraussetzungen 
über  die  Natur  der  darin  auftretenden  willkürlichen  Funktionen  ge- 
winnen läßt;  die  Schwächen  seiner  Methode  und  insbesondere  des  be- 
nutzten Grenzübergangs  hat  neben  anderen  d'Alembert  klai'  gestellt'). 
Noch  ist  zu  bemerken,  daß  Spätere  aus  Gehässigkeit  gegen  Fourjer 


')  liesonders  in  verschiedeneu  Bemerkungen  im  1.  und  ö.  Band  seiner 
OpiiBculcB  matli^matiqnea.  Man  vgl.  Hbrigens  noch  Eiemanu,  Partielle  Differen- 
tialgleichungen, bearb.  Ton  K,  Hattenilorf  1969,  S.  2O0,  und  Reif f,  Geachichte 
der  unendlichen  Reihen   1M89,  S.  133. 
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dessen  Reihen  als  Lagrangesche  Formeln  bezeiciinet  haben:  man  ist 
indeaaeii  längst  davon  zurückgekommen. 

Die  partielle  Differentialgleichung  der  Saitenachwingungen  selbst 
behandelt  Lagrange  auf  eine  ganz  neue,  eigenartige  Weise;  er  führt 
sie  nämlich  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Difterentialglei- 
ehung  y.  Ordnung  zurück,  wenn  er  auch  diese  Reduktion  nicht  aus- 
drücklich als  Ziel  seiner  Methode  hinstellt.  Natui^emäß  ist  die  er- 
wähnte Reduktion  auch  ein  wenig  umständlich,  und  es  ist  z.  B. 
d'Alemherts  Zurückführung  des  Problems  auf  ein  Simultansystem 
von  totalen  Gleichungen^)  unzweifelhaft  eleganter;  nichtsdestoweniger 
ist  der  Gedankengang  Lagranges  als  äußerst  geistreich  und  originell 
zu  bezeichnen;  wir  können  hierbei,  weil  ihn  sein  Erfinder  konsequent 
für  eine  Reihe  viel  komplizierterer  Gleichungen  in  Anwendung  brachte, 
sogar  von  einer  wirkliehen  Methode  sprechen.    Die  partielle  Gleichung 

multipliziert  Lagrange^)  mit  einer  Funktion  von  x  allein,  die  M 
heißen  soll.     Zweimalige   partielle   Integration   nach  x   ergibt  sodann 

Die  physikalischen  Anfangsbedingungen  der  Aufgabe  verlangen,  daß 
£  für  zwei  Werte  x  —  0  und  x  —  a  beständig,  d.  h.  für  jedes  i,  gleich 
Null  ist;  das  Gleiche  verlangt  Lagrange  von  der  Funktion  .M.  Wird 
jetzt  zwischen  den  Grenzen  0  und  «  integriert,  was  in  der  Sehreib- 
weise nicht  besonders  ausgedrückt  ist,   so   ergibt   sich    die  Gleichung 


/(Jf)^„.  =  ./,(«).., 


die  auf  Grund  der  Annahme 

(")  =  '■* 

ik  bedeutet  hierbei  eine  Konstante)  in 

f~^Mdx  =  k<■,  i  sMdx 


M 


übergebt.     Hieraus  erhält  man  endlich  mittels  der  Suhstitiition 
')  Vgl.  diese  ^'ori,,  IIP,  «,  801.     ")  Miacellan 
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—  wobei  das  Integral  natürlicli  wieder  awiselieii  den  örenzen  x  =  0 
und  X  ~  a  zu  nehmen  ist,  so  daß  s  eine  Funktion  von  (  allein  dar- 
stellt —  die  Gleichung 


./(S)^"-©^ 


welche,  wie  Lagrange  sagt,  zu  integrieren  ist,  indem  man  die  Zeit  f 
als  einzige  Variable  ansieht.  Damit  ist  die  Integration  der  ursprüng- 
lichen partiellen  Differentialgleichung  tiuf  diejenige  der  beiden  totalen 
Gleichungen 

zurückgeführt,  die  sich  nur  durch  den  konstanten  l<'aktor  c  unter- 
scheiden; nach  ihrer  Integration  ist  nur  noch  2  so  zu  bestimmen,  daß 

Lagrange  führt  nun  zunächst  die  Gleichung 

ein,  wo  y  und  M  die  Anfangs  werte  von  s  und  ijij'  d.i.  von  IzMdx 
bzw.  \{  \  Mdx  bedeuten,  und  kommt  dann  mit  Hilfe  verschiedener 
geschickter,  allei'dings  nicht  ganz  korrekter  und  nuMreichender  Schlüsse 
zu  dem  Integral 

worin  Z  imd  V  willkürliche  Funktionen  sind,  die  deu  Anfangs- 
bedingungen entsprechend  gewählt  werden  müssen;  das  erste  Integral 
/  Vdx  hat  dabei  die  obere  Grenze  x  +  /"|/c,  das  zweite  x  —  tYc.  Nach 
derselben  Methode  behandelt  Lagrange^)  die  Gleichung 

wo  y  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  t  ist;  die  Gleichung 

ersetzt  er  durch  die  beiden  Gleichungen 

,1t  'H  dx    '      dx'    '    •' 

')  Miscellane»  Tauriucnsia,  t.  TP,  17fiO/ö].  p,  27.         '}  Ebenda,  p.  lOJ. 
')  Ebenda,  p.  HO. 
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Er  multipliziert  die  erste  mit  N,  die  zweite  mit  M,  integriert  partiell 
nach  X  und  addiert;  so  ergibt  sich  durch  Nullsetzen  aUer  Glieder, 
die  nicht  unter  dem  Integralzeichen  stehen,  die  Gleichung 

JVf. + O  <" = ,/("  "S' + [^  ~ " "]«) "-  +,/'*»<'- 

Diese  Gleichung  werde  erfüllt  durch  das  Simultanajsteni 

Ä;A  =  c-,-,      und     ]cM^  N  —b-^—: 

aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  dann  durch  Elimination  von  N 
eine  totale  Gleichung  für  M,  nämlich 

'  dx  dx'  ' 

so  daß  ftlso 

ist,  wo  m  und  ii  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1  +  6y  -  cy^  =  0 

sind,  Lagrange  verlangt  nun,  daß  M  für  x  =  0  und  a:  =  a  ver- 
schwindet, was  B  =^  —  A,  sowie  c"'*"  ~  e"*"  =  0,  d.  i.  eine  Bestim- 
mungsgleichung für  li,  ergibt;  endlich  wird 

wobei  A  stillschweigend  gleich  1  gesetzt  ist.  Sind  solchermaßen  die 
Funktionen  M.  und  iV"  bestimmt,  so  ist  z  aus  der  zwischen  den 
Grenzen  0  und  a  genommenen  Gleichung 

/{A's  +  Mu)dx  =  s 

zu  bestimmen,  wobei  s  selbst  der  Gleichung 

genügen  muß.  Die  weitere  Behandlung  des  Problems  bringt  keinen 
neuen  Gedanken  herein.  Lagrange  vergleicht  schließlich  noch  seine 
Resultate  mit  denen  von  d'Alembert. 

Das  Problem  einer  schwingenden  Saite  von  ungleichmäßiger 
Dicke  führt  auf  eine  Gleichung,  die  sich  von  derjenigen  der  Saiten- 
schwingungen  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Konstante  c  durch  eine 
Funktion  von  x  ersetzt  ist;  Lagrange  fuhrt  diese  Gleichung 
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auf  die  Intepratjon  von 

Ä'JJf  =  X 

zurück^)  imd  zeigt  den  ZnsamDienliang  mit  der  itiecatischen  Glei- 
eliTing  für  spezielle  Fälle,  Dieselbe  Reduktion  führt  kurz  darauf*) 
Euler  aus  und  verwandelt  seine  totale  Gleichung  durch  die  Sub- 
stitution 

in  eine  solche  1.    Ordnung.     Er  setzt  auch  versuchsweise 

!/  =  v^{uj, 

wo  »  eine  Funktion  vun  a:  und  t,  v  eine  solche  von  x  allein  ist,  und 
findet,  daß  v  eine  lineare  Funktion   von  x, 

t'dx 
X  =  C  ■  f"*     und     u  —  t  -[-  j  '71= 

ist.^)  in  einer  anderen  Abhandlung  aus  derselben  Zeit*)  nimmt 
Euler  eine  bestimmte  Form  des  Integrals  an,  sucht  aus  ihr  r  als 
Funktion  von  x  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung 

erfüllt  wird,  und  erhält  so  verschiedene  integrable  Differentialglei- 
chungen dieser  Form.     So  führt  ihn  die  Annahme 


y  =  F-r[j'udx^i), 


wo  P  und  M  Funktionen  von  x  sein  sollen,  durch  Einsetzen  in  die 
Differentialgleichung  auf  simultane  totale  Differentialgleichungen  für 
J*,  M  und  )■;  es  ergibt  sich 

Im  folgenden  geht  Euter  zu  Integralen  der  Form 

y^Pr  (J'udx  +  t)  +  Qr'{j'udx  +  <)  +  ■•- 

ober,  wo  P,  Q,  .  .  .,  u  bestimmte  Funktionen  von  x,  F  eine  willkür- 
Uche  Funktion  und  V,  .  . .  ihre  Ableitungen  bedeuten;  er  behandelt 
der  Reihe  nach  Fälle,    in   denen   das  Integral  1,  2  und  mehr  Glieder 

')  Miscellanea  Taurinensia,  t,  ü',  1760/Gl,  p.  98.  *)  Novi  Commentaiii 

Academiae  Petropolitanae,  t.  iS,  17ii3/63  (1764),  p.  292.  ')  Burkbardt,  a.a.O., 
Heft  3,  S.  349,  365.  *)   Miscellanea  TaMrinenaia,  t.  IIP,   1762/65  (1766),  p.  27 

bis  59, 
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besitzt  uud  erhält  so  Gleichungen,  die  in  endlicher  Form  integrabel 
sind;  zu  der  Heranziehung  der  Derivierten  der  willkürlichen  Funktion 
mag  wohl  der  Umetaud  mitgewirkt  haben,  dnß  Euler  bereits  früher 
(vgl.  unten  S.  990)  eine  Gleichung  integriert  hatte,  in  deren  Integral 
die  Diffei'entialquotienteu  der  wiUküriiehen  Funktion  auftreten.  End- 
lich ist  noch  d'Alembert  zu  erwähnen,  der  die  Gleichung 

durch  eine  Summe  von  Gliedern 


ieren  aucht,  wo  i;  eine  Funktion  von  x  allein  ist^);  er  erhält 


ä't 


=  -A^jr^Xt, 


eine  Gleichung,  über  deren  Weiterbehandlung  bereits  berichtet  wunip 
(Tgl.  S.  883). 

Das  Problem  der  von  einem  Störungszentrum  ausgehenden  Wellen 
führt  Euler  schon  1759  auf  die  partielle  Gleichung  mit  veränder- 
lichen Koeffizienten 

1    /il/ls\  _  n  /''s\  _|_  / dds\ 
2ffh\dtV  ~  y  \d\j  +  Uf'7 

zurück,  die  er  auf  eine  Riccatische  z-eduziert;  er  tindet  daraus,  dsiU 
sich  für  [das  räumliehe  Problem,  d.  i.  für  w  =  -i,  die  Aufgabe  ele- 
mentar lösen  läßt  und  errät  schließlich  aus  einigen  partikulären 
Integralen  die  unten  angegebene  allgemeine  Form  des  Integrals. 
Kurz  darauf  behandelt  er  das  Problem  wieder  in  einem  Brief  an 
Lagrange^)  ohne  neues  zu  bringen.  Er  verlangt,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit in  allen  Punkten  gleichen  Äbstandes  von  dem  Zentrum 
dieselbe  ist,  und  erhält  die  Gleichung 

2gh\dt^)  V    ^   V\dV)  ^  \dV')> 

die  aus  der  vorigen  im  Falle  «  =  4  durch  s  -=  y-  entsteht  Aprp^ 
plusieurs  recherchea,  sagt  er,  j'ai  enfin  trouve 

')  Histoire  de  l'Aoad^mie  de  Berlin,  t.  XIX,  1763  (1770),  p.  342.    D'Alem- 
bert  verweist  beifiglich  der  Methode  auf  seine  OpaeculeB  math^matiquee. 
*)  Ebenda.  (Hist.  Berlin),  t.  XV,  1759  (1706),  p.  24.1.     ^)  Miseellanea  Taurinen*"^»' 
t.  IP,   neo/Cl,  p.  1—10. 
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+  ~ip[V-ty(2  fihj\  ~  f,4''[  V  -  t V'fa .ff fc)] , 

wo  tp  und  i/i  willkürliche  Funktionen,  tf,  iji'  ihre  Ableitungen  be- 
deuten. Lagrange  behandelt  die  von  Euler  aufgestellte  Gleichung 
mittels  seiner  oben  geschilderten  Methode  der  Reduktion  auf  totale 
(ücichungen,  nachdem  er  sie  auf  die  Form 


(£)-(£) +  ^4lJ) 


gebracht  hat,  und  erhält  so  für  den  MultipUkator  M  die  Hilfsgleichung 

t^-  !"'-'•■  "• 

Diese  Gleichung  besitzt  das  für  x  =  ^  verschwindende  Integral 

71/=  ^(sina^l/— /■  —  x^—  l  cos3:"|/—  1:)S) 

Nach  den  phjsikaUschen  Bedingungen  des  Problems  soll  M  auch  für 
X  '^  a  zu  Null  werden;  das  führt  auf 

a  y^  ft  =  tg  a  j/-  ft 
als   Bestinnnuugsgleiehung   für  7.-.     Lagrange   bemerkt")   auch,   daß 
die  gegebene  Gleichung  durch  die  Substitutionen 


oder  auch  durch 

auf   das  Problem    der  Saiteusehwingungen   zurückgeführt   wird,    uud 
güht  sodann  zu  der  etwas  allgemeineren  Gleichung 

über^);  seine  Methode  führt  hier  zu  der  Gleichung 

<teren   Integration   wir    bereits   besprochen    haben    (vgl.   S.  91ä);    der 

')  MiscellanKa  TaiitineiiBia,  t.  TP,   1760/61,  p,  58.  =)  Ebenda,  p.  74. 

',  Ebenda,  p.  81. 
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m  allgemeinen  Integral  der  f^egebenen  partiellen  Glei- 
chung geBchjelit  durch  ähnliche  SchlÜBBe  wie  beim  Problem  der 
Saiten schwingan gen  und  ergibt 

f  =  ^  .     _  _  +^  __ 

+  G  ■     3  ■    —  +■■-, 

wo  r  und  ^  willkürliche  Funktionen,  1",  F",  .  . .,  A' ,  A',  . .  .  ihrp 
Abgeleiteten  und  A,  B,  C,  . . .  die  Entwicklungskoeffizienten  der  La- 
grangeschen  Form  des  Integrals  der  Biccatischen  Gleichung  sind 
(vgl.  S.  912),  wenn  man  in  diesen  —in  durch  m -\- 'i  ersetzt,  La- 
grange knüpft  daran  auch  die  Bemerkung,  daß  die  spezielle  an- 
gewandte Methode  stetige  Änderung  von  z  zugleich  mit  x  voraus- 
setze, weshalb  J^  und  ^}  nicht  völlig  beliebig  seien. ^)  Endlich  be- 
schäftigt sich  Euler^  mit  der  Integration^)  von 


+  . 


diese  Gleichung  wird  durch  die  Substitution  s  =  x'-u  in  eine  Gleichung 
derselben  Form  Ubergefährt,  was  die  Wegschaffong  des  Gliedes  mit 
g—  durch  passende  Wahl  von  l  ermöglicht.  Euler  setzt  ein  In- 
tegral in  folgender  Form  an: 

2^  AxT{x  +  «0  +  Bx'^'^r  ix  ±at)  -{ *) 

und  ündet  als  Bedingung  für  das  Bestehen  dieser  Gleichung  dit^ 
Relation 

«_--»("  -!)■ 
Ist  «  eine  negative  ganze  Zahl,  so  bricht  die  Reihe  von  selbst  al>, 
und  man  gewinnt  auf  diese  Weise  wieder  integrable  Fälle.  Euler 
integriei-t  die  Gleichung  auch  in  der  Form,  daß  die  willkürliche 
Funktion  statt  differentiiert  wiederholt  integriert  auftritt;  interessanter 
scheinen  verschiedene  Bemerkungen,  welche  zeigen,  daß  sich  Euler 
schon  damals  mit  der  Umformung  partieller  Gleichungen  2.  Ordnung 
durch  Tiansiormation  wenigstens  in  speziellen  Fällen,  beschäftigt  hat. 
So  ist  darauf  hingewipsen,  daß  die  Gleichung 

')  MiBcellauea  TaurinenBia,  t.  IP,  1700/61,  p.  93.  ')  Ebenda,  t,  IIT'. 

1762/65  (1766),  p.  60—91.  »)  Erwähnt  sei  folgende  Ausdruckaweiee :  la  aolntiou 
oomplfete  qui  nous  decouvre  a,  la  fois  tontes  lea  fonctions  possibles  (sc.  weicne 
die  Differentialgleichung  erfüllen)-     Ebenda,  p.  60.  ^)  Das  ist  dieselbe  Form, 

die  wir  eben  bei  Lagraoge  getroffen  haben;  die  beiden  Rflsnltate  lassen  sicu 
leicbt  ineinander  nberfiihren. 
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J_  ddz  ^  ddz  __   k^ 

der  also  das  Glied  mit  ^-^  fehlt,  durch  die  Siilistitutioneu 


da  dt'        dx'        XX 

Übergeführt   wird.     Setzt   man   Ä  =  0,   so   ergibt   sich  k'  =  2,   daraus 
'H'  =  6  usw.     Ferner  ist  die  Gleichung  der  Saitenschwingungen 

vermöge  der  Substitution 


)=»©. 


das  ganze  Problem  also  auf  die  Integration  zweier  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  1.  Ordnung  zurückgefahrt,  die  durch  Benutzung 
der  Gleichung 

"-'"D +  "■'('■) 

zunächst  au( 

und  damit  zum  allgemeinen  Integral  führen. 

Gegenüber  diesen  Untersuchungen,  die  alle  den  Charakter  des 
Willkürliehen,  Zufälligen  an  sich  tragen,  bedeutet  die  Behandlung 
der  partiellen  Gleichung  2  Ordnung  in  Eulers  Integralrechnung 
emen  ganz  wesentliuhen  Foitnchritt  Euier  schiebt  nämlich  nach 
den  Gleichungen  1  Oidntmg  bevor  ei  zu  höheren  Gleichungen  über- 
geht, ein  eigenes  Kapitel  ein,  das  nur  tou  der  Umformung  der  par- 
tiplleii  Differentialgleichungen  durch  Einführung  neuer  Variablen 
handelt  und  zfigt  so  athon  durch  diL  ausgezeichnet«  Stellung,  die  er 
ilifien  UutersiiLhungen  einräumt,  sowie  durch  die  eingehende  Behand- 
lung der  ganzen  Frage,  daß  ei  die  Integration  der  höheren  partiellen 
Weichimgen  pnnzipiell  auf  ihre  Transformation  in  eine  geeignete 
kanonische  Form  gegründet  wissen  will  Die  von  Euler  behandelten 
Trdnstormationen  zerfallen  m  zwei  Alten;  die  erste  ersetzt  nur  die 
ibhäugige  Variable  z  durch  eine  neue  i,  während  die  unabhängigen 
Veränderlichen   x  und  ^   m   der  Gleichung  belassen  werden;   hierher 
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gehören  die  Substitutionen  z  =  Pv ')  und  z  ~  P  -{-  v,  wo  unter  P 
und  V  Funktionen  von  x  und  y  zu  verstehen  sind.  Wichtiger  ist  die 
Einführung  neuer  unabhängiger  Variablen  t  und  u  an  Stelle  von  x 
und  ji]  die  Formeln,  welche  die  Diiferentialquotieuten  nach  x  und 
y  io  den  neuen  Veränderlichen  ansdrileken,  stellt  Euler  für  den 
späteren  Gebrauch  in  üb  ersieht  lieber  Weise  zusammen.  Der  Behaup- 
tung, Euler  behandle  die  Gleieliung  2.  Ordnung  methodisch,  plan- 
mäßig mittels  Transformationen,  seheint  nun  zu  widersprechen,  daB 
er  in  den  zunächst  folgenden  Beispielen  die  Methode  der  Reduktion 
auf  eine  Normalforra  durch  Einführung  neuer  Variablen  nicht  an- 
wendet. Indessen  handelt  es  sich  hierbei  um  Beispiele,  die  sich  eben 
auf  anderem  Wege  einfacher  oder  rascher  erledigen  lassen  als  durch 
jene  immerhin  einen  ziemlichen  Formelapparat  erfordernde  Reduktion. 
So  behandelt  Euler  zuerst  ausschließlich  Gleichungen,  welche  nur 
einen  einzigen  von  den  Differentialquotienten  2.  Ordnung  enthalten. 
Die  Gleichung  ,— ,  =  P,  wo  P  eine  Fuuktion  von  x,  y  und  g  ist,  in- 
tegriert Euler,  indem  er  y  als  konstant  ansieht  und  nachträglich 
diese  Beschränkung  fallen  läßt;  er  erhält  schließlich 


Die  Gleichung 


^fdxfPdx  +  xf{:!t]  +  F{y). 


läßt  sich  mittels  der  Substitution 


behandeln,  Jwenn  P  und  Q  die  Variable  e  nicht  enthalten.  In 
letzterem  Fall  hat  man  sich  y  als  konstant  zu  denken  und  die  totale 
Gleichung 

ddz-=  Pdxds+  Qdx' 

mit  dem  Parameter  y  zu  integrieren;  das  allgemeine  Integral  („integrale 
completum")  ergibt  sich,  wenn  man  die  beiden  Integratiouskonstanten 
durch  Funktionen  von  y  ersetzt.^)     In  der  Gleichung 

setzt  Euler 

z  =  0'-  Y, 

')  Institutiones  L.alculi  integralis,  vol   III,  p.  194.  •)  Ebenda,  p-  BOH. 

Man  beachte,  daß  eio  derartiges  Ersetzen  vnn  Konstanten  durch  variable  Größe» 
der  BntstehuDg  einer  besondoren  ,Methode '  der  Variation  der  Konstanten  nur 
günstig  sein  Monate  '')  Ebenda    p    221 
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WO  Y  eine  Punktion  von  y  allein  sein  soll,  und  erhält  so  die  totale 
Gleichung 

CLdY  . 

mit  dem  Integi-iil 

r=e". 
Daraus  achließt  Euler  auf  das  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung 
in  der  Form 

bemerkt  a!  er  ganz  m  i  klang  m  t  se  n  n  1  heren  Ä  cl  ten  über 
d  e  Entw  ekelbarke  t  e  ne  w  Uk  rh  hen  Funkt  rm  laß  d  ese  Da 
Stellung  m  t  ne  dl  ch  v  elen  Integn  t  n  konstanten  len  latog  al  m  t 
zwei  w  11k  i  1  hen  1  unkt  oi  ei  de  hill  n  cht  gle  ehw  ert  i;,  z  erachte 
ie  weil  man  e  n  ht  1  el  el  gen  Anfan„  bed  "u  gen  i  p  äsen 
könne  )  Eulei  suclt  sodai  das  Anwendu  gsgeb  et  de  el  n  te 
nutzten  Subst  t  t  o  =  "  I  bzw  z  =  \  wo  \  e  n  Fu  kt 
vo  allen     st    z        rv    lern      nsbe  ondc  e  ]    ve    ye  tet  e  fl 

d  e  Gle  chung 

wo  die  Koeffizienten  Funktionen  von  x  allein  sind.  Den  allgemeinen 
Fall*),  daß  P,  Q,R,S  Funktionen  von  x  und  ij  sind,  unterwirft  er 
der  Transformation  s  =  e^'u,  wo  V  eine  Funktion  von  3^  und  y,  v  eine 
noch  zu  bestimmende  Größe  ist;  dieser  GleiehungstypuB  ist  von  großer 
Wichtigkeit.  Gleichungen,  die  mehr  als  einen  Ditferentialquotienteo 
2.  Ordnung  enthalten,  behandelt  Euler  nur  durcli  Transformation. 
In  die  Gleichung  der  Saitenschwingungen 

setzt  er^l 

'  =  «a'  -f-  fiii     und     H  =  Y''^  -V  ^<l 

und  erhält  so  die  neue  Gleichung 

W  -  .«»«)  (M)  +  2 (l^ä  "  «?««)(";„)  +  ("■  -  rf")  iüS)  - »• 

wobei  jet/t  z  als  Funktion  von  I,  und  n  aufzufassen  ist.  Die  Annahme 
liefert 

')  Vgl,  S.  916,  ')  Institutionea  calcnli  integralie.  vol.  UI,  p,  324, 

*)  Ebenda,  p.  2M.         ')  Ebenda,  p.  22fi, 

Cahtob,  GiioMehte  dpi  MMI.BmMit  IV,  154 
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t  =  X  +  ay;     v.  =  x  ~  ay     und     {3 fr )  =  0. 

Daraus  folgt  dann  unmittelbar 

,  -  f(l)  +  F(u)  -  f(x  +  «,)  +  F{x  -  ay). 

Nach  einer  kurzen  Schilderung  von  d'Alemberts  Methodc^)^  bemerkt 
Euler,  daß  mau  auch  versuchsweise 

setzen  kann;  dann  wird 

\dy*l  \dxdifl  \dx'/ 

Ein  Vergleich  mit  der  ursprünglichen  Gleichung  liefert 

k  =  ±a 
und  somit  die  zwei  Gleichui^en   1.  Ordnung 

Die  Schwingungsgleichuüg  der  Saite  von  veränderlicher  Dicke 


führt  Euler  für 

auf  die  Riccatisehe  Gleichung 

dp  -\- ppäx  =  ax'''"-^dx 

zurück^),  die  für  positive  oder  negative  ganzzahlige  »(mittels  der  Sub- 
stitutionen 

e  ~  e^'j-B     und     u  =  e' 

integrabel  ist,  fügt,  aber  hinzu:  es  ist  fast  nicht  zu  glauben,  daß  beide 
(nämlich  die  partielle  und  die  totale)  Differentialgleichungen  nicht  in  den- 
selben Fällen  integrabel  sein  können.  Wie  er  behauptet,  ist  für  )w  =  c» 
die  Riccatisehe  Differentialgleichung  leicht  zu  integrieren,  während 
die  entsprechende  partielle  Gleichung 

^  Inatitutiones  calcnli  integralis, 
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seiner  Methode  sieh  nicht  fügt  Für  diese  Gleichung  setzt  er  ein 
Integral  in  der  Form 

an;  fL  und         lassen  sich  hierbei  durch  A  ausdrücken.    Die  Gleichung 

hatte  Euler  von  einem  hydrodynamischen  Prohlem  ausgehend  schon 
früher  in  einem  speziellen  Fall  behandelt;  jetzt  verlangt  er  nur,  daß 
P,  Q,  R  Funktionen  von  x  allein  sind.  Diese  verallgemeinerte  Glei- 
chung soll  nun  mittels  der  Substitution 


j  =  ilf(^^3  ^^^'^^ 


wo  M  und  N  Punktionen  von   x  allein  sind     wieder  in  die  nämliche 
Form 


Q=^a+«(£)+^" 


übergeführt  werden*),  wo  auch  M,  N,  F,  G,  H  Funktionen  von  x 
allein  sind.  Durch  geschickte  Kombination  erhält  Euler  drei  Bestim- 
mungsgleichungen  für  P,  Q,  H,  wenn  F,  O,  H  gegeben  sind,  nämlich 


P^F: 

e  =  «  +  l^ 

R  =  H 

OdM 
Mdx 

^  da: 

FddM       ^Fds 
Mdx'           dx 

hierbei  bestimmt 

sich  das  Verhältnis  s  = 

iFdM 
Mdx 

FdM* 
IMda:' 

sdF 
dx 

dFdM 

+  » 

=  ,v  aus  der  Gleichung 
C^ff-Gs-F^  +  Fss. 

worin  0  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Ist  also  die  transfor- 
mierte partielle  Gleichung  mit  der  abhängigen  Veränderlichen  v  in- 
tegrabel,  so   ist   es   auch  die  Gleichung  in  z  vermöge  der  Beziehung 


...(»  +  (13). 


Durch  Spezialisierung  der  Funktionen  F,  G,  H  erhält  Euler  endlich 
Verschiedene  integrable  Gleichungen.    Die  partielle  GHeicbung 


lddv\ 


')  Institutiones  calculi  integralis,  voi,  111,  p.  292. 
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wo  TJ  unf!  T  Fiiiiktionen  von  x  allein  bedeuteu,  liehaiiddt  Euier 
Hueh  an  anderer  Steile')  in  einer  Abhandlung  über  die  Luftbewegung 
in  Tuben  nach  eeiiier  früheren  Methode  (vgl.  S.  989),  indem  er  nach 
Integralen  der  Form 

V  =  Lf(ß  ±  et)  +  Mf'iS  ±  cO  +  -  ■  • 
glicht. 

Es  wurde  behauptet,  daß  Euler  in  der  Intögralrechnung  bei 
Gleichungen  2.  Ordimng  hauptsächlich  durch  Transformation,  sei  es 
der  unabhängigen  oder  der  abhäugigen^J  Variabein  —  oft  allerdings 
nur  mittele  mühsiimer,  weitschweifiger  Rechnungen  —  zum  Ziel  kommt ; 
er  selbst  sagt^),  seine  Methode  bestehe  darin,  die  gegebene  Grleichung 
durch  Einführung  neuer  Variabein  auf  die  Form  zu  bringen 

(ä)+^q+«c:.)+^'+«-«- 

Diese  Gleichung  fällt  aber  nnter  die  Kategorie  derjenigen  (ileiehungen, 
weiche  nur  einen  einzigen  üiffereiitialquotienten  2.  Ordtmug  enthalten, 
und  ist  mit  diesen  Gieicbungen  ausführhch  behandelt  worden.  Es 
ist  sehr  wesentlich,  daß  Euler  das  Methodische  dieser  Heduktion 
betont;  allerdings  ist  der  Kftui»,  den  er  diesem  Gedanken  gönnt,  ge- 
ring im  Vergleich  zu  dem  Platz,  dei-  anderen  Anwendungen  der  Ein- 
führung neuer  Variahein,  wie  der  Reduktion  auf  die  Ausgangsfotm 
oder  der  Aufsuchung  integrablev  Fälle  eingeräumt  ist. 

Condorcet  nimmt  als  Integi-al  der  linearen  Gleichung  2.  und 
i).  Ordnung  die  Gleichung  r  =  A<f''^'"-'  an  und  sucht  von  einer  ßeihe 
mit  unendlich  vielen  derartigen  Gliedern  auf  die  Darstellung  mit  will- 
kürlichen Funktionen  überzugehen.*;  Die  Gleichungen  mit  nichtkon- 
stanten Koeffizienten  sucht  er  mittels  Reihen  zu  löaen.'^^ 

D'Alerabert  behandelt^)  neben  anderen  Gleichungen  2.  Ordnung 
den  Fall 

wo  g  und  t,  Funktionen  von  x,  h  eine  Konstante  bedeuten,  und  v«i- 
sucbt  ein  Integral  der  F^on« 

')  Novi  CommeDtarii  Acadi;raiae  Feti'opolitaiiai',  t  XVI,  1731  (1772^,  p.  3'"'- 
^   Von  letzterer  Art  sei  nocli  die  Substitution 


=da+"0+' 


wo  r  und  s  Funktionen  von  j;  allein  sinil,  erwähnt,  vou  der  Enler  Institution  es 
Cftlculi  integralis,  vol.  III,  p.  323  Gebtauch  macht,  ')  Ebenda,  p.  261. 

*j  Histoire  de  rAcadeniie  des  Sciences  1772,  part.  1  (1775),  p.  33  bzw.  3(1. 
'i  Ebenda,  p.  37,         «)  Opusculen  mathtSinatiqueB.  t.  IV  (1T68),  \).  2,in. 
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WO  X,  X',  X" .  .  .  passend  zu  bestininienile  Funktionen  tüii  :c  Biar), 
Laplaoe  hat  die  Eulei-sche  Idee  der  ZurÜckfäbriing  der  pm- 
tiellen  Gleichung  2.  Ordnung  auf  die  eben  angegebene  kanonische 
Form  wieder  aufgegriffen;  er  fragt  daran  anknüpfend  nach  Bedingungen, 
anter  welchen  diese  in  endlicher  Form  integrabel  ist.  Für  das  Ent- 
stehen seiner  Abhandlung  sind  Eulers  Vorarbeiten  in  verschiedener 
Weise  bedeutungsvoll  geworden:  die  Transformation  (trän s form ation) 
eelbst,  die  Ausnahmen,  die  sie  erleideu  kann,  das  Auftreten  der  Üifl'e- 
rentialquotienten  oder  Integrale  der  willkürlichen  Funktion  in  der 
Integralgleichung,  dies  alles  hat,  wie  Laplace  selbst  zugesteht^), 
schon  Euler.  Laplaces  Verdienst  ist,  daß  er  die  mögliche  Form 
des  Integrals  genauer  festlegt,  daß  er  nicht  wie  Euler  nur  Differen- 
tialgleichungen sucht,  die  in  geschlossener  Form  integrierbar  sind, 
sondern  die  Bedingungen  hierfür  in  Form  von  fileiehungen  angibt, 
(laß  er  endlieh  —  und  darauf  legt  er  selbst  großen  Wert  —  alles 
analytisch,  in  bequemen  Formeln  darstellt.  Laplace  reduziert  wie 
Euler  die  Gleichung 

in  welcher  alle  Koeffizienten  F'"unktionen  von  x  und  y,  aber  nicht 
von  2  sind,  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  m  und  6  auf  die 
Normalform 

»-(S<.)+»"(':)+''-fö)+''+'' 

wo  jetzt  Dl,  u  und  l  Funktionea  von  &  und  Ö  sind.  Hierbei  sind 
die  alten  und  die  neuen  Yai'iabeln   durch  die  Gleichungen  verknüpft: 

©=©-[- :«+ VC «'-'')] 

und 

Diese  Gleichungen  reduzieren  sich,  wenn  gleichzeitig  ti  =  0  und 
/i  =  0,  auf  /— "t  =  0  und  i'i^\  -  0,  d.  h.  m  und  0  sind  Funktionen 
von  y  allein;  in  diesem  Fall,  den  auch  Euler  schon  eingehend  be- 
tiandelt  hat,    ist,   wie  Laplace  im   folgenden  findet^),    ein  „vollstän- 

')  Vgl.  hierzu  Hiatoire  de  l'Aead^mie  des  Sciences  1773  (1T77),  Histoire 
p.  43ff.  »)  Ebenda,  p.  360.  Vsl.  auoh  Meraoires  presentes  par  divers  Savaiis. 
t-  VI  (t774),  p    G55. 
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diges"  Integral  in  endlicher  Form  nur  dann  möglich,  wenn  ö  =  0  ist; 
das  sehließt  uatürÜGh  nicht  aus,  daß  oft  partikuläre  Integrale  in  ge- 
schlossener Form  angegeben  werden  können.  Als  zweiten  Ausnahme- 
fall nennt  Laplace  das  Bestehen  der  Gleichung 


heutzutage  als  parabolischer  Fall  bezeichnet;  hier  sind  die  Gfleichungen 
för  ß)  und  6  nicht  mehr  unterschieden,  man  erhält  namiich 

Man  kann  aber,  wie  Laplace  zeigt,  diesen  t'all  auf  den  Typus  a  =  0, 
fl  =  0  reduzieren,  wenn  man  aus 

\dx/  3  "     \8y/ 

die  Variable  x  als  Funktion  von  ra  und  y  berechnet  und  den  betr. 
Ausdruck  in  die  gegebene  Differentialgleichung  einführt,  so  daß  also 
eine  Gleichung  in  s,  to,  y  entsteht,^)  Für  die  folgende  Untersuchung 
wird  von  Wichtigkeit,  was  Laplace  über  die  Form  der  Integrale  der 
linearen  Gleichungen  2.  Ordnung  behauptet.  Nach  eigener  Aussage 
hatte  Laplace  beobachtet,  daß  die  willkürlichen  Funktionen  im 
Integral  einer  linearen  Gleichung  immer  selber  Knear  vorkommen. 
Differentialquotienten  und  Integrale  der  willkürlichen  Funktionen 
zieht  schon  Euler  zur  Bildung  des  allgemeinen  Integrals  heran; 
berücksichtigt  man  endlich  noch  die  Arbeiten  Condorcets  auf 
diesem  Gebiet,  so  ist  damit  aufgezahlt,  was  Laplace  über  den 
Gegenstand  bekannt  war.  Auf  die  Methode,  wie  er  sodann  die  Form 
des  Integrals  von  vornherein  zu  ermitteln  sucht,  kann,  wenngleich 
auf  die  mühsame  Untersuchung  eminenter  Scharfsinn  verwendet  ist, 
hier  nicht  eingegangen  werden,  da  ihre  Darstellung  zu  viel  Platz  be- 
anspruchen würde,  und  der  Wert  der  betr.  f unk tiouentheore tischen 
Schlüsse  wenigstens  ohne  Modifikationen  und  Kreuzungen  verhältnis- 
mäßig gering  ist.  Laplace  kommt  durch  Überlegungen,  die  er  für 
die  Gleichung  1.  Ordnung  ausführlich  angibt,  zunächst  zu  dem  R<i" 
sultat,  daß  dag  Integral  die  willkürlichen  Funktionen  if  und  ^,  wie 
bereits  beobachtet,  linear  und  wiederholt  differentiiert  oder  integriert 

')  Auf  diesen  Fall,  der  sich  immer  auf  die  Gleichung  der  Wärmeleihmg 
^--;  =  ^  reduzieren  läßt,  ist  Laplace  später  wieder  zuröokgekommen:  Journal 
de  i'I^coie  polytechnique,  cah.  15,   1S09,  p.  2aü. 
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entlmlt;  des  weiteren  findet  er,  daß  die  Argumente  von  fp  und  i/i 
Funktionen  von  den  Variabein  a  bzw.  d  allein  sein  müssen,  ein  Um- 
stand, der  eine  ganz  bedeutende  Vereinfachung  dea  Integrals  zur  Folge 
bat,  da  sich  Ausdrücke  wie  j  Eh6ip{ei)  auf  einfachere  Formen,  also 
hier  tpiet)  ■  j  EdO,  reduzieren  lassen. 

Nach  diesen  VorunterBuchun gen  wendet  sichLapiace  der  eigent- 
lichen Aufgabe  zu;  er  verlangt,  daß  die  willkürliche  Funktion  nicht 
unter  dem  Integralzeichen  auftreten  soll,  setzt  T  =  0  und  überdies 
zur  Vereinfachung  auch  w  =  0,  Die  einfachste  Form,  die  das  Integral 
dann  haben  kann,  ist 

Laplace  substituiert  diesen  Ausdruck  in  die  kanonische  Differential- 
gleichung und  setzt  —  die  Berechtigung  hierzu  ist  leicht  einzusehen 
—  den  Koeffizienten  von  fip)  sowie  den  der  Abgeleiteten  >p'{<a) 
gleich  Null.     Es  ergibt  sich  so 

0  =  (w)+'»^     und     0-{^J+.,.i^  +  n.(^)+,Ä. 

Aue  dieser  Gleichung  lassen  sich  aber  mit  Hilfe  der  ersten  und  der 
daraus  durch  partielle  Differentiation  nach  üj  hervorgehenden  Gleichung 
die  Differentialquotienten  von  A  eliminieren:  man  erhält  nach  Divi- 
sion mit  A  die  Bedingung 

0  =  ;  —  f      j  —  nm, 

von  deren  Bestellen  die  Existenzmöglichkeit  eines  Integrale  der  Form 

abhängt.  Diesen  Weg  schlägt  indes  Laplace  nicht  ein,  sondern  sagt, 
daß  die  Differentialgleichung 

mittels  der  Substitution 
in 

«=(r) +""•+- ['-(':)-»'»] 

übergeht:  unter  der  Annahme 

2  =  A-  fp{b>) 

reduziert  sich  dann  die  Gleichung 
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auf 

rO  =  0, 

was  die  erwähnte  Relation  zwischen  m,  n  und  /  liefert.  Ist  diese 
Relation  nicht  erfüllt,  so  yersucht  Laplace  die  nächst  einfache  An- 
nahme 

2  =  A  ■  tpio))  -j-  A'  ■  (pj(a)\ 

es  ergeben  sich  dann  drei  Gleichungen  für  Ä,  nämlich 

AVie  schon  erwiihnt,  verwandelt  die  Substitntion 
die  ursprüngliche  Gleichung  in 

''  =  i  ©+;--  +  -. 

wo  zur  Abkürzung 


ist.    Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  nun  durch  geschickte 
Kombination   bei  Benutzung  der  weiteren  Substitutionen 

Kde)        ,         ,  \de!  ,  idn\     „ 

m—    -     =m';     ji  +  nm  —  n-    -■      -f  (^ j  =  F 
die  Differentialgleichung 

die  genau  die  Form  der  urspillngiichen  Gleichung  hat.     Mit  Berück- 
sichtigung der  Annahme 

3""'  =  J(p(ri)  -l  A'(pj(o)) 

geht  aber  die  Gleichung 

^"  =  &)  +  ». 
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Über,  die  sich   wegen  der  für  Ä  geltenden  Relationen  auf 

.-  =  [(-V»'^'].H») 

reduziert.  Das  heißt  nichts  anderes,  als  s*''  ist  Integral  einer  kano- 
nischen Differentialgleichung  2.  Ordnung  und  enthält  nur  eine  will- 
kürliche Funktion  (p/((a),  aber  keinen  ihrer  Differential quotienten. 
Dieser  Fall  ist  aber  als  der  einfachste  bereits  untersucht  und  die 
Bedingungsgleiehung  für  sein  Bestehen  aufgestellt:  sie  lautet 

Die  kanonische  Gleichung  2.  Ordnung  in  s<'>,  m^,  n,  V  hat  .sich  ganz 
unabhängig  von  der  speziellen  Annahme  über  die  Form  des  Inte- 
grals s  ergeben;  sie  wird  also  auch  Geltung  haben,  wenn 

s  =  A  •  qD(o,)  ^  A'  ■  <f,(m)  +  A"  •  9D„(a,). 

Durch  8ubstitutian  dieses  Ausdrucks  in  die  ursprüngliche  Differential- 
gleichung (mit  der  abhängigen  Veränderlichen  s)  ergeben  sich  aber 
Gleichungen  für  A,  A^,  A",  deren  Berücksichtigung 

liefert.  Und  das  heißt  gai-  nichts  anderes,  als  £^'>  enthält  eine  will- 
kürliche Funktion  ^/(w)  und  deren  erste  Deririerte  97,^(0}),  weshalb 
auf  die  Differentialgleichung  2.  Ordnung  M''>  die  Überlegungen  des 
eben  untersuchten  Falles  angewendet  werden  können. 

So  kann  man  weiter  schließen.  Die  bei  dieser  Methode  —  Kas- 
kadenmethode bat  man  sie  später  genannt  —  auftretenden  Großen  (i'''\ 
)bM,  (('■),  .jl""*  mit  dem  Indes  r  gehen  aus  den  n,  m,  l,  z  mit  dem 
Indes  r  —  \  genau  in  derselben  Weise  hervor,  wie  die  ji',  m' ,  V,  2' 
aus  f(,  m,  l,  s  selbst.  Der  Wert  von  d""'  läßt  sich  indessen  leicht 
independent  darstellen,  da,  wie  Laplaee  zeigt,  die  Gleichung 


mit  dem  Integral 


"-("/.')  +  """' 


■IM,») 


')  Diese  Gleichung   gilt   natürlich   nicht   für  einei 
für  denjenigen  Indps  r,  der  das  Abbrechen  der  Rei)ie 
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besteht.  Die  Bedingung,  daß  z  keinen  höheren  als  den  f^  Diiferen- 
tialquotienten  der  willkürlichen  Funktion  gi  enthält,  ist  dann,  wie 
sofort  ersichtlich, 


-  Ca"!')  -  »» 


ist  sie  für  kein  endliches  r  erfüllt,  so  ist  die  Gleichung  —  vorausgesetzt,  daß 
die  Laplaceschen  Behauptungen  über  die  notwendige  Form  des  In- 
tegrals richtig  «ind  —  auch  nicht  in  endlicher  Form  integrierbar, 
dieser  Fall  tritt  z.  B.  im  allgemeinen  ein,  wenn  l,  m,  n  konstant  sind'). 
Ganz  die  gleiche  Methode  würde  am  Platze  sein,  wenn  man  von  vorn- 
herein nicht  i/i,  sondern  f  gleich  Null  gesetzt  hätte;  Laplace  geht 
deshalb  gar  nicht  auf  diese  Frage  ein,  sondern  wendet  sich  zur  Be- 
trachtung des  Falles,  daß  T  nicht  identisch  Null  ist,  welcher  eine 
analoge  Behandlung  gestattet. 

Indem  Laplace  des  weiteren  die  angegebene  Beding ungsgleichung 
für  Integration  in  geschlossener  Form  als  Bestimmungsgleichung  für  r 
auffaßt,  erhält  er  in  endlicher  Form  integrable  Fälle. ^)  Auch  ist  noch 
gezeigt,  daß  der  Ausdruck  für  s,  sobald  er  eine  nur  endliehe  Anzali! 
von  Integralzeichen  entMlt,  immer  auch  durch  willkürliche  Funktionen 
und  deren  Ditferentialquotienten  allein  dargestellt  werden  kann,  oder, 
wie  Laplace  sich  ausdrückt,  notwendig  von  Integralzeichen  frei  ist'j; 
endlich  ist  noch  auf  die  Integration  unter  gegebenen  Anfangs- 
bedingungen eingegangen,*)  Daß  mit  der  Integration  einer  einzigen 
der  Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  die  sich  der  Reihe  nach  er- 
geben, die  aller  übrigen  durch  Quadraturen  oder  Differentiationen 
gefunden  wird,  erwähnt  Laplace,  offenbar  weil  selbstverständlich, 
nicht. 

Später^}  kommt  Laplace  auf  seine  Ergebnisse  zurück  und  stellt 
sie  in  folgender  Form  dar:  Jede  lineare  partielle  Differentialgleichung 
2.  Ordnung,  sagt  er,  kann  in  der  Form  dargestellt  werden 

o-at) +•"©+-©+'». 

wo  m,  n  und  l  gegebene  Funktionen  der  Variabein  s  und  s'  sind. 
Versteht  man  unter  ^/(s)  das  Integral  fcH-(p(s),  unter  ^^(s)  das 
Integral  /osqc;(s)  usf.,  desgleichen  unter  i/i/ (5')  das  Integral  ^/'?s^iii(A~'), 
unter  tais')  das  Integi-al    jcs'^Aß')  usf.,  so  ist 

')  Histoire  de  l'Acadömie  des  Sciences  1773  (1777),  p.  369.  ')  Ebenda, 

p,  380,  '1  Ebenda,  p,  382  ff.,  speziell  p.  S05.     Auf  die  im  Test  angeführte 

Behauptung  kommt  Cousin  ebenda  1784  (1787),  p.  120  suräck  und  stellt  einen 
entsprechenden  Sati  allgemein  für  Gleichungen  n>"  Ordnung  auf;  ebenda,  p.  429. 
*)  Ebenda  1773  (1777),  p.  396.         "i  Ebenda  1779  (178-2),  p,  268fr, 


y  Google 


Totale  und  partielle  Differentialgleichungen,  1005 

«  =  ^  .  ,p,is)  +  Ä'^)  ■  (p,(s)   +  A(ä>  -ip.is)   +■■■ 
+  S .  Ms')  +  B^i  -  i/',(s')  +  m  ■  %(^')  +  ■■■; 

)p(s)  und  ^(s')   sind   hierbei   zwei  willkürliche  Funktionen;    für   ihre 
Koeffizienten  gelten  folgende  Gleichungen: 

0  _  f  ^?-')  +  nJf"  +  DBI»; 


Ergibt  sich  einer  der  Koeffizienten  A'-"^  oder  B^"\  wo  jt  eine 
positive  gan/.e  Zahl  ist,  zu  Null,  so  bricht  die  Reihe  für  u  ab.  Im 
folgenden  gelangt  Laplace  zur  Darstellung  von  ii  in  Form  von  be- 
stimmten Integralen.     Er  bezeichnet  nämlich  die  Summe 

cp(0)  +  iq>(cs)  -4-  l^g>(2fs)  +  .  .  -  +  i^~ .  ^(s) 
mit  T   und   entwickelt  ,_,    nach  Potenzen   von  t.     Dann    wird   der 
Koeffizient  von  t^'  gleich 

[9>(U)  +  ^(ds)  +  q>i-2c:s)  +  ■  .  -  +  qp(s)]  ■  CS 

gefunden;    das   ist   aber   nichts   anderes  als  ^i(s).     Allgemein  ist  der 

Koeffizient  von  t^'  in  der  Entwicklung  von  T(l  —  t)~>''-sf  nichts 
anderes  als  qo  (s).  Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  läßt  sich,  wenn  man 
für  T  seinen  Wert   in  9(0),  fi(''S),  .  .  .   einsetzt,    <p„(*)   linear   durch 

')  Wir  haben  uns  hier  der  Übersichtlichkeit  halber  der  modernen  Bezeich- 
nungsweise  bedient,  die  statt  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  m  sym- 
bolisch Z'm=^0  schreibt. 
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die  q){0),  <p(cs),  ...  und  gewisse  Koeffizienten  ausdi-ücken ,  die  be- 
stimmt werden  sollen.  Der  Koeffizient  von  ip(^r6s)  in  dem  Ausdruck 
Til  —  tj-fS»"    ist    r(l  —  t)-''8s'';    auf    (p^,(ß)    trifft    dabei    nur    der 

Koeffizient  von  t^" .  Drückt  man  also  <p^{s)  in  angedeuteter  Weise 
fturch  *p(0),  tp(ds),  .  . .  ip{ri  s),  .  .  .  ans,    so   wird   der  Koeffizient   von 

v(*''S)    gleicb    dem    Koeffizienten    von  /"    in    der    Entwicklung    von 

r(l  —  i)-^fs>',  d.  i.  gleich  dem  von  /''*  in  der  Entwicklung  von 
(l  —  t)~''i'S''  sein.     Dieser  ist  aber  gleich 

tf.-'+')(ii-'+'^)  •■(;.-'+."--o  . 

läßt  man  r  .so  ins  unendliche  wachsen,  daß  dabei  res  gegen  einen 
endlichen  Wert  z  konvergiert,  so  geht  er  über  in  -  -  -^  ( s.  Mit 
Hilfe  dieser  Darstellung  laßt  sich  jetzt  auch  das  Integra!  m  statt 
durch  (p  durch  die  ^"(O),  tp{cs),  . .  .  fp(_rcs),  .  . .  ausdrücken.  Hier- 
bei wird  der  Koeffizient  von 


gleich 


wenn  man 


(j, -1)!  '^ 


2 ^"-"C'^iy- '•<■') 
setzt.     Hieraus  schließt  Laplace  auf  die  Gleichung 

wo  die  Funktion  //  analog  der  Funktion  F,  aber  mit  Hilfe  der  B 
gebildet  ist.  Hierbei  sind  aber,  wie  aus  den  Gleiclitmgen  für  die  A 
und  B  hervorgeht,  F(s  —  z)  und  77(s'  —  «)  selbst  partikuläre  Inte- 
grale der  gegebenen  Diiferentialgleichung,  von  denen  das  erstere  für 
s  =  e  der  Anfangsbedingung 

das  letztere  für  s'  =  ^  der  Anfangsbedingung 
57  +  '"'-» 
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genügt..  Durcli  dieses  Ergebnis  wird  Laplace  veranlaßt,  den  Aus- 
druck 

genommen  von  einem  konstanten  Wert  von  £^  bis  s  =  s  bzw.  s  —  s', 
za  untersuchen;  er  findet  durch  Ditferentiation,  daß  dieser  Ausdruck 
der  Differentialgleichung  genügt,  sobald  p  und  ß'  partikuläre  Werte 
von  u  sind,  die  eine  willkürliche  Konstante  2  einschließen  und  für 
;  ^  s  bzw.  s'  in  Funktionen   P  und   P'  von  der  Art  übergehen,    daß 

Ü_(g)  +  »P     und     0=f?^)  +  «P', 

Da  der  Ausdruck  für  u  zwei  willkürliche  Punktionen  fp{/)  und  ip[g) 
enthält,  erklärt  ihn  Laplace  für  das  allgemeine  Integral.  Endlich 
sind  noch  verschiedene  andere  Darstellungen  des  bestimmten  Integrals 
augegeben;  so  erhält  man  vermöge  der  Substitutionen  z  =  st  bzw, 
z  ■-=  s't  die  folgende  zusammengezogene  Form 


-fst-  {sq-(p{si)+s'q'--H^(sH)\, 


wo  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integi-iert  wird,  und  q  und  q'  aus 
p  und  p'  hervorgehen.  Besonders  behandelt  wird  der  Fall,  daß  l,  m,  n 
konstant  sind;  hier  ist  r(s  ~  s)  gleich  dem  Produkt  aus  g-'«" -"' 
und  einer  Funktion  der  einen  Variabeln 

die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

0  =  (,-.„»),,  + (^»)  +  «- (f.?) 

und  den  Anfangsbedingungen 

»-1.  (11)-  +  »»-' 

für  Ö  =  0  genügt;  diese  Funktion  war  übrigens  schon  Beruoulli 
und  Euler  begegnet.     Für 

/  -  mn  =  n 

reduziert  sich  das  lotegral  auf 

u  =  e-"-''-"'{<p,(s)  +  4',iy)]-') 

Der  schon  in  der  ersten  Abhandlung  besprochene  Fall 

')  Größtenteils  nach  Burkhardt  a,  a,  0.,  Heft  2,  S,  398fF. 
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WO  f,  g,  h  Konstante  sind,  wird  nochmals  Torgenommen;  die  bereits 
von  Lagrange  behandelte  Gleichung 

durch  die  Substitutionen 

X  -\-  at  -^  s     und     sc  —  ai  =  s' 
auf  eine  Gfleichung  der  eben  erwähnten  Art,  nämlich 

reduziert. 

Später')  öberträgt  dann  Legeudre  die  Laplacescbe  Easkaden- 
methode  auf  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung  in 
ihrer  ursprünglichen  Form,  d.  h.  er  zeigt,  daß  die  Transformation  auf 
die  Euler-Laplacesche  Normalform  überflüBsig  ist.  Legendre 
führt  hierbei  die  Integrale  der  Gleichungen 

dt/  —  pdx  =  0     und     dy  —  Pdx  =  0 

ein,  wo  p  ujid  P  die  Wurzeln  der  Gleichung 

p^  ~  ap  -\- h  '^  0 

sind,   und  «  und  h   die  Koeffizienten    von   .    ,     bzw.   -^-.  in   der  ge- 

'  dxdy  dy^  " 

gebenen  Diflferentialgleichung  —  der  Koeffizient  von  j— ^  ist  gleich  1 
gesetzt  —  bedeuten;  auf  die  DarsteEung  seiner  Methode  kann,  da  sie 
prinzipiell  von  der  Laplaceschen  nicht  verschieden  ist,  hier  ver- 
Kichtet  werden. 

Das  Ziel  der  Laplaceschen  Arbeit  war  die  Aufsuchung  eines 
Kriteriums  für  die  Möglichkeit  einer  Integration  in  geschlossener 
Form;  der  hierbei  eingeschlagene  Weg  führte  nebenbei  noch  auf  die 
Lösung  der  Gleichung  2.  Ordnung  durch  bestimmte  Integrale.  Von 
anderen  Gesichtspunkten  gehen  die  Untersuchungen  aus,  denen  wir 
uns  jetzt  znweuden.  Lagrange,  der  Schöpfer  der  Theorie  der  par- 
tiellen Gleichung  1.  Ordnimg,  derselbe,  der  durch  seine  Arbeiten  über 
Natur  und  Fortpflanzung  des  Schalls  das  Interesse  an  der  Gleichung 
2,  Ordnung  so  mächtig  gefördert  hat,  ist  später  nur  mehr  gelegentlich 

')  Histoire  de  l'Acadeinie  des  Sciencca  1787  (1789),  p.  .fiy. 
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auf  diese  zurückgekommen;  erwähnt  sei  von  ihm  die  Behauptung^), 
daß  man  bei  Kenntnis  zweier  verschiedenen  vollständigen  ersten  Inte- 
grale allgemein  das  vollständige  endliche  Integral  finden  könae,  indem 
man  zuerst  ,  sodann  -  aus  jenen  eliminiere  und  die  durch  par- 
tielle Integration  nach  x  bzw.  y  gebildeten  Intej^ralgleichungen  mit- 
einander vergleiche. 

Weiterhin  ist  Monge  zu  nennen,   der  abweichend  von  Laplace 
unter  einer  linearen  Gleichung  2.  Ordnung  jede  Gleichung 

Ar  +  Bs+CH  +  n^i} 

versteht,  -wo  r,  s,  t  in  üblicher  Weise  die  partiellen  Ableitungen 
2.  Ordnung  bedeuten  und  A,  B,  C,  D  beliebige  Funktionen  von  x,  y, 
2,  p  und  q  sind,  der  also  nur  verlangt,  daß  r,  s  und  f  linear  auf- 
treten.*) Das  Verfahren  ist  genau  dasselbe  wie  sonst:  Reduktion  auf 
totale  Gleichungen.     Die  Relationen 

dp  =  rdx  -)■  sdy    und     dq  =  ^dx  -f  tdi/, 

„die  nichts  Neues  sagen"  gestatten  zwei  von  den  drei  Großen  r,  s,  l 
zn  eliminieren,  und  man  erhält: 

Bdpdy  +  Cdqdp  -  Cdpdx  -h  Bdy^  =-r\  Adf  -  Bilxdy  +  Cdx^ ] 
Adpdy  +  Cdqdx  -f  Ddxdy  -=      slAdif^  —  Bdxdy  4-  Cdx^] 

Adpdx  —  Adqdy-'r  Bdqdx  •\-Ddx'^'^  —  f\Ädy^~ Bdxdy  +  Cdx^\- 

Damit  diese  Gleichungen  nicht  r,  «,  /  in  x,  y.  z,  p,  ij  bestimmen 
können,  muß  gleichzeitig 

A  dy^  —  Bdxdy  -f  IJdx^  =  U 
Adpdy  4-  Cdqdx  +  Ddxdy  =  0 
Bdpdy  +  C{dqdy  -  dpdx)  +  Ddy^  =  0 
Aißpdx  —  dqdy)  +  Bdqdx  -t-  J)dx^=  0. 
Von    diesen   vier  Gleichungen   sind    zwei   die   t'olge    der   beiden 
übrigen;    sie   erfahren,   wie  Monge   in   seiner  Application   zeigt,    mit 
Hilfe  der  Charakteristikentheorie  eine  einfache  geometrische  Deutung. 
Dieselbe   Deutung   des  Wortes   simultan,   die   schon   früher    den   Zu- 
sammenhang Kwisehen  totalen   und   partiellen  Gleichungen  vermitteln 

')    Oeuvres    de  Lagrange,    t.  IV,    p.  95.     Der  Aufsatz    atammt    aus    dem 
Jahre  1774..  ')  Histoire  de  l'Acadömie  dea  Sciences  1784  (1787),  p.  126ff, 

Vgl.  auch  Memoireg  de  TAcadöiuie  de  Turin  1784/85(1786).  p.  31ff. ;  ferner 
Histoire  de  TAcademie  des  Sciencea  1783  (1786),  p.  720,  woselbst  die  speziellere 
Gleichung  ir  -j-  Ms  +  ^f  =  0  auf  totale  Gleichungen  reduziert,  auch  die  Glei- 
chung der  Minimalflächen  behandelt  wird. 
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mußte,  fülirt  auch  jetzt  zu  dem  Schluß,  duß  V=(p{U)  ein  erstes  Inte- 
gral (integrale  premiere)  der  vorgelegten  Gleichung  ist,  wenn  V  ~  a 
nnd  U=h  die  TollstÜndigen  Integrale  zweier  von  den  angegehenen 
vier  totalen  Gleichungen  oder  zweier  gleichwertigen  sind.  Sind  zwei 
derartige  GleichuDgen  zwar  integrabel,  läßt  sich  aber  keine  von  ihnen 
auf  den  ersten  Grad  reduzieren,  so  ist  besondere  Vorsicht  nötig,  in 
welcher  Weise  die  betr.  Integrale  zu  kombinieren  sind,  da  nicht  alle 
Kombinationen  brauchbare  Resultate  geben;  Monge  gibt  diesbezüg- 
liehe  Vorschriften.^)  Von  Beispielen  ist  die  Gleichung  mit  konstanten 
Koeffizienten  behandelt,  außerdem  die  Differentialgleiclmiig  der  Mini- 
malflächen, letztere  in  wenig  branchbarer  Form  und  fehlerhaft.  Mon  ge 
schreibt  diese  Gleichung  Borda  zu,  wohl  weil  dieser  eine  kurze  Ab- 
handiung  über  diesen  Gegenstand  gebracht  hatte*);  Borda  selbst  ver- 
weist dort  auf  einen  noch  zn  besprechenden  Aufsatz  in  den  Miscellanea 
Taurinensift,  in  dem  Lagrange  seine  Variationsrechnung  bekannt 
macht.  Legendre  zeigt')  von  der  Mongeschen  Integration,  daß  die 
darin  auftretenden  Integralzeichen  sieh  über  mehrere  Variable  er- 
strecken, ohne  daß  die  Integrabilitätsbedingungen  erfüllt  sind,  und 
findet  die  richtige  Lösung  durch  einfache  Änderung  der  Variabein; 
als  Beispiele  bringt  er  den  Rotationskörper,  dessen  Meridiankurve  die 
Kettenlinie  ist,  sowie  die  Minimalfläehe  zwischen  zwei  windschiefen 
Geraden,*) 

In  der  erwähnten  Abhandlung  behandelt  Monge  auch  Gleichungen, 
für  welche  eich  nicht  ein  erstes  Integral  der  Porm  F=  (p(U),  sondern 
komplizierteren  Baues  ergibt;  aber  leidei  fragt  er  nicht  nach  den  Be- 
dingungen, unter  welchen  ein  erstes  Integral  der  Form  V  =  ip{U) 
existiert;  er  wäre  sonst  notwendig  auf  die  allgemeinere  sogenannte 
Ämperesche  Form  der  Differentialgleichung  2.  Ordnung  geführt  wor- 
den, die  noch  ein  additives  Glied  E{rt  —  s^)  besitzt,  aber  trotzdem 
prinzipiell  nicht  schwieriger  zu  integrieren  ist  als  die  von  ihm  be- 
trachtete lineare  Gleichung.  Übrigens  war  Monge  die  Einsicht  in 
die  Wichtigkeit  der  Verbindung  ri  —  s^  nicht  verschlossen;  dieser 
Ausdruck,  der  schon  1760  in  den  Eulerschen  Untersuchungen  über 
Flächen krümmung  auftritt,  findet  sich  in  verschiedenen  von  Monge 
untersuchten  Differentialgleichungen,  wie 

rl-s^+J^-O     und     {rt  —  s^  +  4ra  =  Q, 
wieder.^} 

')  HjatoiL-e  de  l'Acad^mie  des  ScienceB  1783  (1786),  p.  143,  *)  Ebeuda, 

17C7  Cl'i70),  p.  öeitf.  Borda  bezeichnet  die  Aufgabe  als  Problem  von  La- 
graugc.  ')  Ebenda  1787  (1789),  p.  S09ff.  *)  Vgl.  diesen  Band  S.  550  oben 
und  S.  56a.  ■'■)  Histoire  de  l'Acadömie  dea  Sciencea  1784  (1787),  p.  89,  1&7, 

endlich  p.  561,  5H2. 
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Monge  behandelt^)  auch  nichtlineare  Gfeichvingen  2.  Ordnung, 
indem  er  sie  auf  lineare  Gleichungen  höherer  Ordnung  zurückführt. 
Sei  1^  -=  0  eine  beliebig  aus  x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t  zusamniengesetzte 
Differentialgleichung.  Durch  Differentiation  erhalte  man  hieraus  mit 
f  der  Relationen 


dg  =pdx  +  qdy^     dp  =  rdx  +  sdy\     dq  =  sdx  +  td\f 

die  Gleichung 

Adr  +  Bds  +  üdl  +  T)dx  +  Kdy  =  0. 

Wenn  jetzt,  sagt  Monge,  auf  Grund  einer  gewissen  Annahme  Über 
den  Wert  von  j-  die  partielle  Gleichung  3.  Ordnung,  die  man  erhält, 
eine  Konstante  weniger  besitat  und  linear  oder  doch  von  brauchbarer 
Gestalt  ist,  und  es  ist  möglieh,  zwischen  den  drei  ersten  Integralen 
dieser  Gleichung  (und  der  ursprünglichen)  die  fünf  Größen  p,  q,  r, 
S,  t  auf  einmal  zu  eliminieren,  so  hat  man  in  dem  Resultat  dieser 
Elimination  das  gesuchte  endliche  Integral  vor  sich.  Monge  nimmt 
speziell 

Ddx  +  Edy  =  0 

an,  berechnet  daraus    ,-    und  setzt  diesen  Wert  in 

Ad,r+  Iids+  üdf=0 

ein,  wo  man  sich  dr  durch  ida:  +  ,  j,  dy  usw.  ersetzt  denken 
muß;  dadurch  entsteht  die  lineare  Gleichung  3.  Ordnung 

ÄE^;;  +  (BE-Ä U)  ^^  +  (CE  -  BD)  J^,  -  CD  f/.  -  0. 

die  nach  der  gewöhnlichen  Methode  auf  totale  Gleichungen  reduziert 
wird.     Aus  diesen  folgert  Monge  mit  Ausschaltung  der  Gleichung 

Ddx  +  Edij  =  0, 

die  wieder  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  führt,  folgende  zwei  Glei- 
chungen, welche  die  beiden  anderen  Integrale  der  Gleichung  3.  Ord- 
nung liefern: 

Adii^-Bdxdy  -|-  Üdx^^  0 
und 

A  Edydr  +  ds{VEdx  —  ABdy)  ■  ■  CDdxdt  =  ü. 

Monge  gibt  als  Beispiel  die  Gleichung 


')  Histoire  de  rAcadömie  des  ScienwK  178,?  (1786;,, 
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2bx(a^r  +  2a^  +  t)  +  ay{a^r  +  '2as  +  t)  —  'äabiap  +  q)  ^  0, 

welche  auf 

a^dr  +  2ads  +  dt  ^  0;     <tx  —  ody  =  0 

und  damit  »uf  das  Integral 

2  =  fix  -  a>j)  +  xip{x  -  ay)  +  2l^x\(p{x  -  ay)f 

fahrt.  Es  ist  leieht,  fügt  er  hinzu,  ähnliche  Überlegungen  für  die 
Cfleichungen  höherer  Ordnung  anzustellen,  aher  man  sieht  auch,  daß 
mit  wachsender  Ordnung  die  Fülle,  wo  das  geschilderte  Verfahren 
eine  „vollständige"  Integration  erlaubt,  immer  seltener  werden. 

Nach  Monge  ist  Legendres  Behandlung  der  speziellen  Gtleichung 

dx'  dxdy  ay'  ' 

deren  Koeffizienten  A,  B,   C  Funktionen    von 


allein  sind,  zn  erwähnen.')  Auf  einen  sehr  speziellen  Fall  dieser 
Gleichung  war  schon  Monge  gestoßen,  der  erkannt  hatte*),  daß  die 
Gfleichung 

Aar  dxdij  ilif        dT'  dxdy  Sy' 

durch  die  Substitution  z  =-■  e'"  in 

da:^  dxö'j  ay' 

übergeht;  Monge  findet 

2  =  WiFx  ~  //j]x|>(Fa^  -  ;/)], 
wo  P  und  P'  <iie  Wurzeln  von 

Pä  -  .4P  +  7?  =  0 
sind,  und  im  Fall  gleicher  Wurzeln 

.-  -^  Y<p{^x  -  2/)J'  X  Yfii'x  -  ,v)|, 
Legendic   behandelt  nun  die  allgemeine  Gleichung   folgendermaßen: 


')  Histoire  de  rAcademie  des  Sciences  1787  (1789),  p.  ai4.  *)  MemoireB 

presentes  par  divers  Savans,  t.  VII,  1773  (1776),  p.  3'23. 
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statt  s,  jj,  q  als  Funktionön  von  x  und  y  aufzufassen,  sieht  er  viel- 
melir  umgekehrt  x,  y,  z  als  Punktionen  von  p  und  q  an;  dann  ist 
xdp  +  ydg  ein  exaktes  Differential  do  und  folglich 


'dp''      ^         dq'' 


=  px+  qy  - 


Man  sieht  leicht,  daß  diese  Gleichungen  eine  Beruh rungatransformation 
darstellen,   die  sieh  nach  den  Vorschriften  von  Monge  oder  Lie  aus 

-z-  .r,  +  xx,  +  //(/j  ^  0 

ergibt,  wo  der  Ühersicht  halbpr  z^,  x^,  y^  statt  m,  p,  q  geschi-iehen 
sind;  Legendre  erkennt  aber  den  Zusammenhang  seiner  Methode 
mit  der  Mongeschen  Theorie  dt'r  Berührungatranaformationen  nicht. 
Führt  man  nun  a  als  neue  abhängige  Veränderliehe  ein,  so  müssen 
auch  die  Ableitungen  von  z  nach  x  bzw.  y  durch  die  Differential- 
Quotienten  von  üj  nach  p  und  q  ersetzt  werden.  Legendre  erlmlt 
auf  diese  Weise  hei  stillschweigender  Unterdrückung  eines  Nenners 
ddui     ddio        /  dda\^    ,.  ni   •  I 

aq'  dpdq  dp^ 

Ton  der  die  Gleichung  der  Minimalfläclien  ein  spezieller  Fall  ist, 

Legendre   behandelt^)   auch   einen   speziellen  Typus   von   Glei- 
chungen höheren   Grades,  nämlich 

r  -  F{,,  I), 

WO  i;  s  und  (  die  übliche  Bedeutung  haben.  Sein  Gedankengang 
ist  ähnlieh  wie  bei  der  eben  behandelten  linearen  Gleichung;  er  fol- 
gert aus 

dp  ="  rdx  +  -"^dy     und     dq  =  sdx  +  tdy, 

daß  xdr  -\-  yds  und  xds  +  ydt  exakte  Differentiale  sind,  betrachtet 
X  und  y  al.'*  Funktionen  von  s  imd  t  und  setzt 


Durch  Differentiation   der  gegebenen  Differentialgleichung   folgt   aber 
eine  Gleichung 
dr  -  Ads  -I-  Bdt, 

')  Histoire  de  l'Academie  des  Scienecs  ]V8T  (1789),  p.  317. 
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wo  A  umi  B  bekannte  Funktionen  vou  s  und  t  sind;  somit  wird 

xäi-  +  yil^  =  (Ax  +  y)ds  +  Bxdt. 

Dfl  aber  xdr  +  i^ds   ein    vollständiges  Differential   sein   soll,    so  muß 

d{Ax  +  y)  _  dBx 
dt         ~    d«    ' 

oder,  mit  Berückgiehtigung  von 

dA        dB 


endlich 


Setzt  man  hierin  für  x  und  .(/  die  oben  angegebenen  Ausdrücke 


eiQ,  so  ergibt  sic^h  unmittelbar  die  lineare  Gleichung  2.  Ordnung 

ddw    ,      ,    ddbi         -f,  ddoi        ,, 
dt'  dtds  ds'  ' 

welche  die  1,  Ableitungen  von  w  nicht  enthält. 

Im  Anschluß  an  frühere  Arbeiten  über  die  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung I.Ordnung*)  behandelt  Trembley  in  ganz  analoger 
Weise  die  lineare  Gleichung  2.  Ordnung.^)  Ausgangspunkt  für  ihn 
ist  eine  gegebene  Form  des  Integrals;  Ziel  die  Aufsuchung  integrabler 
Fälle.     Zunächst  nimmt  er 

z=  II'-F(^-)+  /7"  ■/"(*") 

als  Integralgleichung  an,  wo  die  77  und  <&  Funktionen  der  unab- 
hängigen Variabein  x  und  i/,  die  Striche  aber  natürlich  keine  Diffe- 
rentiationen bedeuten.  Bei  Elimination  der  willkürlichen  Funktionen 
jf*'  und  f,  s^t  Trembley,  erhält  man  nur  dann  eine  lineare  Gleichung 
2.  Ordnung,  vpenn  zwischen  den  77',  77"  und  C&',  0"  gewisse  Rela- 
tionen bestehen,  um  diese  zu  finden,  bildet  Trembley  die  partiellen 
Ableitungen  1.  und  2.  Ordnung  von  s,  multipliziert  sie  mit  unbe- 
stimmten Funktionen  G,  A,  7?,  .  .  .,  addiert  und  setzt 


')  Besonders  Nova  Acta  Academiac  Petropolitanae,  t.  IX,  Histoire  p.  88ft^ 
(pres.  1794).  *)  Ebenda,  t.  X,  1792  (1797),  Histoire  p.  37—104.  Die  besprochene 
Abhandlung  ist  1796  der  Akademie  vorgelegt.  Siehe  auch  ebenda,  t.  XI,  1793 
(1798),  Histoire  p,  58  (prös.   1797). 
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Eraetzt  man  in  dieser  Gleichung  *!ie  einzelneE  Differentialquo- 
tienten durcli  ilive  aus  der  gegebenen  Integralgleichung  berechneten 
Werte,  ao  treten  die  willkürlichen  Funktionen  i"'  und  f  nebst  ihren 
Der i vierten  in  verschiedenen  Verbindungen  auf.  Die  Koeffizienten 
dieser  Korabinationen  setzt  Trembley,  da  die  Gleichung  keine  will- 
kürlichen Funkfcionen  mehr  enthnlten  soll,  gleich  Null  und  erhält  so 
6  Gleichungen  für  die  *  und  U,  wie  z.  B. 


«ß!T+"G:)'+^c:)G:)- 


Ans  liiesen  Gleichungen  lassen  sich  zunächst  die  Verhältnisse  der 
Größen  G,  A,  B,  .  .  .  durch  die  fp  und  II  nusdiücken;  haben  also 
umgekehrt  jene  Verhältnisse  diese  Form,  so  ist  die  Gleichung  sicher 
durch 

!  =  IV .  F{^')  +  n"  ■  f{^") 

integriert.  Sind  die  (t,  A,  B,  .  . .  gegebene  Funktionen,  so  besteht 
die  Aufgabe  darin,  die  /7  und  *  zu  bestimmen.  Trembley  löst  die 
Aufgabe  für  spezielle  Fälle.  Zuerst  nimmt  er  W  =  fl"  an^)  und  be- 
rechnet aus  den  erwähnten  6  Gleichungen  die  Ableitungen  von  11 
nnd  *  durch  die  G,  Ä,  B,  . .  .  dargestellt.  Für  <P'  und  0"  ergeben 
sich,  wie  schon  aus  der  einen  angeführten  Relation  ersichtlich,  die 
Gleichungen 

(l^l  +  p-'ir '""']©  =  " 

und 

und  das  sind,  wie  es  der  Natur  der  Aufgabe  nach  nicht  anders  sein 
kann,  genau  die  Gleichungen,  welche  Laplace  zur  Transformation 
der  Gleichung  2.  Ordnung  auf  die  kanonische  Form  benutzte.  Trembley 
ersetzt  beide  Gleichungen  durch  die  totale 

[Jü  +  Yil-JE  -  4 ÜJJ) \'..y-~  21)f  x^O, 

wobei  also  E,  Ü  und  D  als  gegeben  zu  betrachten  sind;  des  weitereu 
stellt  er  Formeln  auf,  welche  nach  Berechnung  von  ^'  und  <&"  die 
Funktionen  II'  und  U"  durch  die  Koeffizienten  G,  A,  B,  .  .  .  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  ausdrücken.     ,4nalog  wird  der  Fall 

tp'  =  0" 

')  Nüva  Acta  Acadeioiae  I'etropolitanfte,  t.  XI,  179ä  (HSI),   Histoire  p.  35. 
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untersucht,^)  Noch  mehr  Gelegenheit  zu  rechnen  gibt  die  Annahme') 
einer  komplizierteren  Integralgleichung 

^-J'i<"-''-[-f"'(*')  +  f"'(*")i, 

wobei  die  F'-^  und  f^'^  die  Derivierten  von  F  bzw.  f  bedeuten,  und 
die  77*''  nach  einem  gewissen  Gesetz  auseinander  hervorgehen.  Weiter- 
hin geht  Trembley  von  der  Integralgleichung 

^{x,  y,  e)  =  77(ic,  y)  •  F(®(3;,  .(/)) 

aus'),  die  ihn  zunächst  auf  eine  komplizierte  partielle  Gleichung  mit  den 
abhängigen  Variabein  V  und  e  und  drei  Bedingungsgleichnugen  führt. 
Diese  komplizierte  Form  vergleicht  er  sodann  mit  der  allgemeinen 
partiellen  Gleichung  2.  Ordnung,  welche  die  ersten  Ableitungen  von  z 
in  der  2.  Potenz  enthält,  und  stellt  ^  durch  die  Koeffizienten  der 
letzteren  dar,  Ist  nun  eine  derartige  Gleichung  2,  Ordnung  gegeben, 
so  existiert,  wenn  tf'  außerdem  die  erwähnten  Bedingungagleichungen 
erfüllt,  ein  Integral  der  angegebenen  Form.  Ein  Anhang*)  bringt 
eine  Abänderung  der  besprocheneu  allgemeinen  Methode.  Endlich  ist 
zu  erwähnen,  daß  Trembley  eine  Unmenge  von  Beispielen,  besonders 
aus  Eulers  Integralrechnung,  nach  seiner  Methode  rechnet,  die  nur 
den  Nachteil  hat,  daß  man  bei  einer  beliebig  vorgelegten  Diiferential- 
gleichung  von  vornherein  ersehen  sollte,  welche  Form  das  Integral 
haben  wird. 

Von  den  Gleichungen  höherer  Ordnung  gesteht  Euler  iu 
seiner  Integralrechnung*)  zu,  daß  die  Einführung  neuer  Veränderlicher 
hier  wegen  der  allzu  verwickelten  Formein  wenig  zweckmäßig  ist. 
Enler  beschränkt  sich  auf  drei  Typen  von  Gleichungen,  deren  erster 
dadurch  entsteht,  daß  man  eine  einzige  Derivierte  höherer  Ordnung 
gleich  Null  oder  einer  Funktion  von  x  und  ij  gleichsetzt.*)  Für  die 
Gleichung 


versucht  Euler  ein  Integral 


das  auf  die  Bedingung  «'  =  (i^  führt  und  so  drei  partikuläre  Integrale 
der  Form 


*)  Nova  Acta Äcademiae  Petropolitanae,  t.  XI,  1792  (1797),  Eietoire,  p,  *2tf. 
';  Ebenda,  p.  83  ff.  »)  Ebenda,  p.  101  ff.  ')  Ebenda,  p.  106—10!), 

')  Institiitinnes  calculi  integralis.  vol.  III,  p.  348,         ")  Ebenda,  p,  SSI  bzw,  355. 
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"  ~  e"r(») 

mit  der  willkürlichen  Funktion  F  liefert;  eine  ähnliche  Methode  hat 
Euler  auch  zur  Int^ration  der  Gleichung  der  Saiten  Schwingungen 
benutzt  (S,  996).  Als  zweiter  Fall  iat  die  Gleichung  behandelt,  welche 
die  Ableitungen  nach  einer  der  beiden  Variabelü  x  und  y  gar  nicht 
enthält.     Man  kann  deswegen  z.  B.  in  der  Gleichung 

wo  P,  Q,  R,  .  . .  Funktionen  von  x  und  y  sind,  y  als  konstant  an- 
sehen und  integrieren;  man  hat  lediglich  für  die  Integratiouskonstanten 
nachträglich  arbiträre  Funktionen  von  y  einzuführen.  Euler  be- 
trachtet verschiedene  integrable  Gleichungen  3.  Ordnung;  hierauf  die 
Gleichung  der  Schwingungen  elastischer  Lamellen 

von  der  er  als  partikulares  Integral  die  Gleichung 

mit  der  Bedingung  &  =  +  »  angibt^)  Der  dritte  Typus,  von  Euler 
als  homogener  bezeichnet,  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichung nur  Derivierte  derselben  Ordnung  und  kein  Äbsolut- 
glied  besitzt.     Für  die  Lösung  der  Gleichung 

\dx  '  ^dx       dy/  ^dx       dy-' 

wo  A,  B,  C,  .  .  .  Xonstante  sind,. gibt  Euler  die  Regel  au:  man  bilde 
die  algebraische  Gleichung  i"™  Grades 

und  bestimme  ihre  Wurzeln  k,  /3,  y,  .  . . ;  dann  ist  das  „vollständige 
Litegral"  der  vorgelegten  Gleichung 

2=r{y  +  ax)  -I-  zi{y  +  ßx)  +  £{y-\-yx)  +  --, 

wo    r,  ^,  U,  .  .  .    willkürliche   Funktionen    sind.      Im    Fall    gleicher 

')  InBtitntiones  calcnli  integcalis,  vol.  III,  p,  374,  Die  Schwingungen 
elaatiacter  Lamellen  und  Ruten  unter  verschiedenen  Greniliedingungen  hat 
Euler  ausführlich  Acta  Aoademiae  Petropolitanae  1779  (t78S),  pars  I,  p.  lOSff. 
behandelt.  Daran  knüpft  endlich  ein  Aufsatz  von  Leiell  an:  ebenda,  1781 
(1786),  pars  II,  p.  18.5  ff. 
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Wurzeln  treten  Faktoren  x,  x^,  . .  .  oder,  was  die  Form  des  Integrals 
nur  scheinbar  ändert,  ;/,  y^,  ■  ■  ■  auf;  ein  Resultat,  das  Euler  dadurch 
erhält,  daß  er  die  gleichen  Wurzeln  als  unendlich  wenig  verschieden 
annimmt  und  nach  geeigneter  Umformung  zur  Grenze  übergeht.  Ist 
von  den  ersten  Koefiizienten  Ä,  H,  C,  .  .  .  eine  Anzahl  NuE,  so  sind 
ebensoviele  Wurzeln  n  unendlich  groß^),  und  der  entsprechende  Teil 
des  Integrals  hiutet  r(x)  +  ii^(x)  +  f2{x)  H . 

Dieser  Gleichimgstypns  begegnet  uns  bereits  bei  Laplacü*),  der 
indessen  auf  der  rechten  Seite  statt  der  Zahl  0  eine  gegebene  B\ink- 
tion  X  von  x  annimmt.  Laplace  behandelt  die  Gleichung  mit  Hilfe 
einer  Methode,  die  derjenigen  für  die  lineare  totale  Gleichung  w'"'  Ord- 
nung vollkommen  analog  ist  (vgl.  S.  931);  nach  seiner  Behauptung 
hat  sie  schon  d'Älembert  im  4,  Band  seiner  Opuscules  integriert. 
Man  vergleiche  hierzu  auch  die  von  Legendre  behandelte  Gleichung 
2.  Ordnung  (vgL  S.  1012), 

Euler  hat  noch  verschiedene  spezielle  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung integriert;  als  Integral  von 


tr^)  an 


und  knüpft  daran  die  Bemerkung,  daß  man  a  posteriori,  d.  h.  vom 
Integral  ausgehend,  noch  weitere  derartige  Beispiele  finden  könne. 
Das  Problem  der  Schwingungen  von  Glocken  behandelt  Enler  durch 
Zerlegung  der  Glocke  in  Kreisringe  und  Betrachtung  von  deren  Be- 
wegung.    Als  Gleichung  für  die  letztere  erhält  er 

'        ffcAdt'l  ^  uaXdx^I  ^  \dx'! 

mit  der  partikulären  Lösung 

J.  -  ^  Bin  (^;  +  .)  »in  (;^«'  l/(«  -  1)  +  v) , 

WO  i  jede  ganze  Zahl  bedeuten,  jeder  Sinus  durch  einen  Cosinus  er- 
setzt werden  kann,  und  A,  a,  v  willkürliche  Größen  sind.  Aus  den 
Partikulärlösungen  für  die  Kreisringe  sucht  er  dann  die  Schwingungen 
i  Glocke  zu  konstruieren. 


)  InatitütioncB  calculi  integraüs,  vol.  III,  p.  387,  '>  Miscellanea  T&uri- 

,  t.  IV*,  1786/69,  p.  339.  »)  lustitutionea  calculi  integraüs,  vol.  IH, 

*)  Novi  Commentarii  Academiae    Petropolitanae,    t.  X,    17Ö4    (176Gj, 
.      Vgl.  Burkhaidt,  a.  a,  (),,  Heft  S,  S.  364. 
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Mouge  behandelt')  durch  sukzessive  Ordnungserniedrigung  üineii 
weiteren  Typus,  welcher  allgemeiner  Behandlung  zugänglich  ist,  näm- 
lich die  Gleichung 

X'" — ■  +  m3?"^if      -    ,      +  wi  ■  ^    ,    '  •  x'"-^y^  i       +■■■  =  () 

dar-  dT'"-^dy  "^  d.--:"-'<ly'- 

mit  dem  Integral 

'-/■(;)  +  "/■■  (y)+»'r(;)  +  ---  +  r"V(;), 

wo  /",  /",  /'".  .  .  .  f   willkürliche  Funktionen  bedeuten.     Monge   sagt: 
Setzt  man 

•^  _i  +  ('"  —  i.)x'"    -y         _,       -|-  ■  ■  -  =  I , 

dx  dx'"     dif 

so  ergibt  sich  mit  Benntzung  der  vorgelegten  DiffeTentialgleichnng 
ÄF   ,      dV       ,  ,,,.       „„, 


r=r' 


als  integrale  jiremiere  der  gegebenen  Gleichung  aufzufasseji  und  kann 
ebenso  weiter  behandelt  werden,  ohne  daß  durch  die  willkürliche 
Funktion  ip  die  Integration  erschwert  würde.  Weiterhin  behauptet 
Monge,  daß 

-^  -  .'/  +  /■■ 
daa  endliche  und  „vollständige''  Integra!  von 
W^G  +  K 

sei,  wenn  s  =  g  bzw.  3  ^  k  die  endlichen  vollständigen  Integrale  von 
W  =G  bzw.  W=-}L  seien,  wo  W,  G,  K  Ausdrücke  obiger  Art 
sind.     Mit  Hilfe  dieser  Regel  sucht  er  dann  Gleichungen 

W  +  AV+B  i"  H =^K 

')  Miscellanea  Taurinensia,  t.  V^,  1770'73,  p.  94.  Auch  Lei  Condorcet 
findet  eich  in  einem  Aufsatz  über  partielle  Ditferentialgleichuagett  Hiatoire  de 
l'Acadöiöie  dea  Scieacea  1770  (1773),  p.  151  tf.  die  SchteiLweise  8"(I"'X,  wo  mit 
d  die  Differentiation  nach  x,  mit  c  diejenige  nach  y  angedeutet  ist.  Siehe  auch 
ebenda  1772,  part.  1   (1775),  p.  14.  ')  Ebenda  (Mise.  T.),  t.  V,  1770/73,  p.  89. 
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zu    behandeln,    wo    die   W,   V,   V,  . .  .   Gebilde    obiger   Art   mit   vei- 
seliie denen  m  bedeuten. 

Nikolaus  Fuß  schreibt^)   über  die  Integration  der  Gleichungen 

Ä^  +  KF^O;     A£  +  BP  +  GQ  =  () 

UBW.,  WO  A.  B,  C,  .  .  Konstante  und 

usw.     Legendre   behandelt^)   in  seinem  mehrerwähnten  Aufsatz    die 
vervollständigte  Gleichung  dieser  Art 

T,  ,    i  /     ''*'    ,       d'üX    ,       /  „ddv    ,    i,         ddv     ,      „ddv\    , 

^- "  +  >>{' 4.  + !'d-,l  +  '{'''i.--+^"Jäir,  +  <>dr)  +  -- 

und  gibt  an,   daß   sie   sieh  entweder  durch  Ordiiuiigserniedrigung  be- 
handeln läßt  oder  mittels  der  Substitutionen 


in  die  Gleichung 

r,,  ,    ,      dv    ,        5  ddn    , 

'-'"-•  +  ''«  i. +  """<!,■  +  ■■■ 

Übergeht,  deren  Integration  keinerlei  Schwierigkeiten  macht. 

Die  allgemeine  lineare  Gleichung  S.Ordnung  mit  drei 
Variablen  ist  von  Monge  nach  seiner  bekannten  Methode  behan- 
delt.»)    Sei 

dr  =  cidx  +  (idy;     du  =  ßdx  +  ydy,     dt  =  ^'dx  +  sdy, 

so  daß  also  «,  ß,  y,  £  die  vier  partiellen  Diiferentialquotienten  B.  Ord- 
nung sind,  sowie 

Aa+  Bß-i-  Cy  -A- De  ■{-  E  =  0, 

wo  Ä,  B,  C,  D,  E  gegebene  Funktionen  von  x,  y,  s,  }),  q,  r,  s,  t  be- 
deuten. Eliminiert  man  daraus  drei  von  den  vier  Größen  a,  ß,  y,  e, 
so  entstehen  Gleichungen,  welche,  da  sie  die  viei-te  der  Größen  a,  ß, 
y,  B  nicht  bestimmen  können,  zerfallen  müssen.  So  erhält  Monge 
durch  Elimination  von  ß,  y,  t  die  zwei  totalen  Gleichungen 

Ädif^~  Sdißdx  +  Cdydx^  —  Ddx^=-  0; 
df(Bdr  4-  Cds  -H  I)dt)  -  dxdy{Gdr  +  Bds)  +  Bäx-'dr  +  Edf  =  0. 


')  Acta  Academiae  Petropolitanae  1V80  (1783),  pars  [,  p.  76if.         ')  Hiatoire 
de  l'Aoademie  des  Sciences  1787  (1789),  p.  ;)36.      ')  Ebenda  1784  (1787),  p.  156. 
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Zwei  Integrale 

V  =  a     und     U  ~  b 

dieser  Gleichungen  liefern  das  erste  Integral 

v-vm 

der  ursprüngliclien  Gleichung.  Monge  benützt  diese  Methode  zur 
Integration  der  Differentialgleichung  der  ßegelÜächen  (vgl.  S,  571),  die 
er  in  der  Form 

fia  +  3thiß  +  Dtu^r  +  u^E  =  0 

angibt,  wo  zur  Abkürzung 

-»  +  >/(»■-">■<)-»') 

gesetzt  ist.  Die  eben  aufgestellten  totalen  Gleichungen  lauten  in 
diesem  Falle: 

df(m^dr  +  Zfuds  +  u^dt)  —  dxdy{?tutdr  -|-  u^ds)  +  u^dx^dr  -  U. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  liat  drei  gleiche  Wurzeln 

tdy  —  udx  =  0; 

dadurch  geht  die  zweite  Gleichung  in 

u^dt-^  2utds+  f^di-  =  0 
mit  dem  Integral 

über.     Damit  findet  man  aber  aus 

tdy  —  udx  =  0 
die  Gleichung 

y  ^  ax  +  b 

und  somit  das  erste  Integral 
Setzt  man  für  u  seinen  Wert  in 


I-  +  2as  4-  ft^i  ^  0 


')  Diese  Gleichuog  läßt  sich  mit  der  vorliergeheaden  gleichartig  Bchreiheii 
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mit  dem  integrale  eompR-te 

ä  =  a:ili{ax  —  ^)  +  ^{ax  ~  y). 

Monge  erhält  endlich  die  beiden  Biioultauen  Gieichungen 

y  '^  a.r  +  (p{a)     und     ?  =  a;it(a)  +  Ji(a), 

aus  denen  man  sieb  a  eliminiert  zu  denken  hat.  Nach  einer  Bemer- 
kung, wie  die  einzelnen  Wurzeln  der  erwähnten  totalen  Gleichungen 
des  allgemeinen  Falles  zu  kombinieren  sind,  wenn  jede  dieser  Glei- 
chungen ungleiche  Wurzeln  besitzt,  weist  Monge  darauf  hin,  daß 
seine  Methode  auch  auf  Gleichungen  höherer  Ordnung  anwendbar  ist 
und  nennt  den  ihr  zugrunde  Hegenden  Gedankengang  la  Teritable 
metaphysique  du  calcul  aux  differencea  partielles.^) 

Legendre  vei-wandelt^)  die  spezielie  Gleichung  3.  Ordnung,  in 
welcher  die  abhängige  Variable  v  höchstens  einmal  nach  y  differen- 
tiiert  auftritt,  durch  die  Transformation 

in  eine  Gleichung  2.  Ordnung,  wobei  p  eine  einfache  Differential- 
gleichung zu  erfüllen  hat. 

Trembley  bat  außer  der  Gleichung  1.  und  2.  Ordnung  auch 
diejenige  3.  Ordnung  aus  dem  gegebenen  Integral  konsiruiert.*)  Er 
setzt 

0  =  nix,  y)  ■  Fimx,  y)% 

wo  unter  F  eine  willkürliche  Funktion  zu  verstehen  ist.  Indem  er 
aus  den  partieUen  Ableitungen  von  a  die  allgemeine  Gleichung 
3,  Grades  bildet,  welche  diese  Ableitungen  nur  in  der  ersten  Potenz 
enthält,  bekommt  er  vier  Bedingungsgleichungen,  von  deren  Erfüllt- 
sein das  Bestehen  der  Differentialgleichung  3.  Ordnung  bzw.  der  an- 
genommenen Integralgleichung  abhängt.     Die  eine  dieser  Bedingungs- 

gleichungen  ist  hinsichtlich  der  Unbekannten  -J-^-  vom  3.  Grade  und 
___^ (eJ 

')  Hifitoire  de  l'Academie  den  Scienceti  1784  (1787),  p.  158.  Es  mag  biet 
noch  die  Gleichung 


VrfaiV  Vrfj/V        \dx^dyl  \dxdy^. 


erwähnt  werdeu,  die  ebenda  p.  Ö67  kurz  besprochen  ist.  -)  Ebenda  1787 

(1780),  p.  332.       »)  Nova  Acte  Academiae  Petropolitanae,  t,  XIII,  1795/8«  (1802), 
p.  101  tf.     AuB  dem  Jahre  1798. 
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liefert  somit  drei  Werte  von  3",  die  0',  0",  0'"  heißen  mögeu.  Hier- 
mit ergibt  sii-h  das  Integral 

,;■  -  n'  ■  F(_0')  +  n"  •  f(0")  +  W"  ■  E{0"'}, 

wo  F,  f,  S  willkürliche,  W,  II",  II'"  piissend  ku  bestimmende  Funlj- 
tionen  sind.  Die  Methode  hat  den  Nachteil,  daß  von  vornherein  nicht 
zu  ersehen  ist,  ob  ein  Integral  der  angenommenen  Form  existiert; 
trotzdem  scheut  Trembley  nicht  vor  der  Berechnung  der  kompli- 
ziertesten Ausdrücke  und  Formeln  zurück. 

Cousin  ist,  indem  er  die  oben  erwähnten  Unterauchungen  in 
anderer  Richtung  weiter  verfolgte,  zu  einem  Theorem  über  die  Inte- 
gration der  aligemeinen  im  Mongeschen  Sinne  linearen  Gleichung 
rt"^' Ordnung  gekommen^),  das  die  Integrationsvorschriften  von  Monge 
für  die  Gleichung  1.,  2.  und  3.  Ordnung  dla  SpezialfiiUe  umfaßt.     Sei 

d\i  dy        dx  dy        dx'  dx 

WO  a,  ß,  y,  .  . .  f,  X  Funktionen  von  x,  y,  s  und  den  partiellen  Ab- 
geleiteten von  s,  die  der  (n  —  l)"*"  Ordnung  einschließlich,  bedeuten. 
Man  berechne  die  Wurzeln  der  Gleichung 

!vgl.  Eulers  homogene  Gleichung  S.  1017)  und  bilde  die  Größen 

am  -\-  ß  =  «A;     akm  ■{-  y  =  ccft;     ajim  -\-  d  =  av 

usw.  Dann  ergeben  sich  alle  Integrale  der  ursprünglichen  partiellen 
Gleichung  durch  Integration  folgender  beiden  totalen  Gleichungen 

mdy  +  dx  =  ü     und     (tm(dp  -{-  kdq  +  ftrfr  +  vds  -[ ) -\-  xdx  =  Ü, 

wo  p,  q,  r,  >>,  ...  die  Differentialquotienten  (n  —  l)'^''  Ordnung    -    J  , 

dy" 

-  -— ,  -  ,  ,  ,  ,  bedeuten.  Cousin  betrachtet  sodann  speziell  diejenige 
dy"    'dx 

Gleichung,  welche  keine  Produkte  oder  Potenzen  von  Differential- 
quotienten enthält,  in  der  also  sämtliche  Abgeleitete  linear  auftreten; 
er  bezeichnet  sie  als  lineare  Gleichung,  während  Monge  dabei  nur 
das  Linearsein  der  Derivierten  «'"'  Ordnung  fordert. 

Zu  den  frühest  behandelten  Differentialgleichungen  von 
mehr  Variablen  und   höherer  Ordnung  —  die  1.  Ordnung  sind 


■}  Histoire  de  TAcademie  des  Sciences  1783  (1786),  p.  688tf.    Im  Test  ii 
die  DarBtellung  von  ebenda  1784  (1737),  p.  407  zugrunde  gelegt. 
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bereits  an  Ort  und  Steile  besiirochen  worden  —  gehören  die  Grund- 
gleichungen  der  Hydrodynamik.  Euler  gibt,  wie  schon  erwähnt,  in 
einem  Brief  an  Lagrange  die  Gleichung 


1    (ddu\  _  /ddu\        /ddti\        (ädii\ 
~2gh\dt*  '  ~  \dXV  +  XdYV  +  XdZ'V 


an  und  sucht  partikuläre  Lösungen  von  ihr  aufzufinden.*)  Lagrange 
sucht  fernerhin  die  ailge meinen  hydrodynamischen  Gleichungen  in 
ihrer  Lagrangesehen  P'orm  zu  integrieren.^)  Durch  Einführung  der 
Multiplikatoren  L,  M,  N,  wo  L,  M,  N  Funktionen  der  drei  Variablen 
(changeantes)  X,  Y,  Z  bedeuten,  Addition  und  Integration  über  den 
von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Raum  erhält  er  zunächst  die 
Gleichung 


M 


Cjd^X 


^  +  äxh-L  +  axm^  +  rh^+  d-Yäx  ^ 

^  dYdZ  ^  ^  dZ^-^^  ^  dZdX       ^   dZdY      )" 


Die  hier  auftretenden  dreifachen  Integrale  werden  durch  partielle 
lion  umgeformt,  so  daß  z.  B. 

Lagrange  zeigt,  daß  unter  gewissen  Bedingungen,  die  allerdings  in 
den  meisten  Fällen  nicht  angebbar  sein  werden,  alle  auftretenden 
Doppelintegraie  (Oberflächenintegrale)  zum  Verschwinden  gebracht 
werden  können  und  reduziert  dann  durch  die  ] 


rf'i  d^M  dKY     _  d^M 

dX'  "^  d'Xd'Y  +  dXdZ  ~        1     rf  r»  "' 


d'N         d'L  d'M    _  ,  -., 

dZ^  "*"  dZdX  +  dzd'r~ 

und  die  Substitution 

s  ^J'ixL  -^yM-^  zN)dXdYdZ 

—  das  Integral  genommen  über  den  von  Flüssigkeit  erfüllten  Kaum  — 
die  ursprüngliche  Gleichung  auf 


')    Miscellanea    Taurinensia,    t.  IP,  1760/61,  p,  i  — 10,     Vgl.    auch    Histoire 
TAcad^mie  de  Berlin,  t.  XV,  1750  (1766),  p.  236  ff.  *)  Mietellanea  Tauri- 

isia,  t.  IP,  p.  120.    Mit  Benutzung  von  Burkhard*,    a.  a.  Ü.,  Heft  3,  S.  ä65. 


yGoogle 


Totale  und  partielle  Düferentialgleicliungen,  1025 

dt' 
Beetimmt  inan  daraus  s  und  berücksichtigt  die  physikalischen  An- 
fangsbedingungen für  ^  =  0,  so  läßt  sich  damit,  wie  Lagrange  an- 
deutet, die  Berechnung  von  x,  y,  z  auf  die  an  einfacheren  Differential- 
gleichungen 2.  Ordnung  auseinandergesetzten  Methoden  zurückführen. 
Die  Berechnung  von  L,  M,  N  gelingt  Lagrange  nur  in  speziellen 
Fällen;  so  führt  die  Annahme 

auf  die  Gleichungen 

A  =  c(Ap^+  Bpq  +  Opry,     B=  (:{Bq^+  Äpq  +  C'r^); 
C^c(Cr'+  Äpr-l-ßqr) 

zur  Bestimmung  von  p,  q,  r.     Schließlich^)  sind  noch  Reihenentwick- 
lungen abgeleitet,  die  jedoch  sehr  viel  Baum  einnehmen. 

Unter  allgemeinen  Gesichtspunkten  sucht  die  Gleichungen  von 
mehr  Variablen  zuerst  Euler  zu  behandeln.  Er  macht  auch  darauf 
aufmerksam,  daß  bei  drei  unabhängigen  Variablen  die  willkür- 
liche Funktion  der  Integralgleichung  eine  Funktion  von  zwei  Variablen 
ist.^)  Er  unterscheidet  verschiedene  Typen,  die  einer  gleichartigen 
Behandlung  zugänglich  sind.  Ist  eine  ein/.ige  Derivierte  von  v  einer 
beliebigen  Funktion  der  unabhängigen  Variablen  gleichgesetzt,  so 
findet  man  das  Resultat,  indem  man  bei  jeder  Integration  alle  Ver- 
änderlichen bis  auf  eine  konstant  läßt  und  die  Integratiouskonstauten 
durch  willkürliche  Funktionen  dieser  Variablen  ersetzt.  Die  Anzahl 
der  willkürlichen  Funktionen,  bemerkt  Euler  ausdrücklich,  ist  immer 
gleich  der  Ordnung  der  Diäerentialgleichung.  Ist  weiterhin  die  Diffe- 
rentialgleichung von  der  Art,  daß  sie  nur  die  Ableitung  nach  ein  und 
derselben  Variablen,  etwa  x  enthält,  so  kann  man  wieder  die  übrigen 
Veränderlichen  als  konstant  ansehen  und  nachher  —  wie  wir  sagen 
würden  —  die  Variation  der  Konstanten  anwenden.  Treten  nur  die 
Ableitungen  nach  zweien  der  Variablen  auf,  so  kann  man  wenigstens 
die  dritte  als  konstant  betrachten  und  die  Gleichung  als  Differential- 
gleichung zweier  unabhängigen  Variablen  behandeln.^)  Euler  unter- 
sucht außerdem  speziell  die  „homogene"  Gleichung  2.  und  B.  Ord- 
nnng,  d.  i.  jene  Gleichung,  welche  nur  die  Differentialqnotienten  der 
höchsten  Ordnung  und  kein  Absolutglied  besitzt.  Unter  der  Annahme, 
daß  V  nur  von 

')  Miacellanea  Taurinensia,  t.  IP,  p.  127.  ^  Institutiones  calculi  inte- 

gralis,  vol.  III,  p.  397.        >)  Ebenda,  bzw.  p.  403,  416,  419. 
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t^ax  +  ß0     und     «  =  ?■?/  +  ös 
abhänge,  führt  die  Uleichung  2.  Ordnung'! 

durch  Einführung  von  t  und  u  an  Stelle  von  x,  y,  s  zu  den  drei 
Gleichungen 

Äaa  +  Cßß  +  2Eaß  =  0;     2Cßd  +  2Day  +  '2Eaä  +  2Fßy  =  0 

und 

Byy\-  CSS^2FyS-^0, 

die  sich  zu  der  Bedingung 

ÄFF  +  BEE  +  CBB  =  ABC  +  2DEF 

vereinigen  lassen,  Dsts  ist  aber,  sagt  Euler,  die  Bedingoug  Aai^T, 
daß  sich 

Axx  +  Byy  +  Czz  +  2Dxy  +  2Exz  +  2Fyz 
in 

{ax  +  hy  +  cs)(fx^gy  +  U) 

spalten  läßt.  Nun  lassen  sich  die  Quotienten  -  und  —  durch  die  A, 
B,  C,  .  .  .,  diese  selbst  aber  durch  die  a,  b,  c,  . .  .  ausdrücken;  so  ge- 
lingt es  Euler,  t  und  u  (bis  auf  einen  konstanten  Faktor,  der  gleich- 
gittig  ist)  durch  die  a,  b,  c,  .  .  .  darzustellen;  beim  Bestehen  der  er- 
wähnten Bedingungsgleichuug,  welche,  wie  nebenbei^}  gezeigt  wird, 
die  homogenen  Gleichungen  1.  Ordnung 

•(13  +  '©+«©  =  »  "^  fQ+^iZ) 

im  Gefolge  hat,  lautet  dann  das  „vollständige"  Integral 

\a  e         b  e  I    '  \j  h         ij  h  I' 

WO  Fund  z/  willkürliche  Funktionen  sind.  Euler  behandelt  sodann 
die  homogene  Gleichung  3.  Ordnung^)  unter  der  Annahme,  daß  ein 
Integral 

«(!-:)+*©+«©=« 

')  Inatitutiones  calculi-mtegralie,  vol.  HI,  p,  447tf.         ')  Ebenda,  p.  451. 
';  Ebenda,  p,  453, 
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existiert;  diese  Hypothese  fükrt  tiuf  die  Bedingimg,  daß  ein  gewisBev 
algebraischer  Ausdruck  3.  Grades,  gebildet  aus  x,  y,  z  und  den  Koef- 
fizienten A,  B,  C,  .  .  .  der  gegebenen  Differentialgleichung,  sich  in  drei 
Linearfaktoren  der  Form  ax  -\- hy  -\-  CS  si)alten  läßt;  ist  diese  Be- 
dingung erfüllt,  so  kann  dus  „vollständige"  Integral  ohne  weiteres 
angegeben  werden.  Aber  auch  wenn  vollständige  ZerfäUung  in 
Linearfaktoren  nicht  möglich  ist,  sondern  —  imd  dies  gilt  allgemein 
auch  für  homogene  Gleichungen  höherer  Ordnung  —  lediglich  eine 
Zerspaltung  in  Faktoren  höheren  Grades  möglieh  ist*),  kann  man  noch 
einen  gewissen  Nutzen  aus  dieser  Faktorenzerlegung  ziehen;  denn  es 
ist  dann  wenigstens  Ordnungeerniedrigung  anwendbar,  so  führt  z.  B. 
ein  Faktor  scy  —  sz  auf 

/ adv\  _  /<«.•,  _ „ 

\dxdyl        Kdi'  I 
Schließlich   wird   noch   der  Fall,   daß   eine   der  Größen  o,  h,  c   gleich 
Null  ist,  au  einem  Beispiel  erläutert.     Endlich  sagt  Euier^)  von  der 
hydrodynamischen   Gleichung   mit   vier   unabhängigen   Veränderliehen 


(ddy\  _  (ddv\     ,    /ddv\         /ddv\ 


daß    ihr   vollständiges  Integral   zwei   willkürliche  l'unktionen   von  je 
drei  Variablen  haben  müsse,  und  versucht  ein  Integral  der  Form 

v=  r(ax  +  ß>i  +  ys  +  dl). 

Es  ergibt  sicli  die  Bedingung 

Ferner  gibt  Euler  noch  die  Integi-ale 

iixx^yy  +  z^)        '  ]/[((_  y-j,  - , sl  ' 

sowie  die  beiden  anderen  an,  welche  sich  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y  und  s  hieraus  ergeben. 

An  anderer  Stelle  behandelt  Euler  spezielle  Gleichungen  von 
mehr  Variablen:  für  die  Schwingungen  von  Pauken  stellt  er^)  die 
Gl  eich  uu  ff 


auf;  hier  findet  man  leicht 


')  Inatitutiones  calculi  integralis,  vol.  Ill,  p.  157,         ')  Ebenda,  p.  458. 
\  Novi  Commentarii  Academiae  Petropolitanae  t.  X,  1764  (1766),  p.  '.162. 
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z^  ^(ax  +  ßy  +  yf), 
wo 

"« +  (?l5  =  II 

ist.     Er   versucht^)    auch    für  den  Fall  ^ ■  =  1  eine  Lösung  der  Form 

E  =  sm(at  +  %)  sin(^  +  b)  -  siii  (^  +  ^)  i 
dann  müssen  die  Konstanten  «,  /5,  y  der  Bedingung 

gehorchen.  Euler  erkennt  diese  Lösunc  als  den  Fall  der  Schwin- 
gungen einer  reehtectigen  Membran,  die  an  den  Rändern  ringsum 
befestigt  ist.  Um  weitere  Lösui^en  zu  finden,  transformiert  er  auf 
Polarkoordinateii  und  wird  dabei  schlieBlich  auf  unsere  Zjlinder- 
funktion  geführt. 

Monge  behandelt^  die  lineare  Gleichung  ä.  Ordnung  mit  drei 
unabhängigen  Variablen;  man  erhält  sie  aus  der  Eulerschen  homo- 
genen Gleichung,  indem  man  ein  Absolutglied  hinzufügt  und  die 
Koeffizienten  als  Funktionen  der  vier  Variablen  und  der  Derivierten 
1.  Ordnung  auffaßt,  Monge  wendet  sein  oft  bewährtes  Verfahren 
an,  indem  er  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Derivierten  2.  Ordnung 
mit  den  totalen  Differentialen  der  drei  unabhängigen  Vai-iablen  und 
der  drei  Derivierten  1.  Ordnung  verknüpfen,  einführt,  mit  ihrer  Hilfe 
drei  Derivierte  2.  Ordnung  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  eliminiert 
und  wie  immer  das  Resultat  der  Elimination  in  einzelne  Gleichungen 
zerlegt.  Er  erhält  so  genau  dieselbe  Bedingungsgleichung  wie  Euler, 
nur  in  etwas  anderer  Bezeichnungsweise,  und  sagt  von  ihr;  „la  pro- 
posee  n'esfc  integrable  que  lorsque  les  coefficiens  satisfont  ä  cette 
condition";  daß  sie  die  Bedingung  für  das  Zerfallen  eines  gewissen 
Ausdrucks  in  Linearfaktoren  ist,  braucht  er  deshalb  nicht  anzugeben, 
weil  er  sie  umgekehrt  gerade  aus  diesen  Linearfaktoren,  die  ihm 
seine  Methode  zuerst  liefert,  herleitet.  Monge  deutet  auch  kurz  die 
Ausdehnung  seines  Verfahrens  auf  Gleichungen  höherer  Ordnung  an; 
er  findet,  daß  die  Anzahl  der  Bedingungsgleiehungen  —  im  FaU  von 
drei  unabhängigen  Variabein  natürlich  —  immer  gleich  der  Ordnung 
der  Differentialgleichung,  vermindert  um  die  Einheit,  ist.  Im  An- 
schluß daran  erwähnt  er  wieder,  daß  seine  totalen  Gleichungen,  auf 
die  er  das  Problem  reduziert,  von  derselben  Allgemeinheit  (de  la 
m&me  generalite)   seien  wie   die   partiellen  Gleichungen.     „Le   trarail 

')  Novi  Commeiitarii  Academiae  Petropolitanae,  t.  X,  1764  (1766),  p.  246, 
-'i  Hiatoire  de  l'Acadömie  des  Sciences  1784  (1787),  p.  161. 
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de  l'integration",  ai^  er,  ,^e  eonsiste  donc  plus,  lorsqu'elle  est 
poseible,  qu'ä  transformer  ces  equations  en  d'autres  qui  lee  com- 
portent  toutes  et  qui  eoieiit  integrables".  So  eigentümlich  diese  Worte 
beim  ersten  Lesen  anmuten,  man  muß  sich  hüten,  ihnen  allzu  große 
Bedeutung  beizumeasen  oder  gar  Liescbe  Ideen  darin  finden  zn  wollen; 
Lie  sagt  auBdrüeklich,  Integration  ist  nichts  anderes  als  Transfor- 
mation; Monge  unterscheidet  genau  zwischen  Transformation  und  In- 
tegration; was  er  verlangt,  ist  lediglich  Transformation  auf  einen 
integi^ablen  Typus. 

Auch  Legendre  nntersncht')   die  lineare  Gleichung  "2.  ürdmmg 
„        ddv  ildv  ,    ddv 

dx*  ^  "  dxdij  '^     dx'd'z  +  '  '  ' ' 

verlangt  aber  im  Gegensatz  zu  Monge,  daß  die  Koeffizienten  a,b,... 
die  abhängige  Variable  v  nicht  enthalten,  also  Funktionen  von  x,  y,  g 
allein  sind.  Als  „notwendige  Bedingung"  für  die  Existenz  eines  In- 
tegrals, das  nur  eine  endliche  Zahl  von  Termen  aufweist,  bezeichnet 
auch  er  die  Möglichkeit,  das  Polynom  x^  ■\-  axy  -|-  hxz  -\-  •  ■  ■  in  zwei 
rationale  Faktoren  zerspalten  zu  können.  Er  behauptet,  daß  für 
Gleichungen  aller  Oidnuiigen  ein  ähnliches  Gesetz  bestehe,  und  geht 
dann^l  endlich  zn  GleiLhungen  2  Ordnung  mit  vier  unabhängigen 
Veränderlichen  ubei,  bei  denen  das  Prinzip  der  Zerspaltung  wieder 
von  Bedeutung  wird 

Gleichung™  mit  iiifhifrtn  abhängigen  Variablen  treten  im 
allgemeinen  nur  bn  Simultan  Systemen  auf,  wie  sie  schon  frühzeitig 
bei  hydrodynamischen  Pioblemen  untersucht  wurden;  so  haben  La- 
giini^e^l  und  d  Atenibert*)  das  System 

dt'^dx^    •      dx       dt        ' 
integriert.    Der  Fall  einer  einzigen  Gleichung  mit  mehreren  abhängigen 
Variablen  findet  sich  bei  Trembley,  welcher  die  Gleichung 


ÖO~(g)©=» 


durch  p  =  Fiß.)  integriert*);  die  Beziehung  p  =  F{n)  siebt  Trembley 
lediglich  als  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  an,  während 

I)  Histoire  de  TAcaderüie  des  Scieneea  1787  (1789),  p.  323.  '')  Kbenda, 

p.  381.         ')  MisceUanea  Taurinenaia,  t.  lU',  1762/65  (1766),  p.  306.  ')  Opus- 

CTiles  math^matiques,  t.  V,  1768,  p.  41,  ^)  Nonveaui  Memoires  de  l'Acadeiaie 
de  Berlin  1792/93,  p.  386.  Vgl.  hierzu  auch  Condorcet,  Histoire  de  l'Aca- 
d^mie  des  Sciencea  1773,  part.  1  (1775),  p.  17.  Tn  obiger  Foim  läßt  sich  be- 
kanntermaßen auch  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Flächen  cf  —  s*  ^==  0 
schreiben, 

96* 
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;  diese  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Bestehen  einer  Keifition  zwischen  p  und  ft  auffassen;  Trembley 
hat  also,  wenn  man  8o  sagen  darf,  nur  das  „hinreichend"  eingesehen. 

Von  den  Difl'erentialgleicnungen  mit  drei  oder  mehr  Veränder- 
lichen hahen  wir  bis  jetzt  nur  die  partiellen  betrachtet.  Siranltan- 
eysteme  wenigstens  von  totalen  Gleichungen  sind  uns  wiederholt 
begegnet;  wie  wir  uns  erinnern,  lag  in  ihrer  Anwendung  in  zwei 
wichtigen  Fallen  Methode  und  zielbewußte  Absicht.  Der  eine  dieser 
FäUe  ist  die  Reduktion  einer  totalen  Gleichung  n''"  Ordnung  auf  ein 
System  von  n  totalen  Gleichungen  1.  Ordnung.  Eine  besondere 
Integrationsmethode  für  dieses  Ersatzsystem  wird  indessen  nirgends 
entwickelt,  wohl  deshalb,  weil  das  betreffende  System  da,  wo  es  auf- 
gestellt wird ,  nicht  die  Integration  erleichtern ,  sondern  anderen 
Zwecken,  wie  z.  B.  der  Herleitung  irgend  eines  allgemeinen  Satzes 
(vgl.  S.  905)  dienen  soll.  Doch  wird  angeblieh  in  speziellen,  Fällen 
für  n  —  2  und  n  =  3  auch  die  Integration  selbst  durch  Euler  iu 
Angriff  genommen  und  zwar  mit  Hilfe  eines  Multiplikatoren  Systems, 
ohne  daß  jedoch  deren  allgemeine  Existenz  behauptet  wäre.^)  Wich- 
tiger ist  die  Heranziehung  von  simultanen  totalen  GEleichungen  zur 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen,  wie  sie  von  La- 
place,  Lagrange  und  Monge  (vgl.  insbes.  S.  947,  972,  1009)  geübt 
wurde.  Monge  selbst  geht  ja  hierbei  soweit,  daß  er  den  Verein 
totaler  Gleichungen  nicht  nur  als  ein  Hilfsmittel  zur  Integration  der 
partiellen  Gleichung,  seine  Integration  nicht  bloß  als  eine  Aufgabe 
ansieht,  auf  welche  sich  diejenige  der  partiellen  Gleichung  stets  zu- 
rückführen läßt,  sondern  den  betreffenden  Verein  als  ein  der  partiellen 
Gleichung  vollkommen  gleichwertiges  Gebilde  ansieht,  weshalb  er  den 
Verein  totaler  Gleichungen  selbst  nicht  dui-ch  eine  Reihe  einzelner 
Integralgleichungen,  sondern  durch  ein  Integral  mit  willkürlichen 
Funktionen  integriert. 

Speziellere  Systeme  hat  zuerst  d'Alembert  integriert,  dem  man 
überhaupt  die  systematische  Untersuchung  von  Simultansystemen  ver- 
dankt.^) Interessant  ist  die  Behandlung  des  Systems  von  Differential- 
gleichungen der  Schwingungen  einer  endlichen  Zahl  von  Massen- 
punkten durch  Lagrange  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen 
fiber  Saitenschwingungen^);  doch  sind  die  Gleichungen  zu  spezieil,  als 
daß  hier  darauf  eingegangen  werden  könnte.  In  demselben  Aufsatz, 
der   die  Theorie    der  Adjungierten   enthält,    bringt    Lagrange*)    ein 


')  EnKylilopädie  der  mathematischen  Wissen  Schäften  !1  A  4  h,  S,  2413, 
'}   Vgl.  diese  Vor!,,  HP,  S.  898,  901,  ■)  Miacellanea  Taurinensia,  t,  P 

jj,  36.        •)  Ebenda,  t,  IIP,  1762/66  (1766),  p.  233. 
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System  von  Gleiebungen,  auf  das  sich  diese  Theorie  übertragen  laßt: 
die  Verwendung  seiner  Variation  der  Konstanten  auf  ein  spezielles 
GleichuDgsaystem  haben  wir  bereits  erwähnt  (vgl.  S.  92u),  desgleichen 
die  Ausdehnung  einer  von  Laplace  herrührenden  Näherun gsmetho de 
auf  ein  System  von  Störungsgleichungen  (vgl.  S.  923).  Auf  ein 
interessantes  Simultansystem,  das  Cousin  behandelt^),  und  seine 
approximative  Berechnung  kann  hier,  da  die  betreffenden  Entwick- 
lungen allzu  umfangreich  sind,  nicht  eingegangen  werden.  Endlich 
sei  noch  an  die  zahlreichen  Simultansysteme,  auf  welche  die  Mechanik 
z.  B,  im  Drei  kör  perproblem  führt,  erinnert. 

Wir  charakterisieren  hier  nur  die  Integration  des  Simultansystems 

ddx  +  tidx  +  ßily  +  yx  ■\-  dp  =  0; 
ildy  +  a'äx  +  ß'dy  -\-  y'x  +  S' y  =  0 

durch  Loxell^)  dabei  sinl  x  und  ^  als  Punktion  einer  unabhängigen 
Variablen  ii  zu  denken  deren  Differentiale  cl^i,  du^  uaw.  (ier  Einfach- 
heit halber  fortg  Kssen  smd  Durch  zweimalige  Differentiation  beider 
Gleichungen  ei  geben  sieh  vier  weitere  Gleichungen,  die  durch  Ein- 
führung eines  Multiplikatoi Systems  q,  v,  ji,  X,  1  und  Addition  auf  eine 
Gleichung  -i.  Ordnung  führen.  Bestimmt  man  hierin  die  Multipli- 
katoren so,  daß  nur  mehr  x  und  seine  Differentiale  überbleiben,  so 
ergibt  sich  die  Gleichung 

d^x  -I-  f«  +  f)  d'x  +  {aß-  -  t/fi  +  j-  +  Ö')  ddx 

+  {uä'-u'Ö  -t-  liy  ~  ß'y)ilx  +  (d>  -  Ö/)x  =  Ü, 

wegen  deren  Integration  auf  Eulers  Integralrechnung  verwiesen 
ist;  ebensogut  hätte  man  natürlich  auch  in  der  Gleichung  y  nilein 
belassen  können.^  Im  folgenden  hetraehtet  Lexell  zwei  lineare 
Gleichungen  3.  Ordnung,  ebenfalls  mit  konstanten  KoeiBzienten  und 
stößt  so  auf  eine  Gleichung  6.  Ordnung,  welche  nur  x  und  seine  Ab- 
leitungen enthält.  Sind  die  zwei  Ausgangsgleichungen  vierter  Ord- 
nung, so  wird  analog  die  Schluß gleichung  8.  Ordnung  usw.  Lexell 
nimmt  sodann  drei  Gleichungen  mit  den  drei  abhängigen  Veränder- 
lichen X,  (/,  a;  hier  treten  in  den  Sehlußgleichungen  viel  kompliziertere 
Koeffizienten  auf  Endlich  ist  das  Problem  mit  der  Frage  der  Inte- 
grabilität  durcli  Verwendung  passender  Multiplikatoren,  auf  die  wir 
für  den  Fall   von   bloß  zwei  Veränderlichen   ausführlich   eingegangen 

')  Histoire  de  rÄpademip  des  Sciences  1783  (ITSB"),  p.  674.  ^  Acta 

Acadeniiae  Petropolitanae  1777  (1778),  pars  I,  p.  61  ff.  Die  Untersuchung  ver- 
dankt nach  Aussage  des  Autors  ibre  Entstehung  der  Anregung  durch  d'Alem- 
bert.        ^)  Ebenda,  p.  «7. 
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sind  (vgl.  S,  905tt.),  in  Zusammenhang  gebracht:  ist  V=0  eine  Glei- 
clmng  zwischen  p,  q,r, . . .,  p',  q,  r,  .  .  .,  wo 

dx=^du\     (J<ia:  =  qdu^;  ...    ifi/^p'du-,     ddy  =  q'dn'^-,  .  .  ., 

so   ist    das    Integrabilitatskriteriura    durch    folgende  Gleiciinugen    ge- 
geben 


({  V  =  Mdu  +  Xdx  +  ]s"dy  +  ■ 
+  J'dp  +  Fdi>'+- 
+  Q'lq  +  Q'dq  +  - 


Durch  Anwendung  dieser  Kriterien  (ygl.  S.  538j  erhält  Lexell  schließ- 
lich totale  Differentialgleichungen  für  die  gesuchten  Multiplikatoren, 
die  den  ursprünglichen  Gleichungen  sehr  ähnlich  sind;  zur  Integi-ation 
der  letzteren  genügen  indes  schon  partikuläre  Lösungen  der  ersteren. 
Später  hat  Lexell  diese  Untersuchungen  fortgesetzt.^) 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  daß  eine  einzige  totale  Glei- 
chung mit  mehr  als  zwei  Variablen  vorliegt,  uud  zwar  sollen 
insbesondere  die  Differentiale  aller  dieser  Veränderlichen  vorkommen, 
da  der  gegenteilige  Fall  keinerlei  Schwierigkeiten  macht.  Die  hierher 
gehörigen  Gleichungen  1,  Ordnung  und  1.  Grades  hat  schon  frühzeitig 
Clairaut  eingehend  behandelt^)  uud  die  Bedingung  ihrer  Integra- 
bilität,  die  event.  mit  Hilfe  eines  Multiplikators  zu  bewerkateRigen 
ist,  aufgestellt.  Diese  Bedingungsgleichung  bringt  Euler  in  seiner 
Integralrechnung  wieder*),  woselbst  sich  auch  das  entsprechende  Kri- 
terium für  die  spezielle  Gleichung 

dj.=  Vdx+  Qdn 

findet,  ohne  daß  Euler  die  wichtige  Anwendung  zu  machen  weiß, 
die  nachher  Lagrange  geglückt  ist  (vgl.  S.  96ö).  Letzterer  Umstand 
ist  indessen  sehr  begreiflich,  da  Euler  von  der  tot.alen  Gleichung 
ausgebt,  bei  der  P  und  Q  Punktionen  bedeuten,  die  zumeist  gegeben 
sind  oder  doch  bestimmt  angebbar  gedacht  werden,  während  La- 
grange eine  gegebene  Gleichung  zwischen  x,  y,  z,  P,  Q  integrieren 
will,  in  der  P  und  Q  nichts  als  die  Symbole  für  partielle  Differential- 
quotienten,  nichts  als  Zeichen,  formale  Gebilde  sind.     Ist  die  Iiitegra- 


j  Petropolitanae  1779  (1783),  pars  11,  p.  52  tf.  ')  Vgl. 

'')  löstitutioneB  oalciili   intfigralis,  vol.  Ili,   {>.  5. 
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bilitätsbe dingung  nicht  erfüllt,  so  ist  die  gegebene  DiEferentialgleichuDg 
nach  Eulers  Ansieht  völlig  sinnlos.  Man  sieht,  heißt  es,  daß  man 
unendlich  viele  derartige  Gleichungen  mit  drei  Variabein  vorlegen 
kann,  denen  keinerlei  endliche  Gleichung  (d,  i.  Integralgleichung)  zu- 
kommt, und  die  außerdem  absolut  nichts  bedeuten  („nihil  plane  defi- 
niant"  und  an  anderer  Stelle  „nihilque  oninino  declararet");  es  wäre 
lächerlich,  ihre  Integration  zu  versuchen,  heißt  es  weiterhin. 

Euler  kann  sich  gar  nicht  genug  tun  in  starken  Ausdrücken, 
„aeqnatio  nihil  sigiiifieans  abaurda"  nennt  er  diesen  Fall  im  Gegen- 
satz zur  „aequatio  realis".^)  Ahnlich  sagt  er  gleich  darauf  von  der 
Gleichung  2.  Grades  mit  drei  Variabein,  sie  sei  überhaupt  immer  ab- 
surd, wenn  sie  nicht  durch  Wurzelziehen*)  auf  die  Form 

Fdx  -H  <^dy  +  Rdz  -  0 

gebracht  werden  könne.  Diese  Anschauung  kann  in  Erstaunen  setzen. 
wenn  man  weiß,  daß  Newton  bereits  die  Differentialgleichung 

2dx  +  xdy  -ds^O 

nicht  allein  durch  die  zwei  Relationen 

i/=  X     und     3  =  '2x  +      X- 

erfüllt,  sondern  sogar  die  viel  allgemeinere  Vorschrift  gegeben  hat, 
eine  Relation  zwischen  zweien  der  ^'ariabeln  willkürlich  anzunehmen, 
um  mit  ihrer  Hilfe  die  gegebene  Gleichung  auf  eine  solche  von  nur 
zwei  Veränderlichen  zu  reduzieren.^)  Noch  viel  wunderbat  ei  erscheint 
aber  die  Tatsache,  daß  Euler  schon  lar^e  \or  dem  Erscheinen  der 
Integralrechniuig  Gleichungen,  die  er  später  als  absuid  und  sinnlos 
bezeichnet,  wirklich  nach  allen  Regeln  der  Kunst  uitegrieit  hat. 
So  löst  er^)  schon  1730  die  Gleichung 

ds  =ydx''^TTiy- 
durch 


')  Institutiones  caiculi  integralia,  vol.  HI,  p.  i,  7,  9,  10.        *)  An  Faktoren- 
zerlegung  im  allgemeiuen  aclieiiit  et  nicht  zn  denken,  ■')  Man  vgl,  eine 

Abhandlung  von  Stilukel  in  den.  Leipziger  Berichten  1902,  fetner  einen  diea- 
bezügliclien  Aufsatz  von  v.  Braunmühl  in  den  Verhandlungen  des  III.  inter- 
nationalen Mathematiker-Kongreaaes  in  Heidelberg  vom  3.  bia  13.  August  1904. 
')  Commentarii  Aoademiae  Petropolitanae  1730/31.  Nach  Klfigels  mathema- 
tischem  Wörterbuch,  Artikel  Kectifieation.  Siehe  auch  Inatitutionea  calcali  inte- 
gralie,  vol.  I,  p,  636. 
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0-    I' -'''"'' 

^       JVI  +  P- 

oder,   wenn  wir  das  Resultat  nur  ein  wenig   anders   scbreiben,    durch 

WO  P  eine  Funktion  von  p  bedeutet.  Man  darf  nun  nicht  etwa 
glauben,  daß  Enler  mit  den  oben  zitierten  An sdrücken  diese  früheren 
Kesultate  wideiTufen  wollte;  dazu  hätte  er  sie  doch  wenigstens  er- 
wähnen müssen.  Euler  beruft  sich  aber  in  keiner  Weise  auf  sie, 
denkt  auch  offenbar  gerade  gar  nicht  an  sie  —  denn  sonst  müßte  er 
den  auffälligen  Widerspi-uch  doch  merken;  ja  es  macht  beinahe  den 
Eindruck,  als  hatte  er  sie  ToUstiindig  vergessen.  Beinahe,  sage  ich; 
denn  mir  erscheint  viel  wahrscheinlicher,  daß  Euler  den  Inhalt,  die 
Tragweite  seiner  früheren  Entdeckung  nicht  in  ihrem  vollen  Umfange 
erkannt  hat,  ähnlich  wie  Lagrange  nicht  merkt,  daß  er  die  partielle 
Gleichung  1.  Ordnung  beliebigen  Grades  integriert  hat.  Hätte  sich 
Euler  seinerzeit  klar  und  ausdrücklich  die  Aufgabe  gestellt  „ich  will 
jetzt  die  Gleichung 

d.'^  =  dx^  +  dif 
integrieren",  wäre  er  von  dieser  Formulierung  aus  zu  tiem  erwähnten 
Resultat  gekommen,  so  würde  freilich  nur  die  Annahme  völligen  Ver- 
gessens  jenen  rätselhaften  Widerspruch  erklären.  Dann  bliebe  aber 
merkwürdig,  daß  Euler  nicht  wenigstens  später,  wo  er  wieder  ähn- 
liche Gleichungen  behandelt  und  ähnliche  Resultate  erzielt,  seinen 
Irrtum  eingesehen  hat.  Meiner  Ansieht  nach  ist  an  allem  in  erster 
Linie  die  Problemstellung  schuld,  wobei  das  Moment  augenblicklichen 
Vergessens  mitgewirkt  haben  mag;  man  hat  zu  bedenken,  daß  die 
betr.  Gleichung  nicht  unmittelbar,  von  vornherein  analytisch  gegeben 
war,  sondern  in  irgend  welche  geometrische  Aufgaben  eingekleidet, 
erst  allmählich  im  Laufe  der  Untersuchung,  scheinbar  ganz  zufällig 
und  nebensächlich,  unter  einem  Gewirr  von  ähnlichen  Gleichungen 
unbemerkt  auftauchte,  ohne  daß  klar  hervortrat,  daß  gerade  sie  das 
betr.  Problem  völlig  zu  umschreiben,  zu  ersetzen  imstande  sei,  daß 
sie  m,  a.  W.  die  analytische  Fassung  der  Aufgabe  vorstelle.  Ich  er- 
innere hier  an  Leibniz,  der  lange  Gleichungen  mit  Differentialen  prak- 
tisch handhabte,  ohne  das  diesen  Gleichungen  gemeinsame  Prinzip  zu 
erkennen.  Immerhin  bleibt  jener  Widerspruch  auffallend  genug  und 
gibt  zu  denken  Anlaß.  Und  man  sieht,  wenn  es  wie  hier  geschehen 
konnte,  daß  ein  Autor  zu  einem  hochwichtigen  Resultat  gelangt, 
es  explizite  darstellt  und  doch  nicht  zu  deuten  weiß'),  wie  sehr  man 
sieh  hüten  muß,  einem  Forecher  einen  Gedankengang,  eine  Einsicht 
')  Vgl,  auch  S.  968  unteu  und  S,  1043. 
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ziizuBchreiben,  die  er  nach  Zeitcharakter  und  eigenem  Wissen  noch 
nicht  haben  kann,  und  die  erat  Spätere,  auch  wenn  sie  dessen  Vor- 
arbeiten kannten,  mit  gi'ößter  Anstrengung  allnmhlicli  aufdeckten.  Die 
Lösung  ii^end  einer  mathematischen  Aufgabe  ist  zwar  ohne  die  Ein- 
führung gewisser  für  sie  charakteristischer  Gedankengänge  und  Defi- 
nitionen (z.  B.  des  Grenzbegriffes)  nicht  möglich,  man  darf  aber  ans 
der  faktischen  Herstellung  der  Lösung  noch  nicht  schließen,  daß  auch 
die  Prinzipien,  welche  allein  die  Lösung  ermöglichten,  erkannt  worden 
sind.  Es  ist  ein  Unterschied,  ob  man  ein  Theorem  unbewußt  anwendet 
und  ob  man  sich  über  seine  Bedeutung  klar  ist,  und  Newtons  Ver- 
dienst liegt  nicht  so  sehi-  darin,  daß  er  das  Gravitationsgesetz  be- 
hauptete, als  daß  er  zeigte,  wie  sich  die  kompliziertesten  himmlischen 
Vorgänge  mit  seiner  Hilfe  erklären  lassen.  Der  Nichthistoriker  kann 
ja  sagen;  wie  leicht  hätte  Euler  auf  die  allgemeine  totale  Gleichung 
mit  drei  Variabein  dasselbe  Verfahren  anwenden  können,  wie  auf  die 
spezielle  Gleichung 

(/?  —  J-'dx  -f-  Qfly, 
wo  P  und  Q  durch  eine  Relation  verbunden  waren  (vgl.  S.  957  und 
S.  96B);  hätte  er  doch  wie  sonst  die  ganze  Gleichung  bis  auf  ein 
einziges  Glied  in  ein  exaktes  Differential  umgeformt,  und  den  Koeffi- 
zienten dieses  Gliedes  mit  Zuhilfenahme  einer  willkürlichen  Funktion 
so  bestimmt,  daß  die  ganze  Gleichung  ein  vollständiges  Differential 
geworden  wäre!  So  naheliegend  der  Gedanke  war,  Euler  hat  ihn 
eben  gerade  hier  nicht  gedacht,  und  das  ist  für  den  Historiker  das 
Wesentliche.  In  anderen  Fällen  hat  er  dann  plötzlich  die  Fruchtbar- 
keit der  eben  geschilderten  Methode  wieder  eingesehen;  die  Gleichungen 

lix  =  pdu  +  rdt  cos  m     und     dy  =  rdu  —  pdt  cos  h, 
auf  die  er  gelegentlich  eines  Abbildun^problems  stößt ^)  (vgl.  S. 573), 
multipliziert  er  mit  a  bzw.  ß,  addiert  und  erhält  auf  Grund  der  Annahme 

»«  +  (ä,5_0 
die  Gleichung 

dx  -\-  dyY-l^  cos  u  (p  +  »■"[/--  l)  i~^^^  -  Y—  1  dt)  ■ 

Hier  sagt  Euler  kurz  und  klar,  daß  ,  —Y—ldt  ein  vollstän- 
diges Differential  ds  sei,  weswegen  cos  u  (p  -\-  r  Y—  l)  eine  Funktion 
von  s  sein  müsse.     Er  erhält  sofort 

a-  +  »)/-i-är((s-(i/-i), 

WO  zur  Abkürzung 

s-tg{4b'+  l„] 

')  Acta  Aoademia«  Pctropoiitanae  1777  (1778),  pars  I,  p.  134. 
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gesetzt   ist,   und    ebenso,   weil,   wie   er   sagt,  '^~  \   immer  zwei  Vor- 
zeichen hat, 

I_j,j/_l_2r{!s  +  (>/^l). 
Daraus  lassen  sich  jetzt  unmittelbar  x  und  y]/—  1  berechnen.     Hier 
reiht  sich  gut  die  Integration  von 

wo   q   eine   Funiction   von    s   ist,    durch  Lagrange    in   den   Berliner 

Memoiren  von  1779  an.')     (Vgl.  S.  575.)     Die  Substitutionen 

=  au     und     mq  =  n 
liefern 

dx^  -f  dy'^  =  »^(d«^  +  dt^'j. 
Fährt  man  durch  den  Multiplikator 

1  "=  ain^G»  +  cos^  w 
eine  Hilfsgröße  ro  ein,  so  wird 


dx^-{-  dy^=  n^isinmdu  —  cosraf/i)^-)-  H*(cos£oriM  -f  sinwdi)^; 

da  m  noch  unbestimmt  ist,  kann  man  in 

dx  =  w(sinodM^  cohök^^)     und     dy  =  n(cosM(^M  +  sinexüi) 

trennen.  Wegen  der  Integration  dieser  Gleichungen  verweist  La- 
grange auf  <l'Alembert;  er  lindet 

_  f{u  +t]/-i)-fF(u-it^-l) . 

_  /■(» + *y=i)  -  F{u  -  tv- 1) . 

•'  2y-i  ' 

^  _  T/rK+iV-i)j'-(^-ty-"ij 
?  ' 

wo  f  und  i^  willkarliche  Funktionen  bedeuten.  Aus  der  Eigenachaffc, 
daß  m  nur  von  t  und  m,  d.  i.  von  t  und  s  abhängt,  folgert  Lagrauge, 
daß  die  Abbildung,  die  ihn  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  geführt 
hat,  winkeltreu  ist. 

Die  Eulersehe  Ansicht  über  die  totalen  Gleichungen  mit  mehr 
als  zwei  Variabein  war  bis  Monge  die  allgemein  verbreitete;  die  An- 
schauung „es  sei  lächerlieh,  im  Falle  des  Nichterfülltseins  der  Inte- 
grabilitätebedingung  eine  Integration  zu  yersuehen",  erklärt  hinreichend 
das  Stillschweigen  aller  Mathematiker  in   betreff  dieser  Gleichungen; 
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kaum  daß  sich  da  oder  dort  eine  Bemerkung  darüber  findet,  wie  bei 
Laplace,  der  nach  stngulären  Integralen  von  Gleichungen  mit  drei 
Variabehi  fragt  und  dabei  auf  die  Integrabilitatsbedingungen  zu 
sprechen  kommt.^)  Endlieh  1784,  gleichzeitig  mit  den  beiden  früher 
erwähnten  Aufsätzen  über  Dift'erentialgleichungeii  (vgl.  S.  949  u.),  er- 
scheint die  große  Arbeit  von  Monge*),  die  auf  diese  Fragen  nicht 
nur  neues  Licht  wirft,  sondern  sie  unter  großen,  allgemeinen  Gesichts- 
punkten bebandelt  und  auch  zu  einem  gewissen  Abschluß  bringt. 
Einleitend  bezeichnet  Monge  die  Gleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 

als  Bestimmungsgleichung  für  die  Taiigentenrichtung  der  Integral- 
kurven in  dem  Punkt  (x,  y'j  und  deutet  analog  die  entsprechende 
Gleichung  2.  Ordnung.  Von  den  Gleichungen  mit  mehr  Variabein, 
heißt  es  weiter,  hält  man  die  höheren  Grades  alle  für  absurd;  von 
den  linearen  alle  jene,  die  nicht  bestimmten  Bedingungen  genügen; 
diese  Bedingungen,  an  Zahl  immer  um  zwei  weniger  als  die  Anzahl 
der  Variabein,  werden  kurz  besprochen.  Nach  solchen  orientierenden 
Bemerkungen  kündet  Monge  den  Inhalt  seiner  Untersuchung  an*J: 
„ich  nehme  mir  vor,  zu  zeigen,  daß  es  keine  absurde  Differential- 
gleichung gibt,  absurd  im  Sinne  von  unmöglich,  imaginär.  Ich  werde 
zeigen,  daß  alle  Differentialgleichungen  reelle  Eigenschaften  ausdrücken, 
ob  sie  jetzt  deu  erwähnten  Bedingungen  gehorchen  oder  nicht;  daß 
sie  alle  einer  wirkliehen  Integration  fähig  sind."  Zum  besseren  Ver- 
stäudnis  des  folgenden  bringt  jetzt  Monge  folgende  Überlegung:  Von 
allen  Gleichungen  1.  Ordnung  mit  zwei  Variabeln,  sagt  er,  gibt  es 
nnr  eine  einzige  nichtlineare,  nämlich 

wo  unter  M  und  j.V  Funktionen  von  x  und  y  zu  verstehen  sind;  diese 
Gleichung  könne  nichts  Reelles  bedeuten,  außer  wenn  gleichzeitig 

71/ =  0     und     y^O, 


oder 


t  =  0     und     dt/  - 


Das  erste  dieser  zwei  Ergebnisse  könne  nicht  als  Integra!  angesehen 
werden,  da  es  keine  willkürliche  Konstaute  enthalte;  als  wirkliches 
Integral  sei  demnach  der  Verein  der  Gleichungen 


')  Riatoire  de  TÄcadeinie  tlea 
)  Ebenda,  1784  i,l''87),  p.  502—57« 


1772,  part.  1  {17751 
■;  Ebenda,  p.  S04, 
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d.  i.  die  Gleichung  eines  einzelnen  Punktes  anzusehen.  Unter  den 
Differentialgleichungen  I.  Ordnung  gebe  es  also  solche,  deren  lutegi-al 
aus  einer  bzw.  zwei  Gleichungen  bestehe  und  eine  bzw.  zwei  Integra- 
tionskonstanten enthalte.  Die  besprochene  Eigenschaft  der  Gleichung 
höheren  Grades  sei  schon  früher  beobachtet,  aber  als  Ausnahme  be- 
trachtet worden,  indessen  sei  sie  nur  der  Anfang  einer  ungeheuren 
Kette.  Dieses  Bild  erklärt  Monge  durch  folgende  Ausführungen:  die 
totalen  Gleichungen  dreier  Yariabeln  gehören,  wenn  die  Inte  grab  ilitäts- 
bedinguug  erfüllt  ist,  alle  knimmen  Oberflächen  an,  und  ihr  Integral 
besteht  in  einer  einzigen  Gleichung  mit  einer  einzigen  lutegrations- 
konstanten.  Aber  alle  die  unendlich  vielen  Gleichungen,  die  jener 
Bedingung  nicht  genügen,  gehören  Kaumkurven  an,  und  ihr  Integral 
besteht  aus  zwei  simultanen  Gleichungen.  Indessen  habe  eine  einzige 
von  ihnen,  nämlich 

M-dx-'"  -h  yhlf'  -f  /'V--'"  =  0, 

die  drei  siinultjiuen  Gleichungen 

X  ^a,     y--=  h,     ."  =  c, 

die  /u'^ammen  einen  Punkt  darstellen,  zum  Intpgi-al.  Nach  Darlegung 
der  analogen  Verhältnisse  für  vier  Variable,  wobei  Monge  natürlich 
aut  die  geometrische  Veransehauliehung  verzichten  mnU,  ist  die  neue 
i-uffasBung  iu  ges]  lothi-n,  die  sogen.  Integrabilitatebedingnngen  hätten 
nit,ht  die  Beurteilung  ob  eine  Integration  möglich  sei,  sondern  die 
Entsi,heidung  au»  wieviel  simultanen  Gleichimgen  sich  das  Integral 
zusammensetze  zum  Gegenstand.')  An  einigen  Beispielen  wird  so- 
dann dd.s  Ges  igte  tiortert;  die  Einschaltung  dieser  Aufgaben  hat  aber 
tur  uns  den  großen  Wert,  daß  wir  aus  ihnen  wieder  geometrische 
Untersuchungen  als  Quelle  von  Monges  Ideen  über  die  Differential- 
gleichungen d  1  einen  Zweig  der  Änalysis,  erkennen  können,  denn 
die  Behandlung  dieser  Aufgaben  macht  es  fast  unzweifelhaft,  daß 
Monge  bei  ausgelehnter  Beschäftigung  mit  Problemen  der  Flächeu- 
theone  zuerst  immer  wieder  auf  derartige  Gleichungen  geführt  wurde, 
bis  ei  sie  endlich  m  ihier  vollen  Bedeutung  erkannte  und  nun  um- 
gekehrt zum  Gegenstand  einer  Sonderuntersuchuug  machte.  Das  ei-stt; 
dieser  Beispiele  int 

m  lern  a  eine  gegebene  Konstante  bedeutet.  Es  ist  offen  kund  ig, 
sagt  Monge,  daß  diese  Gleichung  derjenigen  doppelt  gekrümmten 
Kurte  angehoit,   deren  Elemente   einen    gewissen   konstanten  Winkel 


')  Histoire  de  rAcadämip  des  Sciences  1781  i'1787j,  p.  50G. 
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mit  der  a:^-Kbene  bilden;  deshalb  sind  speziell  die  Gleichungen  aller 
Geraden,  die  diesen  Winkel  mit  der  ^»/-Ebene  bilden,  Lösungen  der 
gegebenen  Gleichung. 

Diese  Geraden  sind  aber 


-a^  +  li;      !l  =  ^]/Q,-a-)+y, 


wo  «,  ß,  y  drei  willkürliche  Konstanten  sind.  Nachdem  sieh  Monge 
durch  Differentiation  überzeugt  hat,  daß  diese  beiden  Gleichungen 
zusammen  wirklich  eine  Lösung  darstellen,  geht  er  dazu  über,  das 
integrale  complete  /,h  finden.     Elimination  von  cc  gibt  zunächst 

und  das  ist  die  Gleichung  aller  Kegel,  deren  Spitzen  in  der  xy-Ehene 
liegen,  und  deren  Ei'zeugende  mit  die&er  Ebene  den  erwähnten  kon- 
stanten Winkel  bilden.     Die  Annahme 

scheidet  hieraus  alle  jene  Kegel  aus,  deren  iSpitzen  auf  der  in  der 
xt/'Ehene  gezogeneu  Enrve 

;/  =  (fix) 

liegen.  Zwei  konsekutive  Kegel  dieser  Öehar  aehueideu  sich  nun, 
fährt  Monge  fort,  in  einer  Geraden  mit  den  Gleichungen 

(a;  _.  ßy  4-  (^  _  <f(ß)y  „  ■\    ,  -ß  +  (y  -  <p(ß))^-(ß..  ^  0, 


deren  zweite  durch  partielle  Differentiation  nach  ß 
Auch  diese  Gerade  bildet  immer  noch  mit  der  xy-Ehsae  jenen  kon- 
stanten Winkel  und  ist  daher  eine  Lösung  der  Differentialgleichung. 
Betrachtet  man  aber  die  Schar  (suite)  von  Kegelflächen,  so  ergibt 
sich  eine  Reihe  solcher  Hchuittgeraden  wie  die  eben  erwähnte.  Da 
sich  aber  von  diesen  Geraden,  deren  Lage  nur  von  dem  variabeln 
Parameter  (parametre  variable)  ß  abhängt,  immer  zwei  konsekutive 
auf  der  nämlichen  Kegelfläche  befinden,  so  sehneiden  sie  sich  not- 
wendig KU  zweien  konsekutiv  und  bilden  folglieh  die  Tangenten  einer 
doppelt  gekrümmten  Kurve,  die  wegen  der  konstanten  Neigung  ihrer 
Elemente  das  voilstäadige  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung 
darstellen  wird.  Nach  ihrer  geometrischen  Entatehungs weise  wird  sie 
dargestellt  durch  die  drei  Gleichungen 

{'-fT+is-'pmf-'y- 
r-ß  +  (.r-  vViWißj  -  'I;     - 1  -  (•p'<ß))'+  (•/  -  <emv"iß>  -  o, 
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worin  (p  als  -willkürliche  Funktion  aufzufusscn  ist.  Durch  ähnliche 
Überlegungen  integriert  Monge  die  Gleichungen 

und 

(xdy~ydxf-\-  {ydz  —  zdyf+  {sdx  -■  xdsf^  a^{dx^  +  äy^  +  dz^) 

und  leitet,  vielleicht  durch  die  Form  der  hierbei  auftretenden  Inte- 
grale zu  tieferem  Eindringen  in  deren  Natur  veranlaßt,  einige  allge- 
meine Sätze  ab.  So  erhält  man,  heißt  ea^),  das  integrale  compiete 
der  Gleichung 

welche  die  Variabein  x,  y,  &  selbst  nicht  enthält,  durch  Elimination 
von  «  aus  den  drei  Gleichungen 

wo  die  2.  und  3.  Gleichung  durch  partielle  Differentiation  der  1.  bzw. 
2.  Gleichung  nach  u  entstehen.  Für  den  Beweis,  sagt  Monge,  ist  zu 
beachten,  daß  man  die  1.  und  2.  dieser  Gleichungen  differentiieren 
darf,  als  oh  a  konstant  -wäre,  da  ja  die  partiellen  Abgeleiteten  dieser 
beiden  Gleichungen  nach  «  Null  sind.  Führt  man  diese  Differentiation 
wirtlieh  aus,  so  ergibt  sich  mit  Benutzung  der  Abkürzungen 


und 


y-^,{f£)  _ 


da  sich  die  Gleichung 

auch 

schreiben  läßt: 

Diese    beiden   Gleichungen    können    aber    nicht   unabhängig   von 

dem  Wert  von  F  existieren,  wenn  nicht  gleichzeitig 

')  Histoire  de  l'Acad^mie  des  Sciences  1784  (1787),  p.  515.     Auf  den  im 
Test  etwälinteii  Typus  läßt  sich  die  eben  bebandelte  Gleichung 


ohne  weiteres  üuriickführen. 
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(Im  =-  0     und     dn  ^  0, 
d.  i. 

ist     Die  verlangte  Elimination  von  a  führt  dann  sofort  auf 

In  ganz  analoger  Weise   wird  das  Integral  von 

wo   X,  Y,  Z  Funktionen  von  x,  y,  s  sind,  durcli 

und  die  beiden  partiellen  Ableitungen  nach  a  dargestellt. 

Im  folgenden^)  sucbt  Monge  den  Zusammenbang  zwischen 
totalen  und  partiellen  Differentialgleichungen  von  drei  Va- 
riabeln  darzueteUen.  Er  bedient  sich  hierzu  folgender  Überlegung: 
Ist  eine  Flächengleichung  31  =•()  gegeben,  die  einen  Parameter  ce  und 
eine  wiEkiSrliche  Funktion  ?>(«)  dieses  Parameters  enthält,  so  werden 
bei  variablem  a  und  festem  tp  zwei  konsekutive  Flitcben  sich  in  einer 
Kurve 

«  =  »;  (r)  =  " 

schneiden.  ÄUe  diese  Kurven  zusammen  bilden  eine  Fläche,  nämlich 
die  Enveloppe  der  Flächen  M  =  0.  Man  erhält  die  endliche,  d.  i.  von 
Differentialen  freie  Cileiehung  derselben  durch  Elimination  von  «  aus 


37  =  0     und       V"     ==0, 


'd  M\ 
da) 


doch  wird  die  Elimination  im  allgemeinen  wegen  der  willkürlichen 
Funktion  <fi  nicht  ausführbar  sein.  Die  Kurven,  vrelche  diese  En- 
veloppe zusammensetzten,  besitzen  aber  selbst  wieder  eine  Enveloppe, 
die  Monge  die  Grenzkurve  (limite)  der  Enveloppe  nennt;  ihre  end- 
liehen Gleichungen  erhält  man  durch  Hinzunahrae  von 


zu  den  früheren  beiden  Gleichungen  und  Elimination  von  a,    Monge 
stellt   nun    die   von  qo   freien  Differentialgleichungen   sowohl  der  En- 


')  Histoire  de  rAoadöniie  des  ScienceH  1784  (1787),  p.  r 
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Teloppe   als   der  RüctkehrkaDte  auf;    um   die  Gleichung  der  erstereu 
zu  finden,  differentiiere  man  nach  x  und  »/,  wobei  c:  wegen 


0  =  0 


als  konstant  betrachtet  werden  darf;  Elimination  von  a  und  rp(a)  aus 
den  drei  Gleichungen 

M^O;      (")-0;       (")-0 

führt  endlich  auf  die  partielle  DiffereDtialgieiehung  V  —  0,  welche 
(p  nicht  mehr  enthält.  Im  zweiten  Fall  denkt  sich  Monge  die  für 
die  Gleichung 

angestellten  Überlegungen  wiederhalt;  wir  haben  bereits  eingesehen, 
siigt  er,  daß  man  durch  totale  Differentiation  von 

M^O     und     f^f)  =  0, 

wobei  wegen 

jdM\       „      ,  n}dM\ 


Id31\       „      ,  (<ldM\        ,, 


die  Größe  a  wie  eine  Konstante  behandelt  werden  kann,  und  Elimina- 
tion von  cc,  cp{a),  fp'(a)  aus 

M=0;      (''«)=0;     .«  =  U.     ä.{'«)^0 

eine  totale  Gleichung  1.  Ordnung  höheren  Grades  U  =0  erhalt,  welche 
die  In tegr ab ilitätsbe dingung  nicht  erfüllt. 

Nun  läßt  sich  aber,  wenn  von  den  beiden  Gleichungen  F  =  0 
und  U=  0  die  eine  gegeben  ist,  die  andere  ohne  Kenntnis  der  Inte- 
gralgleichung daraus  herleiten.^)  Ist  nämlich  die  partielle  Gleichung 
V  —  0  gegeben,  so  substituiere  mau  hierin  den  Wert  von  p  (oder  ^) 
aus  der  Gleichung 

ds  =pdx  +  qdy, 

was  eine  Gleichung  F^  =  0  zwischen  x,  y,  z,  dx,  dy,  ds  und  g 
(bzw.  jj)  ergibt;  die  totale  Gleichung  ^-=0  erhält  man  dann  durch 
Elimination  von.  q  aus 

¥'--=()     und     i^J')  =  q. 
Umgekehrt   hat   man,   falls   ?7=0   gegeben   ist,   hierin   statt  ds  den 
')  Hiatoire  de  TÄcadeiuie  des  SoienceB  1784  (.1787),  p.  520. 
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AüBdruck  pdx -\- qdtf  einzusetzen;   das  liefert  eine  Gleichung   TP  =  0 
zwischen  x,  ?/,  0,  p,  q  und  -'■'  =  ra:  Elimination  vou  w  aus 


('!:?)=» 


gibt  die  gewünschte  partielle  Gleichung  F=0.  Monge  erläutert 
diese  Vorschriften  wieder  an  dem  speziellen  Beispiel 

M  =  ix  -  af  +  d,  -  (F  (Kif  -  J  -  0, 

wo  die  Gleichungen 

r  =  0     und     fl  =  0      bzw.    p^  +  7-  =  a^    und     ds^  =  a^{dx^  +  i^^^) 

lanten,  und  geht  sodann  zu  ihrem  allgemeinen  Beweis  über,  der  hier 
übergangen  werden  kann. 

Diese  Beziehung  zwischen  den  Gleichungen  f  ^  0  und  r=0 
kann  nun,  wie  Monge  zeigfc^),  deshalb  für  ihre  Integration,  d.  i.  für 
die  Auffindung  der  Gleichung  jlf  =  0,  bedeutungavoll  werden,  da  sich 
die  eine  von  ihnen  oft  unschwer  integrieren  laßt,  die  andere  keiner 
der  bekannten  Integration smetho den  sich  fügt.  Dahin  gehört  das 
dritte  von  den  oben  erwähnten  Beispielen,  das  auf  die  partielle  Glei- 
chung 

s  -px-qij  =  a^  1^(1  +  p^  +  ff) 

führt,  die  einem  der  von  Lagrauge  integrierten  Gleiciiungstypen 
(vgl.  S.  968)  angehört  und  auf 

M  =  0-ux-  y(a}  -ti-a' ]/[!  +  «M^("^"(«))T 

führt.  Umgekehrt  läßt  sich,  wie  Mouge,  der  die  Lagrangeache 
Arbeit  von  1772  noch  nicht  in  ihrer  vollen  Tragweite  einfaßt,  be- 
hauptet, die  partielle  Gleichung 

bx^(s  +px  -  qij'f  +  «6/(2  -  px  +  qyf  +  as{z  +  px  -{-  qyf  =  0 

nach  keiner  der  bekannten  Methoden  integrieren;  sie  führt  aber  auf 
eine  totale  Gleichung  der  Form 

und  damit  zu  der  Gleichung 


')  Hiatoire  de  rAcademie  des  Sciences  1784  (1787),  p.  ; 

jurTo»,  GeMhlohte  fler  Malhtmaiik  IV. 
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woraus  die  Integrale  sowohl  der  partielieii  als  der  totalen  Gleichung 
in  hekaimfcer  Weise  abzuleiten  sind. 

Monge  tümmt  sodann ')  auf  die  linearen  Gleicliuugen  ku  sprechen; 
für  die  betr.  Gtleiehung  mit  drei  Variablen 

Ldx  +  Mdy  +  Xdz  =  0 

sucht  er  zunächst  die  entsprechende  partielle  Gleichung  genau  uach 
der  eben  hierfür  aufgestellten  Regel  Eiufühnmg  vou  pdx  +  gdy  an 
Stelle  von  dg  gibt 

(L  +  Np)dx  +  (Jtf  +  yq)dy  ^  0; 
partielle   Differentiation    nach    w,    d.  i.        ,    itiid    Elimination    von   m 
liefert  die  zwei  simultanen  (rleiehungen 

/.  +  A^  =  0;     M  +  Nq  =  0. 

Man  integriere,  heißt  es  weiter,  die  eine  dieser  Gleichungen,  wobei  y 
bzw.  X  konstant  betrachtet  werden  kauii,  und  ergänze  das  Integral 
durch  eine  willkürliche  Funktion  von  y  bzw.  ,r;  setzt  man  den  aus 
dieser  Gleichung  berechneten  Wert  von  q  bzw.  j) .  in  die  andere  von 
jenen  simultanen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  die 
keine  Diiferentiationen  mehr  aufweist'  man  hat  auf  diese  Weise  zwei 
endliche  Gleichungen  gewonnen,  die  einer  Raumkurve  angehören  und 
das  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  darstellen.  Nach  einigen 
Beispielen  ist  auf  den  Fall  von  mehr  als  drei  Variablen  eingegangen^; 
man  substituiere,  sagt  Monge,  für  ds  seinen  Wert 

pdii  +  qdx  +  rdy  +  -  ■  - 
und  differentiiere,  indem  man  dec  Reihe  jiach  imraej*  nur  eine  einzige 
von  den  Größen  -3—,  ~-,  ...  als  variabel  ansieht;  so  erM.lt  man  eine 
Anzahl  von  Gleichungen,  die  zur  Elimination  dieser  Größen  genügt. 
Die  sieh  ergebenden  partiellen  Schlußgleicbungen  sind  sodann  ganz 
wie  im  Fall  von  drei  Variablen  weiter  zu  behandeln.  Monge  be- 
liauptet  sodann'),  daß  die  Zahl  der  Integralgleichungen  nicht  immer 
um  Eins  kleiner  ist  als  die  Zahl  der  Variablen,  sondern  daß  sie,  wie 
an  dem  Beispiel 

udii  +  xdx  +  xdy  +  sdz  =  0 

gezeigt  ist,  auch  geringer  sein  kann.  Doch  seheint  er  das  Vorhanden- 
sein   von   n  —  1    Integralgleichungen    bei   n   Veränderlichen    für    die 

')  Hiatoire  de  l'Acad&nie  dcB  ScienceB  17M4  (1787),  p.  528.  ')  Ebenda, 

p.  53a.         ')  Ebenda,  p.  ü84. 
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Regel  anzuBt'ben.  Dazu  stimmt  aueli  die  Äußerung^),  es  hätte  etwas 
Absuides  an  aich,  wenn  eine  totale  Gleicliung  mit  mehr  Yariabk-n 
eich  durch  eine  einzige  Gleichung  integrieren  lasse;  so  sei  es  z.  B. 
(eher)  absurd,  wenn  die  Differentialgleichung  mit  drei  Vaiüablen,  wie 
man  bisher  atiUachw eigen d  voraussetzte,  einer  Fläche  angehöre;  sie 
gehöre  vielmehr  einer  Raumkurve  an,  die  sich  zwar  durch  eine  einzige 
Differentialgleichung,  aber  bei  Verwendung  von  endlichen  Größen 
allein  nur  durch  zwei  simultane  Gleichungen  darstellen  lasse.  Unter 
der  Überschrift  „Gleichungen  2.  Ordnung  höheren  Grades  mit  mehr 
als  zwei  Variablen"  behandelt  Monge  dann  zunächst  die  Aufgabe, 
alle  Raumkurven  mit  konstantem  Krümmungsradius  zu  finden^),  zeigt 
dann  analog  dem  früheren  die  Integration  von 


USW.  und  überträgt  endlich  die  diesbezüglichen  Satze  für  Gleichungen 
1.  und  2.  Ordnung  yllgemeiner  auf  den  Fall  beliebig  vieler  Veränder- 
licher.^) 

Monge  behauptet*),  daß  auch  partielle  Gleichungen  im  allge- 
meinen nicht  Flächen,  sondern  Raumkurven  angehören.  Setzt  man 
in  der  Gleichung 

p  —  Ay^  (f{q  +  Äx), 

wo  A  konstant  uiid  tp  eine  willkürliche  Funktion  ist,  zur  Abkürzung 

g  +  Ax  =  «, 
also 

p  -  Ay  ^  <f{a), 
80  wird  aus 

dz  -=  pdx  -\-  qdy 
die  neue  Gleichung 

dz  =  dx(p{d)  +  ady  —  A{xdy  —  ydx'). 

Man  kann  hier  a  konstant  betrachten,  sagt  Monge,  integrieren  und 
die  so  gewonnene  Integralgleichung  nachträglich  durch  eine  willkür- 
liche Funktion  von  k  zu  der  Gleichung  Jl/=>  "^  vervollständigen, 
wobei   dann 

sein  muß ;  da  aber  die  eben  aufgestellte  totale  Gleichung  die  Integra- 
ls ilitUtsbedingung  nicht  erfüllt,  so  komme  die  weitere  Gleichung 

'1  Histoire  de  l'Acad^ßiie  des  Seiences  1784  (1787),  p.  635.  ')  Ebenda, 

p.  536ff,  ')  Ebenda,  p,  547  bzw.  549.  ')  Ebeoda,  p.  551.  Ähnliclie  Unter- 
SDchungen  für  Öleichnngen  2.  Ordnung  ebenda,  p.  568. 
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hinzu,  Bo  daß  man  im  ganzen  drei  Gleichungen  habe,  die  sich  bei  Eli- 
mination von  tt  auf  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  und  einer 
willkürlichen  Funktion  li-  reduzieren.  Offenbar  hat  Monge  geglaubt, 
für  die  partiellen  Gleichungen  müsee  dasselbe  gelten  wie  für  die 
totalen. 

Endlich  folgen  noch  einige  Bemerkungen  über  partielle  Differen- 
tialgleichungen 1.  und  höherer  Ordnung;  hier  sei  folgendes  Theorem 
erwähnt'):  Ist 

dz  =^  pdu  +  qdx  +  i'dii  ■  ■  ■     und     F(s,  pU,  qX,  rY,  ■  ■  ■)  ^  0 

die  gegebene  Differentialgleichung,  wo  U,  X,  Y,  .  .  .  Funktionen  von 
M,  bzw.  X,  bzw.  ^,  . .  .  sind,  so  ergibt  sich  das  Integral  durch  bloße 
Quadraturen.     Sei  nämlich 

pU=arY;     qX  =  (irY;  ■■■, 

wo  ß,  /3,  .  . ,  unbestimmte  Größen  sind,  ao  wird  durch  Substitution 
in  die  gegebene  Differentialgleichung 


A',' 

,,ß,..., 

■Y)-0. 

S  dieser  Gleichung  läßt  sich  rY  i: 

n  der  Form 

rY 

-  fi'.,  ", 

(i,  .  .  .) 

-echnen  und 

man  erhält 

pV- 

»fts,  .,  ft  .  . 

.);     ,X 

-  ßf{s,  ". 

ft 

daß  also 

di 

-"i-  + 

fi'     ,    dt 

+ 

wird.  Integration  bei  konstanten  «,  ß,  .  .  ■  ergibt  unter  Beifügung 
einer  willkürlichen  Funktion  eben  dieser  Größen  a,  ß,  .  .  .  eine  Glei- 
chung M  =  0,  zu  der  noch  die  Gleichungen 

(',V:')  =  o;  Q-0-- 

hinzutreten;  aus  tdlen  diesen  Gleichungen  hat  man  sich  die  a,  ß,  .  .  ■ 
eliminiert  zu  denken  (vgl.  S.  981).  Endlich  stellt  Monge  in  einer 
conclusion  generale  die  Hauptergebnisse  der  ganzen  Arbeit  nochmals 
übersichtlich  zusammen  und  weist  auf  den   großen  Nutzen    hin,    den 


Histoire  de  )  AcadeiTiie  des  Sciences  1784  [11'iTj,  p.  556. 
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die  Geometrie  aus  den  ilftrin  niedergelegten  neuen  Gedanken  und 
Methoden  ziehen  kann.^) 

Äußer  der  großen  Arbeit  von  Monge  findet  sich  wenig  übei- 
totale  Gleichungen  mit  mehr  Variabein;  P.  G.  Fontana  (vgl.  Ab- 
schnitt XXVI  passim)  versncht  sieh  mit  Multiplikatoren  für  derartige 
Gleichungen^);  bedeutender  ist  eine  Arbeit  von  Pietro  Paoli  über 
Differentialgleichungen,  welche  die  Integrabilitätsbedingungen  nicht  er- 
füllen.') Paoli  Bchheßt  sieh  im  allgemeinen  eng  an  sein  VorbildMonge 
an;   hier  sei  seine  Integration  der  Gl>-ichung  mit  vier  Variablen 

Ac/h  +  Bd:  +  Cdv  +  Bdx  -  0 

mitgeteilt.^)  Paoli  nimmt  zwei  Gleichungen  M=a  und  N  =^  ß,  wo 
a  und  ß  Konstante  bedeuten,  zwischen  x,  y,  z  willkörlich  an;  aus 
ihnen  lassen  sich  s  und  y  als  Funktionen  von  x  berechnen.  Diese 
Werte  ergeben,  in  die  gegebene  Gleichung  eingeführt,  eine  totale 
Gleichung  zwischen  m  und  x  mit  einem  Integral  P  =  y.  Betrachtet 
man  jetzt  in  den   Integralgleichungen 

31  =  K,     iV  =  /5,     F^y 

die  Größen  k,  ß,  y  als  variabel,  so  muS,  wenn  die  gegebene  Dift'e- 
rentialgleichung  noch  erfüllt  sein  soll,  eine  (Gleichung  der  Form 


■iidy  +ndo:  +  pdß  =  0 


bestehen.     1 
die   im   allgemei 
wird,  weshalb 


her  ((ine  totale  Gleichung  mit  nur  drei  Variablen, 
nen  die  Integrabilitiitsbedingimgen  nicht  befriedigen 
nach  den  für  solche  Gleichungen  geltenden  Metboden 
weiter  behandelt  wird,  Paoli  geht  im  folgenden  noch  auf  die  Glei- 
chungen mit  fünf  Veränderlichen,  auf  die  höheren  Grades  und  endlich 
auf  diejenigen  2.  Ordnung  ein.^) 


Differenzen-  nnd  SuninieiirechRung. 

Wir  gehen  zur  Differenzen-  und  Summenrechnung  über. 
Den  ersten  Aufschwung  verdankt  diese  Disziplin  der  Untersuchung 
der  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung,  und  die  sieh  hierbei  er- 
gebenden Gesetzmäßigkeiten  für  den  Zusammenhang  zwischen  Diffe- 
renzen höherer  und  niederer  Ordnung  haben   in   mannigfacher  Weise 

')  HiBtflire  dB  l'Academie  des  Sciencea  1784  (1787),  p.  673  bzw.  574. 
*)  Memotie  di  Matematica  e  Fisica  Soc,  Ital.  Verona,  t,  III,  1786,  p.  ÖlÖtF. 
")  Ebenda,  t.  VI,  1792,  p.  .^Oltf.  ')  Ebenda,  p.  509.  ")  Ebenda,  p.  51B, 


y  Google 


1048  AbBchnitt  XXVn, 

auf  die  Probleme  der  niederen  Analysis  befruchteiiti  eingewirkt.  Hier 
sei  eine  Abhandlung  von  Euler^)  erwälmtj  die  sich  die  Umformung 
von  Reihen  mit  Hilfe  eniliichcr  Differenzen  zur  Aufgabe  stellt.  Wich- 
tiger wurden  die  hierher  gehörigen  Untersuchungen  für  das  Inter- 
polationsproblem,  das  gewöhnlich  im  Zusammenhang  mit  der 
Summen-  und  Dift'erenzenrechnung  behandelt  zu  werden  pllegt.  Hier 
ist  allerdings  nur  wenig  darüber  zu  sagen,  da  die  meisten  diesbezüg- 
lichen Methoden  für  eine  ganz  spezielle  praktische  Anwendung  ge- 
schafien  und  gleich  im  Zusammenhang  mit  dieser  bebandelt  wurden; 
die  meisten  Notizen  finden  sieh  in  großen  Tafelwerken,  astronomischen 
und  ähnlichen  Abhandlungen  der  angewandten  Mathematik.^)  Reiu 
mathematische  Untersuchungen  über  das  Interpolationaproblem  im  aH- 
geraeinen  finden  sich  nur  wenige;  in  speziellen  Fällen  wurde  die  Inter- 
polation schon  seit  langem  durch  geistreiche  Kunstgriffe  geleistet,  ich 
erinnere  hier  aus  früherer  Zeit  nur  an  die  Berechnung  der  Logarith- 
men, an  das  Wallissche  Produkt  und  die  Eulersche  Interpolation 
der  Fakultät  (rgl.  auch  S.  781  ff.).  Das  allgemeine  Problem  behandelt 
insbeeondere  Lagrange  und  kommt  hierbei^)  zu  der  bekannten,  prak- 
tisch allerdings  wenig  brauchbaren  Formel 

wobei  »/i ,  ^, ,  ...  n^  die  Werte  der  Funktion  ij^  für 


X  ^  X,, 


bed< 


Von  Lagrange   stammen   auch   (aus  dem  Jahr  1772)  die 
'  -'*   jhen  Formeln*) 


A'^-U'-'-l):      Q;!)  _|los(l  +  A«lf: 
A^'  =  2.'     usw., 


-./' 


')  Me'moires  de  l'Acaii^inie  Impöriaie  des  Sciences  de  St,  Peterabourg-,  t.  IV, 
1811  (181,^),  p.  88ff.  »)  So  z.  B,  Lambert,  über  das  Emschalten  in  den 

j^eiträg-en  zum  Gebrauch  der  Mathematik  und  deren  Anwendung",  Berlin 
1766/77,  Bd.  m,  §  5,  Nach  Kifigeifl  mathematischem  Wörterbuch,  Artikel  Ein- 
schalten. Ferner  Lambert,  Über  das  Einschalten  beim  Gebrauch  der  Epheme- 
riden,  Bodes  Jahrbuch  für  1776.     Poggendorff  I,  S.  1357.  ')  Lagrange 

gewinnt  diese  Formel  dm-ch  Umformung  des  bereits  1775  aufgestellten  Ausdrucks 
für  den  allgemeinen  Term  einer  rekurrenten  Reihe  bei  bekannten  Anfangstermen. 
NouTeattx  Memoires  de  t'Acadi5mie  de  Berlin,  annßes  17Ü3  et  1793.  Oeuvres, 
t.  V,  p.  Ö27ff.  *)  Sur  une  nonvelle  espece  de  calcul,  Oeuvres  de  Lagrange, 
t.  III,  bzw.  p.  452,  457,  451.  Auf  diesen  Aufsatz  kommt  Laplace,  Histoire  de 
l'Academie  des  Sciences   1777  (1780),  p.  IIH  zurück. 
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in  denen  nach  Auswertung  der  auftretenden  Klammern  {mit  Hilfe  des 
binomischen  Lehrsatzes)  und  Ausfi3hruiig  der  angedeuteten  Multiplika- 
tion mit  u  die  Symbole  A,  A^  A'',  .  .  .  und  ,-  ,  ,  .,  i— =,  .  . .  nicht 
mehr  PotenKen  von  A  bzw.  %— ,  sondern  Differenzen  und  Differential- 
quotienten höherer  Ordnung  bedeuten  (vgl.  S.  696).  Bei  Aufstellung  dieser 
Gleichungen  mag  sieh  Lagrange  wohl  der  sogen.  Leibnizsehen  Dar- 
stellung der  höheren  Differentialquotiönten  eines  Produktes  erinnert 
haben.^)  Auch  Edward  Waring  kommt  in  einem  Aufsatz  über 
Interpolation  zur  Lagrangeschen  Formel;  er  verwendet  seine  Formeln 
aber  nicht  zur  Einschaltung  eeibst,  sondern  zur  Herleitung  von  Glei- 
chungen, die  der  niederen  Analvsis  angehören.  So  bringt  er^)  z.  B. 
den  Satz,  daß  der  Ausdruck 


V^  _  ^1  'i„  ^  Ä\ .  - .' 


ß-" 


(„  _  ß)  („  _  y)  («  _  tf)  .  ■  ■  ^  (p  -^){ß-  7)  ((i  -  tf)  ■  ■  ■ 

+  r _L   .   .   . 

Null  oder  Eins  ist,  je  nachdem 

m  <  «  —  1  oder  m  =  n  —  l 
ist,  wo  n  die  Anzahl  der  Größen  a,  ß,  -y,  d,  .  .  .  bedeutet.  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  sind  später  diejenigen  Interpolationsmethodeu 
geworden,  die  trigonometrische  Funktionen  benutzen.  Lagrange, 
dessen  früher  erwähnte  Behandlung  des  Problems  der  Schwingungen 
einer  endlichen  Zahl  von  Punkten  unschwer  auf  eine  derartige  Inter- 
poiationsformel  führt,  setzt  später  gelegentlich')  das  allgemeine  Glied 
einer  Reihe  in  der  Form 

y  =  a  Biaift -\-  X(p)  +  hs\Ti(ß  +  xx)  +  csin(;'  -\-  xi-)  +  ■  ■  ■ 

an,  und  zeigt,  wie  die  Größen  a,  h,  c,  ...  «,  ß,  y,  .  .  .  ip,  x<  i'i  •  ■  • 
ans  gegebenen  Werten  von  y  bestimmt  werden  können;  er  wird  hier- 
bei auf  rekurrente  Reihen  geführt.  In  anderer  Weise  verwendet 
Charles  die  trigonometrischen  E'unktionen;  ihm  werden  die  Glei- 
chungen 

')  Hier  mag  auch  eine  Methode  von  Lagrange  ans  dem  Jahre  1783  Er- 
■wälinung  finden,  nach  der  jer  eine  Pnnktiün  y  =  ip{x)  näherungs weise  durch 
y  =  p4-yg  (bzw.  wenn  )■  =  0  ist,  durch  ^-j-Sg')  ersetzt,  wo  |  eine  sehr  kleine 
Zunahme  von  x  bedeutet,  wenn  zwischen  x  und  einer  Funktion  X  von  x  und 
ebenso  zwischen  <f{x)  und  51  (X)  zwei  bekannte  Relationen  existieren,  La- 
giange  zeigt  die  Anwendung  seines  Verfahrens  für  die  Logarithnien  Üeuvreg, 
t.  Y,  p.  617ff,  Man  vgl.  endlich  Oeuvres,  t.  V,  p.  663ff.  =)  Philosophical  Trans- 
actions,  vol.  69,  1779,  p.  B*.  ''■  AstronomiseheE  Jahrbucli  1783,  S.  41.     Nach 

Kliigcl,  a.  a.  (I, 


yGoogle 


Abschnitt  XXVII. 


;ben,  wo  y  för  x  =  0,  1,  .  . .  die  Werte  u,  h,  .  . ,  annimmt,') 
Äucli  die  rekurrenten  Reihen  sind  im  Zusammenhang  mit  dem  Inter- 
polation sproblem  viel  behandelt  worden;  indessen  benutzen  die  meisten 
Arbeiten  über  rekurrente  Reihen  die  Integrationsmethodeu  für  Diffe- 
renzengleichungen, die  weiter  unten  besprochen  werden  sollen.  Von 
mehr  elementaren  Arbeiten  auf  diesem  tfebiet  ist  eine  Untersuehung 
von  Lagrange  zu  nennen^),  der  das  allgemeine  Glied  einer  rekur- 
renten Reihe  mit  den  n  ersten  Termen  T,  T',  T",  . .  .  dadurch  findet, 
daß  er  zunächst  eine  gebrochene  rationale  Funktion  in  möglichst  ein- 
facher Weise  so  zu  bestimmen  sucht,  daß  die  bei  wirklicher  Ausfüh- 
rung der  Division  entstehende  unendliche  Reihe  in  der  Form 

T  Ar  Tx  +  T"x^-\ 

beginnt.  Partialbruchzerlegung  und  Reihenentwicklung  der  einzelnen 
Partialbrüche  liefert  dann  sofort  das  gesuchte  allgemeine  Glied  der 
Reihe 

In  gewissem  Zusammenhang  mit  diesen  Problemen  steht  auch  eine 
Methode'),  die  Laplace  als  oaicul  des  fonctions  generatrices  be- 
zeichnet (vgl.  S.  273).  Unt-er  erzeugender  Funktion  ist  nichts  weiter 
als  die  Summe  einer  Reihe  einzelner  nach  demselhen  Gesetz  entstandener 
Größen  zu  verstehen.  Die  Abhandlung  selbst  enthält  nichts  wesentlich 
Neues;  sie  behandelt  Aufgaben  wie  z.  B.     .   durch  z  auszudrücken,  wenn 

ist,  und  löst  sie  mittels  Reihenentwicklungen  und  Überlegungen,  wie 
ivir  sie  an  der  geisti'eiehen  Koeffizientenbestimmung  S.  100,t  bereits 
kennen  gelernt  haben. 


'_!  Nacli  Kliigel  a  a  O  finden  tkh  rtieae  Formeln  aogegelien  bei  Proiiy, 
Nouvelle  Atchiteclaiiique  hydrauhque  17ao  BG,  t.  II,  Antnkg.  zu  §1373.  Die 
Setzte  der  angefülirteii  (jleichungeti  steht  aui,li  Hiatoii'e  de  l'Academie  des  Sciencos 
1788  (1791),  p.  582.  *)  OenTiea  de  Lagrange,  t.  Yl,  p,  507.     Die  Abhand- 

lung ist  vom  Jahr  1772  "   Hjstoirp  d(  1  Vcad^mie  des  Sciences  1779  (1783), 

p.  207  )f. 
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Differenzen-  und  Summenroclinung.  lOÖl 

Differenzen gleichuügen  treten  in  Praxis  und  Theorie  oft  auf;  so 
im  Zusammenhang  mit  der  Bestimmung  der  willkürlichen  Funktionen 
der  Integrale  partieller  Differentialgleicliungen,  wenn  gewisse  Be- 
dingungen zu  erfüllen  sind;  dies  hat  nach  Charles^)  zuerst  Con- 
doreet  bemerkt.^)  Einen  anderen  Ausgangspunkt,  der  auf  Differenzen- 
gleichungen führt,  bilden  die  Funktionalgleichungen,  So  redu- 
ziert Laplace')  die  Gleichung 

fonct.  [^{x)]  =  //,-  fonct.  lip(zj]  +  X^, 

wo  (p,  1^1,  H  und  X  gegebene  Funktionen  sind  und  die  unbekannte 
Funktion  fonct.  bestimmt  werden  soll,  in  folgender  Weise  auf  eine 
Differenzengleiehung:  er  setzt 

(t,=  ^{x)     und     n,^i=-  (p{x), 

berechnet  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  durch  Umkehrung 

,.  =  r(,o 

Diese  Rekurs ionsformel  für  m^  definiert  aber  m,  als  Funktion  von  i"; 
somit  können  x  =  r(u^  und  damit  auch  H^  und  X^.  als  Funktionen 
von  2  dargestellt  werden.  Ersetzt  mau  jetzt  in  der  ursprünglichen 
Gleichung  x  überall  durch  z,  so  entsteht  eine  Gleichung  der  Form 

^=  +  1=  ^  ■}!'.+  ^.. 
wo  y.  für  fonct.  |m,]  geschrieben  ist.     Ist 

[fonct.  {x)Y  -  fonct.  (2  a;)  +  1? 
gegeben^),  so  setzt  Laplace 

1.1.^  X,     n._^_^=2x,     also     f(j^^^2f(., 

und  erhält  durch  Anwendung  der  weiteren  Substitution  fonct.  (m,)  =^ /, 
die  Gleichung 

mit  dem  Integral 

')  Memoiree  presentea  par  divers  Savan«,  t,  X  (1786),  p.  573tf.  *)  Siehe 

Histoite  de  l'AcadiSinie  d&s  Sciences  1771  (1774),  p.  49fF.  und  1772,  part.  1  (1775), 
p,  32  nnd  p.  57.  Mbu  vgl.  hierzu  auch  Monge  in  Memoirea  präsentes  pat 
divers  Savans,  t.  VII,  1773  (1776),  p  322  »)  Ebenda  {Mem.  div.  Sav.),  p.  71. 

Laplace  behauptet,  seine  Methode   stamme   aus   dem  Jahre  1772,  und  verweist 
auf  die",obea  zitierte  Abhandlung  von  Gondorcet  aus  dem  Jahre  1771. 
*)    Ebenda,    p.  74.     Diese    Uleiehung  findet    eich  schon  Miscellanea  Taorinensia, 
t,  II',  17Ü0/61,  p.  320. 
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wo  a  eine  willkürliehe  Konstante  ist;  die  weitere  Untersuchung  bietet 
keine  Schwierigkeiten.     Auch  Charles   hat   Punktionalgleiehungen^); 

i^((ia:^+  mx  +■«)—■  P4'{ix^  +  px  +  q)  =  R, 

wo  P  und  7/  Funktionen  von  x  und  a,  m,  n,  b,  p,  q  Konstante  sind, 
geht,  wenn 

ax^+  mx  +  n  =  h(xia  +  (py  +  p(xa>  +  (p)  +  y 

ist,    wo    a    und    90    zwei     neue   Konstante    sind,    unschwer   in    eine 
Differenzengleichung  Über. 

Die  größte  Anzahl  von  Arbeiten  über  Differenzen gleichuugen  ver- 
dankt jedoch  nicht  einem  praktischen  Bedürfnisse  ihren  Ursprung, 
sondern  vielmehr  dem  Umstand,  daß  sich  sowohl  alle  allgemeinen 
Gesichtspunkte  als  die  meisten  in  weiterem  Umfange  brauchbaren 
Integrationsmethoden,  die  bei  Diiferentialgleichungen  von  Vorteil  sind, 
mühelos  auf  die  Theorie  der  Differenzengleichungen  Übertragen  lassen. 
So  sehen  wir  die  Entwicklung  der  letzteren  Theorie  von  den  Fort- 
sehritten auf  dem  Gebiet  der  Differentialgleißhungen  abhängig,  durch 
diese  bedingt;  dieser  Zusammenhang  ist  so  innig,  daß  häufig  einer 
Abhandlung  über  Differentialgleichungen  Bemerkungen  über  Diffe- 
renzengleichungen anhangsweise  beigefügt  sind.  Am  geringsten  ist 
die  Analogie  bezüglich  der  singulären  Integrale.  Charles  hat 
diesen  Begriff  zuerst  auf  Differenzengleichungen  übertragen^)  imter 
Berufung  auf  die  Erklärung  ihres  Wesens,  wie  sie  Lagrange  ge- 
geben hat;  er  kommt  zu  dem  Ergebnis,  daß  eine  Differenzengleichung 
zwei  vollständige  Integrale  haben  kann.  Ist  nämlich  V—O  das  Inte- 
gral einer  Differenzengleichung  Z  —  0,  so  erhalt  man  letztere  aus  dem 
Integral,  indem  man  die  lategrationskonstante  a  aus  den  Gleichungen 
V=0  und  dV  eliminiert;  dV  entsteht  hierbei  durch  Variation  von 
X  und  y  bei  konstantem  o.    Läßt  man  jetzt  auch  a  variieren,  so  wird 

AV^dV+  BAa. 

lüt  nun  It  =^  0,  so  werden  die  beiden  Gleichuugen 

F-Ü     und     dV^O 

wieder  genau  dieselbe  Gleichung  Z  ~  0  liefern,  wie  zuerst  auch,  und 
es  ist  bei  diesem  Eliminationsprozeß  ganz  gleichgiltig,   ob  a  konstant 

')  Hiatoire  de  TAcad^mie  dee  ScieDces  1786  (1788),  p.  695.  *)  Ebenda, 

1783  (1786),  p.  Ö60. 
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ist  oder  nicht.  Das  singulare  Integral  ergibt  sich  dann  durch  EK- 
raination  von  a  aue  V  =  0  und  J?  =  0.  Bis  hierher  ist  die  Analogie 
mit  den  Differentialgleichungen  ToHständig;  jetzt  kommt  aber  ein  be- 
deutsamer Unterschied:  während  man  nämlieh  bei  den  Difl'erential- 
gleichungen  die  Größe  a  anmittelbar  aus  U  =  0  berechnen  kann, 
enthält  diese  Gleichung  bei  den  Differenzenglei cbungen  neben  a  im 
allgemeinen  auch  noch  die  Differenz  Aa.  Um  a  eliminieren  zu  können, 
ist  daher  die  Integration  von  7f  =  0  erforderlich;  infolge  dieses  Pro- 
zesses geht  aber  eine  willkürliche  Konstante  in  das  singulare  Integral 
ein.  Charles  erläutert  das  Gesagte  an  einigen  Beispielen.  Das  voll- 
ständige Integral  von 

wo  Ax,  die  Differenz  von  x,  konstant  und  gleich  ij  ist,  lautet 

t/y  ^  2nax  -\-  a^. 
Daraus  ergibt  eich 


Äj/  =  -ina, 

wenn  i 

%  konstaut 

ist,  hiogegsn 

A». 

-  2«o  +  -^-l^n(r  +  </)  +  2n  +  Ao|, 

hält  m 

i  ebentaU» 
an  also  die 

Tariiert.     Zur  Bildung  des  singnlären  Integrals  er- 
Bedingnng 

Hierau 

s  folgt 

2n(x  +  ff)  +  2(7  +  A«  -0, 

WO  b  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  und  damit  endlieh 

Charles  weist  auch  noch  darauf  hin,  daß  man  aus  dieser  Gleichung 
bei  Anwendung  desselben  Prozesses  wieder 

fiy  =  2nax  +  a^ 

erhalten  würde,  d.  h.  daß  das  singulare  Integral  des  singulären  Inte- 
grals das  ursprüngliche  vollständige  Integral  ist.  Später  sucht  Charles 
auch   hei   gewöhnliehen   Differentialgleichungen,   die   er   als   Grenzfall 

'\  Die  Herleitung  setzt  voraus,  daß     -=     -     eine  ganze  Zahl  ist. 
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der  Differenzellgleichungen  auffaßt,  ähnliche  Verhältnisse,  d.  i.  die 
Existenz  zweier  vollständigen  Integrale,  von  denen  eins  das  singulare 
des  anderen  ist,  nachzuweisen  und  sie  durch  einen  Ausdruck  zu  inte- 
grieren, der  das  singulare  Integral  als  Spezialfall  enthält;  seine  Dar- 
stellung ist  indessen  nicht  recht  verstandlich.')  Die  erwähnte  Eigen- 
tümlichkeit ist  auch  Monge  nicht  ( 


erhält  er  zunächst 

2Aj/AA«/  +  (AÄ!/)-=0 
und  hieraus 

AA«/  =  0     und     2A^  +  AA^  =  ü. 

Der  erste  fall  gibt 

»-  +  -„-  +  ■<, 

der  zweite  aber 

»-c±|(-i)-- 

Monge    behauptet^)   dann,   das   vollständige   Integral   der 
Gleichung  sei  das  Produkt  der  vier  Gleichungen 


Die  übrigen  Untersuchungen  zeigen  mehr  Analogie;  Gondorcet, 
der  vrie  bei  den  Differentialgleichungen  die  Integi-ution  auf  die  Aus- 
führung einer  ganz  bestimmten  Reihenfolge  gewisser  Operationen  als 
Multiplikationen,  Substitutionen,  Eliminationen,  Umformungen  und 
Integrationen  zurückführen  will^),  auch  Näherungsmethoden  für  Diffe- 
renzengleichungen bespricht^),  hat  sich  eingehend  mit  der  Integra- 
bilität  gegebener  Differentialausdrucke  beschäftigt;  in  Analogie  dazu 
sucht  er  die  Bedingungen  aufzustellen^),  wann  eine  gegebene  Funk- 
tion V  von  X,  y,  s,  .  . .  Aa;,  Ay,  As,  .  . .  A^x,  A^p,  A^^,  . .  .  vollstän- 
dige Difi'erenz  einer  ähnlich  gearteten  Funktion  H  der  nächstnie deren 
Ordnung  ist,  so  daß  also  V ^  AB.  Durch  Benutzung  der  Glei- 
chungen 

'IV  _  dAli        d_V_   _  rfAif  d  V       dAB 

dx         dx    '     dAx       d~Äx  '  di[  dy    '         ' 

')  Hiatoire  de  rAcadömie  des  Sciences  1788  (1791),  p.  115ff.  Vgl.  auch 
p.  580tf.  ")  Ebenda  1783  (1786)  p.  727.    Die  betreffende  Abhandlung  wurde 

1785  gelesen.  ')  Ebenda  1770  (1773),  p.  123ff.  ')  Ebeiida,  p,  136. 

»)  Ebenda,  p.  110. 
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w{i  die  d  pjiitielle  Differeuzeabildimg  andeuten,  findet  er  aunäclist 

dV  _       dji        dB  dB 

dÄ3-  dAx       dx  dx '' 

dV         .dB      ,     dB     ,    ^   dB 
dAx-^dA^x  +  dAx  +  ^dA:c'^     ^'^- 

und  ähnlich  gebaut«  Ausdrücke    in   y,  s, .  . . .    Es    ergibt  sich  sehließ- 
iich  die  Bedingungsgteiehung 

dV   ,       .dr  ,   ii(m~i).,<(F  ,  .„dV 

ax  dx  2  dx  ax 

—  A  ,, (m  -  1)A^  ,v- A"  ..- 


+  A''      ,„-    =0 

-^        rfA".r 

und  analoge  Gleichungen  in  y,  z,  .  . .;  hierbei  ist  n  der  Exponent  der 
Ordnung  der  Funktion  F.  In  dei'selben  Abhandlung  sucht  Condorcet 
auch  die  Variationsrechnung  für  endliche  Differenzen  abzuleiten^), 
was  nach  seiner  Aussage  bereits  Lagrange  in  einem  speziellen,  aller- 
dings alle  Schwierigkeiten  des  allgemeinen  Problems  enthaltenden 
Fall  getan  hatte,  Soll  ^V  ein  Maximum  oder  Minimum  werden, 
sflgt  Condorcet,  wo  V  eine  Funktion  von  x,  y,  s,  .  .  .  und  den  end- 
lichen Differenzen  dieser  Variablen  bedeutet,  so  ist  die  Bedingung 

d2:  V  =  0 
gleichbedeutend  mit 


rfA. 


==0: 


und  ähnlichen  Gleichungen  in  y,  z,  .  .  .;  Condorcet  weist  auch  auf 
die  verwandten  Bedingungen  dafür  hin,  daß  V  eine  exakte  Diffe- 
renz ist. 

Auch  die  allgemeinen  Methoden  der  Differentialgleichungen 
wurden  auf  Differenzengleichungen  übertr^en.  So  übt  Lorgna  die 
Methode  der  Auffindung  integxabler  Gleichungen  durch  Ausgehen 
vom  Integral;  er  stellt  sich  die  Aufgabe,  aUe  Differenzengleichungen 
mit  variablen  Koeffizienten  zu  finden,    die   ein  vollständiges  Integral 

')  Histoire  de  l'Acftdemie  des  Sciences  1770  ^1773),  p.  II'J. 
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Ton  gegebener  Form  zulassen,^)  Die  Verwendung  von  Multiplikatoren 
zwecks  Integration  TOn  Differenzengleicliungen  faßt  u.  a.  Pietro  Paoli 
ins  Äuge^);  auch  Trembley  bedient  sieb  dieser  Methode.     Sei 

äi,  +  My  ^  N, 

■wo  d  eine  endliche  Differenz  andeuten  soll,  die  gegebene  Gleichung") 
und  P  +  dF  der  Multiplikator.     Die  linke  Seite  der  Gleichung 

(P  +  dF)  dy  +  (P  +  dP)  My  =  {P  +  dP)  N 

wird  dann  wegen 

cl(P>f)  =■  Pdy  +  ydP  +  dPdy  =  (P  +  dP)dy  +  ydP 

eine  totale  Differenz,  wenn 

ydP  =  {P-^dF)My, 
d.  h. 

'^^-     =  M 

Die  letztere  Gleichung  geht  aber  mit  Hilfe  der  Substitution  F  ~  e'  iu 

<if-i,  --., 


über;    daraus  folgt 

F  = 


(1~M)' 


WO  3t  ein  Produkt  von  lauter  Faktoren  l  —  M  bedeutet.     Trembley 
erhält  uns  eh  w 


=  »a-^)(o+/.,.^«y). 


wo  M'  den  auf  31  folgenden  Funktionswert,  /  eine  Summation  be- 
deutet; er  verweist  übrigens  auf  Lagrange,  welcher  diese  Aufgabe 
schon  im  ersten  Bande  der  Turiner  Miszellen  integriert  hatte.  Auch 
Näherungsmethoden*),  sowie  die  Variation  der  Konstanten  sind  auf 
Differenzengleichungen  übertragen  worden. 

Ehe  wir  zu  den  Methoden  übergehen,  die  für  spezielle  Gleichunga- 
typen  ausgebildet  worden  sind,  haben  wir  eine  nicht  unwichtige  Unter- 
scheidung zu  erwähnen;  während  nämlich  die  ersten  Untersuchungen 
über  DifFerenzengleiehungen  die  Differenz  Ax  konstant  annehmen,  hat 
man   später    auch   den  Fall   betrachtet,    daß  Ax    von  x  abhängig  ist, 


')  Meraorie  di  Hat,  e  Fis,  Soo.  It.,  t.  1,  1782,  p,  418  ff.  -)  Ebenda, 

t.  iV,  1788,  p.  464.       ')  Nouveanx  M^moires  de  TAcadöinie  de  Berlin  17y9/1800 
(180:-i),  p.  18.        ')  Histoire  de  rAcademie  des  Sciencea  1782  (1785),  p.  Slff. 
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die  X  selbst  aKo  icpine  aiithmpti^che  Reihe  1.  Ordnung  bilden.  Diese 
Möglichkeit  hat  anscheinend  zuerst  Monge  berückaichtigt,  der  durch 
seine  Untersuchungen  über  die  wiilkuriichen  Funktionen  bei  partiellen 
Differentialgleiihungen  ttuLh  auf  die  angebhch  tou  Euler  entdeck{«n 
willkürlichen  Funktioneo  bei  DiiFerenzeugleichungen  geführt  wird. 
Hierbei  stellt  sieh  Monge  die  Aufgabe'),  die  ßleichung 

Aj/  +  Ajt  +  J>'=  0 

vollständig  zu  integrieren,  wenn  Ax  1.  konstaut  ==«:  2,  =«  +  feir; 
3.  =ax"  —  x  ist.     Im  ersten  Fall  ergibt  aicli 

Ap  -\-  B  =-  (1  —  A)"  x  (p(sm—  &  cos  —  V 

wo  ip  eine  willkürliche  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  ist;  im 
2.  und  3.  Fall  sind  die  Integralgleichungen  wesentlich  komplizierter: 
Monge  benutzt  zu  ihrer  Herleitung  die  Substitutionen 

'(4-fta.-  =  <"%     d.  h.     Aw-lg('^+11, 
bzw. 

x"=e-,     d.  h,     AM^(n-l)m  +  nlga, 

die  Logai'ithmen  ins  Resultat  einführen.  Ausführlicher  und  aligemeiner 
ist  die  Voraussetzung  variabler  Ax  von  Lorgna  behandelt,  der  Ax 
gleich  irgend  einer  Funktion  X  von  x  setzt  ^)  und  die  Folgen  dieser 
Annahme  eingehend  untersucht.  Die  Reihe  )/,  y,  y", ...  ist  dann  da- 
durch definiert,  daß  jeder  Term  aus  dem  unmittelbar  vorhergehenden 
durch  Substitution  von  x  +  X  fm  Stelle  von  x  hervorgeht.  Analog 
gehe  in  der  Reihe  X,  X',  X",  .  . .  jedes  Glied  aus  dem  vorhergehen- 
den dadurch  hervor,  daß  man  x  durch  den  „Modul"  x  -^  X  ersetzt. 
Dann  kann,  wie  leicht  ersichtlich,  j/"*  auch  unmittelbar,  d.  i.  ohne 
Zuhilfenalune  der  Terme  j/*""^',  ...  aus  t/  erhalten  werden,  indem 
man  für  x  die  Summe 

a;  +  X  +  X-+--  ■  +  A("-') 

substituiert.  Lorgna  tiiidet  noch  andere  Beziehungen;  so  stellt  er 
die  3/1"!  und  mit  deren  Hilfe  schließlich  auch  die  Differenzen  von 
y  beliebiger  Ordnung  durch 

X+X  +  XV---  +  XI"-') 

')  Memoires  presentea  par  divers  Savans,  t  IX  (178U),  p.  357.     Dieser  Aui- 
aatz   wurde  1774   der   Akademie  vorgelegt,  -i  Memorie  di  Mat,  e  Tis,  Soc, 

It.,  t,  I,  1782,  p,  37eff. 
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dar,  was  bei  Benutzang  des  Taylnrsehen  Satzes  Jeicht  gelingt.  Er 
benutzt  die  betr.  Formeln  zur  Integration  der  linearen  Gleichung 

q>  =  Äij -\- By' +  Cp"+ ■■■,') 

in  der  <p  eine  Funktion  von  x  bedeutet,  bei  variablem  Ax  =  .X. 
Pietro  Paoli,  der  Lorgnus  Arbeiten  kennt  und  auch  zitiert,  be- 
handelt ebenfalls .  den  Fall  variabler  Ax.  Sei  eine  Gleichung  M -^  0 
zwischen  x,  y^  und  deren  Differenzen  gegeben,  ferner 

Ax  =  fpix)  —  x.^) 

Paoli  verlangt  nnn  X  ^^ p.  und  ^>{^^  "^ P^+^y  woraus 

Aus  dieser  Gleichung  kann  aber  bei  gegebenem  qo  die  Funktion  ^i^^-^* 
ermittelt,  somit  x  und  seine  Differenzen  durch  z  ausgedrückt  werden; 
dadurch  geht  y^  in  eine  Funktion  t^  von  z  und  die  ursprüng- 
liche Gleichung  Jlf  =  0  in  eine  neue  zwischen  t  und  z  über,  wobei 
jetzt  die  Differenz  von  z  konstant  und  zwar  gleich  1  ist.  Paoli  hat 
damit  nachgewiesen,  daß  der  Unterscheidung  von  variablen  und  kon- 
stanten Ax  keine  prinzipielle  Bedeutiuig  zukommt. 

Von  speziellen  Gleichungen  wurde  naturgemäß  zuerst  die  lineare 
Gleichung  in  Angriff  genommen.  Hier  ist  an  erster  Stelle  ein  Auf- 
satz von  Lagrange  aus  dem  Jahre  1759  zu  nennen.^)  Bezüglich  der 
Gleichung 

Ai/  4-  yM  =  N, 

wo  wir  A  st,att  d  geschrieben  haben,  und  wo  M  und  iV  Funktionen 
von  ^  bedeuten,  erinnert  Lagrange  an  die  Integration  der  Differential- 
gleichung 

fly  +  yX(IX'^-  Zdx, 

die  er  nach  folgemlev  Methode  behandelt:  er  setzt  y  ^  uz  und 
spaltet  in 

isiiu  +  tisXdx  =  0     und     uds  ^  Zdx; 

daraus  ergibt  sich 

M  =  e  J-^"'^     und     y  =  «r  =  ii  I        -=---,-  — ~ ■ 

Auf  dieselbe  Weise  läßt  sich  auch 

')  Memorie  di  Mat.  o  Fia.  Soc.  lt.,  t.  I,  1782,  p.  409.  Lorgna  verweist 
auf  die  entsprechende  Integration  bei  konatantem  Ax  dnteh  Lagrange  in  den 
Ttuiner  Miazellen  und  den  Berliner  Memoiren.  ')  Memorie  di  Mat.  e  Fis. 

Soc.  It.,  t.  IV,  1788,  p,  465.  ')  MisceUanea  Taurinensia,  t.  I'  (1769),  p.  33  ff. 
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A^  +  )/Jf  =  N 
integrieren.     Aus  t/  =  tiz  folgt 

A)/  =  mA?  -f  sA/(  +  Aj(A5; 
Lagrange  spaltet  iit 

2A!(  +  uzM  ^  0     und     »As  +  AwA^  =  .A" 
und  schreibt  die  erste  Gleichung  in  der  Form 

woraus  mittels  h  =  c'  wegen  Ajt  =  e'(e-"— 1")  die  neue  Gleichung 

hervorgeht.     Hieraus  folgt 

At  =  l(]  -M), 
also 


^'^l(\-M)     und     H^e'^nil-M). 


wo  ;r  das  Produktzeichen  ist.  Mit  Hilfe  dieses  Resultats  kann  jetzt 
auch  die  zweite  Gleichung 

«  +  A, 
leiolit  integriert  werilen;    es  ergibt  sieh 

WO  wir  ^y  statt  des  Zeichens  /  geschrieben  haben,  uud  wo  M'  den 
auf  M  folgenden  Wert  bedeutet.  Im  folgenden^)  geht  Lagrange 
zur  Gleichung  beliebiger  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  über. 
Er  erinnert  zu  diesem  Zweck  au  eine  Methode  von  d'Äiembert, 
die  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  und  im  zweiten  Band 
des  Calcul  integral  von  Bougaiaville  für  die  entsprechende  Diffe- 
rentialgleichui^ 

entwickelt  ist;  X  bedeutet  hierbei  eine  Funktion  von  x.  Die  Sub- 
stitutionen 

dy  dp 


')  Miscelianea  T: 
SBTOB,  GsBcWohtc  der  Malhi 
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führen  bei  Anwendung  eines  Multiplikatoren  Systems  a,  h,  <:,  -  ■  ■   auf 
die  Gleichung 

y  +  (A  +  «)p+(B  +  b),+ «  £  -  »  g X  ^ 

Hierin  ist 

>f  +  {A  +  d)p  +  {B  +  b)q  +  ■ .  ■ 

ein  exaktes  Vielfaches  von 


Jlady  +  bdp+  ■-.}, 


djf  +  (A  +  a)dp  +  (B  -\-  b)dq  + dy  +  ^dp  +  -^dg  +  -- 

ist.     Durch  Koeffizientenvergleiehung  erhält  man  hieraus 

A+a^  ''  ■     B+b^  -:      usw. ; 

der  letzte  Koeffizient  werde  gleich  0  angenommen.  Aus  diesen 
Gleichungen  ergibt  sich  aber  jetzt  durch  allmähliehe  Elimination  von 
b,C...  die  Gleichung 

a"  +  Aa"~^  +  Ba"-^  +...=.(), 
wo  «  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  ist.     Aus 
y  +  {A  +  a)p  +  {B-\-h)q  + ^ 


folgt  sodajiu 


also 


'  ^. 


'ß 


die  n  Werte  von  a  liefern  dann  n  Werte  Z^,  Z",  .  .  .  von  s;  y  ergibt 
sich  endlich  aus  den  entsprechenden  n  linearen  Gleichungen 

y  +  {A  +  a)p  +  {B+h)q-^ z 

mit  den  Unbekannten  y,p,  q,  ■  ■  ■■    Diese  Methode  wendet  Lagrange 
auf  die  Gleichung 

y  +  AAy  +  BAhi  +  ---  =  X 

an;  auch  die  Gleichung 

y'  -f  Ay"  +  By'"  + X, 

die,   wie  er  s^t,    auf   die    erstere  reduziert  werden  kano,    behandelt 
er  auf  ähnliche  Weise.     Die  Substitutionen 
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Differenzen- 

■  nnd  Summe  urechnung. 

: 

y"=p'\    y"'=p' 

',..,?"-,'; 

p'"- 

.,",... 

ei^ben  nämlich 

f+{A  +  a)p'^-{B-\-b)q' 

+ «!,»- 

~bp"- 

-cq" _ 

Die  Gleichungen 

A+  a  "^  ! 

;    ^+^-^ 

-;  .  .  . 

liefern  wieder 

a"  +  Aa'^- 

•  +  £«-'  +  • 

■  -0, 

uiid  die  Transformation 

führt  KU 

fi'  +  (JJ  +  S)s' 

+  ■-• 

-« 

r 

'-a«"_X; 

die  n  Werte  von  a  liefern  wieder  n  Integrale  s,  und  y  selbst  ergibt 
sich  wieder  aus  n  linearen  Gleichungen.  Laplace,  der  sich  auf 
Condorceta  allgemeine  Untersuchungen  über  DifFerenzeugleichuugen 
und  Bnlers  Integralrechnung  beruft^),  behandelt  sodann  die  Gleichung 

X"  =  M'-y  +  Vt.y'  +  P'AV  +  ■  ■  ■ 

mit  nichtkonatanten  Koeffizienten  und  überträgt  auf  sie,  nachdem  er 
sie  mittels  der  Relationen 


auf  die  Form 


iS,^_j^  +  ;,_2,^r  +  /_|_^. 


X^^if  +  H^.  r* 


-'W-r^"+- 


gebracht  hat,  seine  Methode  fiir  die  entsprechende  Differentialgleichung 
(vgl.  S.  931);  die  Aufgabe  reduziert  sich  auch  hier  auf  die  Integration 
einer  Gleichung  nachstniederer  Ordnung  und  eines  Systems  von 
Gleichungen  der  Form 

(j^j,^+/  +  r  =  ■^'■'• 


Letztere  Gleichung  läi 
Rekursionsformei  für 
ergibt  sieh  endlich 


sich    aber   auch  jf^+i  =  ß'^  +  ^*    d.  i.  als 
(    schreiben;     durch    sukzessiv  e    Substitution 


.^--.( 


-*  +  );  +  -sTj? + ■ 


Laplace  stellt  diesen  Ausdruck  mit  Hilfe  der  Zeichen  2'  und  V  für 
Summe   und   Produkt    dar   und    bemerkt,   daß   auch  für  Differenzen- 


')  Miscellanea  Ti 


t.  IV'.   1766/(i9,  p.  300  £f. 
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gleichuiigftii  das  „Theorem  von  Lagrange"  gilt,  d.  h.  daß  die  Inte- 
gration der  Gleichung 

auf  die  von 

o-r  +  H'r  "-'  +  -■  ■ 

hinauskommt.^)  Bald  darauf  behandelt  Laplace  die  Aufgabe  noch 
einmal;  er  zeigt  zuerst,  daß  die  konstante  Differenz  zwischen  den  x 
unbeschadet  der  Allgemeinbett  immer  gleich  1  genommen  werden 
kann.^)     Zur  Vorbereitung  der  Aufgabe  integviei't  er 

y.-u.'j.^i  +  K 

mittels  der  Sabatitutioii 

!,.-».    V7/„ 
die  sofort  auf 


und  damit  auf 

«.--^+2^  vi". 

führt.  Laplace  wählt  diese  wenig  motivierte  Substitution  wohl  des- 
halb, weil  sie  am  raschesten  zu  dem  schon  längst  bekannten  Resultat 
führt.     Die  Gleichung 

%  =  H^  •  y^-i  +  'H^y^-i  -!-■■■  +  ~-'B^y^_„  +  X, 
bewältigt  er  mit  Hilfe  der  Annahme 

a^  und  T^  sind  einstweilen  noch  unbestimmt.  Diese  Gleichung  liefert 
mit  den  gleichwertigen 

nach  Multiplikation  bzw.  mit  l,  —  7^-  ~  ^ßj  ■  ■  ■  "^^  Addition  die 
Beziehung 

In  dieser  Gleichung  werden  jetzt  die  Große«  ^ji,^ß, ,  .  .  so  bestimmt, 
daß  Glied  für  Glied  mit  der  gegebene]!  DifFerenzengleichung  über- 
einstimmt.    Dann  ergeben  sich  neben 

')  MiHcellftnea  Taurinengja,  t.  IV^,  1766/ti9,  p.  iiOÖ.       -)  Memoiree  pri.'Bentes 
par  divers  Sarana,  t.  VII,  1773  (1776),  p.  40. 
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'-1'.-   'ß'^':,^l    +   '''ßK-2    +   ■    ■  ■    +  "''ß'-f^-.  +  l   +    ^^,. 

noch  n  Beetimmiingsgleichungeii  für  die  n  —  l  firößen 

und  man  erhält  duveh  ihre  Auflösung  nach  ß  der  Reihe  nach; 

'ß  -  'H,  -  o,^,  ■  'ff,  +  «,_,  «,_,  -  -ff,  -  «,  ■  «,_,  •  a,^, 

-<ß  -  -'H,  -  «._,.„  -  -»ff,  + «,  .  «.„,  .  ,  -  «.^,„. 

Die  rtte  Gleichung  war 

--'(f«,^.«-— ff.; 

SO  daß  "~^/5  auf  zweierlei  Arten  dargestellt  werden  kann:  durch  Ver 
gleichung  ergibt  sich 


Ist  aus  dieser  Gleichung  ein  Wert  von  et  ermittelt,  so  lassen  sich 
die  ß  unmittelbar  angeben;  dann  ist  noch  1\  aus  der  oben  an- 
geführten Differenzen  gleichung  zu  bestimmen,  die  bezöglieh  ihrer 
Ordnung  um  1  Grad  niederer  ist  als  die  ursprünglich  gegebene. 
Laplace  bringt  als  Beispiele  die  bekannten  Aufgaben,  den  Sinus 
eines  vielfachen  Arguments  durch  die  Potenzen  des  Cosinus  des  ein- 
fachen Arguments  auszudrücken,  sowie  das  Bildungsgesetz  der  höheren 
Differentialquotienten  von  aresin  x  zu  entwickeln/)  In  einem  Auf- 
satz^) in  den  Berliner  Memoiren  vom  Jahre  1775,  an  den  später 
u.  a.  Malfatti  anknüpft^),  beschäftigt  sich  endlich  Lagrange  speziell 
mit  der  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten 

Äy^  +  By,.^^  ^ h  !^y^^n  =  '-'- 

d.  i.  mit  dem  sogenannten  Problem  der  rekurrenten  Reihen,  bringt 
die  diesbezüglichen  Gleichungen  in  bequeme,  hnodiiche  Form  und 
berücksichtigt  auch  den  FaU  mehrfacher  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung 

.1  -i-  -Bft  +  ■  ■  ■  +  ^K-  =  0 ; 
diesen  Fall   betrachtet   er  übrigens   auch  noch  in  einer  späteren  Ab- 

')  Mf^moires  presentes  par  divers  Savans,  t.  VII,  1773  (1770),  p  65  bzw.  G8, 
'j  Oeuvrea  de  LagtanKe,  t.  IV.  p.  151fF.  ')  Memorie  di  Mat.  e  Fis.  Soc.  It. 
tili,  1786,  p.  ö7lff. 
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haüdluag  von  eißem  neuen  Gesichtspunkt  aus.^)  Die  Behandlung  der 
Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten  bei  variablem  A^  durch 
Lorgna  Laben  wir  bereits  erwähnt;  außer  der  linearen  Gleichung 
konnte  hier  keine  andere  höherer  Ordnung  oder  höheren  Grades  (vgl. 
das  Beispiel  von  Monge  S.  1054)  Beachtung  finden.*) 

Für  die  Untersuchungen  auf  dem  Gebiet  der  partiellen 
Differenzengleichungen  wurde  eine  Arbeit  von  Lapiaee  grund- 
legend; dieser  ist  nach  eigener  Aussage')  durch  Aufgaben  aus  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  das  Problem  der  „rekurro- rekurrenten 
Keihen",  wie  er  sich  ausdrückt,  geführt  worden.  Seien  folgende 
Gleichungen  gegeben:*) 

y-  4-  A"  y^»  +  jB"  y-ä  H 1-  n" 

=ö"  y  +  M" y-»  +  ]"■  Y-'  +  ■■■ 
Y  +  A"'y-^  +  £'"hf-^  -{ h  N'" 

=  H-Y  +  iWy-'  +  p-'Y-'  +  ■■■ 

(1)  V  +  Ä"  Y' '  +  -ß"  'Y- '  H —  +  -^" 

=  fi"'"'-V  +  ii/""-y-^+  p-'-y-s^-... 

Laplace  zeigt  nun,  daß  man  (1),  die  letzte  dieser  Gleichungen, 
stets  auf  folgende  Form  bringen  kann: 

(2)  y  =  a-'y-i  +  h"Y-^  +  ^"'y-^  +  ■     ■  +  M"; 

hierbei  aiud  a",  h",  c", . .  .  u"  Funktionen  von  n.  Aus  (2)  ergeben  sich 
sodann  die  speziellen  Gleichungen 

ir"''-Y^H"{a"-"'-Y-'  -i-h'"'"-Y~'-'  -^  — \-  '*""'"' 
^""-y-i  ^  M"(»"-"'-Y~-  +ö"-"'-y-^  + ■■■+«"-') 

Addition  und  Anwendung  von  (L)  liefert 


')  Oeuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p,  627ff.  (Berliner  Memoiren  1792/93). 
*)  Man  vgl,    die  Notizen  von  Monge  in   dem   bereits   zitierten   Aufsatz  Histoire 
de  l'Academie  des  Scienees  1783  (1786),  p.  725 ff.  (gelesen  1785)  und  Trembley, 
Nouveam  Mömoirea  de  l'Acadömie  de  Berlin  1799/1800  (1803).  ')  Memoirea 

pr^sentöe  par  divers  SavanB,  t.  VII,  1773  (1776),  p.  39.  Hier  findet  Bich  ein 
knizet  Überblick  über  die  Geachiclite  der  Differenzen gleichnngen.  Mau  \gl 
auch  Histoiie  de  l'Acadömie  des  Sciences  1779  (1782),  p.  207ff.  *i  Memoires 
pi^sent^s  par  divers  Savans,  t.  VI  (1774),  p.  S54. 
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■r  +  A--r-'  +  B-'f-'  +  ...  +  N- 


oll  diese  Gleichnnf 


_  „.-i(.y.-.  +  A"-,,'-'+  ■■■  +  N") 
+  f- 'Cr-'  +  A",f-'  +  ■■■  +  !f) 

4- 

+  u—'{H-  +  IP  +  P"    .■)■ 
it  (2)  identisch  sein,  so  muß: 


"-«"-'(-ff"  + Jlf 


)  -  N-(l  ^ 


■■)■ 


Das  Problem  ist  damit,  genauer  nach  Bestimmung  der  a",  b",  c",  ,  .  .  «", 
auf  die  Integration  dea  Systems  der  Gleichungen  (2),  d,  i.  eines 
Systems  gewöhnlicher  Differenzen  gl  ei  chungea  zurückgeführt,  die  keine 
prinzipielle  Schwierigkeit  mehr  hietet.  In  einer  späteren  Abliandlung^) 
behandelt  Laplace  das  spezielle  System  (eqaatiou  rentrante  en 
eUe-meme) 

ivo  i  von  1  bis  n  läuft,  und  für  y"*^  wieder  y^  zu  setzen  ist;  er 
untersucht  sodann  kompliziertere  Annahmen  und  bringt  Anwendungen 
auf  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  späteren  Arbeiten  auf 
dem  Gebiete  der  partiellen  Differenzengleichungen  sei,  abgesehen  von 
Lagrange^,  nur  noch  eine  Abhandlung')  von  Paoli  erwähnt,  der 
als  Beispiel  die  Frage  untersucht,  wie  oft  sich  eine  gegebene  Zahl 
als  3:gliedrige  Summe  von  Termen  der  natürlichen  Zahlenreibe  oder 
überhaupt  einer  arithmetischen  Reihe  darstellen  läßt.*) 

Endlich  sind  noch  Gleichungen  zu  erwähnen,  die  zu  gleicher 
Zeit  Differentialquotienten  und  endliche  Differenzen  enthalten;  [der- 
artige Gleichungen  treffen  wir  bei  Laplace,^)  Lorgna*)  und  Paoli') 
In  gewissem  Sinne  kami  man  auch  eine  Aufgabe**)  von  Euler  hierher 


')llömoires  presentea  par  di vors  Sav ans,  t.  VII,  1773(1776),  p.  71).  Im  Text 
worden  die  eiiize}Den  Gleichungen  dea  Originals  dnrcli  eine»  Index  »  zusammen- 
gefaßt. ")  Oeuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  165ff.  =)  Memorie  di  Mat.  « 
Fis.  Soe.  It.,  t.  II,  part.  2.  1784,  p.  787ff.  *)  Ebenda,  p.  817  bzw.  829, 
'■)  Histoire  de  I'Academie  des  Sciences  1779  (1782),  p.  302.  Hier  sind  die 
fonctions  gÖneratrioes  benutzt.  *)  Memorie  dj  Mat.  e  Fis.  Soc.  It.,  t.  IV,  178a, 
p,  lööfF.  ")  Ebenda,  t.  V,  part.  2,  1790,  p.  675,  Hier  iat  auf  die  Laplacesche 
Methode  der  erzeugenden  Punktionen  Terwiesen.  "''  Novi  Commentarii  Aca- 
demiae  Petropolitanae,  t.  XVI.  1771  (1772"),  p,  140!f. 
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j'echnen,  eine  Kurve  von  der  Eigenschaft  zu  finden,  daß  die  Halbierungs- 
linie des  Winkels,  deu  eine  beliebige  Kurveutaugente  mit  einer  festen 
Oeraden  bildet,  eine  Kurven  normale  ist  (vgl.  S.  515);  auf  die  Euler- 
sehe  Behandlungs weise  kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 


VariationsrecLiiimg. 

Die  Variationsrechnung  hatte  durch  Euier  einen  gewissen 
Abschluß  gefunden,  doch  verdient  sie  in  diesem  Zustand  den  Namen 
Hechnung  noch  nicht,  weil  geometi-isehe  Überlegungen  zu  sehr  im 
Vordergrund  der  Untersuchung  stehen,  die  ganze  BehandlungBweise 
auch  noch  nicht  einheitlich,  umfassend  genug  ist,  um  auf  jedes 
Problem  sofoi-t  augewandt  werden  zu  können.  Diesen  Übelstand 
überwand  erst  Lagrange  mit  Hilfe  eines  neuen  Algorithmus,  der 
eine  vollkommen  gleichartige,  systematisch  rechnerische  Behandlung 
aller  Variation sproblenie  ermöglicht.  Der  Fortschritt  war  so  be- 
deutend, daß  Lagrange  die  Grenzen  der  Integrale  als  variabel  an- 
sehen und  auch  Doppeliutegrale  hehandehi  konnte.  Lngrange  teilte 
nach  eigener  Aussage  seine  Methode  schon  175Ö  Euler  mit  und  fand 
dessen  Beifall;*)  veröffentlicht  hat  er  sie  erst  1762.^)  Nach  kurzem 
geschichtlichen  Überblick  entwickelt  Lagrange  seinen  Grundgedanken, 
daß  nämlich  die  Variationsrechnung  kein  anderes  Prinzip  erfordere 
als  den  Gebrauch  der  Differential-  und  Integralrechnung  (wie  die  ge- 
wöhnliche Maxima-  und  Minimaberechnuug  auch),  nur  habe  er,  damit 
die  beiden  auftretenden  Variationen  (die  infoige  der  Maximalbedingung 
und  die  bereits  vorhandenen  Differentiationen!  nicht  verwechselt 
werden,  eine  neue  „Charakteristik"  Ö  eingeführt.  So  stelle  dZ  eiue 
Änderung  von  Z  dar,  die  nicht  das  Nämhche  sei  wie  dZ,  aber  doch 
nach  denselben  Kegeln  gebildet  werde;  neben  einer  <31eichung 
dZ'^  mää:  (verdruckt  für  dx)  bestehe  also  in  gleicher  Weise 
dZ  =  mdx.  Ohne  weitere  Ausführung  oder  Begründung  schreitet 
Lagrange    sofort   zu    folgender   Aufgabe:    Z  sei   eine  Funktion   von 

X,  y,  0,  dx,  dy,  de,  ^Xy  ^y,  d^s. .  . ., 

mau  soll  die  Bedingung  ßnden,  daß  /  Z  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird.     Nach   der   „bekannten  Methode"  der  Maxima  und  Minima  hat 

')  Miscellaaea  Taurinensia,  t.  IV,  1768/69,  p.  163,  Vgl.  hieraw  Cantur, 
Zeitachrift  für  Math.  u.  Phys.  (2)  23  (1878),  hist.-lit.  AbtIg.  1.  *)  MiacellaneB. 

Taurinensia,  t.  11*,  p.  173^196.  Diese  Abhandiimg  mit  der  von  1770  und  der 
Legendres  von  1786  in  Ostwalda  KlasBikem  der  esakt«n  Wisaenschaften 
Nr.  47;  diefle  Ausgabe  wnrdc  im  folgenden  wiederholt  benutat. 
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man,  sagt  Lagrange^  daa  gegebene  JZ  zu  „diffei-entiieren",  wobei 
die  Größen 

X,  ff, .?,  da-,  dy,  dz,  iCx,  (P'y,  d^z, . .  . 

als  variabel  anzitsehen  sind,  und  das  ao  entstehende  Differential  gleicb 
Null  zu  setzen;  bezeiobnet  man  diese  Variationen  mit  $,  so  erhält 
man  zunächst 

öj'Z'-O, 
otler,  was  dasselbe  ist, 

JdZ^O. 

Diese  Stelle  ist  von  großer  Wichtigkeit;  sie  erklärt,  warain  Lagrange 
keine  eingehendere  Begründung  seines  Algorithmus  bringt:  Er  erblickt 
darin  keine  neue,  von  der  gewöhnlichen  Maximabestimmung  prinzi- 
piell verschiedene,  sondern  die  schon  längst  geübte,  „bekannte"  Me- 
thode; nur  enthält  eben  der  Ausdruck  jZ  bereits  Difterentiale,  und 
es  müssen  daher,  lediglieh  um  „Verwechselungen"  zu  vermeiden,  die 
neuerdings  notwendigen  Differentiationen  anders,  also  etwa  durch  das 
Zeichen  d  ausgedrückt  werden.  Diese  Auffassung  erklärt  auch,  warum 
Lagrange  den  im  folgenden  oft  benntaten  Satz  von  der  Ver- 
tauschbarkeit  der  Symbole  d  und  <J  nicht  beweist:  d  und  S  sind  zwei 
verschiedene  Differentiationen,  die  ganz  unabhängig  nebeneinander 
hergehen.     Ist  nun  Z  so  beschaffen,  sagt  Lagrange,  daß 

d  Z  =  ndx  +  pddx  +  qdd^X  +  rÖd^'x  +  •  ■  ■ 

+  Ndp  +  Pädy  +  QÖ<Pp  -i }-  vd0  -\-  nÖdz  +  läfs  +  ■  ■  • 

so  kommt 

fnöx  -^fpSdx  ^-fq^d^x  ^  ■  ■  ■ 

+fNdy  +fPS,li/  -vfqSO^y  +  •  •• 
+fvflz^j'nSdz+fiScPz+  ...  =  0. 

Aber  man  sieht  leicht 

Sdx-=däx;     SdH-d^6x  usw.; 

überdies  findet  man  durch  partielle  Integration 

fpäöy-pSx-fdjidx-,      l'qdHx^qfldx-cff/dx+Jd^fjdx;    usf. 

Damit  wird 
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ßn  -  dp  +  d'q  -d'r  +  ---)  dx-^j\N-  dP+  d^Q-d'B  +  --  -lÖy 

+f(v  -  d«  +  (Pt-d^9  +  ---)  d^ 

+  (j,-dq^d^r )dx-^{q-dr  ^  ■■■)dSx  +  (r )dH3:  +  ■■■ 
-^  {F  -  dQ  +  d^Jl •}öy  +  {q  —  dB.  +  ---)dS-y 

+  (Ä )  dHy  +  •  ■  . 

J^  {^  -  dx  +  d^if  -  ■  •  ■)Sz  +  ix  -  dQ  -^  ■  ■  ■)  dSn 

+  ((. )<?^d^  +  ---  =  o. 

Lagrange  trennt  diese  Gleichung  in  zwei;  die  erste  „unbestimmte" 
Gleichung  erhält  alle  Glieder,  die  unter  lutegralzeichen  vorkommen, 
die  andere  bestimmt  alle  übrigen  Glieder.  Letztere  Gleichung  bringt 
Lagrange  mit  den  Grenzen  des  Integrals  /*? in  Zusammenhang;  um 
die  gefundenen  Gleichungen  von  den  Größen  öx,  8y, ...  zu  befreien, 
hat  man  zu  prüfen,  ob  der  Natur  des  Problems  nach  zwischen  ihnen 
eine  Beziehung  besteht;')  sind  sie  dann  mit  deren  Hilfe  auf  die 
lileinste  Zahl  zurückgeführt,  so  sind  die  Koeffizienten  der  noch  vor- 
handenen Größen  dx,öii,...  gleich  Null  zu  setzen.  Sind  sie  voll- 
ständig unabhängig  voneinander,  so  kommt 

n  ~  dp  +  d^g  -  d^r  ■] =  0; 

JV-  (?P  +  f/^$  -  *f  j;  +  .  -  ■  =  0;     v-dit  +  d^x  -  '^>  + 0. 

Nach  Untersuchungen  über  die  Brachiatochrone  überhaupt  und 
diejenige  auf  einer  gegebenen  Oberflache  weist  Lagrange  nach,  daß 
von  den  letzterwähnten  drei  Gleichungen  immer  eine  die  Folge  der 
beiden  andern  ist*),  und  wendet  sich  sodann  der  Aufgabe  zn,  /  if  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  wenn  /f  außer  den 
Variabeln  x,  y,  z  und  ihren  Differentialen  auch  noch  das  Integral 
n  ^  j  Z'  enthält,  wo  Z'  aus  den  nämlichen  Veränderlichen  und  ihren 
Differentialen  sieh  zusammensetzt.  Diese  Aufgabe,  sowie  das  Problem 
der  Maxiraa-Minimabestimmung  von  /j?,  wo /v  durch  eine  Differeutial- 
gleichnng  L  Ordnung  definiert  ist,  hat  schon  Euler  behandelt  und 
gelöst,  was  Lagrange  ausdrücklich  anerkennt,  der  auch  den  Fall 
einer  Differentialgleichung  2.  oder  höherer  Ordnung  für  Z  bespricht. 


')  In  der  Möcaniqae  analytiqae  von  1788,  p.  46—46  hat  Lagtange  den 
Fall  von  Nebenbedingungen  durch  Binfährung  unbeBtimmter  Multiplikatoren  auf 
diia  Problem  ohne  aolche  reduziert.        ')  Miscellanea  TaurinenBi»,  t.  IP,  p.  182. 
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Um  die  Brnuehbarkeit  seiner  Methode  zu  erläutern,  leitet  Lagrange 
die  Bedinji^ngen  her,  daß  eine  Fläche  von  allen  denen,  die  denselbeu 
Umfang  oder  aber  gleiches  Volumen  haben,  die  kleinste  ist,  und  be- 
weist*) den  Craraersehen  Satz,  daß  das  fläehengrößte  Polygon  von 
gegebenen  Seiten  einem  Kreise  einbeschrieben  ist,  aufs  neue,  des- 
gleichen zeigt  er,  daß  unter  alleu  Polygonen  gleichen  Umfangs*)  das 
reguläre  den  gi'ößten  Inhalt  besitzt.  Eine  weitere  Äbhajidlung^J 
bringt  Anwendungen  der  Variationsrechnung  auf  die  Dynamik;  hier 
findet  sich  gleich  zu  Beginn  der  Eulersche  Satz,  daß  das  Integral 
der  in  das  Babnelement  multiplizierten  Geschwindigkeit  eines  Massen- 
punktes ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  auf  ein  Massensyatem  aus- 
gedehnt, doch  ist  der  dabei  vorzunehmende  Variation aprozeß  nicht 
genau  definiert,  was  in  der  Folge  zu  Mißverständnissen  Anlaß  gab*). 
Überhaupt  fand  der  neue  Kalkül  außer  bei  Euler  zunächst  wenig 
Verständnis;  in  einer  schon  erwähnten  Abhandlung^)  erhob  Borda 
verschiedene  Bedenken  gegen  die  Behandlung  des  Brachistochronen- 
problems  durch  Lagrange,  die  diesen  zu  einer  nochmaligen  ge- 
naueren und  allgemeineren  Auseinandersetzung  in  seiner  sogleich  zu 
erwähnenden  zweiten  Abhandlung  veranlaßten;  ganz  ungereehtfeiiigt 
sind  die  Angriffe  von  Fontaine"),  der  seine  eigene  Methode,  die 
nur  Eulersche  mid  Lagrangesche  Ideen  in  höchst  unübersicht- 
licher Weise  mit  den  Punkten  der  Fluxionsrechnung  und  dem  Zeichen  </ 
nebeneinander  ausdrückt,  allen  anderen  überlegen  hält.  Euler  hat 
in  verschiedenen  Abhandlungen  die  Lagrangesche  Metliode  ausführ- 
lieh auseinandergesetzt,  und  neben  der  Rege!  dd  =  d(f  verschiedene 
alte  Sätze  (vgl.  S.  904)  neu  bewiesen'};  interessanter  ist  sein  Versuch 
einer  geometrischen  Deutung  des  Variationsprozesses^)  und  die  darauf 
beruhende  Herleitung  der  betr.  Reehnungsregeln.  Die  Variations- 
rechnung —  dieser  Namö  stammt  von  Euler  — ,  sagt  er,  scheint 
zunächst   eine    völlig   selbständige   Rechnungsart    zu   sein,    und   dem- 

')  Hierbei  kommt  Lagraug«  auf  die  VariatioEaieelimiag  für  endliche 
Differenzen  zu  sprechou;  an  dies«  Stelle  hat  dann  Condoreet  wiuder  an- 
geknüpft. *)  Über  isopetimetrieche  Probleme  handelt  n.  a.  ein  Aufsatz  von 
Paolo  Friei,  Novi  Commentarii  Ataderaiae  Petropolitanae ,  t.  VIT,  1Ü58/59 
(niil),  p.  227ff.  Der  Lagrangesche  Algorithmus  iat  hier  noch  nicht  benutzt. 
')  Misccllanea  Taurineneia,  t.  IP,  p.  li}e-2i)8.  ')  Wegen  der  Geschichte  des 

Prinzips  der  kleinsten  Wirkung  vgl.  man  Ostwalda  Klassiker  a.a.O.,  Aniakg.  9, 
femer  Suter,  Geschichte  der  mathematischen  Wissens  eh  aften,  Zürich,  2.  Teü, 
S.  378tf.  °)  Histoire  de  rAcademie  des  Sciences  nC7  (1770),  p.  551ff. 

')  Ebenda,  p,  588ff.  ')  Novi  Commentarii   \caderaiae  Petropolitanae,  t,  X, 

1764  (1766),  p.  94ff.    (Ebenda,  p.  löbff   über  die  Tautochrone  im  widerstehenden 
Mittel.)    Endlicli  Institutiones  calcuh  mtegralis    vol   III,  Anhang,  p.  461—596. 
»)  Novi  Commentarii  A.-adomiae  Petrotolitinae    t   \VI,   1771   (1772), "p,  3.5ff. 
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;feraäß  führt  auch  Lagrunge  ein  eigenes  Zeichen  d  ein,  /.am  [Jnter- 
schied  von  der  DiffeTentiation,  dio  durch  d  bezeichnet  wird.  Euler 
stellt  sieh  die  Aufgabe,  die  Variationsrechnuiig  auf  die  Prinzipien 
der  Infinites  im  alrechimug  allein  zurückzuführen  und  zwar  durch  Ein- 
führung einer  Hilfsvariaboln  t,  die  als  Parameter  einer  KurTenschar 
mit  den  laufenden  Koordinaten  x  und  y  gedeutet  wird.  Er  denkt 
sieh  mit  anderen  Worten  1/  als  Funktion  von  .r  und  der  neuen 
Variabein  I;  ilxi  j  stellt  dann  die  eigentliche  Differentiation  rfy,  <"(^W 
die  Variation  ö'j/  von  (/  dar;  Variation  ist  also  nichts  als  partielle  Dif- 
ferentiation nach  (.  Im  folgenden  fühi-t  Euler  die  wichtigsten  Auf- 
gaben der  Variationsrechnung  auf  Grund  seiner  neuen  Auffassung 
auf  wirkliche  Differentiationen  nach  i  zurück  und  befreit  sich  dann 
von  der  Variabein  t  schließlich  wieder  in  geschickter  Weise  durch 
partielle  Integration^);  die  Endresultate  treten  in  der  gewöhnlichen 
Form  auf  wie  sonst  auch.  Von  Anwendungen  der  Variationsrechnung 
seien  eine  Abhandlung  Eulers  von  1779  über  Kaumkurven  mit  einer 
Maximal-  oder  Minimaleigenschaft^),  ferner  Untersuchungen  desselben 
Forschers  über  Braehistochronen,  wenn  die  wirkenden  Kräfte  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  und  über  Braehistochronen  im  widerstehenden 
Mittel  erwähnt^). 

In  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1770*)  ist  Lagrange  wieder 
auf  die  Variationsrechnung  zurückgekommen;  er  geht  von  allge- 
meinen Gesichtspunkten  aus,  die  alle  Spezialuntersuchungen  seines 
ersten  Aufsatzes  gleichzeitig  umfassen.  Es  sei  gu  die  Funktion,  von 
der  man  die  Variation  Sip  finden  will;  qi  soll  durch  eine  Differential- 
gleichung von  irgend  einer  Ordnung  zwischen  <p,  x,  y,  s,  . .  .  und 
den  Differentialen  dieser  Variahein  gegeben  sein.  Heißt  diese  Glei- 
chung S  =  0,  so  wird  d<5  ^  0;  SO  wird  gebildet,  indem  man  jede 
der  Größen  fp,  x,y,  .  . ,  dfp,  dx,  dy, .  .  .,  aus  denen  sich  die  Funktion  $ 
zusammensetzt,  als  besondere  Veränderliche  ansieht.  Indem  Lagrange 
die  Operation  der  Variation  wirklich  ausführt,  kommt  er  nach  Multi- 
plikation mit  einer  nachträglich  passend  bestimmten  Hilfsgröße  ^ 
und  partieller  Integration  auf  eine  Gleichung  der  Fonn 

/J-(-jV=const., 
welche  die  Grundlage  der  weiteren  Untersuchung  bildet.     Hierbei  ist 

'1  Novi  Commentftrii  Academiae  PetropoÜtaiine,  t.  XVI,  1771  (1772),  \>.  42, 
43.  *)  In  den  M^moiiea  de  TAcaiieiaie  Imperiale  des  Bciences  de  St.  Peters- 

bourg,  t.  IV,  1811  (1813).  '■')  Ebenda,  t.  VUI,  1817/18  (1822),  p.  17—28  bzvf. 

p.  41—45.  (Atib  dem  Jahre  1780.)  ■■)  Miscellanea  Taurinenaia,  t,  IV^,  1786,6!», 
p.  103—187. 
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y  =  Pd(p  +  Qdx  +  ndy  +  Sdz  +  ■  ■  ■, 
wo  die  Koeffizienten  P,  Q,  R,  S, . . .  sich  in  bestimnitcr  Weise  aus  *P 
berechnen   lassen.     Die    Bedingung   d'(p  =  0  für   das  Masinium   oder 
Minimum   von    rp    führt   nun   nach    einigen   Überlegungen    bezüglich 
der  Grenzen  des  Integrals    I  V  auf  die  Gleichung 

Qdx+Böij  +  S$i5-\ =  0, 

die  je  nach  Zahl  der  Relationen  zwischen  den  6x,  dif,  äz, ...  in 
■weniger  oder  mehr  Einzeiglei ehungen  zerfällt.  Lagrange  bringt 
späterhin^)  einen  einfachen  Beweis  seines  Theorems,  daß  eine  dieser 
Einzelgleichungen  immer  die  Folge  aller  übrigen  sei.  Er  benutzt 
hierzu  den  ÜJustaud,  daß  in  der  gegebeneu  Differentialgleichung  <&  =  0 
der  Ausdruck  S  immer  auf  die  Form  *  =  Sdx'"  gebracht  werden 
bann,  wo  S  eine  Funktion  der  Veränderlichen  ^,  x,y,  B,  .  .  .  und 
ihrer  Abgeleiteten  nach  x  bedeutet.     Dann  ist 

#*  =  m2dx"'~^ö<lx  +  dx'^SH: 
wegen  #  =  0  ist  aber  auch  2.'=0,  also  6^  =  dx^^ÖS^.     Sei  nun 

'^? 
dZ=%Ötp  A    ^S    '  +  %"S     ,       +  ■  ■  ■ 


+  (.(>//+  q'S    ■   -Y  p"i 


+  röx, 
BO  wird  man  nach  Multiplikation  mit  ^dx'"  und  partieller  Integration 
(wobei  nur  die  Größen  öx,{i<p,Ss, . .  .  unter  dem  Integralzeichen 
bleiben  dürfen)  wieder  auf  den  Ausdruck  IJ  +  f  W  stoßen.  Lagrange 
zeigt  nun,  daß  der  Ausdruck  IJ  identisch  Null  wird,  wenn  man  das 
Zeichen  d  durch  d  ersetzt;  er  betrachtet  zu  diesem  Zweck  die  ein- 
zelnen Glieder  von  62^.  nd<p  ist  keiner  partiellen  Integration  der 
verlangten  Art  fähig,  es  wird   daher  ganz  unter  dem  Integralzeichen 


bleiben.     Das  Glied  x'S  ,    wird 


.ird  zuerst  ^'{^^J  ~'^''Jf);  nach  Mul- 


tiplikation mit  ^dx"',  Vertauschung  von  Sd^,  ddx  mit  dS(p  bzw. 
dSx  und  partieller  Integration  erhält  man  als  Glied  außerhalb  des 
i  den  Ausdruck  U'dx-i^f^  -  %l^),    der,    wie    nn- 


')  MiseoUanea  Taurinensüi,  t.  IV',  1766/09,  p,  175, 
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mittelbar  ersichtlich,  bei  Vorwani^lung  von  d  in  d  identisch  ver- 
schwindet. Gleiches  ergibt  sich  für  die  übrigen  Glieder  von  dS, 
d.  h.  es  wird,  wenn  man  S  in  d  verwandelt,  11  immer  zu  Null  und 
damit  I  'P  =^  const.,  also  W~i).  Ersetzt  man  also  in  dem  Ausdruck 
^=  Pd(p  +  Qdx+ Rdy+ SSe  +  ■  ■  -  das  Zeichen  ä  dureli  d,  so 
wild  identisch  Fd(p  -f  Qdx  +  Rdy  +■  Sdz  +  ■  ■  ■  =^  0,  d,  h.  eine  von 
den  Maximum -Minimumbedingungen  ist  eine  Folge  der  andern. 
Lagrange  knöpft  hieran  die  Bemerkung,  daß  die  Möglichkeit,  ®  in 
der  Form  I^da:"'  vorauszusetzen,  für  den  Beweis  wesentlich  war,  und 
weist  darauf  hin,  daß  bei  Differenzengleichungen  diese  Voraussetzung 
im  allgemeinen  nicht  zutrifft.  Endlich  wird  die  Aufgabe,  q>  =  j  Z 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  wenn  Z  selbst  wieder 
Integralzeichen  enthält,  mit  Hilfe  der  vom  Integralzeichen  freien 
Differentialgleichung  für  qt  gelöst,  und  das  Problem  der  Braehisto- 
chrone  nochmals  eingehend  behandelt. 

Die  Frage,  ob  im  einzelnen  FaR  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
vorliegt,  wurde  nach  einem  mißglückten  Versuch  von  Laplace^)  von 
Legendre  behandelt,  aber  erst  Jacobi  gelang  es,  hinreichende  Kri- 
terien hierfür  aufzustellen.  Als  einfachsten  Fall  untersucht  Legendre 
„die  Variation  zweiter  Ordnung"^)  von  jvdx,  wo  v  eine  Funktion 
von  X,  11  und  p  —  ,  allein  ist.  Er  findet  unter  der  Ann.ahme  ^3^  =  0 
mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes 

wofür  zur  Abkürzung 

fdx(Fdy^-\-2QSydp  +  Eäp^) 
:  wird.     Dann  ist  identisch 
-  const.  —  ady" 

+  J'dx  [(i-  +  jyf  +  2(6  +  «Id  Jäy  +  BSp'], 
WO  a  beliebig  ist.    Legendre  nimmt  nun  «  so  an,  daß  sich  der  Aus- 

')  Nova  Acta  Eruditonim  1772,  p,  293.  "j  Histoire  de  l'Academie  des 

Sciences  1786    il78&),   p.  9.    Kurz    zuvor  unterecteidet  Legeadre  Kwisehen  ^ 

»la  dem  Koaffizienten  von  dx  in  dem  Differential  von  v  und  —,  d.  i.  dem  durch 

dx  geteilten  vollständigen  Differential  von  r.  Vielleicht  hat  Jaeobi,  der  diese 
Untereeheidung  einbürgerte,  dieen  Stelle  K^l^innt, 


öfvdx 
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druck  unter  dem  Integralzeichen  in  zwei  gleiche  Faktoren  spalten 
läßt,  wozu  die  Gleichung 

erforderiicli  ist.     Dann  ergibt  sich  bei  testen  Integrationsgrenzen 
Sjvdx  -  {„iy'f  -  (aiff  +fltdx  (äi"  +  *  J  "  H)', 

und  hierin  kann  man,  da  sich  ja  a  aus  einer  Diffei'entialgleichung 
bestimmt,  also  eine  wiUkürKche  Konstante  enthält,  «  immer  so  an- 
nehmen, daß  {ady^y  —  (ady^y  entweder  NuU  ist,  oder  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  -R  hat;  dai'auB  folgt  aber,  sagt  Legendre,  daß  fvdx 
ein  Maximum  ist,  wenu 

negativ,  ein  Minimum  hingegen,  wenn  dieselbe  Funktion  positiv  ist. 
Legendre  geht  sodann  zu  dem  Fall  über,  daß  r  eine  Punktion  von 
X,  y,  p  und  q  ist,  wo 

dp^pdx     und     dp  =  gdy. 
Die  Variation  der  1.  Ordnung   ist  NuU,   die  2.  Ordnung  läßt  sich  auf 
die  Form  bringen 

dJvdx^Jdx{M6f+  'JNdyäp  +  Qdp^ 

+  2Fdydg  +  ^Rdpdq 

+  Soff). 
wofflr  Legendre  schreibt 

8  jvdX'^{aSy^-\-2^Syöp  +  'ySp'^f~  [tcÖy-  +  2  ß  Sy  ^2>  -^  Y^P^)' 

UM^^f^if+2[N+a^l^^Sy8p+2(V+ß)äySq\ 

1       ^{Q^2ß^'^^dp--+2(R  +  r)Späq  +  SÖ<f      I 

Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  soll  sich  wieder  in  ein 
Quadrat  zerfäUeu  lassen ;  aus  der  Annahme,  der  Inhalt  der  gesehweiften 
Kammer  sei  gleich 

S{8q-{-  fnSi>  +  kSyf, 
ergeben  sich  aher  fünf  Bedingungsgleichungen  für  or,  ß,  y,  fi,  ^.  Man 
erkennt,  daß  bei  ihrer  Integration  drei  willkürliche  Konstante  auf- 
treten, die  so  gewählt  werden  können,  daß  die  außerhalb  des  Integral- 
zeichens stehende  Differenz  Null  ist  oder  dasselbe  Vorzeichen  wie  S 
besitzt.  Legendre  schließt  wieder,  daß  damit  das  Vorzeichen  von  S 
für  die  ganze  zweite  Variation  maßgebend  und  für  die  Existenz  eines 
Maximums  oder  Minimums  entseh^dend   ist,  gibt  sodann  die  Verall- 
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gemeinerung  für  den  Fall,  daß  v  DJffereutialquoti eilten  beliebiger  Ord- 
nung enthält,  und  behandelt  noch  einige  ähnüelie  Fragen  unter  der 
Annahme,  daß  x  nicht  konstant,  also  dx  -von  Null  Terschieden  ist. 
Von  den  praktischen  Beispielen,  die  Legendre  nntersueht,  seien  das 
Problem  des  Körpers  von  kleinstem  Widerstand,  der  Kettenlinie  und 
der  Brach istochrone  erwähnt.  Herleitung  und  Ergebnis  der  vorer- 
wähnten Kriterien  sind  bekanntermaßen  unvollständig.  Die  ersten  Be- 
denken äußerte  Legendre  selbst^);  in  einer  späteren  Abhandlung 
sucht  er  die  stillschweigende  Voraussetzung,  daß  die  Hilfsgrößen  k,  ß,  y 
immer  reell  bestimmt  werden  können,  sowie  die  Möglichkeit,  die 
Differenz 

{aS-f  -I-  iß  6y  dp  +  ydpy -  («dj/'  +  2ß  öy  dp  -j- y dy)' 
zum  Verschwinden  bringen  zu  können,  durch  Reihenentwicklungen  zu 
erweisen;  der  Nachweis  ist  indessen  für  beide  Behauptungen,  von 
denen  die  erste  richtig  ist,  unziireichend.  Den  Haupteinwand  hat 
jedoch  Lagrange  erhoben^):  das  Integral  kann  das  Vorzeichen 
wechseln,  wenn  auch  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  dies 
nicht  tut,  wie  an  dem  Beispiel 


ersichtlich  ist.  Das  Theorem  von  Legendre  gilt  nur,  solange  der 
Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  endlich  bleibt;  um  aber  darüber 
zn  entscheiden,  braucht  man  die  Funktionen  a,  ß,  y  selbst,  und  die 
Erkenntnis  ihrer  Existenz  allein  genügt  noch  nicht.  Immerhin  be- 
deutet Legendres  Versuch,  die  schwierige  Frage  zu  lösen,  und  die 
Art  seines  Vorgehens  einen  großen  Fortschritt. 

')  Histoire  de  TAcadömie  dea  Sciences  178T   (1789),  p.  348.  *)  Oeuvres, 

t.  IX,  |).  303.     Vgl.  OsiwaldB  Klassiker  a,  b.  0.,  Anm.  12. 
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Ül)erblick  ätoer  die  Zeit  von  1758  Iiis  1799. 

Die  Abschnitte  XIX  bis  XXVII  dieses  Bandes  haben  die 
Geachichte  der  einzelnen  Teilgebiete  der  Mathematik  in  ähnlich 
ausführlicher  Weise  wie  die  drei  früher  erschienenen  Bände 
bis  zum  Ende  des  18.  .Tahrhimdert  weiter  geführt.  Die  Zeit, 
welche    behandelt   wurde,   war   eine   wesentlich   kürzere   als   in   dem 

III.  Bande,  der  selbst  schon  eine  kleinere  Zeitspanne  als  der  II.  Band 
umfaßte,  von  den  vielen  Jahrhunderten  zu  schweigen,  durch  welche 
der  I.  Band  als  Führer  dienen  wollte,  und  dennoch  ist  der  Umfang 
dieses  IV.  Bandes  weit  über  den  der  ihm  vorhergehenden  gewachsen. 
Welche  Gründe  diese  Erscheinung  hervorgebracht  haben,  ist  leicht 
ersichtlich.  Je  mehr  wir  der  Jetztzeit  uns  nähern,  um  so  reichlicher 
fließen  die  Quellen  unseres  Wissens.  Sie  sind  überdies  gefaßt,  wenn 
das  Büd  der  Quelle  beibehalten  werden  soll.  Die  Akademieschriften 
und  Zeitschriften  vermehren  sich  (vgl.  S.  4—7)  und  sammeln,  was  in 
einzelnen  Rinnsein  da  oder  dort  hervorquillt.  Ihre  Herausgeber  sind 
weitherzig  in  der  Aufnahme  von  Beiträgen  auch  von  solchen  Ver- 
fassern, welche  nicht  gerade  einer  Akademie  angehören.  Und  diese 
Leichtigkeit  das,  was  der  Einzelne  für  veröffentlichungswert  hielt 
tatsächlich  an  die  Öffentlichkeit  zu  bringen,  mußte  eine  Stoffvermeh- 
rung zur  Folge  haben.  Manches  davon  verdiente  nicht,  geschichtlich 
aufbewahrt  zu  werden  und  ist  in  diesem  Bande  mit  Fug  und  Itecht 
übergangen,  aber  Anderes  hat,  zur  Zeit  seiner  Entstehung  kaum  be- 
achtet, nachträgliche  Bedeutung  erhalten.  Einzelne  besonders  begabte 
Männer  haben  wie  in  früheren  Zeiten  auch  im  Verlaufe  der  letzten 
Jahrzehnte  des  18.  Jahrhunderts  in  der  Mathematik  ihre  Lieblings- 
wissenschaft gefunden,  haben  sich  ihi-  ganz  oder  doch  vorzugsweise 
gewidmet,  und  mit  einer  riesigen  Arbeitskraft  neue  Gebiete  urbar 
gemacht.      Wir   brauchen  nur   auf   die    einzelnen    Abschnitte    dieses 

IV,  Bandes  zu  verweisen,  welche  die  hier  ausgesprochenen  Sätze  des 
Näheren  belegen.  Den  Bearbeitern  der  einzelnen  Abschnitte  gestaltete 
sich  so  eine  dankbare  Aufgabe  iu  der  Schilderung  des  Wachstums  der 
einzelnen  Teilgebiete,  aber  was  bei  dei"  Feststellung  des  allgemeinsten 
Planes   zum  IV.  Baude  in   den  Augusttagen   des  Jahres   1904  schon 
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vorausgesehen  wurde,  bewahrheitete  sich:  der  Zusammenhang  zwischen 
den  einzelnen  Abschnitten  loclierte  sich.  Sogar  die  Tätigkeit  eines 
einzelnen  Verfassers  zu  verfolgen,  ist  schwierig  geworden,  geschweige 
daß  die  Einwirkung  genügend  hervorträte,  welche  jeder  auf  seine  Zeit 
ausübte.  Dazu  ist  ein  Überblick  erforderlich,  welcher  das  zeitliche 
Nebeneinanderauftreten  wichtiger  Gedanken  bemerkbar  mache,  und 
diese  Aufgabe  soll  der  XXVIII.  und  letzte  Abschnitt  dieses  Bandes 
zu  lösen  suchen. 

Schon  damals,  als  wir  den  XXVIII.  Abschnitt  bearbeiten  zu  dürfen 
uns  erbaten,  schwebte  uns  ein  Gedanke  vor,  den  wir  im  folgenden 
zur  Ausführung  bringen  Gewiß  ist  die  Schlußfolgerung  irrig,  das  in 
der  Zeit  Frühere  müsse  zu  dem  Späteren  den  Anstoß  gegeben  haben, 
aber  soviel  stellt  fe'^t,  daß  der  Anstoß  zu  einem  Späteren,  wenn  er 
stattfand,  nur  von  einem  Früheren  gegeben  sein  kann.  Man  muß  da- 
her vor  allen  Dingen  und  unbekümmert  um  den  besonderen  Gegen- 
etsnd  der  einztlnen  ünteisuchung  aämtliche  besonders  hervorragende 
Leistungen  in  ihrer  zeitlichen  Aufeinanderfolge  zur  Anschauung  bringen, 
und  das  ist  es,  was  die  nachfolgenden  Seiten  bezwecken.  Wenn  da- 
bei auf  einige  wenige  Dinge  hingewiesen  ist,  von  denen  die  Verfasser 
der  Abschnitte,  iu  welche  jene  gehören,  schwiegen,  so  liegt  darin  der 
Beweis,  daß  die  Ansichten  über  Beachtenswertes  und  nicht  Beachtens- 
wertes verschieden  sind,  und  daß  bei  der  Selbständigkeit,  mit  welcher 
die  Bearbeiter  der  einzelnen  Abschnitte  von  vornherein  ausgestattet 
waren,  es  nur  zu  verwundern  ist,  wenn  nicht  häufigere  Meinungs- 
verschiedenheiten dem  Leser  begegnen.  Gleicherweise  sind  wir  darauf 
vorbereitet,  daß  dieser  oder  jener  Leser  nicht  mit  uns  übereinstimme 
und  Dinge  erwähnt  wünsche,  über  welche  wir  schwiegen,  dagegen  von 
uns  Erwähntes  als  ganz  unerheblich  betrachte. 

Was  die  äußere  Form  der  nun  folgenden  nach  den  Jahreszahlen 
geordneten  Liste  betrifft,  so  bemerken  wir,  daß  die  eingeklammerten 
Seitenzahlen  sich  auf  den  vorliegenden  Band  beziehen  und  die  Stellen 
angeben,  wo  von  den  in  der  Liste  genannten  Arbeiten  die  Rede  ist. 
Außerdem  haben  wir  über  die  Art  uns  zu  äußern,  in  welcher  Eulers 
Leistungen  verwertet  sind.  Euler  ist  bekanntlich  178^3  gestorben, 
und  unser  geschätzter  Mitarbeiter  H.  Vivanti  hat  daraus  (S.  700 
Anmerkung)  gefolgert,  alle  nachgelassenen  Schriften  Eulera  gehörten, 
weil  vor  1783  verfaßt,  in  diesen  Band.  Wir  haben  eine  davon  ab- 
weichende Meinung.  Wer  eine  Monographie  über  Euler  herauszu- 
geben wünscht,  wird  sicherlich  das  Todesjahr  des  großen  Mathema- 
tikers als  Endpunkt  seiner  Leistungsmögliehkeit  zu  betrachten  haben 
und  wird  für  jenes  Jahr  in  Anspruch  nehmen,  was  immer  aus  Eulers 
Kopfe   stammend,   nach    1783    gedruckt   worden  ist.     Anders  scheint 
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uns  die  Sache  zu  Hegen,  wenn  die  Geschichte  der  Mathematik  der 
Behandlung  unterworfen  ist.  Was  handschriftlich  in  den  Auf- 
bewahrungara.unien  einer  Akademie  verschlossen  li^t,  kann  nun  und 
nimmermehr  als  wirksam  in  dem  Sinne  betrachtet  werden,  daß  es 
sich  befruchtend  und  fördernd  erwiesen  habe,  und  demzufolge  ist 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  unserer  Ansicht  nach  erst  das 
Druckjahr  einer  Abhandlung  ihr  Geburtsjahr,  und  diese  Ansicht  war 
für  uns  bei  Anfertigung  unseres  Verzeichnisses  maßgebend. 

1758. 

Hamilton,  Treatise  of  conic  sections  bedient  sich  streng  eukli- 
discher Form  und  vermeidet  sogar  das  Gleichheitszeichen  (S.  462). 

Kaestners  Arithmetik  betrachtet  nicht  aur  die  negative  Zahl 
als  eine  Zahl  besonderer  Art  (S.  80),  sie  ist  auch  das  erste  Werk,  in 
welchem  näher  begründet  ist,  daß  und  warum  man  mit  Irrational- 
zahlen rechnen  dürfe. 

Lamberts  angenäherte  Gleichungsauflösuug  mittels  Reihen 
(S.  140). 

Larabert  über  periodische  Dezimalbrüche  (S.  160). 

1759. 

Braikenridge  Über  Konoide,  insbesondere  über  das  hyperbolische 
Paraboloid  (8.  556). 

Daviet  de  Foncenex  versucht  den  Fundamen tals atz  der  Algebra 
zu  beweisen  und  äußert  sich  über  das  Imaginäre  (S.  306). 

Hube,  Abhandlung  über  Kegelschnitte  in  durchaus  analytischer 
Form  (S.  454). 

Lagrange  gibt  Extremwerte  von  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen (S.  772). 

Lagranges  Aufsatz,  in  welchem  man  die  Fonriersche  Reihe 
hat  finden  wollen  (S.  984). 

Lambert,  Freie  Perspektive  in  I.Auflage,  eine  2.  Auflage  1774 
(Ö.  607). 

1760. 

Eulers  Beweis,  daß  x'^+i/Tm^  (S.  154). 

Eulers  Bewufitsein  von  den  Vorzügen  seiner  trigonometrischen 
Bezeichnungen  (S,  405). 

Eulers  Satz  über  die  Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte 
einer  Fläche  (S.  545). 

Job.  Kies  betrachtet  das  ebene  Dreieck  als  Grenzwert  des  sphä- 
rischen mittels  sin^^^,  co8J.=  l,  IgA  =^  A  (S.  408). 
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Lacaillea  Tafeln,  deren  spätere  Auflagen  (1781 — 1832)  von 
Lalande  herausgegeben  wurden  (S.  434). 

Lagrange  findet  mittels  Variation sreclimiiig  die  Gleichung  der 
Minimalflächen  (S.  550). 

1761. 

D'Alembert  verteidigt  die  Behauptung  log  (— a)  =  log  (a) 
(S.  303). 

Lagrange  findet  die  Richtigkeit  der  Iniinitesimalrechnung  in 
der  Ausgleichung  von  Fehlem  (S.  644), 

1762. 

Euler  schlägt  für  die  \Vurzel  der  Gleichung  w'°°  Grades  die 
Form  w  +  Ayv  +  B^i^ -\ \-  QVv^'^  vor  (S.  96). 

Lagranges  erste  Abhandlung  über  Variationsrechnung,  welche 
Enler  seit  1755  handschriftlieh  bekannt  war  (S.  1066). 

Waring,  Miseellanea  analytica  (S.  93). 

Waring,  Proprietates  algehraicaruTn  curvarum  (S.  467,  472). 


1763. 

Basedow,  Überzeugende  Methode  der  Arithmetik  ist  eines  der 
ersten  und  besten  Schulbücher  (S.  51). 

BayesHche  Regel  für  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  die  aus 
gegebenen  Versuchen  ermittelte  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses 
zwischen  gegebenen  Grenzen  liege  (S.  240). 

Euler  sieht  in  den  trigonometrischen  Funktionen  nicht  mehr 
Linien,  sondern  Verbaltniaae  von  Linien  (S.  405). 

E  u  1  e  r  beginnt  mit  Transformationen  elliptischer  Integrale 
(S.  836). 

G.  B.  Fagnano  beweist  den  1754  von  Euler  vorgeschlagenen 
Satz  (S.  820). 

Klügel,  Geschichte  der  Parallelenlehre  (S.  385). 

Mauduit  zeigt  zwei  Scharen  von  Geraden  auf  dem  hyperbolischen 
Paraboloid  (S.  556)- 

1764. 
Bayes   bestimmt   aus    dem   Eintreten    eines    Ereignisses    dessen 
Wahrscheinlichkeit  (S.  240). 

Bezouts  Abhandlung  über  Gleichungen  (S.  98). 
Eulers  Kettenbruchalgorithmus  (S.  155). 
Landen,  Residual  analysis  (S.  661). 
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1765. 

Ealer  macht  auf  die  später  nach  ihm  benannte  Gerade  aufmerk- 
sam, welche  den  Höhen  Schnittpunkt,  den  Schwerpunkt  und  den  Mittel- 
punkt des  Umkreises  eines  ebenen  Dreiecks  enthält, 

Lambert  faßt  in  seinen  „Beiträgen  zum  Gebrauche  der  Mathe- 
matik" die  Neperschen  Eegehi  so  auf,  daß  die  Fälle  gruppenweise 
geordnet  sind.  Er  bedient  sich  zum  Beweise  derselben  unbewußt  der 
Gruppentheorie  (S.  409). 

"Vinc,  Riccati  und  Saladini  geben  zwei  Bände  Institutiones 
anaJyticae  heraus,  in  welchen  analytische  und  geometrische  Betrach- 
tnngsweisen  angewandt  werden,  und  in  welchen  zum  großen  Entsetzen 
der  Zeitgenossen  Differentiationen  und  Integrationen  vereinigt  vor- 
getragen sind  (S.  677). 

1766. 

Daniel  BernouUi  über  Sterblichkeit  bei  Pocken  (S.  232,  237). 

Euler  über  den  Rösselsprung  (8.  220). 

Euler  will  Kegelschuittbögen  in  die  Analysis  eingebürgert  wissen, 
wie  man  es  schon  mit  Kreislinien  gemacht  habe  (S.  836). 

Euler  erblindet  auch  auf  dem  zweiten  Auge. 

Lagrangea  Ädjungierte  {S.  928)  und  seine  Lehre  von  den  linearen 
Differentialgleichungen  (S.  930). 

1767. 

Bezouts  Aufsatz  über  den  Grad  der  Resultante  von  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten  (S.  101). 

D'Alembert  betrachtet  das  Unendliche  als  Grenze  (S.  642). 

Euler  benutzt  den  1764  veröffentlichten  Kettenbruehalgorithmus 
(S.  156). 

Euler  über  Be Völker ungaz\inahme  (S.  239). 

Buler  über  die  Gestattung  unstetiger  Punktionen  in  der  Ana- 
lysis, besonders  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
(S.  790). 

Lagrange  benutzt  die  Wui-zeldiä'erenzen  einer  Gleichung  als 
Wurzeln  einer  neuen  Gleichung  (S.  130). 

Lambert  über  die  Irrationalität  von  Jt  (S.  447). 

1768. 
Daniel  BernouUi  wendet  Infinitesimalrechnung  auf  Fragen  der 
Wahrscheinlichkeit  an  (S.  238), 

D'Alembert  über  Reihenkonvergenz  (S.  261). 


y  Google 


12  AbBchnitt  XXVIII. 

Euler  integi'iert  die  Gleichung 


yA+  Bx+  Cx'  +  Bx^'^Ei*        V^  +  By  +  Cy'  +  Dy' -f  Ey* 
(S.  804). 

Elllers  integralreclinuiig,  Band  I. 
Lagratiges  Ümkehrungsformel  (S.  258), 
Lambert  benutzt  Hyperbelfunktionen  (S.  411). 
Vine.  Riceati  über  rekurrente  Eeilien  (S.  261). 

1769. 

Eulers  Integralrechnung,  Band  11. 

Euler  sucht  Mächen,  deren  über  demselben  Stücke  der  icj/-Ebene 
stehende  Flächenstüeke  einander  gleich  sind  {S,  550), 

Lagrangee  „Resolution  des  equations  numeriques"  (S.  141). 

LagrangeB  erste  zahlentheoretisehe  Veröffentlichungen  in  den 
Turiner  und  in  den  Berliner  Akademieschriften  (S.  161). 

Lagrange  über  die  Eulersche  (vgl.  1768)  Differentialgleichung 
^_^4l.  =0  (S.  807). 

1770. 

Daniel  BernouUi,  das  Geschlechtsverhältnis  hei  GeburteD 
(S.  239). 

Bezout,  Cours  de  matheniatiques  (S.  676). 

D'Alembert  gibt  Integrabilit'ätsbedingungen  (S.  873). 

D'Älembert  behandelt  eine  Randwertaufgabe  (S.  883), 

Eulers  Integralrechnung,  Band  IIL 

Eulers  Algebra  erscheint  in  erster  Auflage 

Euler  führt  mehrfache  Integrale  ein,  und  zwar  zunächst  Doppel- 
integrale, welchen  er  den  Namen  formula  mtegralis  dupUcata  beilegt 
(S.  738). 

G.  B,  Fagnano  löst  die  1754  von  Euler  vorgeschlagene  Auf- 
gabe (S.  829). 

Klügel  erfindet  den  Namen  trigonometrische  Funktionen  und  de- 
finiert sie,  einem  Enlerschen  Gedanken  (vgL  1763)  folgend,  als 
Quotienten  (S.  413). 

Lagrange  wendet  Kettenbriiche  hei  der  Behandhing  bestimmter 
Gleichungen  an  (S.  143), 

Lagranges  zweite  Abhandlung  über  Variationsrechnung  (vgl. 
(1762).  In  ihr  kommt  schon  eine  den  Lagrangescfien  Multiplikator 
zur  Behandlung  von  Extremwerten  impliziter  Funktionen  anbahnende 
Betrachtung  vor  (S.  1070). 
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Lamberts  A)üage  sur  Tetragonometrte  (8.  430). 

Lamberts  Tafeln  (S.  4^5). 

Waring,  Meditationes  algebraicae.  Aua  ihrem  reicheii  Inhalt 
sei  der  Goldbaehsche  ErfahroDgasatz  nnd  der  Wilsonsche  Satz  er- 
wähnt (S.  106,  167). 

177L 

Eulers  Abhandlung  De  solidis,  qtwrtim  super/idem  tu  planum  ex- 
pticare  licet  handelt  von  abwickelbaren  Flächen  und  nimmt  x,  y,  s  als 
Funktionen  ■>fon  zwei  Variablen  t,  u  (S.  529). 

Landene  erste  Arbeiten  über  elliptische  Transzendenten  (S.  844). 

Malfattis  Resolvente  (vgl,  den  von  Bortolotti  herausgegebenen 
Briefwechsel  zwischen  Ruffini  und  Paoli)  {S.  117). 

1772. 

Bosauts  großer  Cours  de  Malhematiques  beginnt  zu  erscheinen. 

Lagrange,  Reflexions  sur  Ja  resolution  algebrique  des  equations 
(S.  110). 

Lagrange,  Snr  1 'Integration  des  equations  aux  differences  par- 
tieUes  du  premier  ordre  (S.  96l3). 

Lagrange  gebraucht  symbolische  Bezeichnungen  wie  z.  E. 
,/-i=|'usw.  (S.  1048). 

W  aring,  Proprietates  algebraicarum  curvarum  i  S.  467,  618  Note). 

177;!. 

Euler  führt  das  Wort  FrimitmvurM  ein  {S.  173). 

Lagrange  über  Divisoren  quadratischer  Formen  (S.  175). 

LagrangG  über  Berechnung  von  Beobaelitungen  unter  Berück- 
sichtigung der  Fehlerwahrseheinliehkeit  (S.  247). 

Lagrange,  Solution  analytique  de  quelques  problemes  sur  leg 
pyramides  triangulaires  (S.  523). 

Lagrange  handelt  von  dreifachen  Integralen  (S.  740). 

De  Marguerie  muß  sieh  erfolgreich  mit  der  Auffindung  von 
Gleichungsresolventen  und  mit  dem  Eliminationsprobleme  beschäftigt 
haben  (S.  118). 

Monge  über  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Funktionen, 
welche  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  vorkommen 
(S.  882). 

Monge  spricht  sieb  in  einer  1771  der  Pariaer  Akademie  vor- 
gel^ten,  aber  erst  1773  gedruckten  Abhandlung  dahin  aus,  daß  sieh 
för  Mp  +  Nq^O  (v/o  P^  /^,  5  =  g !  "^'^  ^^'  ^'  Punktionen  von 
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'£,  y,  s  sind)  dieselbe  Integralgleichung  ergebe,  ob  man  s  als  Konstante 
oder  als  "Variable  betrachte  (S.  950). 

1714. 

Condorcet  stützt  sich  bei  dem  Beweise  des  Satzes,  daß,  unter 
der  Voraussetzung  einer  homogenen  Glelcliuiig  m^*"  Grades  zwischen 
X  und  y,  ydx  sich  auf  die  Form  J*ilx  +  Qdy  bringen  lasse  mit  ratio- 
nalem P  und  Q,  und  daß  überdies  Tax  +  Qdy  ein  exaktes  Diffe- 
rential aei,  auf  die  Methode  der  Konstantenabzälilung,  von  deren 
Sicherheit  er  aber  selbst  nicht  überzeugt  ist.  Ganz  ähnliche  Zweifel 
hegt  auch  Lagrange  (S.  724). 

Euler  (lehnt  den  Gültigkeitabereich  des  Binomialsatzes  auf  ge- 
brochene und  negative  Exponenten  aus,  wis  Newton  es  schon  ge- 
wagt hatte,  ohne  einen  Beweis  dafür  zu  haben  (S.  203), 

Lagranges  Zusätze  zu  Eulers  Algebra  von  1770  (S.  171). 

Lagrange  gibt  die  Grnndzüge  seiner  Infinitesinialrechnui^  be- 
kannt (S,  644). 

Lagrange  erkennt  Entstehung  und  Bedeutung  des  siugulären 
Integrals  einer  Differentialgleichung  (S.  885,  890,  896,  969). 

Lambert  veröffentlicht  seine  Freie  Perspektive  (vgl,  1759)  in 
zweiter  Auflage.  In  den  Zusätzen  befindet  sich  eine  Geometrie  des 
Lineals  {S.  607). 

Laplace  über  die  W^ahrscheinliebkeit  von  Ursachen.  In  der 
gleichen  Abhandlung  wird  gegen  die  Anwendung  des  arithmetischen 
Mittels  bei  der  Beobachtnngsberechnung  Stellung  genommen  (8.  241, 
249), 

Monge,  Memoire  sur  les  proprietea  de  plusieurs  genres  de  snr- 
faces  conrbes  (S.  535). 

1775, 

Euler  führt  die  Differentiation  und  Integration  unter  dem  Inte- 
gralzeichen ein  (S.  737). 

Karstens  Optik  unter  wesentlichem  Einflüsse  von  Lamberts 
Freier  Perspektive  von  1759,  wenn  nicht  von  1774  (S.  614). 

Lagranges  Portsetzung  der  Abhandlung  von  1773  über  Divi- 
soren quadratischer  Formen  (S.  177). 

Landens  zweite  (1771  schon  angekündigte)  Abhandlung  über 
elliptische  Transzendenten,  in  welcher  die  Landensche  Transformation 
und  die  Darstellung  eines  Hyperbogens  durch  zwei  EliipsenbÖgen 
vorkommt  (S.  H46). 

Laplace  wendet  rekurrierende  Reihen  bei  W^ahrscheinlichke ita- 
aufgaben an  (S.  236). 
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Laplace  unterselieidet  Solution  pariictdiere  von  intejfrale  parti- 
cuUere  TS.  888). 

Laplace  bedient  sich  der  Variation  der  Konstanten  (S.  920). 

Laplace  Über  Funktionalglei chungen  (S.  1051). 

Lexell  schafft  die  Polygonometrie  (S.  431). 

Monge  benutzt  zum  ersten  Male  das  Schluß  verfahren:  sind  p 
und  q  unter  einer  gewissen  georaetriechen  Voraussetzung  konstant,  unter 
einer  anderen  wieder  konstaut,  aber  von  anderem  Werte,  dann  muß 
p  eine  Funktion  von  q  sein  oder  umgekehrt  q  eine  Funktion  von  p 
(,S.  5;-J6,  561,  948). 

Die  Pariser  Akademie  faßt  den  Beschluß,  künftighin  Einsen- 
dungen, welche  eine  genaue  Quadratur  des  Kreises,  Dreiteilung  eines 
beliebigen  Winkels  mittels  Zirkel  und  Lineal  oder  das  Perpetuum 
mobile  herzustellen  verheißen,  nicht  mehr  anzunehmen  (S.  B77). 

1776. 
Euler  behauptet,  keine  Kurve  ]asse  sich  durch  Kreisbögen  rekti- 


i  (S.  488),  vgh  1781. 

Eulers  Abhandlung  De  methodo  tangentiura  inversa  ad  theoriam 
solidorum  translata  vom  2.  September  1776  über  partielle  Differential- 
gleichungen (S.  551). 

Eulere  Abhandlung  über  Kurven,  deren  Rektifikation  sich  durch 
Parabelbögen  vollzieht  (S.  489). 

Felkels  Faktorentafeln  (S.  435). 

Lagrange  verwertet  Kettenbrüche  zur  Integration  von  Diffe- 
rentialgleichungen (8.  916). 

Laplace  gebraucht  das  Wort  Remltante  (S.  123). 

Vandermondes  der  Pariser  Akademie  1772  vorgelegte  Deter- 
ßi in antenbe Zeichnung  erscheint  im  Drucke  {S.  122,  791). 

Waring,  Meditationes  anaiyticae  (S.  275). 

1777. 

Eulers  Arbeit  über  die  Ellipse  kleinsten  Inhaltes  durch  vier 
gegebene  Punkte  (S.  469). 

Eüler  lehrt  flächentreue  und  winkeltreue  (konforme)  Abbildung, 
letztere  unter  Anwendung  komplexer  Größen.  Abbildung  in  der 
allgemeinsten  Bedeutung  des  Wortes  heißt  bei  ihm  repraesmtatio 
(S.  573). 

Lagrange  äußert  eich  in  einem  an  Lorgna  gerichteten  Briefe 
über  die  ungemeine  Wichtigkeit  der  nunmehr  unbeanstandeten  Be- 
nutzung imaginärer  (irößen  in  der  Analysis  (S.  148). 
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Lagraage  wendet  rekurrierende  Reihen  und  Differen zenreclmmig- 
auf  WaliT8cbein]ichkeitsanfgaljGn  an  (S,  233). 

L«grange  benutzt  die  Variation  der  Konstanten  bei  dem  Über- 
gang von  der  unvollständigen  zur  vollständigen  linearen  Differential- 
gleichung (S.  932). 

Laplace,  ReeheveheB  sur  le  calcul  integral  aux  differenees  partielles 
(S.  964). 

Laplace  Über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
(S.  999). 

177S. 

D.  Bernoulli  über  Berechnung  von  Beobachtungen  unter  Ein- 
führung einer  Fehlerkurve  (S.  248). 

Bertrand,  Developpement  nouveau  de  la  partie  elementaire  des 
mathematiques  (S.  S'd2,  390). 

Hindenburgs  erste  kombinatorische  Arbeit  über  den  poly- 
nomischen Lehrsatz  (S.  205). 

Schulzes  Tabellen  {S.  430). 

1779. 

Bezout  gibt  eine  Eliminationsmethode  für  Gleichungen  mit  mehr 
als  zwei  Unbekannten  (S.  127). 

Eulers  Abhandlung  vom  25.  Januar  17T9  De  linea  brevissima 
in  superficie  quacumque  ducenda  behandelt  die  drei  Koordinaten  eines 
Punktes  in  symmetrischer  Weise  (S.  538,  540). 

Lagrange  über  die  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  einer  Gleichung 
(S.  125). 

1780, 
Landen,  Mathematical  memoirs  I  (S.  711),  vgl.  1789- 
Nieuport  über  parallele  Kurven  (S.  510). 

1781. 
Euler  findet  durch   Kreisbögen   rektifizierbare  Kurven  (S.  491), 
vgl.  1776. 

Kant  gründet  den  Zahlbegriff  auf  die  Zeit  (S.  79). 

Laplace  findet    fe-^dt  =^  (S.  767). 

lodernen   Anschauung« 
er    die   Benutzung    di 

Google 


Waring,  Meditationes  analyticae  mit  modernen  Anschauungen 
über  Reihenkonvergenz,  Insbesondere  lehrt  er  die  Benutzung  des 
Gliederquotienten  und  weiß  er,  daß 
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l+p+3l  +  ^  +  --- 
konvergiert  (divergiert),  sofern  w  ^  1  (S.  275). 

1782. 

Euler,  Methodus  facilia  sjmptomata  linearum  curvarum  uon  in 
■eodem  piano  aitarum  iiivestigandi  ist  zur  Grundlage  der  heutigen  Theorie 
Abt  Raumkurven  geworden,  insofern  s  als  unabhängige  Variable  dient 
und  die  sphärische  Abbildung  benutzt  wird  (S.  525). 

Laplace  benutzt  erzeugende  Funktionen  (S,  273,  1050). 

1783. 

Eulers  Veröffentlichung  des  Beziproziiätssatzes,  welchen  er  schon 
1746  geahnt  hatte  (S.  186). 

Euler  bedient  sich  des  von  ihm  durch  S  bezeichneten  sphärischen 
Exzesses  (S.  416). 

Euler  f. 

Vegas  kleinere  Tafel». 

1784. 

Euler,  De  mirabilibus  proprietatibuB  nneiarum  (S.  183). 

Fontana  bedient  sich  des  Namens  equasione  polare  (S.  513). 

Laplace  sucht  Werte  von  Ponueln  zu  ermitteln,  in  welche  sehr 
große  oder  sehr  viele  Faktoren  eingehen  (S.  281). 

Waring  verbreitet  sich  weiter  über  Reihenkonvergenz  und  deren 
Notwendigkeit  (8.  286),  vgl.  1781. 

1785. 

Boacowich  gibt  die  vier  Eehlei^leichungen  der  Trigonometrie 
(S.  420). 

Charles  gibt  Beispiele  von  Unstetigkeiten  (S.  881). 

Condorcet  über  die  nach  Stimmenmehrheit  erfolgten  Entschei- 
dungen (S.  253), 

Euler,  Opuscula  analytica. 

Huttons  Tafeln  (S.  439). 

Laplaces  Differentialgleichung  ""^,+  ^^yt  +  It^  =  '^    (^-  ^*^)- 

Legendre  führt  KugelfwnhHonen  ein.  Laplace  gelangt  nur 
wenig  später  zu  den  gleichen  Funktionen  und  stellt  deren  Differential- 
gleichung aweiter  Ordnung  auf  (S.  792). 

Meusniers    Satz    von   den  Krümmungen    einer   Fläche;   in    der 
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gleichen  Abhaniiluiig  sind  zwei  Minimalfläclien  behandelt,  ebenda  auch 
das  Sehmiegungsparaboloid  (S.  547). 

Monges  schon  1771  der  Pariser  Akademie  übergebene  Abhand- 
lung: Sur  lea  developpees,  les  rayona  de  courbure  et  les  differents- 
genrea  d'inflexion  des  courbes  ä  double  courbure  erseheint  im  Drucke 
(S.  531). 

1786. 

Bring  führt  mittels  Gleiclrangen  niedrigeren  Grades  die  Gleichung 
fünften  Grades  auf  die  Form 

zurück  (S.  131). 

Cagnolia  Trigonometrie  (S.  418). 

Charles  aberträgt  den  Begriff  des  singnlären  Integrals  auf 
Differenzengleichungen  (S.  1052). 

Lambert  über  Parallellinien  (S.  399). 

Lhuilier,  Exposition  elementaire  des  principe»  des  calculs 
supörieurs  (S.  645). 

1787. 

Eulers  zweite  Abhandlung  über  den  allgemeinen  binomisehen 
Lehrsatz  {S.  204),  vgl.  1774. 

Fuß  untersucht  sphärische  Kegelschnitte  (8.  387). 

Hutton,  Elements  of  conic  seetions  enthalten  die  formal  wich- 
tige Neuerung,  daß  die  vorkommenden  Gleichungen  aus  dem  Texte 
heraustretend  stets  auf  neue  Zeilen  gedruckt  sind  (S.  465). 

Legendres  Satz  vom  sphärischen  Dreieck  mit  kleinen  Seiten, 
welches  als  eben  behandelt  wird,  nachdem  jeder  Winkel  um  den 
dritten  Teil  des  sphärischen  Exzesses  vermindert  worden  ist  (S.  423). 

Monges  Aufsatz,  in  welchem  BerüJimngstransformationen  benutzt 
sind  (S.  982,  1037). 

1788. 

Lagrange,  Mecanique  analytique.  In  ihr  ist  auf  S.  45 — 46  der 
Gedanke  des  Lagran(} eschen  Multiplikators  (vgl.  1770)  abermals  be- 
nutzt (S.  1068). 

Legendres  erste  zahlentheoretische  Abhandlung,  in  welcher 
schon  der  Eesiprositätssats  vorkommt  (S.  190),  vgl,   1783. 

Legendre  erkennt  die  Wichtigkeit  der  Landenschen  Entdeckung 
von  1775,  daß  ein  Hyperbelbogen  zu  zwei  Bögen  zweier  Ellipsen  in 
Beziehung  gesetzt  werden  kann  (S.  847,  857). 

Legendre  untersucht  die  zweite  Variation  ('S.  1072). 

Pfaff,  Versach  einer  Summationsmethode  (S,  291). 
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1789. 

Eneyclopedie  methodique  erseheint  im  Dracke. 

Eschenhach  über  ReiheDumkehrnng  (S.  215). 

Landen,  Mathematical  memoirs  11  (S.  711),  vgl.   1780. 

Lhuiliers  erstes  Lehrbuch  der  Poiygonoraetrie.  Als  Ausgangs- 
punkt wird  die  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  benutzt  (S.  432). 

Schubert  benutzt  erstmalig  den  Namen  konforme  ÄhMMv/ng 
(S.  575). 

1790. 

Brissons  erster  Vorschlag,  der   num  metrischen  System  führte. 

Eaestner,  Geometrische  Abhandlungen,  Bd.  I,  S.  463—464  ist 
zuerst  die  geometrische  Wahrheit  AB  +  BA  =  0  ausgesprochen,  vgl. 
1798. 

Mascheronis  Anmerkungen  zu  Eulers  Integralrechnung,  Bd.  I. 
Unter  vielem  anderem  ist  bemerkenswert,  daß  auf  S.  7.^1  die  Behaup- 
tung ausgesprochen  ist,  eine  imagiimre  Kurve  könne  eine  reeUe  Länge 
besitzen,  was  damit  zusammenhängt,  daß  man  damals  über  den  Gel- 
tungsbereich von  Funktionen  noch  im  Unklaren  war  (S.  485),  vgl.  1792. 

1791. 

Arbogast  unterscheidet  discontinwite  von  disconUgmte  (S,  880). 
Gesetz  vom  30.  März  über  Einführung  des  metrischen  Systems 
in  Frankreich. 

1792- 

Fischer  (Ernst  Gottfried)  veröffentlicht  seine  Dimensionszeichen, 
wegen  derer  eine  heftige  Polemik  geführt  wird  (S.  217). 

Lotteri  über  Parallelkurven  (S.  510). 

Mascheronis  Anmerkungen  zu  Eulers  Integralrechnung,  Bd.  II, 
Tgl.  1790. 

Maskelynes  Regel  zur  Auffindung  von  log  sin  x  und  log  tg  x, 
wenn  ^  <  5"  33'  (S.  422). 

1793. 

Eulers  bereits  1777  vollendete  Abhandlung,  in  welcher  die 
Hauptformeln  zwischen  partiellen  Differentialquotienten,  welche  der 
Riemannschen  Funfetion entheorie  zugrunde  liegen,  bereits  angegeben 
sind,  erscheint  im  Drucke  (S.  711). 

Kaestner  über  ParaUelkurven  (S.  510). 

Lagvanges  Interpolationsformel  (S.  1048). 

Legendres   sehr  seltenes  Memoire  sur  les  transcmdantes  dUpti- 
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gites,  in  welchem  drei  Typen  elliptiseher  Integrale  unterschiedeii  sind 
(S.  860). 

Rothes  Ueihemirakehrimg  (S.  216). 

1794. 

Eulers  Integralrechnung,  Bd.  IV.  Darin  auch  die  Anwendui^ 
von  i   um  Y—  1  zu  bezeichnen  (S.  315). 

Hulbe  lehrt  Gleichungsumformungen,  welche  unter  Umständen 
zu  deren  AuflÖBung  führen  (S.  135). 

Legendre,  Elements  de  geometrie.  Darin  treten  erstmalig 
symmetrisch  gleiche  Gebilde  auf  (S.  336,  381,  393). 

Pronys  TabeUenberechnung  angefangen  (S.  439). 

Vega,  Thesaurus  (S.  438). 

1795. 

CaUetB  Tafeln  (S.  438). 

Ecole  Normale  wird  in  Paris  gegründet.  In  ihr  wurde  erst- 
malig Darstellende  Geometrie  durch  Monge  gelehrt,  und  Lagrange 
lind  Laplace  hielten  an  ihr  elementararithmetische  Vorlesungen 
(S.  625). 

Monge,  FmiUes  d'analyse,  in  welchen  neben  zahlreichen  anderen 
Dingen  auch  die  Entdeckung  der  Krüramungslinien  enthalten  ist  (S.  559). 

Paoli  über  rekurrente  Reihen  (S,  296). 

1796. 
Hindenburgs  kombinatorisches  Hauptwerk  (S.  206). 

1797. 

Carnot,  Retiexions  sur  la  metaphysique  du  calcul  infinitesimal 
(S.  647). 

Lacroix,  Traue  d'arithmetique  (S.  345). 

Lacrois,  Traite  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral 
S.  694). 

Lagrange,  Theorie  des  fonctiona  (S.  688). 

Legendre  über  singulare  Int^rale  (S.  896). 

Wessel  gibt  die  geometrische  Deutung  des  Imaginären  (S,  315). 

1798. 
Bossut  schafft  in  Anschluß  an  D'Alembert  (1757)  eine  Klein- 
kreistrigonometrie  (S.  408). 

Busse  berücksichtigt,  jedenfalls  in  Anschluß  an  Kaestner  (vgl. 
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1790),  die  Vorzeichen  der  Strecken  bei  geometri  sehen  Unterauchungeii 
(S,  479). 

CondiUac,  Langue  des  calculs  (S.  42). 

Euler  gebrauchte  in  einer  in  diesem  Jahre  gedruckten  Abhand- 
lung astronomische  Zeichen  ®  ^  4  (f  als  Abkürzungen  für  gewisse 
Funktionen  (S.  300). 

Legendre,  Essai  sur  la  theorie  des  nombres  (ä.  Auflage  IHOt^, 
3.  Auflage  1830).  Der  Essai  enthält  den  Namen  Heziprozitotssats  (vgl. 
178;-!)  und  das  Legendresche  Symbol  (S.  194). 

Monge,  Geometrie  descriptive  (S.  'ö2Q). 

Schubert  beschäftigt;  sich  mit  der  Zerlegung  von  Polynomen  in 
reeUe  Faktoren  (S.  137). 

1799. 

Kramps  Abhandlung,  welche  die  Grundlage  der  Lehre  vim  den 
Falkultäten  bildet  (S.  296). 

Lhuilier  gründet  die  Polyedrometrie  (S.  432). 

Ruffinis  erste  Arbeit  über  Gleichungen  fünften  Grades  (S.  139). 

Betrachtet  man  diese  Zusammenstellung,  so  ist,  wie  uns  scheint, 
eine  Tatsache  hervorstechend:  die  überwiegende  Zahl  der  Leistungen. 
ffir  welche  auf  Euler  und  auf  Lagrange  verwiesen  ist,  gegenüber 
von  der  Erwähnung  anderer  Schriftsteller.  Sind  doch ,  wenn  wir 
richtig  gezählt  haben,  34  verschiedene  Schriften  Eulers  vmd  32  ver- 
schiedene Schriften  Lagranges  in  unserer  Übersicht  genannt,  Zahlen, 
mit  welchen  kein  andeier  Schriftsteller  in  Wettbewerb  treten  kann. 
Dabei  ist  nicht  außer  Icht  zu  lassen,  daß  unter  den  einfach  gezählten 
Schriften  Eulers  seine  zweibändige  Algebra,  seine  zweibändigen  Opus- 
eula  analytiea,  seine  vierbandige  Integralrechnung  enthalten  ist,  von 
welcher  letzteren  wir  vieUeiüht  eine  ganz  gedrängte  Inhaltsaugabe 
hier  einschalten  dürfen,  weil  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  da» 
große  Werk  bald  hier  bald  dort  als  Quelle  genannt  ist,  ohne  daß 
sich  Gelegenheit  bot,  ein  übersichtlicheres  Gesamtbild  zu  entwerfen, 
als  es  S.  679  geschah. 

Eulers  Integralrechnung  setzt  sich  aus  vier  Bänden  zu- 
sammen. Der  I.  Band  (1768)  lehrt  zuerst  die  Ausführung  von  Inte- 
grationen, sei  es  in  endlicher  Form,  sei  es  angenähert  mittels  ur 
lieber  Reihen  oder  E'aktorenfolgen.  Dann  werden  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  ersten  Grades  integriert,  wobei  besonderes 
Gewicht  auf  die  Lehre  vom  integrierenden  Faktor  gelegt  wird.  Auch 
singulare  Lösungen  kommen  zur  Sprache,  über  deren  Entstehung  und 
Sinn  sich  Euler  freilieh  nicht  klar  ist.  Man  weiß,  daß  erst  Lagrange 
(1774)  diesen  gewaltigen  Fortschritt   vollzog.     Endlich  werden  Diffe- 

CiBTcm,  Geiohichts  der  MalhematilL  IV.  70 
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rentialgleichuBgen  erster  Ordnung  aber  höheren  Grades  behandelt. 
Der  Inhalt  des  IL  Bandes  (1769)  läßt  sich  als  Integration  von  Diffe- 
j-entialgleichongen  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen  bezeichnen.  Die  Gleichungen  zweiter  Ordnung  sind 
vorzugsweise  berücksichtigt,  und  unter  denen  höherer  Ordnung  die 
linearen  Differentialgleichungen,  namentlich  die  mit  konstanteu  Koef- 
fizienten, Bezüglich  der  zur  Integration  benutzten  Metboden  betont 
Euler  wiederum  die  Anwendung  integrierender  Faktoren.  Auch  von 
bestimmten  Integralen  ist  mehrfach  die  Rede.  Der  III.  Band  (1770) 
ist  seinem  Hauptteile  nach  den  partiellen  Differentialgleichungen  ge- 
widmet, und  Kwar  solchen,  iii  welchen  zuerst  von  Funktionen  zweier, 
da  nn  von  Fnnktionen  dreier  unabhängiger  Veränderlichen  die  Rede 
ist.  In  beiden  Fällen  sind  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
von  solchen  höherer  Ordnung  unterschieden.  Darauf  fo]gt  ein  An- 
hang von  der  Variationsrechnung,  endlich  ein  Supplement,  das  fast 
ausschließlich  von  der  Gleichung  — —  =     -^    (X  und  1'  sind  Polynome 

4.  Grades  in  x  bzw.  y)  handelt,  die  schon  im  I.  Bande  integriert 
worden  war.  Der  IV.  Band  (1794)  setat  sich  aus  einzelnen  teilweise 
schon  vorher  im  Drucke  erschienenen  Abhandlungen  zusammen,  welche 
als  Ergänzungen  der  drei  ersten  Bände  dienen  sollen.  Von  ihrem 
allgemeinen  Inhalte  seien  bestimmte  Integrale  genannt,  deren  Diffe- 
rentiation unter  dem  Integralzeichen,  elliptische  Transzendenten  und 
einzelne  Differentialgleichungen  sowohl  zweiter  als  orster  Ordnung. 
Unter  den  letztgenannten  tritt  wieder  die  Gleiehunir  =  —    her- 

*  ^  yx     VY 

vor.  Den  Schluß  des  Bandes  bildet  eine  Ergänzung  zu  Eulers  Ar- 
beiten über  die  Variationsrechnung, 

Wir  würden  dem  ganzen  Werke  nicht  gerecht  werden,  wenn  wir 
nicht  an  zwei  Tatsachen  erinnerten,  welche  den  Lesern  dieses  Bandes 
zwar  genugsam  bekannt  amd,  aber  doch  ins  Gedächtnis  zurückgerufen 
werden  sollen:  Euler,  der  1735  sein  eines  Äuge  eingebüßt  hatte,  ist 
seit  1766  auf  beiden  Äugen  blind  gewesen,  er  ist  1783  gestorben. 
Die  drei  ersten  Bände  sind  also  entstanden,  ohne  daß  Euler  eine  Zeile 
derselben  im  Manuskript  oder  im  Drucke  selbst  lesen  konnte,  au  dem 
vierten  Bande  war  überhaupt  seine  irgendwie  geartete  Mitwirkung 
ausgeschlossen.  Damit  erklärt  es  sich,  wenn  ijn  IL  Bande  §§  1163 
und  1179  Euler  Selbstentschuldigungen  gemachter  Fehler  ausspricht, 
wenn  er  im  III.  Bande  Differentialgleichungen  für  nicht  integrierbar  hält, 
welche  er  selbst  schon  im  Jahre  1730  integriert  hat  (8.  1033— -1034). 

Wie  Eulers  Integralrechnung,  sind  auch  mit  dem  Namen  La- 
grange  als  Verfasser  Arbeiten   vorgekommen,   welche   einzeln  einen 
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ganzen  Band  ei-füllten,  und  über  welche  man  an  den  Stellen  nach- 
lesen mag,  wo  jene  Schriften  besprochen  wurden.  Freilich  ist  dieses 
bezüglich  der  Mecanique  analytique  von  1788  untuiiKcb,  da,  dem 
Piare  unseres  Geschichtswerkes  entsprechend,  von  der  Mechanik  ala 
solcher  abgesehen  wurde  und  Lagranges  Meisterwerk  nur  nebenbei 
erwähnt  wurde,  weil  Lagrange  in  ihm,  wie  bereits  in  der  Abhand- 
lung von  1770  über  Variationsrechnung,  von  dem  in  neuerer  Zeit 
nach  Lagrange  benannten  Multiplikator  zur  Ermittelung  von  Extrem- 
werten impliziter  Funktionen  Gebrauch  macht. 

Es  hält  schwer  die  beiden  hier  in  den  Vordergrund  gestellten 
Persönlichkeiten  einem  bestimmten  Lande  zuzuweisen,  dem  ihre  Ent- 
deckungen zur  Ehre  gereichen.  Der  in  der  Schweiz  geborene  Euler 
hat  seine  Werke  abwechselnd  in  Petersburg,  in  Berlin,  dann  wieder 
seit  1766  in  Petersburg  verfaßt.  Der  in  Italien  geborene  Lagrange 
wirkte  vorzugsweise  in  Berlin  {1766—1787)  und  in  Paris  (seit  1787), 
und  was  beide,  was  Euler  und  Lagrange,  geschrieben  haben,  das  ward 
alsbald  schulebildend  für  ganz  Europa.  Man  könnte,  man  soUte  vielleicht 
die  beiden  großen,  soeben  vereint  genannten  Gelehrten  jeder  besonderen 
Nationalität  entkleiden  und  sie  als  europäische  Mathematiker  bezeichnen. 

Nach  ihrem  Ausschlüsse  bleiben  unter  den  häufiger  genannten 
Mathematikern  folgende,  deren  Namen  wie  die  Ziffern  beifügten, 
welche  zählen,  wie  oft  der  Name  in  unserem  Überblicke  vorkommt: 
Laplace  (12),  Lambert  (10),  Legendre  (9),  Monge  (8),  Waring 
(7),  Deutsche  Kombinatoriker  seit  1778  (G).  Unzweifelhaft  liegt 
hier  ein  erhebliches  Übergewicht  auf  französischer  Seite  und  verlangt 
die  unumwundene  Anerkennung,  daß  innerhalb  der  in  unserem  Baude 
Ijehandelten  vier  Jalirzehnte  Frankreich  die  erste  Stelle  unter  Europas 
Völkern  einnimmt,  soweit  mathematische  Leistungen  in  Fr^e  kommen. 

Neben  den  von  uns  hervorgehobenen  Zahlen,  welche  immerbin 
einem  wenn  auch  eigentümlichen  Zufalle  ihre  Entstehung  verdanken 
könnten,  reden  gewisse,  wir  könnten  sagen  offizielle,  Tatsachen  die 
gleiche  Sprache. 

Im  Jahre  1775  faßte  die  Pariser  Akademie  den  Hescliluß,  künf- 
tighin keine  Einsendung  mehr  anzunehmen,  welche  eine  elementare 
Quadratur  des  Kreises  oder  eine  ebensolche  Dreiteilung  eines 
beliebigen  Winkels  oder  die  Herstellung  eines  Perpetuum  mobile 
zusagte.  Magman  auch  auf  den  schon  1767  durch  Lambert  versuchten 
Beweis  der  Irrationalität  von  ät  abheben,  so  ist  mindestens  fraglich,  ob  die 
in  Berlin  gedruckte  Abhandlung  den  Mitgliedern  der  Pariser  Akademie 
bekannt  war,  da  eine  Einwirkung  derselben  auf  irgendwelche  Zeit- 
genossen nicht  nachweisbar  erscheint,  und  jedenfalls  war  es  doch  die 
Pariser  und  nicht  die  Berliner  Akademie,  welche  den   erwlihnten  Be- 
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schluB  faßte  und  die  Ablehnung  von  als  fruchtlos  erkannten  Ver- 
suchen über  die  Kreisquadratur  hinaus  auf  zwei  andere  Aufgaben 
ausdehnte,  welche  zu  oft  die  Geduld  der  ilire  vermeintlichen  Auf- 
lÖsnogen  Prüfenden  auf  harte  Proben  gestellt  hatten. 

In  Frankreich  war  in  den  Jahren  1751—1781  na«h  euglisehem 
Muster,  aber  dieses  weit  hinter  sich  lassend,  die  große  ßnqfdt^edte 
entstanden  (Bd.  IIP,  S.  510).  In  Frankreich  empfand  man  aber  auch 
die  Unhandlichkeit  des  nur  zu  umfangreich  angelegten  Werkes  und 
ließ  ihm  1789  die  Encydt^edie  metkodigue  folgen,  die  dazu  bestimmt 
war,  die  Bestandteile  des  großen  Sammelwerkes  nach  Wissenschaften 
zu  ordnen,  und  deren  drei  mathematische  !^iide  bald  auch  außerhalb 
Frankreichs  in  den  Bibliotheken  der  Fachgelehrten   zu    finden  waren. 

In  Frankreich  wurde  1791  durch  Gesetz  das  metrische  System 
eingeführt.  Der  Gedanke,  ein  allgemein  verwertbares,  der  Natur  ent- 
stammendes und  eben  dadurch  natürliches  Maßsystem  ku  ermitteln, 
war  ja  keineswegs  neu.  Huygens  hat  daran  gedacht,  in  England 
sind  Versuche  in  dieser  Richtung  aufgetaucht,  ein  Italiener  Buratini 
hat  1675  den  Sekundenpendel  als  aligemeine  Einheit  empfohlen,  aber 
über  den  Gedanken  ist  man  nirgend  hinausgekommen.  Es  bedurfte 
einer  kühn  veranlagten  gesetzgebenden  Behörde,  eines  von  dieser  Behörde 
gefaßten  Beschlusses,  um  jene  Gedanken  in  eine  Tat  umzusetzen,  und  dazu 
schwang  sich  das  revolutionäre  Frankreich  1791  auf,  ein  Jahr  bevor  das 
Todesurteil  über  den  unglücklichen  König  Ludwig  XVI.  gefüllt  wurde. 

Der  Verurteilung  des  königlichen  Paares  folgten  seit  1792  die 
KeTolutionskriege,  Französische  Heere  zogen  über  die  Grenzen  Frank- 
reichs hinaus  und  wußten  das  Mutterland  Jahrelang  vor  den  unmittel- 
baren Verwüstungen  des  Krieges  zu  schützen.  In  dieser  Zeit  ent- 
wickelten sich  neue  mathematische  Lehren,  entstanden  Anstalten,  an 
welchen  sie  vorgetragen  werden  konnten.  Das  Jahr  1795  ist  das  Ge- 
burtsjahr der  Ecole  Normale  wie  der  Ecole  Polytechnique  in 
Paris.     An  ihnen  lehrten  Lagrange,  Lupiace,  Monge, 

Das  sind  die  Tatsachen,  an  welche  wir  dachten,  als  wir  das 
Übergewicht  Frankreichs  in  den  letzten  vier  Jahrzehnten  des  18.  Jahr- 
hunderts, soweit  es  um  Mathematik  sieh  handelt,  als  feststehend  er- 
klärten. Wir  können  diese  Erklärung  jetzt  um  so  zuversichtlicher 
aussprechen,  allerdings  mit  der  gleichen  Einschränkung,  welche  wir 
am  Anfang  dieser  Erörterung  vorausschickten,  und  welche  sich  auf 
Euler  und  Lagrange  bezog:  Die  in  diesem  Bande  erzählte  Geschichte 
der  Mathematik  ist  in  erster  Linie  die  Geschichte  der  Entdeckungen 
von  Euler  und  Lagrange.  An  zweiter  Stelle  treten  französische 
Mathematiker  auf,  in  die  dritte  Stelle  erst  teilen  sich  Mathematiker  aus 
den  sonstigen  Ländern  Europas.  Dafinden  wir  in  unserer  Übersicht  unter 
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Eiuhaltving  der  alphabetischea  Reihenfolge  der  Länder  sowohl  als  der 
Schriftsteller  den  Dünen  Weasel,  die  Deutschen  Kästner,  Lambert, 
die  Engländer  Landen,  Maskelyne,  Waring,  den  Finlünder  Lexell, 
die  Italiener  G.  F.  t'agnano,  Malfatti,  Maaeheroni,  Ruffini,  den 
Schweden  Bring,  die  Schweizer  Daniel  BernouUi,  Bertrand, 
Lhuilier,  von  welchen  Bernoulli  lange  in  Kußland  lebte. 

Stellen  wir  nach  der  Frage  nach  den  Persönlichkeiten  und  den 
Ländern,  welchen  sie  angehören,  die  sachlich  wichtigere  Frage  nach 
den  bearbeiteten  Gebieten,  so  können  wir  uns  die  Antwort  bequem 
machen,  indem  wir  sagen:  alle  damals  vorlnmdenen  Gebiete  der 
Mathematik  wurden  bearbeitet  von  den  niedersten  bis  zu  den  höch- 
sten; dessen  sind  sämtliche  Abschnitte  dieses  Bandes  ebensoviele 
Zeugnisse.  Sehen  wir  jeden  einzelnen  Abschnitt  uns  besonders  an, 
so  wird  uns  in  denselben  das  Wachstum  der  einzelnen  Teilgebiete 
erzählt,  und  werfen  wir  einen  Blick  in  die  von  uns  angefertigte  Zu- 
sammenstellung, so  erkennen  wir  einen  Wechsel  zwischen  den  be- 
handelten Gegenständen,  der  nicht  bunter  sein  könnte.  Es  war  da- 
mals so  wie  es  früher  war,  wie  es  bis  heute  geblieben  ist.  Ganz 
besonders  veranlagte  Schriftsteller  wußten  neue  überrasch  ende  Ge- 
danken zu  äußern,  die  sich  sofort  als  fruchtbar  erwiesen  und  dadurch 
das  Interesse  und  die  Mitarbeit  der  ähnlich  begabten  Zeitgenoasen 
auf  sich  KOgen.  Ändere  nicht  minder  fruchtbare  Gedanken  mußten 
warten,  bis  vielleicht  erst  nach  Jahrzehnten  ein  anderer  sie  wieder 
aufnahm  oder  in  unabhängiger  Weise  abermals  dachte. 

Wenn  Euler  immer  und  immer  wieder  auf  die  Benutzung  eines 
integrierenden  Faktors,  den  er  Multiplikator  zu  nennen  pllegte,  zurtick- 
kam,  so  fällt  es  schwer  nicht  die  Meinung  za  hegen,  Lagrange 
möge  davon  beeinflußt  gewesen  sein,  als  er  1770,  mithin  zwei  Jahre 
nach  dem  Erscheinen  des  I.  Bandes  der  Eulerschen  Integralrechnung, 
abermals  einen  Multiplikator  unter  Benutzung  des  gleichen  Knnst- 
ansdmckes  in  der  Lehre  von  den  Extremwerten  anwandte.  Wahr- 
scheinlicher ist  allerdings  noch,  daß  Lagrange  diese  Methode  dem 
VL  Kapitel  der  Eulerschen  Metkodus  inveniendi  von  1774  entnahm, 
in  welcher  sie,  wie  H.  Stäckel  bemerkt  hat,  schon  angewandt  ist. 

Wenn   Euler   1768   die   Ditferential gleich ung  =      -   mittels 

yx       yY 

algebraischer  Funktionen  integrierte,  so  war  dieser  Anstoß  für  La- 
grange genügend,  ihn  zu  Untersuchungen  über  die  gleiche  Differen- 
tialgleichung anzuspornen,  und  Lagranges  Arbeit  von  1769  reizte 
wiederum  Euler  zur  erneuten  Behandlung  der  merkwürdigen  Gleichung. 
Wenn  Euler  in  dem  I.  Bande  der  Integralrechnung  Beispiele 
von   siugulären   Lösungen   vorfühi-te  und   Lagrange   1774   Sinn  und 
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EntatehuDg  solcher  Lösungen  zu  erklären  wußte,  so  liegt  der  Zu- 
sammenhang auf  der  Hand. 

Wenn,  um  uicht  immer  wieder  nur  die  beiden  Männer  anzu- 
führen, welchen  ohnehin  der  Löwenanteil  an  dem  Inhalte  dieses 
Bandes  gehört,  Hutton  1787  zum  ei-sten  Male  dem  mathematischen 
Drucke  die  Anordnung  geben  ließ,  daß  Gleichungen  stets  auf  neue 
Zeilen  gesetzt  wurden,  so  verbreitete  sich  diese  Sitte  überall  hin, 
vielleicht  ohne  daß  die  meisten  wußten,  wem  sie  nachfolgten. 

Wenn  Kästner  179U  die  geometrische  Wahrheit  AB -\- IIA  =  0  zu- 
erst aussprach,  wenn  Busse  1798  sicherlich  nicht  ohne  Kenntnis  von 
Kästners  Geometrischen  Abhandlungen,  welche  damals,  gleich  allen 
Kästnerschen  Schriften,  von  jedem  deutschen  Mathematiker  gelesen 
wurden,  die  Vorzeichen  der  Strecken  berücksichtigte,  und  1801  in 
seinem  Buche:  Neue  Erörterung  über  das  Plus  und  Minus,  I.  Ab- 
teilung (Köthen  1801)  darauf  zurückkam,  so  ist  hier  ganz  gewiß  eine 
Abhängigkeit  vorhanden,  während  es  —  wenn  man  uns  gestattet  Über 
die  Zeitgrenze  dieses  Bandes  noch  weiter  hinauszugehen  —  schon 
zweifelhafter  ist,  ob  Moebius  in  seinem  Barjeentrischen  Calcul  von 
1827  nicht  eine  selbständige  Nacherfindung  machte,  was  man  ganz 
gewiß  dem  noch  erbeblich  späteren  mit  der  deutschen  Sprache  voll- 
ständig unbekannten  Chasles  wird  zugestehen  müssen. 

Der  Eintiaß,  welchen  Monges  darstellende  Geometrie,  die  sich 
soweit  über  alle  ihr  vorausgegangenen  annähernd  äbalichen  Schriften 
erhob,  daß  man  von  einer  Neuerfindiing  zu  reden  berechtigt  ist,  so- 
fort bei  ihrem  Erscheinen  ausübte,  ist  unverkennbar. 

Nicht  minder  plötzlich  und  zugleich  nachhaltig  wirkten  Monges 
Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Flächentheorie  und  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen. 

Daniel  Bernouliis  kühne  Neuerung  von  1768,  Inflnitesimal- 
betrachtnngen  in  die  Wahrscheinlichkeitarechnung  einzuführen,  wurde 
dagegen  erat  ganz  allmählich  Gemeingut.  Und  ganz  zum  Schlüsse 
dürfen  wir  nicht  unterlassen  auf  Gedanken  hinzuweisen,  deren  volle 
Bedeutung  über  das  Verständnis  der  Zeit,  in  welcher  sie  entstanden, 
vielfach  über  das  Verständnis  derjenigen,  welche  sie  äußerten,  hinausging. 
Die  Funktionentheorie  des  SIX,  Jahrhunderts  hat  ihre  Keime  in  dem 
vorhergehenden  Jahrhunderte.  Man  vergleiche  doch,  was  in  unserer  Über- 
sicht 17Ö8  von  Kaestner,  1759  von  Daviet  deFoncenex,  1767  von 
Euler,  1777  von  Euler  und  von  Lagrange,  1785  von  Charles,  1787 
von  Monge,  1791  von  Arbogast,  1793  von  Euler,  1797  von  Wessel 
berichtet  ist,  und  man  wird  begreifen,  wie  wir  diesen  Ausspruch  meinen. 

Ihn  ausführlicher  zu  erörtern  sind  diejenigen  berufen,  welche 
vielleicht  weitere  Bände  dieses  Werkes  zu  schreiben  unternehmen. 
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S.  202  Z.  ä  V.  o.   „ 
Z,  14  y.  a. 

,1741"  statt  „1789", 
„Berlin,   5  Bde.,  1782 

S.  262 
S,  265 

—1784". 
S.  204  Z.  15  v.o.  , 

, vierzehn"  statt  „diei- 

S.  272 

Z,  1  Y.  u.  „1787"  statt  „1887". 
6  Z.  2  y.  u.  „Lips."  statt  „Gotting.", 
5  Z.  IG  V.  o.  „oombinatorüs"  atatt 
combinatoribuB".  i 

Z.  2  V.  u,  „masime"  statt  „maxi-   ! 

„reTeraionem"     atatt 


S.  218  Z.  11  V.  u.  „J.  Pr,"  statt  „W.". 
S.  219  Z.  9  V.  u.  „Bezout"  statt  „Bözout". 
S,  220  Z.  9  V,  u    „67"  statt  "  37". 

Z.  I  v.ii,  „Hist.  Mem."  Btatt„Me[n.". 
S,  223  Z.  4  Y.  u.   hinter    „math."   fehlt 


S.  278 
S.  284 
S.  285 
S,  288 
S.  289 
S.  645 

S.  655 


Verbesserungeii  und  Zasätze  zn  den  Absclinitten  XXI  niirt  XXVI 
von  f.  Müller. 

Z.2V.U.  hinter„17fi9"  fehlt  „P.I", 

Z.  2  T.  n    „230"  statt  „220". 

Z.  14  V,  n.  lies  „In  einer  späteren" 

statt  „In  der  zweiten". 

Z.  2  V.  Tl.  vor  „Mem."  Kur.ufiigen 

lies:    „•)   Act.   Acad.  Petrop.    3: 
1779,  P.  II,  29—51   [1783]". 
Z,  1  V,  u.  lies  „1773,  1784,  1785", 
Z,  1  T.  u.  lies  „V"  statt  „IV". 
Z.  11  y.  u.  lies  „analytieae"  statt 

Z.  2  V.  II.  lies  „V"  atatt  „IV". 
Z.  12  V.  u.  lies  „riOÜ"  statt  „200". 
Z.  10  V.  o.  lies  „Bandes,  p.  48". 
Z.  1  T,  u.  lies  „36"  statt  „33". 
Z.  2  y.  u.  lies  „123"  statt  „133". 
Z.  3  V,  H,  lies  „386"  statt  „888". 
Z.  IB  V.  u.,  lies  „Name"  statt 
„Namen". 

Z.  1  V.  u.  Eogg,  Handb.  d,  math. 
Lit-,  Tüb.  1830,  S.  569  hat  eben- 
falls „Milano  1770". 

667    (Anm.  2): 

Jamea  Glenie,  The  gene- 
ral  mathematical  lawa  which 
regülate  and  estend  Propor- 
tion universally;  or  a  method 
of  eomparing  magnitudes  of 
any  kind  together,  in  all  the 
jioasible  degrees  of  increase 
and  deerease.  Phil.  Trans. 
I.ond.  1777,  p,  450. 

James  Glenie,  The  doc- 
trine  of  universal  compariaon 
or  general  proportion.  London 
1789.  4". 

James  Glenie,    The  ante- 

cedental  Calcnlus:    or  a  geo- 

metricalmethodua  of  reasoning, 

withünt    anj   consideration  of 

motion  or  velocity,  applicable 

to    erery    purp  ose    to    w-hioh 

fluxions   have  been   or  can  ba 

applied,    with    the    geometri- 

cal   principles   of  increments. 

London  1793.    18  p.    4°. 

Z.   15    V.   u.    Paaquich,    Erste 

Gründe  einer  neuen  Exponential- 

rechnnng.     Neuere   Abh.   Böhm. 

Gee.  3,  Phys ,  S.  46. 


1,  229  Z.  1  v.u.  hinter  ,.Memoire3"  fehlt 

„pres.". 

1.  230  Z.  1  V.  11,  hinter  „1770"  fehlt  „P.I". 
1,  231   Z.15y.o,hinter„I709"fehlt„P,I", 

Z,   6    V.    II.    hinter    „1782"    fehlt    Zu  S, 

„fl785]". 
i.  234  Z,  12    T, 

„Comm.", 


„Commentat."    atatt 


Z,  13  y.  o,    hinter    „1796"    fehlt 

„p,  n". 

i.  235  Z,  S   Y.  o.    hinter    „Mem,"    fehlt 

"[1774]"  statt  „1774". 

Z.  U  V,  o,  „231"  atatt  „271". 

i.  238  Z,  3  y.  n.  „[1774]"   statt   „1775". 

i.  240  Z.  2  V.  u,  hinauzufügen  „Vgl,  auch 
Fußnote  ku  S,  229", 

5,  243    Z,   4   y,    o.    „Commentat."    statt 
„Comm.", 
hinter  „1799"   zuzufügen  „P.  II". 

i.  248  Z.  21    y,  0,   hinter   „1777"    zuzu- 
fügen „P,  I", 

l  252  Z,  18  V.  u,  vor  „April"  zuzufügen 
„J^rz  oder", 

l  256  Z.  6  y,  n.  „657"  statt  „617", 

i.  259  Z,  12  T,  o.  „auf  imderen  Wegen 
bewiesen  batte;  1,  in  den  Comm. 
Acad.  Petrop,  7,  1734/6,  p.  123— 
134  [1740];  2.  in  einem  Briefe  i 
an  Joh,  Bernoulli  v.  27.  Au- 
gust 1737,  dann  3,  in  der  ,In- 
troductio',  —  daß". 


y  Google 


1098     VerbeBseningen  und   Zusätze  zn  den  Atschnitien  XXI  und  XXVI. 


S.  671  Z.  18  ¥.  u,  und  Z.  6  v,  u.  „Die 
Bücher  von  Mako  von  Eerek 
und  von  Eohde  beünden  eich  in 
der  Stadtbibliothek  zu  Hamburg, 
Speersort. 

3.  67S  Z.  3  V.  w.  „I788-'  statt  „1786". 
.AnalysiB  und  höhere  Geometrie' 
ist  n,  a  des  ,Lehrbegriff  der  ge- 
sammten  Mathematik',  8  Teile, 
Rost.  u.  Greifsw.  1767  —  1777; 
2.  Aufl.  1786—1795. 
Karaten  schrieb  auch:  .Bei- 
träge zur  Aufuahme  der  theo- 
retischen Mathematik',  4  Stöcke 
8",  Lrz.  u.  Eofitock.  St.  I,  p.  1: 
ein  Versuch ,  worin  man  d  e 
Grundsätze  der  Diff.-  u  Int  R 
so  vortragen  klnne,  daß  a  h 
in  diesem  Theile  der  theo  et  a  h  n 
Mathematik  die  aite  geometn  h 
Evidenz  hetrache.  St.  II  j  9i 
Fortsetzung  der  Abhandlung  n 
den  Grundsätzen  der  Di  ff.-  u 
Int.-R. 

i.  675  Z.  1    V.  u.    lies    „Bef-oiit"    statt 

„B^BOut". 

i.  679  Z.  15  v.o.  hinter  „denen":  „in 
der  2.  Aufl.  von  1792—1794". 

ä.  680  Z.  13  V.  u.  „1770"  statt  „1769". 
Der  litpl  heiBt  Anfingsgründe 
der  \nalysis  des  L  nendliehen". 
Im  lahie  1761^  erschienen:  „Aq- 
fangflgrunde  der  Analyais  end- 
licher (jrfßen 

i.  684  Z  B  i  u  Bd  I  Arithmetik  nnd 
4lgebra  er^i-hien  1782,  Bd.  II. 
Geom  Ing  Reselachnitte,  Ditf.- 
u    Int   ß    eraeliiPn  I7S4". 

^•.<iUZ6^  o  Die  späteren  Auflagen 
enthalten  4  B^nde  IIL  Die 
Mechanik  der  festen  Körper. 
IT   Hydrodynamik 

!.  700  Z  3  y  u    atreiche    Nova". 

^  701  7    ■>   1   n    hee     IV  11784V'  statt 

ni 

!.  712  Anm    1        'siehe    P    Stackel, 

Integration  darch  imag.   Gebiet. 

Bih!    malh     (3)    1    löOO,  p.  109 

—128 
i.  716  7   11  V   n    hinter      17HD.   p,   3— 

31"  fehlt  „fl78S]". 


S.  723  Z.  2  y.  u.  lies  „Hjst.  Mem,"  istatt 

S.  726  Z.  3  y,  u.  lies  „XII,  a.  1 756  [1758]". 
S,  738  Z.  3  V.  u.  vor  „p.  72—103"   fehlt 

„P.  I". 
S.  740  Z.  1  V.  u.  lies  „a.  1773,  p,  122— 

148  [1775]". 
S,  749  Z.  3  V,  «.  hinter  „p.  ;i— 28"  fehlt 

„[1780]". 
S.  T66  Z,  1  V.  u,  lies  „Hist.  M^m.". 
S.  767  Z.  ö   y.  o.    Die    ersle    Tafel    der 

Integralwerte   Je'^dt     gab    Ch. 

Eramp,  Analyse  des  refractions 

aatron.    et   terr.    StraBb.    u.   Lpz. 

1797,    Von  ihm   rvihrt  auch  das 

Wort  Jaknltät'  her. 
Zn  8.  772.  Als   fernere   Lit.  über  Max 
u.  Min.: 

X  Ch.  de  Borda,  Snr  la 
methode  de  tronver  les  coarbes, 
qui  jouiasent  de  quelqne  pro- 
priete  du  maotimum  et  mini- 
mum.  Hist.  Mem.  Ac.  Paria 
a.  1767,  H.  90,  M.  561  [1770], 
A.  Fontaine,  Addition  ä 
la  methode  pour  la  solntion 
des   probl^mes  de  masimis  et 


,  ib.  H.  90,  M,  ö88. 

G.A.Lejonmark,  Et  Bättat 

söka  masimum  och  minimnm. 

Nja   Handl.  Syeusk.  Vet.  Ak. 

a.  1794,  p.  13*. 

S.  "7Ö  Z.  4  y.  u.  lies  „a,  177S,   p.  150— 

176  [1775]". 
S.  790  Z.  5  v.u.  Fontana.  Memoria..., 
erschien  Pavia,  1793.    (S.  Rogg, 
Hdb.  d.  m.  Lit.,  S.  499). 
S.  799  Z.  1  y.  u.  „cartesiache"  statt  „kar- 

teeiöche". 
S.  804  Z.  4  y.  u.  lies  .,Hist.  M^m.",        - 
8,  815  Z,  1  r.  n.  hinter  ..p.  20—57"  fehlt 

„[1780]". 
8.  818  Z.  1  v.  u,  lies  „1827"  statt  „1802". 
(Der    Band    erschien   besonderer 
Umstände  wegen  sehr  spät.) 
S.  866  Z.  11   T.  11.    lies    ,.XXV,   a.  1769 

[1771]". 
8.  869  Z.4y.u.  hes  „1827"  statt  „180S"- 
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